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Para uma aprendizagem eficiente, o aprendiz deve estar interessado no conteiido que serd
ensinado e encontrar prazer na atividade de aprender. Este é o Principio da Melhor Motivacédo (POLYA,
1981).

Para ensinar de uma forma eficaz, um professor deve desenvolver um sentimento pelo contetido;
ele ndo pode fazer com que seus estudantes sintam a vitalidade desse contetido se ele proprio ndo a sente.
Ele ndo pode compartilhar seu entusiasmo se ndo hd nenhum entusiasmo para ser compartilhado. Como
ele ensina um conteiido pode ser tdo importante quanto o contetido que ele ensina; ele deve pessoalmente
senti-lo como relevante ( POLYA, 1 977).

George Polya (1887-1985)



RESUMO

MOREIRA, Agnaldo. Motivacio para o ensino e aprendizagem dos nimeros complexos:
uma abordagem com aplicacoes. 110 p. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Curitiba, 2018.

Estudos mostram que motivar professores e alunos para o ensino e aprendizagem de nimeros
complexos no Ensino Médio pode ser uma tarefa dificil. Esse trabalho investiga as causas dessa
dificuldade e propde uma abordagem de ensino dos nimeros complexos baseada em historia,
aplicacdes e fractais. Além disso, apresenta alguns recursos digitais para explorar licdes e

atividades mais interativas dos conceitos matematicos envolvidos.

Palavras-chaves: Histéria dos nimeros complexos; Geometria; Algebra; Conjunto de Mandel-
brot; Conjuntos de Julia; Recursos digitais.



ABSTRACT

MOREIRA, Agnaldo. Motivation for teaching and learning complex numbers: an approach
based on applications. 110 p. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

Literature shows that motivating teachers and students for studying complex numbers in high
school can be a challenging task. This work investigates such issue and proposes an approach
for teaching complex numbers based on their history, applications and fractals. In addition it

provides some digital resources to explore interactive lessons and activities of this content.

Keywords: History of complex numbers; Geometry; Algebra; Mandelbrot Set; Julia Sets; Digital

resources.
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1 Introducao

Em 2017, quando trabalhei na equipe que preparava o material didatico de um sistema

de ensino, percebi que ensinar o contetido nimeros complexos no Ensino Médio é uma tarefa

desafiadora para os professores e que apresenta certo desinteresse, resisténcia e dificuldade de

aprendizagem por parte dos alunos.

Ao pesquisar a literatura para entender as razdes para esse desinteresse e dificuldade,

encontrei vdrias teorias e possiveis explicagcoes:

€ um conteido bastante emblematico no que tange a dificuldade de vé-lo em aplicacdes
cotidianas ou mesmo em relacdes interdisciplinares, o que faz com que as aulas ndo
tenham uma contextualizacao adequada e se tornem pouco interessantes para os alunos
(SPINELLI, 2011);

relutincia do aluno em aceitar os nimeros complexos como niimeros € como uma extensao
do conjunto real (TIROSH; ALMOG, 1989 apud NORDLANDER; NORDLANDER,
2012);

os estudantes ndo percebem a necessidade de resolver toda e qualquer equacio quadrética;
ha uma certa aversao a nimeros chamados imagindrios; por envolverem métodos algébricos
e geométricos para seu pleno entendimento, os nimeros complexos sdo considerados
confusos e dificeis (CHAVEZ, 2014);

alguns alunos consideram as representacdes algébrica e geométrica como objetos mate-
méticos diferentes e autbnomos e ndo como duas maneiras de se representar 0 mesmo
conceito (PANAOURA et al., 2006 apud HUI; LAM, 2013);

ha uma confusao entre as formas de representacdo algébrica e geométrica: o entendimento
de uma forma de representac@o ndo leva necessariamente ao entendimento da outra (HUI;
LAM, 2013);

falta de conhecimento prévio do assunto; falha dos professores em fornecer uma introducao
mais abrangente do contetido (SMITH et al., 2015);

os alunos consideram as palavras complexo e complicado como sindnimos, o que gera um
obstaculo a aprendizagem; a palavra imagindrio carrega uma conota¢cdo negativa embutida
associada a coisas que sO existem na mente; as preconcepgdes com essas duas palavras
fazem com que os alunos considerem os nimeros complexos como algo sem utilidade
pratica relacionando-os a quantidades inventadas por matemdticos sem qualquer relagdo
com a realidade (NORDLANDER; NORDLANDER, 2012);

falta de um significado fisico para os nimeros complexos e para a unidade imagindaria
i = v/—1 (SPINELLI, 2009);

a abordagem geométrica no ensino dos numeros complexos é preterida em relacdo a
algébrica (CARNEIRO, 2004);
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* algumas dificuldades e inconsisténcias conceituais que os mateméticos enfrentaram ao
longo da histéria dos nimeros complexos guardam paralelismo com as que enfrentam os
estudantes no processo de aprendizagem desse contetido (SALCEDO; ALFONSO, 2005);

* historicamente, os matematicos levaram um tempo muito grande para aceitar os concei-
tos, usos e abstragdes dos nimeros complexos e, da mesma forma, os alunos também
necessitam de um tempo maior do que aquele que € geralmente empregado nas aulas
(CIPTOWIYONQO, 2015).

Constatei ainda que a discussao sobre a relevancia desse contetido para estudantes que
ndo estejam diretamente envolvidos no estudo de Matemadtica Pura ganha espaco (DOYNE, 2011;
LAZAROV, 2004) e que, talvez por conta disso, a oportunidade para se estudar os nimeros

complexos no Ensino Médio esteja diminuindo nos curriculos de Matemética ao redor do mundo
(PCMI - IAS, 2011).

No Brasil ndo sao poucas as pessoas que defendem que esse contetido nao deveria ser
ministrado indistintamente a todos os alunos do Ensino Médio. “Toda a teoria a partir dos
numeros complexos poderia ser deixada para o ensino superior”, diz o professor Claudio Possani
da Universidade de Sao Paulo. “No Ensino Médio, tais assuntos sao adequados para dois tipos
de estudantes: o que adora a Matemadtica Pura (isto €, a matemadtica pelo prazer da Matematica,
sem nenhuma outra justificativa), e o que ja tem certeza de que vai entrar na faculdade de Fisica
ou de Engenharia” (VIANA; MENDES, 2014).

Esse também € posicionamento da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) que no
documento Contribui¢do da SBM para discussdo do curriculo de Matemdtica inclui os nimeros
complexos como um tema suplementar da drea de nimeros e fungdes, de carater opcional sem

inclui-lo na grade do 3° ano do Ensino Médio.

Essa tendéncia de flexibilizar e tornar opcional o ensino dos nimeros complexos pode
ser observada também nas duas mengdes diretas a este conteddo que aparecem nas Orientacdes
Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN+), documento oficial que, a

principio, orienta a elaboracao do curriculo de Matematica de todas as escolas no Brasil:

Os objetos de estudo sdo os campos numéricos dos nimeros reais e, even-
tualmente, os nimeros complexos e as fungdes e equacdes de varidveis ou
incdgnitas reais. Para o desenvolvimento desse eixo, sdo propostas duas unida-
des temadticas: variacdo de grandezas e trigonometria (BRASIL, 2006a, p.117).

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da amplia¢do do conjunto
numérico, introduzindo os nimeros complexos. Como esse tema isolado da
resolugcdo de equagdes perde seu sentido para os que nio continuardo seus
estudos na drea, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas
(BRASIL, 2006a, p.119).

Talvez por conta dessa tendéncia de flexibilizacdo, no Brasil esse conteddo apareca cada
vez menos nos exames vestibulares e nao seja exigido no Exame Nacional do Ensino Médio

(Enem). Entdo, embora a escola ndo deva apenas preparar o aluno para as avaliagdes, o atual
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modelo de acesso aos cursos superiores acaba por determinar as prioridades dos professores e o
ensino dos nimeros complexos acaba por ser relegado a um segundo plano.

Esse desinteresse pelo ensino dos nimeros complexos ndo € algo novo. Ja em 2004, o
professor Jodo Paulo Carneiro escrevia na Revista do Professor de Matematica:

Os niimeros complexos ocupam uma posi¢ao singular no ensino de Matematica.
Nao merecem grande ateng@o nos cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matemdtica, por serem considerados como “assunto elementar” de nivel médio.
Ja no Ensino Médio, sdo evitados, sendo tachados de estranhos, de compreensao
dificil e, sobretudo, intteis. De fato, que utilidade poderiam ter objetos cuja
existéncia € motivada, logo no primeiro contato, pela capacidade que possuem
de fornecer uma solucao “imagindria” para uma equacio que “sabemos” que
ndo tem solug@o, como nos foi antes demonstrado varias vezes? Pois € assim que
quase sempre aprendemos e ensinamos os nimeros complexos (CARNEIRO,
2004).

Além do desinteresse pelo contetdo, a fala de Carneiro mostra também que a forma
usual escolhida para ensinar os nimeros complexos € ineficiente € ndo motiva professores e
alunos. Esse é também o pensamento de NORDLANDER; NORDLANDER que nas conclusdes
de seu artigo On the concept image of complex numbers pontuam:

Aprender um conceito matematico abstrato pode ser um desafio motivador
para alguns estudantes interessados. No entanto, na maioria dos casos, com
estudantes medianos e em uma turma mediana, a falta de visualiza¢do pode gerar
severos obstdculos a aprendizagem. O sucesso para ensinar nimeros complexos
provavelmente depende da capacidade do professor de deixar para tras a forma
classica de introduzir o conceito. Introduzir o conceito com um método visual
e inovador pode ser um modo de promover o crescimento profissional do
professor como também uma situagdo de melhor aprendizagem para o estudante.

Essa falta de motivagdo para ensinar e aprender os nimeros complexos, expressa nas
falas de CARNEIRO e NORDLANDER; NORDLANDER, é, justamente, o objeto de estudo

dessa dissertacao.

Assumindo como corretas as duas citagdes de Polya que constam na epigrafe desse texto,
considerei o entusiasmo por um contetido como elemento fundamental para uma aprendizagem
eficaz e procurei, entdo, investigar formas de apresentar o conjunto dos numeros complexos de
modo a mitigar o desinteresse identificado entre professores e alunos. Adotei uma abordagem que
utiliza o contexto histérico, uma maior exploragcdo da interpretacdo geométrica e a apresentacao
de algumas aplicagdes dos nimeros complexos como forma de promover essa motivagao,
conforme sugestdes e resultados encontrados na literatura. Além disso, desenvolvi alguns recursos
digitais para ilustrar ideias discutidas no texto e apoiar o ensino e a aprendizagem desse contetido

no Ensino Médio.

1.1  Questdes de Pesquisa

As seguintes questdes de pesquisa sobre o processo de ensino-aprendizagem dos nimeros

complexos no Ensino Médio nortearam a construcao desse trabalho.
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* Como os nimeros complexos podem ser introduzidos para que despertem o interesse de

estudantes e professores?

* Quais aspectos do ensino dos nimeros complexos podem ser modificados para torni-lo

mais intuitivo e interessante?

* Como os recursos digitais podem ser utilizados para fazer o contetido niimeros complexos

mais atrativo e mais préximo da realidade?

Objetivo Geral

Investigar o ensino dos nimeros complexos no Ensino Médio e propor uma sequéncia

didética para tornar este conteddo mais interessante para alunos e professores.

1.3

1.4

Objetivos Especificos

Apresentar o percurso historico dos nimeros complexos.

Introduzir o conjunto dos nimeros complexos como uma evolu¢do dos nimeros reais,
mostrando que, em sua esséncia, todos os nimeros sdo abstragdes humanas.

Detalhar a relagdo dos niimeros complexos com a Algebra, a Geometria e a Trigonometria,
evitando que as formas de representacao sejam apresentadas de forma desconexa.
Propor e resolver alguns exercicios de Geometria e Trigonometria com a utilizagdo de
nimeros complexos para mostrar que eles também podem ser empregados em problemas
mais cotidianos.

Mostrar algumas aplicagdes dos nimeros complexos nas engenharias e na Fisica de uma
forma mais palatavel e simplificada que possa ser compreendida pelos alunos.

Introduzir e manipular os fractais do Conjunto de Mandelbrot € do Conjunto de Julia como
uma aplicacdo dos numeros complexos.

Propor alguns recursos digitais (objetos de aprendizagem) que abordem esse conteudo.

Estrutura da Dissertacao

Os capitulos dessa dissertacao foram estruturados de modo a contemplar alguns dos

principais topicos que podem ser trabalhados para motivar alunos e professores.

No Capitulo 2 apresento um resumo do percurso histérico dos nimeros complexos desde

o0 seu surgimento até sua aceitacao pela comunidade matematica.

No Capitulo 3 sdo introduzidos os conceitos basicos e a fundamentagao tedrica do

conjunto dos nimeros complexos, dando énfase as formas de representagdo, sua utilizagdo e a

interpretacdo geométrica.
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O Capitulo 4 ilustra algumas das aplica¢des dos nimeros complexos na propria Mate-
matica, enquanto que o Capitulo 5 é dedicado a mostrar algumas das aplicacdes existentes no

“mundo real”.

No Capitulo 6 abordo os fractais dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de Mandelbrot,
aplicacdes dos nimeros complexos que, embora ndo sejam cotidianas, despertam a curiosidade e

o interesse das pessoas.

E, finalmente, no Capitulo 7 apresento minhas considerag¢des finais e algumas reflexoes,
organizadas ao longo de todo o trabalho, no sentido de responder as questdes de pesquisa.

Também aponto alguns caminhos que vislumbro como continuidade desse estudo.

1.5 Recursos Digitais

Todos os recursos digitais desenvolvidos no escopo dessa dissertacdo podem ser visuali-

zados, testados e baixados liviemente em <http://complexos.blog.br/>.

Para facilitar a sua localizag@o nesse site, todos esses recursos digitais foram numerados
seguindo o padrao RDXY'Y, onde X se refere ao capitulo onde foram mencionados nesse texto e
YY é um nimero sequencial. Assim, por exemplo, RD402 se refere ao segundo recurso digital
do Capitulo 4.

Os aplicativos foram publicados com uma descricio de suas funcionalidades, algumas su-
gestoes de atividades didaticas que podem ser desenvolvidas com eles e uma lista de categorias e
tags para facilitar a sua classificacdo e localiza¢do por buscadores. Houve também a preocupacgao

de, sempre que possivel, permitir a execugao dos aplicativos em dispositivos moveis.

Esse site apresenta também uma selecdo de recursos digitais produzidos por terceiros
que também exploram contetidos relacionados aos nimeros complexos que podem ser usados
em atividades didéticas no Ensino Médio. Essa selecdo estd disponivel no mesmo endereco
sob a categoria <links externos>. Esses links externos também foram descritos, comentados e

categorizados para facilitar sua procura e utilizacao.


http://complexos.blog.br/
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2 A Histéria dos niimeros complexos

George Pdlya acreditava que nés compreendemos melhor a Matemadtica quando a vemos
nascendo, quer seguindo os passos das descobertas histdricas, quer nos empenhando nés mesmos
nessas descobertas (KILPATRICK, 1987, p.300). Nesse sentido de valorizacao da Histdria da
Matemadtica no processo de ensino, ele afirmou:

Tendo compreendido como a raga humana adquiriu o conhecimento de certos
fatos ou conceitos, nés estamos em uma posi¢do melhor para avaliar como uma
crianga deve adquirir tal conhecimento (POLYA, 1981).

Os nimeros complexos percorreram um longo e tortuoso caminho histérico e, diferente-
mente de outras areas da Matematica, essa histéria estd muito bem documentada (CARNEIRO,
2004).

Historicamente, os nimeros complexos sofreram forte e, por vezes, furiosa recepgao.
A prépria expressdo niimero imagindrio, cunhada por Descartes, tinha um cardter depreciativo.
Muitos matemdticos importantes se recusaram a adotar os nimeros complexos que s6 foram
amplamente aceitos no século XIX. Ao conhecer esse percurso historico, o aluno pode se colocar
no papel daqueles que se recusaram a aceitar os nimeros complexos em um primeiro momento
e podera entender o que levou a comunidade matematica a sua ado¢do posteriormente. Pode
ainda se sentir mais confortavel ao perceber que ndo estd sozinho quando considera a ideia dos
numeros complexos dificil de entender (EGAN, 2008; CARMO et al., 2005).

Nesse capitulo mostro um resumo dessa historia dos nimeros complexos, comentando
algumas oportunidades para despertar a curiosidade e o interesse do aluno. Também apresento e
discuto alguns recursos digitais que exploram a histéria dos nimeros complexos e podem ser

usados para introduzir esse assunto.

2.1 A busca pela solu¢do das equagdes cubicas

O primeiro traco histérico da raiz quadrada de um nimero negativo aparece no texto
Stereometria (¢.50 d.C.) atribuido a Heron de Alexandria. Depois de ter fornecido a férmula
correta para se calcular o tronco de uma piramide de base quadrada, ao aplicd-la a um caso
concreto, deveria ter chegado a /81 — 144 (na notagdo atual). No entanto, o autor (ou algum
copista) preferiu inverter a ordem dos termos, grafando incorretamente /144 — 81, perdendo a
oportunidade histdrica de ser o primeiro a considerar a existéncia de raizes quadradas de niimeros
negativos (NAHIN, 1998).

Depois de Heron, outras mengdes as raizes quadradas de nimeros negativos sao en-
contradas na histéria como, por exemplo, Diofanto (c. 275 d.C.), Mahavira (c. 850 d.C.) e
Bhaskara (c.1150 d.C.). Todas essas mengdes destacavam a impossibilidade da existéncia de

raizes quadradas negativas, justificando que quantidades negativas ndo geram quadrados (SMITH,
1958).
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As raizes quadradas do nimeros negativos voltariam a aparecer quando do surgimento
dos nimeros complexos. Diferentemente do que € afirmado em muitos livros didéaticos, foi a
busca pela solugdo das equacdes cubicas, e nao a resolugdo de equacdes quadraticas do tipo
22 + 1 = 0, que levou ao nascimento dos niimeros complexos (KLEINER, 2012; NAHIN, 1998;
GARBI, 2010; HAREL, 2013; ROQUE; CARVALHO, 2012).

Foi na Itdlia Renascentista no comeco do século XVI que um grupo de mateméticos
italianos empreendeu a busca pela solucao das equacdes cubicas a partir de seus coeficientes.
Sobre esta busca, no final de 1494, o frei franciscano Luca Pacioli afirmou em seu livro Summa
de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita que no estado atual da ciéncia a
solugdo das cubicas era tdo impossivel quanto a quadratura do circulo. Sua afirmag@o se mostrou
errada: por volta de 1515, Scipione Del Ferro, um professor e matematico da Universidade de
Bolonha, descobriu uma férmula para a resolugio das cibicas do tipo 2® = px + ¢. No entanto,
Scipione nunca publicou a sua descoberta, o que era um procedimento comum naquela época:
mantinha-se o segredo para se obter vantagens financeiras em disputas publicas com os seus
rivais propondo-lhes problemas além de seu alcance. Pouco antes de morrer (1526), Scipione
Del Ferro passou sua descoberta para seu estudante Antonio Maria Del Fiore (NAHIN, 1998;
CAJORI, 1909; O’CONNOR; ROBERTSON, 2002b).

Pouco tempo depois, Del Fiore desafiou o matematico Niccolo Fontana, Figura 2.1,
conhecido como Tartaglia (gago, em italiano), para uma disputa na qual cada participante
propunha 30 problemas para o outro. Antes da data de entrega dos problemas resolvidos,

Tartaglia conseguiu a férmula para resolver as equagdes cubicas e venceu a disputa.

Figura 2.1 — Tartaglia (1500-1557)
Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive (O’CONNOR; ROBERTSON, 2002a)
A noticia que Tartaglia havia vencido Del Fiore e que tinha uma férmula para resolucio

das cubicas chegou ao conhecimento de Girolamo Cardano, Figura 2.2, um matematico, médico,

jogador e fil6sofo italiano que estava preparando um livro de dlgebra para publicacdo. Em
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1539 Cardano convidou Tartaglia a visitd-lo em Mildo e o persuadiu a contar-lhe a férmula
de resolucao das cubicas. Tartaglia forneceu a Cardano a férmula, porém ndo a demonstrou, e
exigiu que esse prometesse que ndo a publicaria. Em 1545, Cardano soube que Scipione Del
Ferro havia descoberto a formula antes de Tartaglia. Ao obter essa férmula a partir das anotacdes
de Scipione Del Ferro, Cardano sentiu-se desobrigado a cumprir a promessa feita e publicou
a férmula em seu livro Ars Magna (A grande arte - 1545), o que provocou a ftria de Tartaglia
(O’CONNOR; ROBERTSON, 2002b; NAHIN, 1998).

Figura 2.2 — Girolamo Cardano (1501-1576)

Fonte: Wikimedia Commons - Dominio Pidblico (COMMONS, 2011)

N3ao se pode acusar Cardano de pldgio, uma vez que ele deu os créditos da descoberta
da férmula a Tartaglia e a Scipione Del Ferro, mencionando o primeiro trés vezes em seu livro
(NAHIN, 1998; MAZUR, 2003; TOSCANO, 2012).

Ars Magna foi um marco na Histéria da Matematica, sendo considerado a maior reali-
zagdo no campo da Algebra desde que os babilonios estabeleceram como resolver as equagdes
quadraticas 3000 anos antes. Nesse livro, Cardano além de descrever e demonstrar o método
algébrico para resolver as equagdes cubicas, incluiu também um método para resolucao das
equacdes de 4° grau (qudrticas)” que foi obtido por um aluno seu, Ludovico Ferrari (1522-1565).

Cardano foi o primeiro a introduzir os nimeros complexos na Algebra, embora tivesse

algumas duvidas sobre eles (MERINO, 2006). No capitulo 37 de Ars Magna, ele da o seguinte
exemplo:

Divida 10 em duas partes de tal modo que o produto delas seja 40. E claro que
esse problema é impossivel. No entanto, nés trabalharemos assim: dividimos
10 em duas partes iguais obtendo cinco em cada parte. Elevamos essas partes
ao quadrado e obtemos 25. Subtraia 40 de 25 como mostrado no capitulo sobre

*O método de Ferrari para resolucdo das qudrticas consiste em reduzir o problema a uma equagdo cubica por
meio de uma substitui¢do e da introducdo de uma variavel auxiliar.
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operagdes no livro VI, obtendo o resto -15, cuja raiz adicionada ou subtraida a
5 daré as partes cujo produto € 40. Estas partes serdo 5 ++/—15e 5 — /—15
(CARDANO, 1968).

Apo6s demonstrar esse problema, Cardano acrescenta que “essa sutileza aritmética € tao refinada
quanto inutil” (CARDANO, 1968).

Em notagdo atual, a formula de Cardano (Del Ferro/Tartaglia) para a equagdo cubica
2 4pr+qg=0 (2.1

¢ dada por:

V(5@ +6) =56 - (&)
= —= = = —= ] =1/l = = 2.2
x$<2>+(2>+3+ 2 2) T3 (@2
Nesse tipo de cubica sempre que a equacdo tem duas raizes reais distintas, o termo

3
nimeros negativos na formula. Ocorre, portanto, um comportamento oposto aquele observado

2 3
(discriminante) <g> + () € negativo, levando ao aparecimento de raizes quadradas de

na férmula para resolucao das equagdes de 2° grau (GARBI, 2010).

Assim, por exemplo, quando aplicada ao exemplo histérico 2® = 152 + 4 chegamos a:

v =2+ v 121+ /2 - V121 2.3)

Embora Cardano tenha dito que sua férmula geral ndo se aplicasse nesse caso, por conta
do aparecimento de \/—121, as raizes quadradas de niimeros negativos nio puderam mais ser
completamente ignoradas, pois sabia-se, por simples inspecao, que x = 4 é uma solugdo real
dessa equacdo. Mais ainda: as outras duas raizes, —2 + V/3, também sdo ndmeros reais. Restava,
entdo, o desafio de encontrar um modo de aplicar a féormula de Cardano para encontrar as raizes
reais desses casos irredutiveis (KLEINER, 2012).

2.2 A constru¢do de uma algebra para os nimeros complexos

Foi Rafael Bombelli, Figura 2.3, um engenheiro hidraulico italiano, quem conseguiu

encontrar uma forma de resolver a equagio 2° — 152 — 4 = 0 aplicando a férmula de Cardano.

Bombelli considerou que como 4 era uma raiz e que em (2.3) os radicandos diferiam

apenas no sinal, o mesmo deveria acontecer em suas raizes cubicas, o que o levou a fazer:

2+ +v—121 =a+v—b

V2 — V=121 =a—v—b
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Entdo, aplicando manipulagdes algébricas, de acordo com as regras estabelecidas para os

ndmeros reais, ele encontrou os valores a = 2 e b = 1 e mostrou que, de fato:

24v—1+2—v—1=4

Figura 2.3 — Rafael Bombelli (1526-1572)

Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive (O’CONNOR; ROBERTSON, 2002a)

Bombelli foi, portanto, a primeira pessoa a escrever regras para as operacoes de adicao,
subtracdo e multiplicacdo de nimeros complexos. Na notacdo dessa dlgebra para os nimeros
complexos, ele chama /—1 como p.dm (abreviagdo para piuit de meno, em italiano) e —/—1

como m.dm (abreviagcdo para meno de meno, em italiano).

Ele mostrou assim, usando a manipula¢cdo dos nimeros complexos que solugdes reais
para equagdes cubicas podiam ser obtidas a partir da férmula de Cardano mesmo quando
raizes quadradas de ndmeros negativos apareciam nesta férmula (ROQUE; CARVALHO, 2012;
O’CONNOR; ROBERTSON, 2002c).

Estes resultados foram publicados no livro L’Algebra em 1572, lancando as bases da
teoria dos numeros complexos. Embora seu livro tenha sido bastante lido, os nimeros complexos
permaneceram envoltos em mistério, pouco compreendidos e, principalmente, completamente
ignorados por cerca de mais dois séculos e meio. Em 1585, o matemético belga Simon Stevin

(1548-1620) explicitou sua desconfianca com os nimeros complexos da seguinte maneira:

Existe assunto legitimo suficiente para exercitar-se, até mesmo demais, sem
necessidade de se ocupar e perder tempo em incertezas (KLEINER, 2012).



19

2.3 Utilizagdo e crescimento na obscuridade

Embora as dividas sobre o significado e a legitimidade dos nimeros complexos tenham
persistido, isso ndo impediu que, a partir dos resultados de Bombelli, eles fossem muito usados e

que muitos trabalhos matemadticos sobre eles fossem produzidos (KLEINER, 2012).

Em 1620, Albert Girard (1595-1632) foi um dos primeiros a afirmar, sem demonstrar,
que uma equagao algébrica de grau n teria n raizes. No entanto, tal forma de afirmar o Teorema
Fundamental da Algebra (TFA) era ainda vaga e ndo muito clara (KLEINER, 2012).

René Descartes (1596-1650) foi outro grande matemaético a contribuir com a histéria dos
nimeros complexos, devendo-se a ele o uso dos termos real e imaginério. Descartes associou
os nimeros imagindrios com impossibilidades geométricas e também relacionou os nimeros
complexos com o numero de raizes de equagdes algébricas (TFA) sem contudo demonstrar essa
afirmacao (MERINO, 2006; GREEN, 1976).

Tanto as verdadeiras quanto as falsas [negativas] raizes ndo sdo sempre reais,
mas algumas vezes sdo somente imagindrias, isto €, pode-se imaginar tantas
raizes para cada equacdo quanto eu previ [quanto indica o grau da equagdo],
mas algumas vezes nao existe uma quantidade correspondente aquelas raizes
que imaginamos (DESCARTES, 1954).

Leibniz e Johann Bernoulli empregaram os nimeros complexos como ajuda para calcular
integrais, o que levou a uma controvérsia entre eles sobre o significado do logaritmo de nimeros
negativos e complexos. Essa controvérsia sé foi esclarecida posteriormente por Euler que mostrou

que log(—1) = i(m + 2nm) (complexo e multivalorado).

Em 1698, Abraham de Moivre (1667-1754) menciona que Isaac Newton j4 conhecia
por volta de 1676 o equivalente da férmula que hoje é conhecida como Férmula de De Moivre:
(cosO + i sen @) = cos(nd) + i sen(nd)

Os niimeros complexos foram usados, também, por Johann Lambert para fazer projecdes
de mapas; por Jean D’ Alembert na hidrodinamica; e por Lagrange, Laplace, Euler e D’ Alembert
em demonstragdes (incorretas) do Teorema Fundamental da Algebra (KLEINER, 2012; CARMO
et al., 2005).

Leonhard Euler, Figura 2.4, foi responsdvel por alavancar as pesquisas sobre o TFA
e os nimeros complexos, tendo provado que se um nimero complexo a + bt € raiz de uma
equacao, entdo, o seu conjugado, a — bi, também é. Mostrou em seguida que toda equacao de
grau impar tem pelo menos uma raiz real e que todas as raizes nao reais sdo da forma a + bz,
sendo necessdrio para isso estudar as operacdes com nimeros complexos, incluindo as poténcias
imagindrias, logaritmos e fungdes trigonométricas. Com Euler, pode-se dizer que a dlgebra dos
nimeros complexos atingiu sua forma atual. Euler, por sinal, foi também quem introduziu o

simbolo i para representar /—17 (CARMO et al., 2005).

O uso de i para representar a unidade imagindria, no entanto, s6 se popularizou apés sua utilizacdo por Gauss
em 1801.
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Figura 2.4 — Leonhard Euler (1707-1783)

Fonte: Wikimedia Commons - por Jakob E. Handmann - Dominio Piblico (COMMONS, 2014b)

No entanto, o comportamento ambiguo da comunidade matematica com 0s nimeros
complexos pode ser visto também com Euler. Embora tenha produzido trabalhos de fundamental
importancia como o que relaciona os ndmeros complexos com as fung¢des exponenciais e
trigonométricas pela férmula e*® = cosx + isenz, ele chega a afirmar:

Como todos os nimeros concebiveis sdo0 maiores ou menores que zero ou
iguais a zero, fica entdo claro que as raizes quadradas de nimeros negativos nao
podem ser incluidas entre os nimeros possiveis. E esta circunstancia nos leva
ao conceito de tais nimeros que, por sua natureza, sao impossiveis, e que sao
comumente chamados de imaginarios ou imaginados, pois existem somente na
imaginac¢do (KLEINER, 2012).

No fim do século XVIII, os matemaéticos ja podiam efetuar operacdes bem avancadas
com os numeros complexos. Porém, ainda ha alguma reserva da parte deles, o que pode ser
observado na Encyclopédie, organizada por Diderot, D’ Alembert e outros filésofos franceses
com a inten¢do de ser um inventdrio de todo o conhecimento humano da época, que em seus

artigos sobre Matematica, redigidos pelo préprio D’ Alembert, ndo mencionam esses nimeros
(CARMO et al., 2005).

Nessa época, 0 anseio por encontrar uma explicac¢do logica para os nimeros complexos,
fosse ela de cardter filoséfico ou pratico, era premente. Com a Idade da Razao, os matemaéticos
tinham sido alcados a modelos a serem seguidos nas ci€ncias naturais, na filosofia e no pensa-
mento politico e social e era, portanto, inadequada a falta de uma explicacao racional para os
numeros complexos. A busca por uma justificativa ldgica para as operagdes com 0s nimeros
negativos e complexos era também uma preocupagdo pedagdgica em locais como, por exemplo,
a Universidade de Cambridge (KLEINER, 2012). Urgia, portanto, uma explicacdo convincente

que levasse a aceitac@o sem reservas dos numeros complexos.
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2.4 TFA, interpretacao geométrica e aceitagao

A primeira demonstra¢do correta do TFA foi feita por Gauss, Figura 2.5, em 1799 em
sua tese de doutorado. Ao longo de sua vida, Gauss forneceria ainda mais trés demonstragdes
diferentes para esse teorema (CARMO et al., 2005).

Um significado para as quantidades imaginarias, no entanto, s foi obtido a partir de
sua interpretacdo geométrica no comec¢o do século XIX. A interpretacdo geométrica para os
nimeros complexos foi proposta por diferentes matematicos como, por exemplo, Argand, Carnot,
Buée, Wessel e Gauss. Credita-se o conceito empregado atualmente de representar um nimero
complexo como um ponto em um plano a Caspar Wessel que publicou a ideia em 1799. Porém,
ninguém deu importancia ao trabalho de Wessel e o sui¢o Jean Robert Argand também publicou
em 1806 uma representacdo semelhante obtida de forma independente. O trabalho de Argand

permaneceu andnimo até 1813 e teve pouca repercussao depois disso.

Figura 2.5 — Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Fonte: Wikimedia Commons - Dominio Pidblico (COMMONS, 2018)

A exemplo de Argand e Wessel, os outros matematicos também eram pouco conhecidos
e foi necessario o prestigio de Gauss para difundir e tornar aceita a representacdo geométrica
dos numeros complexos. Ha indicacdes que ele ja conhecia a representacdo geométrica desde
1796 e que este material tenha permanecido nio publicado. E provével que a ideia de representar
geometricamente os complexos tenha ocorrido a Gauss ao demonstrar o TFA, mesmo que ele

ndo tenha utilizado isso em sua demonstracdo (CARMO et al., 2005).

No entanto, a publicacdo da representagdo dos complexos como pontos no plano por
Gauss ocorreu em conexao com seu trabalho sobre a Teoria do Numeros e s6 se deu apds ele ter
superado seu escripulo metafisico com relacdo as quantidades imagindrias (KLEINER, 2012). A
obra Theoria residuorum biquadraticorum commentatio secunda foi submetida a Real Sociedade
de Gottingen em 1831 e nela Gauss refere-se a interpretacdo geométrica dos nimeros complexos
como a verdadeira metafisica das quantidades imaginarias (CARMO et al., 2005; ROQUE;
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CARVALHO, 2012).

Ele foi o primeiro matemadtico influente e renomado a defender publicamente as quantida-
des imagindrias. Foi ele também quem cunhou pela primeira vez a expressao nimeros complexos.
A associacdo dos nimeros complexos ao plano € enfatizada por Gauss como por nenhum outro
matematico antes dele (ROQUE; CARVALHO, 2012; MERINO, 2006).

A representagdo geométrica, chancelada por Gauss, dispersou o mistério e a obscuridade
que envolviam os nimeros complexos que, dali por diante, tornaram-se entidades reconhecidas
como tais e com lugar na Matematica (MERINO, 2006).

Sobre a obscuridade que envolveu os numeros complexos, Gauss atribuiu parte da culpa
a terminologia adotada:

Que este assunto [nimeros imagindrios] até agora tenha sido cercado por
misteriosa escuridao deve ser atribuido em grande parte a uma terminologia mal
adaptada. Se, por exemplo, +1, -1, e v/—1 tivessem sido chamados de direto,
inverso e lateral, em vez de positivo, negativo e imagindrio (ou, pior ainda, de
impossivel), tal obscuridade estaria fora de questdao (NAHIN, 1998; MERINO,
2006).

Os trabalhos de Hamilton e Cauchy, Figura 2.6, na primeira metade do século XIX

complementaram e ajudaram a consolidar os nlimeros complexos, ratificando sua legitimidade.

Figura 2.6 — Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive (O’CONNOR; ROBERTSON, 2002a)

Em 1833, William Rowan Hamilton (1805-1865) deu uma descri¢do algébrica rigorosa
dos nimeros complexos como pares ordenados de nimeros reais (z, y) dotados de operagdes de
soma e multiplicagc@o explicitamente definidas. Em 1814, Augustin-Louis Cauchy iniciou o seu
trabalho sobre o que hoje conhecemos como a moderna Teoria das Fun¢des Complexas que foi
publicado em 1925. Em 1947 ele fornece uma descri¢cdo algébrica dos numeros complexos em

termos de classes de congruéncia de polindmios reais de médulo 22 + 1 (KLEINER, 2012).
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Houve ainda, entretanto, alguns matemadticos que continuaram resistindo a aceitacdo dos
numeros complexos. Em 1831, Augustus de Morgan declarava em seu livro On the Study and
Difficulties of Mathematics: “N6s temos mostrado que o simbolo /—1 é vazio de significado
ou um tanto contraditério e absurdo”. Em 1854, George Boole chamava \/—1 de “simbolo
ndo interpretavel” e em 1858, George Airy foi ainda mais enfatico em um artigo da revista
Transactions da Sociedade Filos6fica de Cambridge: “Eu ndo tenho a menor confianca em
qualquer resultado que seja obtido essencialmente pelo uso de simbolos imaginarios.”(NAHIN,
1998).

Ao final do século XIX, a maioria dos vestigios de mistério e desconfianca sobre 0s
nimeros complexos tinham desaparecido, havendo apenas uma leve resisténcia no comecgo do
século XX por parte de autores de livros diddticos que complementavam as demonstragdes que

usavam ndmeros complexos com outras que nao os utilizavam (KLEINER, 2012).

2.5 A evolugdo dos niimeros

Costumamos construir o sistema numérico comec¢ando com o0s nimeros naturais e depois
ir expandindo a estrutura gradativamente para incluir os nimeros inteiros, 0s nimeros racionais,
os numeros reais e, finalmente, os niimeros complexos. Nao foi assim, no entanto, que o conceito
de nimero se desenvolveu historicamente. J4 na antiguidade, os nimeros racionais e alguns
irracionais (7 e algumas raizes, por exemplo) eram conhecidos. O sistema de nimeros (positivos)
racionais e irracionais também foi descrito teoricamente por filésofos e matematicos gregos, mas
no ambito de uma teoria autdbnoma de proporcdes comensuraveis e incomensuraveis, € nao como
uma extensao dos nimeros naturais (EBBINGHAUS et al., 1991).

Quando os niimeros complexos comecaram a aparecer no século XVI com os algebristas
italianos, os matemdticos ndo tinham ainda formalizado os conceitos de ndmeros negativos e
irracionais. Até o século XIX, quando Gauss publicou a interpretagdo geométrica dos numeros
complexos, ainda havia matematicos que discutiam se os nimeros negativos realmente existiam
(CARMO et al., 2005). Uma descri¢ao formal e 16gica dos niimeros negativos s6 ocorreu no final
do século XIX, muito embora eles ja fossem usados de uma forma ou de outra por mais de dois
milénios (KLEINER, 2012).

Sobre essa forma erratica da evolugdo dos nimeros, Tobias Dantzig nos ensina em seu
classico livro Niimero - a linguagem da ciéncia de 1930:

A sistemadtica exposi¢do de um livro diddtico em Matematica é baseada na
continuidade 16gica e ndo na sequéncia histérica; mas o ensino secundario
e mesmo o curso superior em Matematica falham em mencionar este fato e,
portanto, deixam no estudante a impressao que a evolugao histérica do nimero
se deu na ordem que os capitulos dos livros foram escritos. Esta impressao é
largamente responsavel pela opinido generalizada que a Matemadtica ndo tem
nenhum elemento humano. Parece que € uma estrutura que foi construida sem
um andaime: ela simplesmente se levantou em sua majestade congelada, camada
por camada. Sua estrutura ndo teria falhas porque seria baseada na razio pura e
suas paredes seriam impenetraveis porque elas teriam sido criadas sem tolices,
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erros ou mesmo hesitacdes, pois a intui¢do humana ndo teria tido nenhuma
parte.

(..

A Histéria da Matematica revela a faldcia de tal nocdo. Ela mostra que o
progresso da Matematica foi o mais erritico e que a intui¢do teve um papel
predominante nele. Pontos avangados distantes foram conquistados antes que o
territdrio intermedidrio tivesse sido explorado, frequentemente até antes que
os exploradores soubessem que havia um territério intermedidrio (DANTZIG,
2005, p.188).

A introduc¢do do plano complexo alargou consideravelmente o conceito de niimero. Antes
da interpretacdo geométrica dos complexos, todos os nimeros conhecidos estavam restritos a
uma dimensao, o chamado eixo real. Depois disso, o dominio de todos os possiveis nimeros

expandiu para um plano bidimensional e infinito em todas as direcdes.

De uma certa forma, com os nimeros complexos a constru¢c@o do sistema numérico esta
terminada: os nimeros complexos sdo completos [fechados] sob as operagdes aritméticas usuais.
Isto significa que nds sempre obteremos um nimero complexo como resultado de uma adigao,
subtragcao, multiplicacdo, divisdo, radiciagao, etc... em outro nimero complexo (NAHIN, 1998).

Os niimeros complexos nao se encaixam imediatamente nas nogdes dos estudantes do
que € um numero e o significado do que é um nimero também mudou ao longo dos séculos

(KLEINER, 2012). Esses dois fatos podem leva-los a questionar se existem nimeros além dos
complexos. Sobre esse ponto, DANTZIG, ao finalizar um tépico sobre os quatérnios esclarece:

(...) extensdes além do dominio do nimero complexo sdo possiveis apenas a
custa do Principio da Permanéncia*. O dominio dos niimeros complexos é a
ultima fronteira desse principio. Além dele [o conjunto dos nimeros complexos],
ou a comutatividade das operagdes ou o papel que o zero desempenha na
aritmética deve ser sacrificado (DANTZIG, 2005, p.211).

2.6 Recursos Digitais

De acordo com Gagné, é importante conquistar a aten¢ao dos estudantes no inicio de uma
licdo para que o ensino e a aprendizagem sejam exitosos (GAGN¢, 1985). Nesse sentido, pode-se
utilizar a histéria da Matematica para despertar a curiosidade dos alunos sobre um determinado
tépico.

Os seguintes recursos digitais exploram parte do conteudo da histéria dos nimeros

complexos que vimos nesse capitulo e podem, portanto, ser utilizados como uma introducao do

assunto para despertar o interesse dos alunos ja no primeiro contato com o tema.

* RD201 - Um breve resumo da histéria dos nimeros complexos

Este livro eletronico ilustrado mostra resumidamente os principais episodios da histéria

dos niimeros complexos. Trata-se uma sequéncia de slides que o professor podera utilizar,

*Em sua forma mais simples, o Principio da Permanéncia afirma que, dada uma fungio analitica f(z) definida
em um subconjunto aberto (e conectado) U dos nimeros complexos C e uma sequéncia convergente a,, cujo limite
L pertence a U, tal que f(a,) = 0 para todo n, entdo f(z) é uniformemente zero em U.



25

de forma integral ou parcial, como introduc¢io do assunto nimeros complexos em suas
aulas. Sao mostradas passagens significativas dessa historia como a busca pela férmula
de resolugdo das equacdes cubicas, a sistematizagdo feita por Bombelli, a construcao da
interpretagdo geométrica por diferentes matemdticos e a caracterizagdo essencialmente
algébrica de Hamilton. Mostra ainda como os nimeros complexos foram tratados de

maneira depreciativa ao longo de toda a sua histdria, inclusive por grandes matematicos.

RD202 - Usando a férmula de Cardano

Um applet do Geogebra que mostra como utilizar a férmula de Cardano para resolucdo das
equacdes cubicas. Além de dar explicacdes sobre a utilizagdo da férmula, permite resolver
alguns dos problemas histdricos propostos por Tartaglia, Antonio Maria Del Fiore e
Ludovico Ferrari. Permite ainda transformar qualquer cibica da forma ax® +bx? +cx+d =
0 na forma utilizada pela férmula de Cardano (2 + px + ¢ = 0), detalhando o processo
dessa transformacdo. Em outra tela, mostra a transformagdo que deve ser aplicada em uma
equacao quartica para reduzi-la a uma equagdo cubica e, assim, deixa-la na forma ideal

para ser resolvida pela férmula de Cardano.

RD203 - Estudo do discriminante da formula de Cardano

Este é um applet do Geogebra que ilustra o papel do termo discriminante da férmula
de Cardano. A partir de controles deslizantes, o aluno consegue variar os valores de p
e gem 22 + px + ¢ e, assim, obter a férmula de Cardano para esses valores, o valor do

discriminante e as solucgdes (reais e complexas) desta equacgao.

RD204 - Introducao a representacdo geométrica de um nimero complexo

Trata-se de um applet do Geogebra que apresenta o plano complexo aos alunos na forma
de um jogo. O aluno tem que mover pontos dentro do plano complexo para fazé-los
coincidirem com os nimeros complexos dados. Os movimentos no plano complexo podem
ser corrigidos quantas vezes forem necessarias até que o aluno consiga o posicionamento
correto. O objetivo desse jogo € fornecer uma nog¢do da interpretacdo geométrica dos

nimeros complexos ji na introdu¢do do assunto, juntamente com o contexto historico.
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3 Conceitos basicos

Nesse capitulo apresento os conceitos basicos do conjunto dos nimeros complexos
(©), definindo seus elementos, suas propriedades, formas de representacdo, operagdes e alguns

resultados que serdo tteis para o entendimento dos préximos capitulos.

A introdugdo desse novo conjunto serd feita seguindo a ideia, vista ao longo do capitulo
2, que a extensdo de dominios numéricos (por exemplo, de N para Z, de Z para Q e de Q para R)
foi motivada pela necessidade de estender operagdes sobre os elementos desse dominio. Assim, o
conjunto dos niimeros complexos serd apresentado como uma extensao do conjunto dos niimeros

reais (R) na qual é possivel operar com raizes negativas de indice par.

Na medida do possivel, procurei apresentar também a interpretagdo geométrica dos
conceitos mostrados e caracterizar as formas de representacdo como modos diferentes de se
exibir o mesmo conceito. A teoria aqui apresentada pode ser encontrada em muitos livros
didaticos com pequenas variacdes de notacao entre um e outro. O texto a seguir compila as ideias
presentes em (ANDREESCU; ANDRICA, 2014; LIMA et al., 2006; MURRAY, 1995; NEVES,
2014).

3.1 Conjunto dos numeros complexos

Defini¢do 3.1. Seja R? = {(z,y)|z,y € R}, isto é, o conjunto dos pares ordenados (x,vy)
com z e y reais. Tomando dois elementos (x1,y,) e (v2,1y2) de R?, definimos a igualdade e as
operacoes de adicdo e multiplicacdo da seguinte maneira:

(z1,91) = (T2, 42) & 71 = T2 € Y1 = Yo (igualdade),

(1, 91) + (22, 92) = (21 + 22,91 + y2) € R? (adigdo),

(x1,91) - (22, y2) = (2122 — Y12, 1Yo + 22y1) € R? (multiplicagdo).

Definicdo 3.2. O conjunto dos pares ordenados de R? para os quais valem a igualdade, a adicdo
e a multiplicagdo, tal como estabelecidas na Definicdo 3.1, é chamado de conjunto dos niimeros
complexos e representado por C. Cada par ordenado z = (x,y) € C é chamado de um niimero

complexo.”

A partir da Definicdo 3.2, podemos mostrar que o conjunto C dos nimeros complexos
satisfaz as seguintes propriedades (axiomas):
e em relacdo a adicdo
(A1) Comutatividade: z; + 2o = 29 + 2; para todo 2z, 2, € C.
(A2) Associatividade: (21 + z3) + 23 = 21 + (22 + 23) para todo 21, 29, 23 € C.
(A3) Existéncia do elemento neutro: existe um tinico nimero complexo 0 = (0,0) tal que
2+ 0=0+4 z = zparatodo z € C.

“Esta descri¢do dos nimeros complexos como pares ordenados € devida a William Rowan Hamilton, conforme
mencionado no Capitulo 2.
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(A4) Existéncia do inverso aditivo: para todo nimero complexo z = (z,y) existe um dnico
—z=(—a,—b) e Ctalque z + (—2) = (—2) + 2 = 0.

e em relagdo a multiplicacdo

(M1) Comutatividade: z; - 2o = 25 - z; para todo 2y, 25 € C.

(M2) Associatividade: (z; - 25) - z3 = 21 - (22 - 23) para todo 21, 29, 23 € C.

(M3) Existéncia do elemento neutro: existe um tnico niimero complexo / = (1,0) tal que
z-1=1-z=zparatodo z € C

(M4) Existéncia do inverso multiplicativo: para todo nimero complexo z € C\{(0,0)} existe

1 T

um dnico z7! = - = ,— i cCtalquez-zt=21.2=1.
z 2y 2?42

(M5) Distributividade em relacdo a soma: z;-(2o+23) = z1-25+21-23 paratodo 21, 29, 23 € C.

Dizemos que o conjunto C, por obedecer essas propriedades da adicdo e da multiplicacido
(Al a A5 e M1 a M4), juntamente com essas duas operagdes, constitui um corpo, uma estrutura

algébrica fundamental da Matemética bastante utilizada na Algebra e Teoria dos Ntimeros.

3.1.1 A unidade imaginéria ¢

Chamamos de unidade imagindria e representamos por ¢ a0 nimero complexo imaginario
puro (0,1). Observe que a unidade imagindria ¢ satisfaz a propriedade que motivou a descoberta

dos numeros complexos, isto €, i =—1.

Demonstragcdo. Aplicando a defini¢do de multiplicacdo de nimeros complexos (3.1), temos:

(0,1)(0,1)
(0-0—1-1,0-1+1-0)
(_1’0)

=1

3.1.2 R como um subconjunto de C

Se tomarmos o subconjunto C' = {(z,0)|z € R} de C, temos que a fun¢do f : R — C’
com f(z) = (x,0) é uma bijegdo e preserva a adi¢do e multiplicagdo em R, isto &, para todo

1, To € R, temos:

f(x1 +22) = (21 + 12,0) = (21,0) + (22,0) = f(21) + f(22),
(w1 -22) = (21 - 22,0) = (21,0) - (22,0) = f(21) - f(2).
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Essas duas caracteristicas fazem de R e C’ conjuntos isomorfos que, para todos os efeitos
praticos, comportam-se como R fosse de fato um subconjunto de C, isto €, podemos operar com

os elementos (x,0) de C’ como se estivéssemos operando com os elementos x de R e vice-versa.

Podemos usar, por conta da bijecdo f, a notagdo (x,0) = z e considerar que o conjunto

dos reais R estd incluido no conjunto dos nimeros complexos.

Devemos observar, no entanto, que a ordem de R ndo pode ser estendida para o conjunto
dos complexos. A relagdo de ordem estabelece que para quaisquer elementos a e b de um

conjunto, somente um dos seguintes casos € verdadeiro: a > b,a < boua = b.

Para termos um corpo ordenado, os seguintes axiomas devem ser respeitados:

1)sea<beb<centdoa < ¢

i)sea<bec<d,entioa+c<b+d;

i)sea<bec>0,entdoa-c < b-c.

Supondo i > 0, temos que i2 = —1 < 0, o que contradiz (iii). Entdo, devemos ter i < 0.
Porém, i* = i? - i> = 1 > 0, o que também contradiz (iii). Logo, ndo pode haver nenhuma
relagdo de ordem em C que obedeca os axiomas de (i) a (iii), o que mostra que C ndo é um corpo
ordenado.

3.1.3 Tipos de nimeros complexos

De maneira andloga, podemos destacar também o subconjunto C” = {(0,y)|y € R} de
C, conhecido como o subconjunto dos nimeros complexos imagindrios puros. Assim, podemos

considerar trés tipos distintos de niimeros complexos, conforme mostrado na Figura 3.1:

* (z,0) - sdo os nimeros complexos reais ou, simplesmente, reais;
* (0,y) - sdo os nimeros complexos imagindrios puros ou, simplesmente, imagindrios puros;

* (z,y), comx # 0,y # 0 - ¢& a diferenga entre C e os subconjuntos dos reais e dos

1magindrios puros.

Numeros complexos (x,):)>

Numeros reais (x,0)

NUmeros imaginarios
puros (0,y)

Figura 3.1 — Numeros reais e imaginarios puros como subconjuntos de C

Fonte: elaborado pelo autor
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Observe que o nimero complexo 0 = (0, 0) ¢, simultaneamente, real e imagindrio puro.

3.2 Forma Algébrica

Pares ordenados sd@o convenientes para uma defini¢do rigorosa dos nimeros complexos.
No entanto, para manipulacio algébrica e para executar cdlculos com nimeros complexos, outras
formas de representacdo sdo mais adequadas como, por exemplo, a forma algébrica que veremos

a seguir.

Proposicao 3.3. Todo niimero complexo z = (x,y) pode ser unicamente representado na forma

z=x+yi,ondex,y € Rei=/—1,istoé, i* = —1.

Demonstragdo.
2= (z,9)
= (2,0)+(0,y)
= (z,0) + (y,0)(0,1)
=x+yi

A expressdo z = z + yi € chamada de forma algébrica de um numero complexo.

Definicao 3.4. O niimero real x é chamado de parte real do niimero complexo z = x + yi e 0

niimero real y é chamado de parte imagindria de z. Notagdo: Re(z) = x e Im(z) = y.

Definicao 3.5. Para qualquer niimero complexo z = x + yi, o niimero Z = x — yi é chamado

de conjugado do niimero z.

3.2.1 Operagdes na forma algébrica

Quando usamos a forma algébrica z = = + yi em vez do par ordenado (z,y), ndo
precisamos memorizar as operacoes de adicao e multiplicagdo presentes na Defini¢do 3.1, uma

vez que essas operacdes sdo realizadas da mesma forma que operamos com bindmios.

e Adicao e subtracdo

A adi¢do e a subtracdo de dois nlimeros complexos z; = 1 + Y1t € 2o = xo + yoi € feita
realizando-se separadamente a soma ou a subtracdo das partes reais e imagindria, o que decorre

da Defini¢do 3.1 e, no caso da subtracdo, da propriedade do inverso aditivo. Temos, entdo:

z2=2z+ 29 = (x1 + 1) + (!102 + yot) = (5151 + x9) + (?J1 + y2)i (3.1)
z2=121— 29 = (11 +y11) + (=23 — y21) = (v1 — z2) + (y1 — Y2)1 (3.2)
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Isto é, Re(z; & 23) = Re(z1) + Re(2a) e Im(z1 & 20) = Im(21) £ Im(22).

Exemplo 3.6. Efetue as seguintes adicdes e subtragdes:

a) B3+4)+(7T—4)=B+7)+(4—-1)i =10+ 3.
b)(3—-2i)+2=3+2)+(-2+0)i=5—2i.
)B+i)—(14+2)=CB+i)+(-1—-20)=B-1)+(1—-2)i=2—1. .

e Multiplicacao

Para realizar a multiplicagdo de z; = z1 + Y17 € 22 = T2 + Y2, usamos a propriedade

distributiva e levamos em conta que i> = —1. Temos assim:

21+ 22 = (21 + 117) (T2 + Yoi)
= 21(22 + y2i) + yri(z2 + Yoi)
= 1%y + L1yl + Y1Tai + YrYai’
= 1122 + (192 + Y172)1 — Y1y
= (T122 — t1y2) + (T1Y2 + Y172)i (3.3)

Exemplo 3.7. Efetue as seguintes multiplicacdes na forma algébrica:

a) (34+4i)(7T—14)=3(7T—1)+4i(7T—1i) =21 — 3i + 28 + 4 = 25 + 251.

b) (1 —-2i)(4—3i)=1(4—3i) —2i(4—3i) =4—-3i — 8 — 6 =—2—11i.

) B+i)(1+2i)=31+21)+i(l+2i)=3+6i+i—2=1+7i. .

e Divisao
. <1 s
Podemos calcular o quociente — de dois ndmeros complexos z; € z3, com 25 # 0,
22
L. o . e 1
obtendo — (inverso multiplicativo de 25) e realizando a multiplicacio z; - —.
22 22

. A . . .
No entanto, podemos realizar a divisio — mais facilmente, sem a necessidade de
22
memorizarmos o inverso multiplicativo, utilizando a seguinte propriedade do conjugado de um

ndmero complexo: z - Z = (z + yi)(z — yi) = 22 + y2.

Assim, sabendo que o produto de um niimero complexo z por seu conjugado Z resulta em
um numero real, basta multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador

e teremos transformado o problema em uma multiplicagcdo. Temos, assim:

z1 Tty
P Yol
T1+ Y1t Ty — Yol
To + Y2l T — Yol
(@2 + y1ye) + (—T1y2 + Y172)i
B x5+ s
(T122 + y1y2) | (=21y2 + 1172) .

= + i (3.4)
T3+ Y3 T3+ Y3
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Exemplo 3.8. Efetue as seguintes divisdes na forma algébrica:
141
a)

1—1

1+43 144 1474
1—i 1—4 141

3+ 21

b)2—2i

3+2t 3+t 242

2-92 2-2 242
2410

8
1 54

_4+4

e Poténcias de 1

As poténcias de i com expoente inteiro seguem um padrdo’. Vejamos:

Podemos provar por indug¢do em n € N que o padrao ilustrado acima se mantém, isto

é: Z'4n — 1’ Z'4n+1 " Z'4n+2

=3 dn+3 _

=—-lezs —1. Assim, para determinarmos o valor de uma

poténcia inteira de ¢, basta que determinemos o resto da divisdo do expoente por 4.

Exemplo 3.9. Calcular o valor de 7302797

O resto da divisdo de 1302797 por 4 € igual ao resto da divisdo de 97 (dltimos dois digitos) por 4.

Como o resto da divisdo de 97 por 4 € igual a 1, temos que 130277 = 1 = 4, .

1
- . . N . N .
Este padrao também se aplica para as poténcias negativas, pois =" = p Assim, por
' 1 7

exemplo, 7~ :,—7:—,22':2.
) —1

3.2.2 Representacdo Geométrica

A exemplo dos niimeros reais que podem ser representados pelos pontos de uma reta

numérica, também € possivel ter uma representacdo geométrica para os nimeros complexos. A

TEsse padrio esté relacionado a interpretaciio geométrica da multiplicagdo por i que veremos mais & frente
nesse capitulo.
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Defini¢do 3.2 caracteriza cada nimero complexo como um par ordenado de ndimeros reais. Entao,
¢ bastante natural considerar um plano para colocar esses pares ordenados em um sistema de
coordenadas xOy semelhante ao sistema cartesiano. O plano adotado para esta representacdo é
chamado de Plano de Argand-Gauss ou Plano Complexo e consiste de um sistema de coordenadas

com um eixo horizontal para os nimeros reais € um eixo vertical para os nimeros imaginarios.

Definicao 3.10. Como os niimeros complexos sdo pares ordenados de niimeros reais, entdo
existe um tinico ponto M do plano complexo associado a cada par ordenado z = (x,vy). Esse

ponto M do plano complexo é chamado de afixo ou imagem geométrica do niimero complexo z,
Figura 3.2.

O nitmero complexo z = x + yi é chamado de coordenada complexa do ponto M.

Eixo imaginario

M(z, y) afizo de z = = + yi
*

Re
e} z Eixo real

Figura 3.2 — Representacdo de z no plano complexo

Fonte: elaborado pelo autor

A Figura 3.3 mostra algumas representacdoes geométricas no plano complexo: (a) o
conjugado de um ndmero z, (b) o inverso aditivo de um nimero complexo e (c) o vetor que

representa um nimero complexo.

A imagem geométrica do conjugado de z = z + yi é o ponto M'(z, —y) (afixo M’) que

¢ a reflexdo do ponto M (z,y) em relagdo ao eixo x, conforme Figura 3.3 (a).

A imagem geométrica do inverso aditivo —z de um nimero complexo z = x + yi é a

reflexdo M"(—x, —y) em torno da origem do ponto M (z,y), conforme Figura 3.3 (b).

Uma vez que os nimeros complexos podem ser representados por pontos em um plano, é

natural associd-los a vetores em duas dimensdes. Podemos, entdo, identificar o nimero complexo
‘ L = P 4o .

z = x + yi com o vetor v = OM, onde M(x,y) é a imagem geométrica do nimero complexo z,

como ilustrado na Figura 3.3 (c).

Assim, nimeros complexos podem ser representados por vetores ou representa-los. Vere-
mos a seguir que esta associacao com vetores esta relacionada com a interpretacao geométrica

das operagdes com os niimeros complexos.
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. Mz, y) Mz, y)

Re Re

Re

Figura 3.3 — Representacdo Geométrica: (a) conjugado (b) inverso aditivo (c) vetor associado

Fonte: Adaptado de (ANDREESCU; ANDRICA, 2014, p.23-24)

3.2.3 Interpretagdo geométrica das operacoes algébricas

e Soma e subtragdo

A soma de dois nimeros complexos z; € z; corresponde geometricamente a soma dos

vetores v7 € U3 que os representam, Figura 3.4.

z2(x1 4+ x2,91 + 2)

zo(@2,y2) -7 J
/I
I
I
— — ’
o v+ v !
) L 2 /

71}‘5 /
v — Uy /

T A = — )

722(7'1"2’ 72/2)

Figura 3.4 — Soma e subtragdo de vetores v7 € 03

Fonte: elaborado pelo autor
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Essa correspondéncia pode ser comprovada observando-se que z; + 23 = (71 + x2) +
(y1 + y2)i e que a soma dos vetores é 0] + v5 = (1 + x2)é1 + (y1 + y2)€3, onde €] e €3 séo os

vetores unitarios dos €ixos X €y, respectivamente.

Como a subtragdo de dois nimeros complexos 2; € 2z, € a soma de z; com O inverso
aditivo de zy, isto é, z; — 2y é igual a z; + (—2z3), podemos concluir que a subtragido de dois

nimeros complexos corresponde a subtracdo dos vetores v; e v5 que os representam, Figura 3.4.

Observando novamente a Figura 3.4, percebemos que, geometricamente, a adi¢ao (e
subtracdo) de z; e 2z podem ser visualizadas usando a regra do paralelogramo para adi¢ao de
vetores. Nessa regra, o vetor soma € representado pela diagonal do paralelogramo formado pelos

dois vetores originais, cuja origem coincide com a origem dos vetores.
e Multiplicac¢ao por ¢

Consideremos a multiplicacdo de um nimero complexo z = x + y: pela unidade
imagindria ¢. O produto serd o nimero complexo z - 7 = —y + xi. Os vetores que representam z
e z - ¢ sdo perpendiculares, pois < z,y >< —y,r >= —xy + yx = 0 (produto interno igual a

ZEero).

Assim, a multiplicagdo por ¢ corresponde a uma rotagao de 90° no sentido anti-horéario
do vetor que representa z. A Figura 3.5 mostra o que acontece com o vetor que representa z

quando realizamos sucessivas multiplicacdes por .

fim

90°

90° 90° Re

90

Figura 3.5 — Interpretacdo geométrica da multiplicag¢do de z por ¢

Fonte: elaborado pelo autor

De maneira completamente andloga, podemos mostrar que a multiplicacao de z por —:

corresponde a uma rotacdo de 90° no sentido hordrio do vetor que representa 2 .

e Multiplicagcdo de z por k € R

A Figura 3.6 mostra o que acontece geometricamente quando multiplicamos um niimero
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complexo z por um nimero real k. Podemos interpretar essa multiplicacdo como o produto do

vetor que representa z por um escalar £ € R.

Im Im
k>1 0<k<1
k-z
z k-z §
Re Re

(a) (b)

k< -1 m 2 -1<k<0 |m Z
Re Re
k-z
k-z
(c) (d)

Figura 3.6 — Interpretacdo geométrica da multiplicagcdo de z por k&
@k>10b)0<k<l@Ok<-1Wd)—-1<k<0

Fonte: elaborado pelo autor

Se k > 0, entdo o produto £ - z € representado por um vetor que tem a mesma direcdo e

sentido do vetor que representa z, conforme Figura 3.6 (a) e (b).

Se, no entanto, k£ < 0, entdo o vetor que representa £ - z tem a mesma direcdo, porém

tem sentido oposto ao vetor que representa z, conforme Figura 3.6 (c) e (d).

A norma ou comprimento do vetor que representa k - z depende do médulo de k. Se

0 < |k| < 1, a norma do vetor que representa k - z ¢ menor do que a norma do vetor que

representa z, como mostrado na Figura 3.6 (b) e (d). Se, no entanto, |k| > 1, a norma do vetor
que representa k - z € maior do que a norma do vetor que representa z, conforme pode ser visto

na Figura 3.6 (a) e (c).

3.3 Forma Polar ou Trigonométrica

A representagdo geométrica com coordenadas cartesianas nao € a unica forma de se
representar um nimero complexo no plano. Podemos, por exemplo, em vez de coordenadas

cartesianas, utilizar coordenadas polares.

As coordenadas polares tomam como referéncia uma distancia a partir de uma origem
(médulo) e uma direcdo (dada por um angulo medido no sentido anti-hordrio em relacdo a

horizontal).
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Seja o nimero complexo z = = + y: representado em um sistema de coordenadas no
—_> .
plano pelo vetor OM = (z,y) conforme mostrado na Figura 3.7.

|
m M(z,y)

X

Figura 3.7 — Um nimero complexo z em um sistema de coordenadas polares

Fonte: elaborado pelo autor

Definicao 3.11. O mddulo ou valor absoluto de um niimero complexo z = x + i, indicado por

|z| ou por r, é um niimero ndo negativo dado por: |z| = r = /2?2 + y2 = \/z - Z. E, portanto,
a norma do vetor que representa o niimero complexo z, ou seja, a distancia de sua imagem

geométrica a origem.

Definicao 3.12. Chamamos de argumento de um niimero complexo z ndo nulo, e representamos
por arg(z), ao dngulo 0 entre a parte positiva do eixo real e o vetor que representa z, medido

no sentido anti-hordrio.

E fdcil perceber por essa defini¢do e pela Figura 3.8 que se 0 é o argumento de um
niimero complexo z, entdo 0 + 2k, k € Z também é. Logo, um niimero complexo z tem infinitos

argumentos. Se 0 < 6 < 2, entdo 0 é chamado de argumento principal do niimero complexo .

0 Re

-
NS

Figura 3.8 — Dois dos infinitos argumentos de um niimero complexo z

Fonte: elaborado pelo autor

Definicao 3.13. Seja 0 um argumento de um niimero complexo z = x + yi ndo nulo e sejar > 0

o seu modulo. Entdo, temos que v = rcos ) e y = rsen 8. Logo, podemos escrever z como:

z=r(cosf+isenb), (3.5)
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que é chamada de forma polar ou trigonométrica do niimero complexo z.

Os niimeros r e 0 sdo as coordenadas polares do ponto z = M (x,y).

3.3.1 Propriedades do médulo de z

A partir da correspondéncia da soma de vetores com a soma de nimeros complexos,

podemos provar as seguintes propriedades:

P1 - A desigualdade triangular vale para os nimeros complexos, isto &,

21| = |22]] < |21+ 22| < |21] + |22] (3.6)

Demonstragcdo. Se os vetores que representam z; € 2o nao t€ém a mesma direcdo, para soma-los
formamos um tridngulo com os lados |2, |22] € |21 + z2|. Como em um tridngulo, cada lado é

menor que soma dos outros dois e maior que a diferenca dos outros dois, temos:
1] = [zall <21+ 22| <lz1f 4 [22].
Se os vetores t€ém a mesma direcdo e 0 mesmo sentido, temos:
|21 + 22| = |21| + |22].
Se os vetores tém a mesma dire¢ao e sentidos contrarios, temos:
|lz1] = [22|] = |21 + 22].

Entdo, em qualquer dos trés casos, vale: ||z1]| — |z2|| < |21 + 22| < |21] + |22]- .

P2 - Se z; e 25 sdo dois numeros complexos com afixos Z; e Z,, respectivamente, entdo a

distancia entre eles € igual ao médulo de sua diferenga, |29 — 2

Demonstragcdo. Quer os vetores que representam 2; € 2; tenham a mesma direcao ou ndo, a

A . . . e .
distancia entre eles serd dada pelo médulo do vetor Z; Z5, ou seja:

—
d(2:1722) = |leg| = |22 — 21|.

3.3.2 Operagdes na forma polar

A forma polar de representagdo simplifica consideravelmente as operacdes de multiplica-

¢do, divisdo, potenciagdo e radiciacdo de nimeros complexos.



38

e Multiplicacdo

Proposicao 3.14. Sejam dois niimeros complexos zy = r1(cos 01 + i senfy) e zo = ro(cos Oy +

i sen 0). O produto entre eles é dado por z; - zo = 11 - T3[cos(01 + 02) + i sen(0; + 02)].

Demonstragdo.

21 - 29 = r1(cos Oy +isenby) - ro(cos by + i sen by)

=T1-T2

(cos 0y - cos by + cosby -isenby + isenb - cosby+isenby - isenbs)
=11 - 19(cos b - cosby + cos by - i sen by + i sen by - cos by — sen by - senbsy)

:’[”1

ra[(cos by - cos by — sen by - senby) +i(cos by - sen by + sen by - cos 6s)]
ralcos(0y + 03) + i sen(0; + 65)]

(3.7)

comarg(z - z2) = arg(z1) + arg(z2) + 2km, k € Z

Podemos demonstrar por indug@o que a relacdo (3.7) pode ser estendida para n ndmeros
complexos, n > 2, o que leva a:

21 2g e 2y =T1 T e roplcos(01 4+ 02+ -+ 0,) +isen(f; + 60+ ---+0,)] (3.8)

Interpretacao geométrica - Da relacdo (3.7), podemos concluir que a multiplicagdo
de nimeros complexos z; - 2o pode ser interpretada geometricamente como uma homotetia
(dilatagdo ou contra¢@o) de razdo |z»| e uma rotagdo de angulo arg(z;) aplicadas ao vetor que

representa z;. Assim, o nimero complexo z; - 2o tem médulo |z;| - |25| e argumento 6 + 65,
como na Figura 3.9.

Figura 3.9 — Multiplicacio de dois niimeros complexos z; € 2

Fonte: elaborado pelo autor
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Particularmente, se tomarmos z; com mdédulo unitério, o vetor que representa o produto
21 - 29 € o resultado de uma rotagdo do vetor que representa 2z, em torno da origem de um angulo

igual a 67, conforme ilustrado na Figura 3.10.

Re

o

Figura 3.10 — Multiplicag¢@o de dois nimeros complexos z; (médulo unitério) e 2o

Fonte: elaborado pelo autor

e Divisao

Proposicao 3.15. Sejam dois niimeros complexos zy = r1(cos 01 + i seny) e zo = r3(cos Oy +

i sen By) # 0. Entdo, S [cos(0) — 02) + i sen(0; — 0s)].
Z2 T2

Demonstragdo.

z1  ri(cosB; +1sen 6y

)
2o 1o(cos by +isenbsy)
)
)

(

(

r1(cos by + i sen 61)(cos Oy — i sen By)

To(cos Oy + i sen Bs)(cos Oy — i sen By)
(

r1(cos 01 + i sen 6y)(cos Oy — i sen Oy)
ro(cos? Os + sen? 6;)

_n [(cos by cos Oy + sen O1sen Oz) + i(sen B1cos Oy — sen Oacos b))

T2
= "Llcos(8y — ) + i sen (6 — 6, (3.9)
,
2
com arg (Zl) =arg(z) —arg(z) + 2km, k € Z. .
zZ9

Exemplo 3.16. Seja z; = 5 (cos% +1 sen%) €z =3 (cos% +1 sen%). Efetue as seguintes

multiplicacdes e divisdes:

a) 21 - 2

T . T m
2122:5-3{003 <6+4) + 1 sen (6+4)]

= CcOS 12 1.5€en 12
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b) 2L
22
2= o (5 3) (- 5)]
— =-|cos| = — — rsen | — — —
29 3 6 4 6 4
= 5 [eos (=15) +isen (—53)
—3005 G 1sen 75
c)Z—%
21

e Potenciagao

A seguinte relacdo, conhecida como Teorema ou Férmula de De Moivre, fornece uma
forma simples de se calcular uma poténcia inteira de um nimero complexo. Ela foi nomeada
em homenagem a Abraham De Moivre (1667-1754). De Moivre mencionou em um artigo de
1698 que Isaac Newton ja conhecia uma expressao equivalente a essa férmula por volta de 1676.
Embora De Moivre tenha utilizado essa relagdo em seus trabalhos, ela s6 foi explicitamente
publicada em 1748 por Leonhard Euler que a obteve a partir da Formula de Euler (3.12) (NAHIN,
1998).

Proposicao 3.17. (Teorema/Foérmula de De Moivre)

Sejam z = r(cos + i senb) e n € Z. Entdo,

2" =1r"[cos(nb) + i sen(nd)]. (3.10)

Demonstragdo. A verificacdo paran = 0 e n = 1 € direta. Para n > 2, a demonstracao consiste
em aplicar n — 1 vezes a relacdo para multiplicacdo de dois nimeros complexos (3.7) ou aplicar

a relacdo (3.8). Resta, entdo, demonstrarmos para n < (. Tomando n = —m, m > 0, temos:

2" =[r(cosf +isenf)]" = [r(cosf+isend)™™
1
[r(cos O +isenf)™
B 1(cos 0+ isen0)
— rm[cos(mb) + i sen(md)]

— 7jn[cos(O —m#) +isen(0 —mb)]

= r~ "[cos(—mB0) + i sen(—mb)]

= 1"[cos(nb) + i sen(nb)]

comarg(z") =narg(z) + 2km, k € Z. .



41

Exemplo 3.18. Calcule z = (v/3 + )6,

V3 + i éigual a 2 (cos % + 1 sen g) na forma polar.

Aplicando a Férmula de De Moivre, temos:

2 =26 (cos&r—i—isen(h) = —064. .
6 6

e Radiciagao

A Formula de De Moivre fornece um modo de se obter as raizes n-ésimas de um nimero
complexo z.

Sejaw = {/z,comn € Ne z € C. Temos que w = {/z & w" = z.

Entdo, encontrar as raizes n-ésimas (n > 2) de z = r(cosf + i sen 0) consiste em
encontrar todos os distintos nimeros w da forma w = |w|(cos ¢ + i sen ¢) de modo que w™ = z.
Temos, entao:

[lw|(cos ¢ + i sen ¢)|" =r(cosb + isenb).

Aplicando a Férmula de De Moivre, temos:
lw|"[cos(ng) + i sen(nd)] = r(cos O +isenb).

Como numeros complexos iguais tém modulos iguais e argumentos congruentes, obtemos que
0+ 2km
|lw|™ =rend =60+ 2kn, k €Z. Logo, |w| = Yrep=

a forma:

= [eos

. Entdo, as n raizes de z tém

0 + 2k , 0 + 2k

+isen , ke {0,1,2,--- ,n—1} (3.11)
Da relacdo (3.11), podemos observar as seguintes propriedades das raizes de um nimero com-
plexo:
i) todas as raizes ttém o mesmo médulo e pertencem a circunferéncia de raio /7 e centro em
z=0;
. o ) e L 2w
i) os argumentos principais das raizes formam uma progressao aritmética de razdo —;

n

iii) se r # 0 e n > 3, as imagens das raizes sdo os vértices de um poligono regular de n lados,

inscrito na circunferéncia de raio {/r e centro em z = 0.

Exemplo 3.19. Determine f/ —128 + 128+/3i e represente essas raizes no plano complexo.

2 2
Solugdo: —128 + 128+/3i = 256 (cos;r +1 sen;) na forma polar.

2 2
Pela relagdo (3.11), 2\;/ 256 (cos?jr +1 seng) tem as seguintes raizes:

21 27
—+0 —+0 T .
Para k = 0: wy = V/256 0033T + 17 sen 3 S =2 (00512 +isen12>.




2T 2T

— 4+ 27 — 4+ 27
Para k = 1: w; = V/256 cos?’T +1 SBHST

2 2

T ar T dr
Para k = 2: wy = V/256 COSBT +1 senBT

T T

— 4+ 671 — + 67
Para k = 3: w3 = v/256 cong +1i sen?’T

2 2

il + 87 il + 87
Para k = 4: wy = /256 cos?’T +1 sen3T

2 2

1 1or i 10n
Para k = 5: ws = /256 0033T 1 sen-3 3

2 2

T oi1on T o1on
Para k = 6: wg = /256 COS3T +isen-3 3

21 + 147 21 + 14m
Para k = 7: w; = v/256 cong +1sen

As raizes estdo posicionadas no circulo centrado na origem e raio 2, conforme Figura 3.11.

o 4150
= COS— 15€en— ).
3 3

_2< 77T+, 77r)
= cos12 15en )

12
5 < 5T w 57r)
= cos— +1sen— |.
6 6

137 . 137
=2 <cos +1 sen).

:2<
:2<
:2<

12 12

47 w 47r>
cos— +1sen— ).
3 3

197 w 197T>
— 41 — .
cos B sen B

117 W 117r>
cos—— + 1 sen— |.
6 6

Figura 3.11 — Localizagao de f/ —128 + 128+/3i no plano complexo

Fonte: elaborado pelo autor
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3.4 Forma Exponencial

Vimos que a n-ésima poténcia de cosf + i sen ) pode ser obtida pela Férmula de
De Moivre (3.10) multiplicando-se o argumento 6 por n. Este comportamento, o fato que
f(z)" = f(nz), é uma das propriedades que caracterizam as fun¢des exponenciais. De fato,
cos 0 + i sen 6 é uma funcido exponencial, o que foi demonstrado pelo mateméatico Leonhard

Euler (1707-1783) através da seguinte relacao:

e = cosf +isenb (3.12)

A Férmula de Euler (3.12) € praticamente onipresente na Matemética, Fisica e Engenha-
ria, tendo sido considerada por FEYNMAN como a mais notdvel férmula da Matemdtica. Uma
vez que a funcdo exponencial € ilimitada, enquanto as fun¢des trigonométricas seno € cosseno
sdo limitadas e periddicas, ndo havia, antes da ado¢dao dos nimeros complexos, nenhuma razao
para supor que essas fungdes pudessem estar relacionadas de alguma forma. Uma demonstragao
bastante simples dessa féormula, feita a partir da expansao das fungdes sen 6, cos 6 e e* em séries
de Taylor, pode ser encontrada em (TRALIE, 2013).

A partir da Féormula de Euler (3.12) e da forma polar de representacao (3.5), podemos re-
escrever o nimero complexo z de uma forma mais compacta, conhecida como forma exponencial

de representacao.
0
z=rev, (3.13)

onde ¢ é um argumento de z e r o seu médulo.

Tomando a equacdo (3.13) com r = 1, temos, geometricamente, que o nimero z = ¢

estd situado no circulo de raio unitario e centro na origem, como mostrado na Figura 3.12. E
facil ver também que a equagdo z = re’ é uma representagdo paramétrica do circulo |z| = r

(centro na origem e raio 7).

Im

(2 e’ = cosf+isend

sen 6
Re

Figura 3.12 — Interpretagao geométrica da Férmula de Euler

Fonte: elaborado pelo autor
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3.4.1 Operagdes na forma exponencial

Com a forma exponencial (3.13), podemos utilizar as propriedades basicas dos expoentes
para obter outras relagdes para operar com os nimeros complexos. Isso, geralmente, resulta em
relacdes mais simples, especialmente para as operagdes de multiplicacdo, divisdo, potenciacio e

radiciacdo.

As seguintes relacdes s@o obtidas diretamente a partir de (3.13):

01+62)

Multiplicacio: z; - 2o = 7 g €l

)

1 -1 1
Inverso Multiplicativo: — = 271 = (T’BZG) = e 2#£0;
z

... R "1 9, —
e Divisio: — = —¢01=02) -, #0;
zZ9 T

* Potenciagio: 2" = "' (Férmula de De Moivre na forma exponencial);

0+2km

* Radiciagdo: wy, = {L/Fei( n ), ke{0,1,2,--- ,n—1};

* Conjugado: 7 = re~ .
A forma exponencial ndo simplifica as operac¢des de adi¢io e subtracdo, sendo mais facil realizar

essas operacdes na forma algébrica.

3.5 Recursos Digitais

A seguir apresento os recursos digitais que foram produzidos para explorar os conceitos
vistos nesse capitulo. Fundamentalmente, esses recursos trabalham com as formas de representa-

cdo, as operagdes em cada forma e reforcam a interpretacdo geométrica dessas operagdes.

* RD301 - Interpretagdo geométrica da unidade imagindria ¢
Alinhado com o que € proposto em (CARNEIRO, 2004), esse applet Javascript explora
o0 uso da interpretacdo geométrica dos nimeros complexos, caracterizando-os, ja a par-
tir do contexto histérico, como operadores de transformacdes geométricas. A unidade
imagindria \/—1 é apresentada de tal forma que o aluno possa determinar o seu comporta-
mento geométrico intuitivamente, a partir da observacao e comparagao de transformagdes

geométricas aplicadas em ilustracdes cotidianas.

* RD302 - Identidade de Euler
Este applet do Geogebra permite visualizar aquela que € considerada por muitos cientistas
como a equacdo mais bonita da Matematica, a Identidade de Euler. O applet mostra o

ntimero complexo z = € no plano complexo, permitindo que se varie o angulo # com um
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controle deslizante. A variacdo do angulo # é mostrada no plano e na Férmula de Euler
(3.12). Quando 6 = m, obtemos:

T

e =cosm+isenmw
=—1402
¢ +1=0 (Identidade de Euler) (3.14)

Na Identidade de Euler aparecem cinco dos mais fundamentais nimeros da Matematica
(0,1, e,i,m) e trés das operagdes basicas da Aritmética (adi¢cdo, multiplicagdo e potenci-
acdo). Além da Identidade de Euler, propriamente dita, esse applet permite visualizar a

interpretacdo geométrica das formas de representacdo polar e exponencial.

RD303 - Inclusdo de R em C e operacdes na forma algébrica

Este applet mostra no plano complexo as operagdes de adicdo, subtragdo, multiplicagdo
e divisdo na forma algébrica e sua interpretacao geométrica. Além disso, a sequéncia
didatica e as questdes propostas por esse applet do Geogebra levam o aluno a trabalhar
nessas operacdes com os trés tipos de nimeros complexos (reais, imagindrios puros e
complexos, propriamente ditos), possibilitando, assim, que ele entenda que o conjunto dos

nimeros complexos € uma extensao do dos nimeros reais.

RD304 - Interpretacao geométrica da multiplica¢do e operacdes na forma polar

Em linha com o recomendado por CARNEIRO, este applet do Geogebra permite realizar
as operagdes de multiplicagdo e divisao nas formas algébrica e polar no plano complexo,
deixando claro, geometricamente, a homotetia e a rotagdo envolvidos nessas operacdes. E
possivel também observar no plano complexo a aplicagdo do Teorema de De Moivre para
as operacoes de potenciagdo (3.10) e radiciagdo (3.11) na forma polar, visualizando, assim,

sua interpretacdo geométrica.

RD305 - Conjugado, Médulo, Inverso Aditivo e Argumento de z
Este applet do Geogebra permite visualizar e determinar o conjugado, o inverso aditivo, o
médulo e o argumento principal de um ndmero complexo z. E possivel também visualizar

algumas propriedades do médulo e do conjugado de um niimero complexo z.

RD306 - Conversor de Forma de Representacdo
Este applet € uma calculadora complexa que permite realizar as operagOes bdsicas na
forma algébrica. Permite ainda converter um nimero complexo expresso em uma forma

de representacdo para outra.
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4 Aplicacoes na Matematica

(NORDLANDER; NORDLANDER, 2012) afirmam que quando os nimeros complexos
sdo percebidos pelos alunos como um artificio matemético, sua imagem conceitual é dissociada
da realidade, sendo reduzida a uma invencdo humana para facilitar calculos e para forcar a
existéncia de solucdes de equacgdes que de outro modo seriam insoldveis. Pontuam também
que os alunos, ao perceberem um conceito mateméatico como um artificio criado pelo homem,
podem adotar uma atitude negativa diante dele e, por conta disso, bloquear sua compreensao e

desenvolvimento.

Assim, geralmente, quando um aluno pergunta por que deve estudar um determinado
conceito matematico, ele estd a procura de exemplos que mostrem a utilidade desse contetido no
“mundo real”, entendendo-se ai o mundo fora da Matematica. Algumas aplicacdes dos nimeros
complexos no “mundo real” serdo apresentadas no Capitulo 5. Por ora, ndo podemos ignorar que
a Matematica é também uma disciplina por si s6 e que os nimeros complexos, auge dos sistemas
numéricos nas palavras de (STROGATZ, 2010), tém um papel estruturante nela e que o PCN

recomenda:

Contudo, a Matemadtica no Ensino Médio ndo possui apenas o carater formativo
ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas caracteris-
ticas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba que as defini¢des,
demonstragdes e encadeamentos conceituais e 16gicos tém a fungdo de cons-
truir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar
intui¢des e dar sentido as técnicas aplicadas (BRASIL, 2006b, p.40).

Entdo, mesmo considerando o que foi colocado por NORDLANDER; NORDLANDER,
nesse capitulo apresentarei alguns exemplos de aplicacdes dos nimeros complexos na Geometria,
na Trigonometria e na resolu¢do de equagdes algébricas para que o aluno consiga estabelecer

conexdes e perceber a validade deles também dentro da prépria Matemadtica.

4.1 Geometria

Os niimeros complexos fornecem simetria e generalidade na formulagdo e descricao de
varios ramos da Geometria, o que pode ser usado para demonstracao de muitos de seus resultados.
Um exemplo historico dessa utilizagdo se deu quando Gauss para demonstrar que o poligono
regular de 17 lados pode ser construido apenas com régua e compasso se valeu dos nimeros
complexos (KLEINER, 2012).

E usual nos valermos da Geometria Analitica quando nos deparamos com problemas que
apresentam uma resolucdo mais complicada quando utilizamos apenas conceitos de geometria
elementar. No entanto, muitas vezes podemos resolver esses mesmos problemas de maneira
ainda mais simples se utilizarmos os nimeros complexos porque, além de podermos utiliza-los

para representar vetores no plano, podemos ainda multiplicd-los, o que os tornam especialmente
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uteis para manipulac¢do de angulos e rotacdes. Um exemplo dessa caracteristica € a multiplicagdo

por 7 e —2 que € equivalente a rotagdes de 90° no sentido anti-horario e hordrio, respectivamente.

Além da multiplicacdo, outras propriedades dos nimeros complexos podem ser utilizadas
na resolugdo de problemas geométricos. Os seguintes exemplos ilustram essa conexdo dos
nimeros complexos com a geometria, destacando algumas de suas propriedades que tornam essa

manipulacdo mais simples.

Exemplo 4.1. Triangulo no flanco de dois quadrados

Os quadrados ABDE e ACFG sao erguidos sobre os lados do triangulo ABC, Figura 4.1.
Mostre que o comprimento EG é duas vezes maior que a mediana AM. Mostre ainda que EG é

perpendicular a AM.

B M C
Figura 4.1 — Dois quadrados com um vértice comum

Fonte: elaborado pelo autor

Solugao: Este é um problema bastante conhecido, tendo sido proposto por Boris Pritsker
em 1996, de acordo com HONSBERGER. Embora existam diversas formas de resolvé-lo geo-
metricamente (BOGOMOLNY, 2018), podemos também resolvé-lo de forma bastante simples

utilizando ndmeros complexos e vetores, como mostrado em (HONSBERGER, 2003).

Seja A a origem do plano complexo e sejam os vetores E e ﬁ iguais a Ve W,
respectivamente. Como a multiplicacdo por 7 corresponde a uma rotacdao do vetor de 90° no
sentido anti-horario, temos que f@ —iWe fﬁ — 37 = —i . Entio:

EC — AC — AE
—i(W+ ) (4.1)



48

Comomzm—kﬁem:zﬁ—i-B—]\j,obtemosque:
AM =W+ T
Zﬁ:ﬁgﬁ 4.2)

Esses resultados podem ser vistos na Figura 4.2.

i(W + )

Figura 4.2 — Solu¢do usando nimeros complexos

Fonte: elaborado pelo autor

Lembrando que a multiplicagdo de um vetor por 7 indica uma rota¢io de 90°, obtemos a
— —
partir de (4.1) e (4.2) que ||E(§|| = 2||AM]|| e EC 1 AM. .

Exemplo 4.2. O problema dos trés quadrados
Na Figura 4.3 mostre que o = 3 + v, ou, equivalentemente, que o + 3 + v = 90°.

Im

/

Re

Figura 4.3 — Trés quadrados contiguos

Fonte: elaborado pelo autor
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Solugdo: Esse é um problema cldssico que aparece em (GARDNER, 1979). Muitos sdo
os modos de resolvé-lo usando Geometria e Trigonometria. No entanto, se lembrarmos que a

soma « + [3 + v € o argumento do produto de trés nimeros complexos, temos:
z=(141)(241)(3+14) = 10i. Logo,
z = 10(cos 90° + isen 90°) (z na forma polar ou trigonométrica).
Portanto: a + 3 + v = Arg(z) = 90°. .
Exemplo 4.3. Semelhanca de triangulos(ANDREESCU; ANDRICA, 2014)

A semelhanga de tridngulos, um dos conceitos mais fundamentais da Geometria, pode

ser verificada de uma maneira simples se localizarmos esses triangulos no plano complexo.

Sejam os seguintes pontos Z;(21), Z2(22), Z3(23), Wi(wy), Wa(ws), W3 (ws) no plano
complexo. Os tridngulos Z; 7> 73 e W1W5W3 sdo semelhantes se o angulo em Zj, € igual ao
angulo em Wy, k € {1,2,3}. Dizemos que dois tridngulos semelhantes, 7, 7573 e W W, W3,

tém a mesma orientacao se ambos estdo no sentido hordrio ou ambos no sentido anti-horério.

Mostre que os triangulos Z; Z, 73 e W1 W, W3 sdo semelhantes com a mesma orientagao,

se, e somente se,

1 1 1
21 Z9 Z3 =0.

w; W2 w3

Demonstragcdo. Dois tridngulos sdo semelhantes com a mesma orientacao se, € somente se, as
razdes entre dois lados correspondentes sao iguais e os angulos entre os lados correspondentes

sdo congruentes (inclusive a orientacao), isto é:

12y Wiy — —

ANZZoyZig ~ AW WolW3 <= = e Z3Z Ly = WsWi W

14243 1Vr2Vvyr3 2123 W1W3 34142 3VvVivva
Z9 — 21 _ Wy — W1 eaTgZQ_leaT wg—wl’
zZ3 — 21 w3 — W1 23 — 21 W3 — W1
22 — X1 Wy — Wy
23—21_w3—w1
1 1 1
<~ Z1 Z9 z3 =0 (43)

wy W2 W3

Decorre dai que os tridngulos Z; 7,73 e W1 W5W3 sdo semelhantes com orientagdo
1 1 1

oposta, se, e somente se, | z; 2o 23 | = 0, onde Wy, W; e W3 sdo os conjugados de wy, ws €
wy w2 w3
ws, respectivamente. [sso se da porque AW, Wy W3 tém orientagdo oposta a AW, W, W3, uma

vez que um € reflexdo do outro em relacdo ao eixo real. .
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Exemplo 4.4. Caracterizacio de triangulos equildteros (ANDREESCU; ANDRICA, 2014)

Mostre que os complexos 21, 2o, 23 sdo vértices de um tridngulo equildtero se, e somente
se, 21 +wzo +w?z3 = 0 ou 21 + w?ze + w23 = 0, onde w é uma raiz ctbica da unidade diferente
de1(istoé, 1 +w+ w? = 0).

Solugcdo: Az 2,23 é equildtero se, e somente se, for semelhante ao tridngulo formado
pelas trés raizes cubicas da unidade, Figura 4.4, no sentido horério ou no sentido anti-horario,

isto é, se Az12223 ~ Alww? ou se Azy 2923 ~ Alw?w.

Figura 4.4 — Triangulo equilatero formado pelas trés raizes cubicas de 1

Fonte: elaborado pelo autor

Utilizando a condi¢do de semelhanca do exemplo 4.3 para o primeiro caso temos:

1 1 1
2 oz 23 | =046 2 (w—w)+ 2w —1)+23(1-w)=0

1 w w?

Multiplicando ambos os membros por w e substituindo w?® = 1, temos

21(w? — W) 4+ 2 —w) + 23w —w?) =0
2w = 1) 4+ 2(1 —w) + 23(w—w?) =0
—21 + 2w+ 2y — 20w + 23W — 23w2 =0

2 1 3 2
—21 —wze — w23 + — (2107 + 20w + 23w°) =0
w

1
< — 1) (21 + w2y +w?z3) =0
w

2 4wz +w?z3 =0 4.4)

1
pois ( — 1) # (0, uma vez que w ¢ diferente de 1.
w
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A demonstragdo para o segundo caso (outro sentido do tridngulo) € andloga e leva a

2+ wz Fwz =0 4.5)

Exemplo 4.5. O Teorema de Napoleao (MOTTA, 1999)

No exterior de cada lado de um tridngulo z; 2523, constréi-se um tridngulo equilétero,
Figura 4.5. Prove que os baricentros desses trés triangulos equildteros sdo vértices de outro

triangulo equilatero.

W2

Z1

z2

zZ3

Wy
Figura 4.5 — Trés tridngulos equilateros sobre os lados de um triangulo qualquer

Fonte: elaborado pelo autor

Solugdo: Sem perda de generalidade, sejam os tridngulos equildteros Awy 2329, Azzwoz1, Azazqws
com a mesma orientacdo que Alww? e sejam g, go, g3, 0s baricentros desses tridngulos. A con-

dicdo (4.4) vale para cada um dos trés tridngulos equildteros. Temos, entdo:

w1 + wzs + wz =0
23+ wwy + w?z =0

20 + w2 + wws =0

Para provar que o tridngulo Ag;g2g3 € equilatero, testamos a condi¢io (4.4). Lembrando
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da relagdo para célculo do baricentro de um tridngulo no plano complexo®, temos:
w2
(23 + Wao + Zl) + ?(ZQ + 21 + wg)

+ (23 + wwsy + w221) + (20 + w2z + w2w3)]

w| &

1
g1+ wgs + wigs = g(wl + 23+ 20) +

~—

= —[(wy + wzs + w2

=0
Logo, Ag;g293 € um tridngulo equilatero. .

Exemplo 4.6. Formula de Herao (WILSON, 2013)

Demonstre que a area de um tridngulo ABC de lados a, b e ¢ e semiperimetro p é dada
por S = /p(p —a)(p — b)(p — o).
Solugao: Considere o triangulo ABC, com incentro em I, dividido em 3 pares de tridngu-

los retos e congruentes (AAIF ~ AAIE, ABIF ~ ABID, ACID ~ ACIF) de tal modo

que seus lados sejam a =y + 2, b = x + 2, ¢ = x + y, conforme mostrado na Figura 4.6.

Figura 4.6 — Triangulo ABC de lados a, b e ¢ e incentro |

Fonte: elaborado pelo autor

at+b+c
Observe que o semiperimetro de AABC' é p = +2+ = x +y + 2. As dreas dos
N _rr Ty rz ) .
tridngulos retos sdao > Ey, 5 e, portanto, a area do triangulo ABC vale rp.

Sejam «, (3, v os angulos de vértice [ com 2+ 25 + 2y = 27 e, portanto, a+ S+ = 7.

b
*O baricentro de um Aabc qualquer é dado por g = atot C.

"Esta relagdo é conhecida como férmula de Herdo, atribuida ao matematico grego Herdo de Alexandria
(séc.1d.C).
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Observe que :
(r+iz)(r +iy)(r +1i2) = (ue'®)(ve®)(we) = uvwe'™ = —uvw
Logo, a parte imaginéria desse produto € 0. Temos, entdo:

Im[(r +ix)(r +iy)(r +1i2)] =0
r*(x+y+z) —ayz =0

- TYyz
N r+y+=z
o \/(p—a)(p—b)(p—(:)
p

rp=/p(p — a)(p — b)(p —¢)
S=1/plp—a)p—b)(p—c)

Abordar os nimeros complexos com um enfoque geométrico nao € uma pritica comum
em nossas escolas como relata (CARNEIRO, 2004). Mostrar exemplos de como os nimeros
complexos podem ser usados para resolver problemas geométricos pode ajudar a mudar esse
quadro e, como destaca (GARFUNKEL, 1967), ¢ uma forma de fornecer evidéncias adicionais

para o aluno do Ensino Médio que os niimeros imagindrios tém, sim, uso real.

4.2 Trigonometria

Também podemos nos beneficiar do uso dos nimeros complexos para simplificar a
obtencao de relacdes e identidades trigonométricas. Isso se d4 por conta do relacionamento
existente entre a fun¢do exponencial complexa e as funcdes trigonométricas (seno e cosseno)

que aparece na Féormula de Euler (3.12).

Veremos a seguir alguns exemplos de relacdes trigonométricas obtidas a partir da Formula
de Euler.

Exemplo 4.7. Paridade das fun¢des seno e cosseno

Mostre que cos(—0) = cos 0 e sen(—0) = —sen(0), isto é, mostre que o cosseno é uma

funcido par e o seno € uma fun¢do impar.
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Solucgdo: Utilizando a Férmula de Euler para —6, temos:

cos(—0) +isen(—0) = e

— (6i6)—1

1
et
B 1
~ cos(0) +isen(6)
1 cos(6) — isen(0)

cos(0) + isen(0) cos(0) — isen(6)
cos(f) — isen(0)
cos?(0) + sen?(0)
= cos(0) — isen(0) (4.6)

Observando que a parte real e a parte imagindria permanecem as mesmas, pois nenhuma
manipulag@o pode transformar a parte real de um complexo em imagindria e vice-versa, obtemos

as relacdes desejadas igualando as partes real e imagindria de (4.6).

cos(—0) = cos(0)

isen(—0) = —isen(0) = sen(—0) = —sen(0)

Exemplo 4.8. Seno e cosseno em termo de funcoes exponenciais complexas
Obtenha o seno e o cosseno em termo de funcdes exponenciais complexas.

Solugdo: Para se obter o seno e o cosseno em termos da fungdo complexa, partimos
da Férmula de Euler e lembrando que cos(—0) = cos 6 e sen(—0) = —sen(f) (exemplo 4.7),

obtemos o seu conjugado:

e = cos @ +isend
e = cosf — isen @

Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos a fun¢do seno:

i0_ —if
senf = i 4.7
21

Somando as duas equagdes, obtemos a fungdo cosseno:

10 —10
cos 0 = 64_26 4.8)
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Exemplo 4.9. Seno e cosseno da soma/diferenca

Obtenha as relagdes para se calcular o seno e o cosseno da soma e da diferenca de dois

angulos a e b.
Solugdo: Aplicando a Férmula de Euler para a soma de dois angulos a e b, obtemos:
cos(a + b) + isen(a + b) = '@+
— eia eib
= [cos(a) + isen(a)]|[cos(b) + isen(D)]
= cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) + i[sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b)]
Igualando as partes real e imagindria dos dois lados da equacdo, obtemos as relacdes para o seno

e o cosseno da soma de dois angulos:

sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) 4.9)
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) (4.10)

Adotando um procedimento andlogo para a diferenca de dois angulos a e b, obtemos

sen(a — b) = sen(a)cos(b) — cos(a)sen(b) 4.11)
cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) 4.12)

Exemplo 4.10. Arco duplo

Obtenha as relagdes para se calcular o seno e o cosseno do arco duplo a partir da Férmula
de Euler.

Solugdo: Aplicando a Férmula de Euler para 26, obtemos:

cos(20) + isen(20) = e’
— (£)?
= [cos(0) + isen(H)]?
= cos(0) — sen®(0) + i[2sen(0)cos(0)]

Igualando as partes real e imaginaria dos dois lados da equacao, obtemos as relacdes para o seno

e o cosseno do arco duplo:

sen(20) = 2sen(0)cos(0) (4.13)
cos(20) = cos*(0) — sen*(0) (4.14)
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Exemplo 4.11. Arco metade

Obtenha as relacdes para se calcular o seno e o cosseno da metade de um angulo 6 a

partir da Férmula de Euler.

Solugao: Aplicando a Férmula de Euler para Z, obtemos:
cos(0/2) + isen(8/2) = e’
cos(0/2) + isen(0/2) = \/(e?)

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos

cos*(0/2) — sen?(0/2) +i2cos(0/2)sen(0/2) = e”
cos(0/2) — sen*(0/2) + i 2cos(0/2)sen(0/2) = cos(0) + isen(0)

Igualando a parte real dos dois lados da equagdo, temos

cos?(0/2) — sen?(0/2) = cos(H) (4.15)
Substituindo cos?(6/2) por [1 — sen?(6/2)] em (4.15), obtemos a relagdo para o seno do arco
metade.
1—
sen(0/2) = + 6208@ (4.16)

Substituindo sen?(6/2) por [1 — cos?(0/2)] em (4.15), obtemos a relagdo para o cosseno do arco
metade.

1 + cos(6)

cos(0/2) = + 5

4.17)

A obtencdo de relagdes trigonométricas a partir da Férmula de Euler é mais simples
do que o procedimento habitual porque podemos utilizar algumas propriedades da fungao

exponencial e, assim, diminuir a manipula¢io necessdria para se chegar ao resultado final.

Os exemplos dessa secao foram baseados em (CARMO et al., 2005; TRALIE, 2013).

4.3 O TFA e aresolugao de equagdes algébricas

Vimos no Capitulo 2 que durante séculos os matemadticos tentaram encontrar as solugdes
(raizes) para equacdes algébricas de graus cada vez maiores, o que foi um dos grandes desafios
da Histdria da Matematica. Essa busca por métodos gerais para resolu¢cdo de equagdes algébricas
foi responsdvel por grandes conquistas matematicas, incluindo ai, a descoberta dos nimeros

complexos.

Fornecer solugdo para qualquer equacao algébrica € uma das mais importantes aplica¢des

dos nimeros complexos na Matemaética como destacam LIMA et al.:
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Mas o principal papel dos nimeros complexos ndo é computacional e sim estru-
tural: a consideragdo das raizes complexas no estudo das equagdes algébricas
permite uma teoria muito mais elegante do que a possivel considerando-se
apenas as raizes reais (ainda que possamos estar interessados apenas nas raizes
reais) (LIMA et al., 2006, p.229).

Foi o matematico Albert Girard em L’invention Nouvelle en [’Algébre de 1629 quem
primeiro afirmou que hd sempre solugdes (possivelmente repetidas) para tais equacdes. Nessa
obra Girad lancou, sem demonstrar, o problema de determinar o nimero de raizes de uma
equagdo qualquer, afirmando que todas as equacdes t€m tantas raizes quanto o maior grau dela.
Esta afirmacgdo consiste no teorema que, dada a sua importancia, é conhecido como o Teorema
Fundamental da Algebra (TFA). Para admitir esse nimero de solucdes, foi necessdrio aceitar as
raizes complexas que ele chamava de impossiveis (ROQUE; CARVALHO, 2012).

(...) Poderiamos perguntar para que servem as solugdes que sdo impossiveis,
respondo que para trés coisas: para a certeza da regra geral, para a certeza de
que ndo ha outra solucgdo, e por sua utilidade (GIRARD, 1629 apud ROQUE;
CARVALHO, 2012).

Para entender a estruturacdo que os numeros complexos trouxeram a resolu¢ao das
equacdes algébricas, veremos a seguir o Teorema Fundamental da Algebra e o Teorema da
Decomposigio. O TFA* garante a existéncia de pelo menos uma raiz para todo polindmio de
grau maior ou igual a 1 e, em conjunto com o Teorema da Decomposicao, fornece um modo de

determinar o nimero de solucdes existentes.

Teorema 4.12. Teorema Fundamental da Algebra

Todo polinémio complexo de grau maior ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

Teorema 4.13. Teorema da Decomposicdo

Todo polinémio complexo p(x) de graun > 1, isto é,

p(r) = aa™ + Up12" L+ o+ ayx + ag (com a, # 0) pode ser decomposto de modo
linico, a menos da ordem dos fatores, na forma p(x) = a,(x — x1)(x — x2) ... (z — x,) onde

X1, T2, ..., T, sdo raizes complexas de p(x) (ndo necessariamente distintas).

Demonstracdo. O TFA assegura que p(x) tem ao menos uma raiz complexa x;. Logo, p(x1) = 0

e, portanto, p(x) é divisivel por (z — x1).

Assim, podemos escrever p(z) como p(z) = (z — x1)q;(z), com ¢; (z) um polindmio

com grau n — 1 e coeficiente dominante a,,.

Aplicando o TFA novamente, obtemos que ¢; (z) tem a0 menos uma raiz complexa 5.

Assim, ¢, (x2) = 0 e, portanto, ¢, (x) € divisivel por (x — x2).

£A demonstracio desse teorema estd além do escopo desse trabalho e pode ser encontrada, por exemplo, em
(OLIVEIRA, 2017).
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Logo, podemos escrever p(x) como p(z) = (x — x1)(x — 23)q2(x), sendo go(z) um

polindmio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,.

Repetindo esse procedimento n vezes, obtemos p(x) = (z—z1)(x—x3) ... (x—2,)qn(T),

com @, () um polindmio de grau n — n = 0, isto &, ¢, (z) = a,.
Logo, temos que p(z) = a,(z—z1)(x —x2) ... (x —x,), que é a decomposi¢io desejada.

Resta ainda demonstrar que essa decomposi¢ao € inica, a menos da ordem. Para isso,

vamos supor que p(x) tenha duas decomposi¢des diferentes:

p(z) = an(x — 21)(x — 23)...(x — z,)

p(x) = am(x — 1) (z — 75)...(x — 27,

Igualando as duas decomposi¢des (ja ordenadas e reduzidas) e comparando o termo de

mais alto grau, verificamos que a,, = a,, € n = m.

Ficamos, entdo, com a igualdade
(x — 1) (2 — 22)...(x — 2,) = (x — 2))(x — 2})..(x — 2)) (4.18)

alculando os dois lados para x = x, obtemos 0 = (x — z})(x — x5)...(x — x}), 0 que
Calculand dois lad bt 0 | 5 "
indica que um dos nimeros ', z,...x], é igual a z1. Podemos supor, sem perda de generalidade,

que 1 = 7. Substituindo z; = 7 em (4.18), obtemos:
(x — 1) (2 — 22)...(x — 2,) = (x — 1) (2 — ) ...(x — o))

Como = — z; € comum aos dois lados da igualdade, temos que ela so se verificara se, e

somente se,
(x — z9)(z — 23)...(x — ) = (x — b)) (x — x5)...(x — z],)

Aplicando repetidamente o mesmo procedimento, conseguimos identificar em cada
rodada um par de termos idénticos em cada lado da igualdade (zo = 2%, 25 = 2%, ..., 2z, = 2)),
estabelecendo uma correspondéncia entre cada termo das duas decomposicdes, o que demonstra

a sua unicidade. .

Este resultado nos leva diretamente a outra forma de se enunciar o TFA: um polindmio
complexo p(x) de grau n > 1 tem exatamente n raizes (ndo necessariamente distintas). Assim,
embora o TFA ndo indique quais sdo as raizes de uma equagdo algébrica, ele nos fornece

mecanismos que podem facilitar a busca dessas solugdes.

Os seguintes exemplos mostram como o TFA e os nlimeros complexos ajudam a resolver

equagdes algébricas.
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Exemplo 4.14. Mostre que os polindmios (z—1)(x—2)(z—3)(z—4) e (z+1)(x+2)(2+3)(x+4)
nao sao idénticos.

Solugdo: Os dois polindmios t€m grau 4 e, portanto, t€ém 4 raizes. As quatro raizes do
primeiro polindmio sdo 1, 2, 3, 4. As quatro raizes do segundo polindémio sdao —1, —2, —3, —4.

Como dois polindmios idénticos t€m as mesmas raizes, conclui-se que eles sdo distintos. .

Exemplo 4.15. Determine as raizes do polindmio x4 — 1

Solugao: Podemos fatorar esse polindmio da seguinte maneira:

vt —1= (2 - 1)(z*+1)
= (x4 1)(z—1)(z*+1)
=(x+1)(z—1)(x+1i)(x—1)
Logo, as quatro raizes sdo: —1,1, —z e 7. .
Exemplo 4.16. 2i e —2i sdo duas das raizes do polindmio z* — 223 + 22 — 8z + 12. Determine

as demais raizes.

Solugdo: Podemos fatorar esse polindmio da seguinte maneira:

ot — 2% 4 2? — 8x + 12 = (2 + 2i)(z — 26)(2* — 20 — 3)
Como 3 e —1 sdo raizes de 2> — 22 — 3, temos

gt — 223 + 2% — 8x 4+ 12 = (v + 2i)(x — 2i) (2 — 3)(x + 1)

Logo, as quatro raizes sdo: —3, 1, 21 e —2. .

4.4 Recursos Digitais

Os seguintes recursos digitais foram desenvolvidos para trabalhar os conceitos vistos

nesse capitulo.

e RD401 - Problema dos Trés Quadrados

Este applet do Geogebra mostra a resolucdo do Problema dos Trés Quadrados de trés for-
mas diferentes: a primeira usando apenas geometria elementar, outra usando trigonometria
e a terceira utilizando os ndmeros complexos. O objetivo desse recurso digital € mostrar a
simplificacdo que os nimeros complexos podem proporcionar a resolu¢do de problemas

geométricos simples e, assim, convencer os alunos que existem usos bem triviais para eles.

e RD402 - A Ilha do Tesouro

Este applet do Geogebra mostra a resolug@o do problema da Ilha do Tesouro extraido do
livro One two three ... Infinity de George Gamow publicado em 1947 (GAMOW, 1947).

No aplicativo € possivel escolher entre a resolu¢ao baseada em nimeros complexos e a
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resolucdo que utiliza apenas elementos de trigonometria, permitindo a comparagdo entre

ambas. Ao comentar a resolucdo desse cldssico problema, CARNEIRO destaca:

Dificilmente ocorrerd ao estudante aplicar nimeros complexos a pro-
blemas de Geometria. Sobre este ponto, a experiéncia didatica tem sido
muito ilustrativa. Um exemplo tipico é o célebre “problema da ilha do te-
souro”, vérias vezes apresentado para alunos de licenciatura ou em cursos
de formagao continuada para professores. Nao somente ndo ocorre aos
cursistas usar complexos para resolver este problema, como os mesmos
ficam extremamente surpreendidos em saber que nimeros complexos
tenham alguma aplicag@o a um problema “real” (CARNEIRO, 2004).

* RD403 - O TFA e o nimero de raizes de equagdes algébricas

Este € um applet bastante simples que explora a ideia central do TFA que uma equacgao
de grau n tem exatamente n raizes. O applet propde algumas equagdes algébricas simples
de graus variados e pede para o aluno responda quantas sdo as raizes reais e quantas
sdo as raizes complexas. Trata-se um applet para ser usado na etapa inicial de um curso
sobre nimeros complexos, quando apenas uma abordagem histérica do TFA foi fornecida,
ndo necessitando que o aluno conhecga ainda nenhuma técnica para resolver equacgdes

algébricas.

* RD404 - Uma visualizacdao de uma demonstragdo do TFA

Este applet do Geogebra permite visualizar uma conhecida prova topologica do TFA,
utilizando um polindmio de grau 4. Mesmo que os alunos do Ensino Médio nao conhe¢am
ainda os detalhes topoldgicos necessarios para compreender uma demonstracao formal,

esse applet reforca a validade do TFA ao menos de forma visual.
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S Aplicac¢oes no “mundo real”

A relacdo entre a Matemadtica e o “mundo real” é um tema bastante discutido na Edu-
cacdo Matematica. Se o ensino de Matematica se d4 sem dialogar com o contexto, de forma
completamente abstrata, aumenta o nivel de dificuldade de seu aprendizado (DELVAL, 1998
apud ROSSO, 2010).

Quando apoiado exclusivamente nos seus elementos de natureza l6gica, o ensino de
Matematica tem apresentado obstaculos que interferem em seu aprendizado, uma vez que os
alunos ndo veem significado e utilidade em um conhecimento com essas caracteristicas. Um
modo de evitar que esses obstdculos interfiram no aprendizado da Matemaética consiste em
inverter os procedimentos utilizados e trabalha-los como uma maneira de explicar problemas

concretos enfrentados pelos sujeitos na sociedade (ROSSO, 2010).

Essa abordagem baseada em aplicagdes e casos concretos aparece também no PCN que
estabelece entre as finalidades do ensino de Matemadtica que o aluno deva ser levado a aplicar
seus conhecimentos matemdticos a situagdes diversas, utilizando-os na interpretacdo da ciéncia,
na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas (BRASIL, 2006b, p.40).

Alinhado com esse pensamento, George Pdlya recomenda no preficio de seu livro

Varidveis Complexas:

Depois de ter lecionado sobre varidveis complexas por varias décadas para
futuros engenheiros e fisicos, eu tenho uma ideia definida e, espero que realista,
de suas necessidades e preferéncias. Comece com algo que seja familiar, util
ou desafiador, que tenha alguma conex@o com o mundo que nos rodeia, da
perspectiva de uma aplicag¢io ou de uma ideia intuitiva (POLYA; LATTA,
1974).

No entanto, as aplicacdes dos nimeros complexos ndo sdo muito conhecidas. Em sua
dissertacao de doutorado, Spinelli comenta que os professores t€ém dificuldade de encontrar apli-
cacdes para ilustrar suas aulas, pois nimeros complexos nio reais nao fazem parte da experiéncia
cotidiana de adolescentes do Ensino Médio(SPINELLI, 2011). Esse desconhecimento é compro-
vado nos estudos quantitativos que foram conduzidos por NORDLANDER; NORDLANDER e
NOBRE. Em (NORDLANDER; NORDLANDER, 2012), os autores relatam que os estudantes
pareciam confusos quando perguntados sobre aplicacdes dos nimeros complexos e que a maioria
nao tinha nenhuma ideia de como eles podiam ser usados na vida real. Em (NOBRE, 2013),
o autor aplica um questiondrio a 50 professores, 50 alunos que terminaram o Ensino Médio e
ingressaram em cursos superiores de Matematica ou Engenharia e 50 alunos que ingressaram em
cursos diferentes de Matemdtica ou Engenharia. Nas respostas tabuladas dos 3 grupos, a parcela

que desconhecia as aplica¢des dos nimeros complexos era sempre majoritaria.

Apesar de passarem desapercebidas por alunos e professores, as aplicagdes com nimeros

complexos existem e sdo muitas, embora ndo sejam faceis de serem contextualizadas para
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estudantes do Ensino Médio. Engenheiros civis € mecanicos os usam rotineiramente para analisar
as vibragOes em passarelas, arranha-céus e outras estruturas (STROGATZ, 2010). Aplicacdes
com numeros complexos aparecem também, por exemplo, na Engenharia Elétrica, na Fisica

Quantica, na dindmica dos fluidos, em fractais e na Engenharia Aerondutica.

Nesse capitulo apresento algumas dessas aplicacdes dos nimeros complexos no “mundo
real”, discutindo formas de utiliza-las nas aulas do Ensino Médio. Ao final, apresento alguns
recursos digitais relacionados as aplicacdes do capitulo e que podem ser usados para mostrar

que eles estdo bastante presentes em nosso cotidiano.

5.1 Oscilagdes e Ondas na Fisica

Oscilacdes e ondas sdo fendmenos fisicos bastante presentes em nosso dia a dia. Movi-
mento de planetas e particulas, sistemas elétricos, forcas fundamentais e, praticamente, todas as

formas de comunicagdo que utilizamos envolvem esses fendmenos.

Uma oscilagdo é uma perturbacdo em um sistema fisico que € repetitiva no tempo,
enquanto uma onda € definida como uma pertubacdo em um sistema fisico espacialmente
estendido e continuo que € repetitiva no tempo e periddica no espago. Oscilacdes envolvem,
geralmente, um continuo fluxo entre dois diferentes tipos de energia. Uma onda envolve também
um fluxo repetitivo similar de energia, mas, adicionalmente, € capaz de transmitir energia (e
informagdo) de um lugar para outro. Embora ondas e oscilagdes possam ter origens em distintos
mecanismos fisicos, elas compartilham muitas propriedades comuns e, como um fator de ligacao,

sdo descritas pelo mesmo conjunto de equacdes mateméticas (FITZPATRICK, 2012).

Para entendermos por que os nimeros complexos sdo utilizados para analisar oscilacdes e
ondas, consideremos a forma exponencial de representacio z = re'® (3.13). Entdo, se tomarmos
os niimeros complexos no plano, a fun¢do e~ representard um ponto que contorna o circulo
unitario a uma velocidade angular constante w (movimento circular uniforme) no sentido horario,

Figura 5.1.

O componente x desse nimero varia ao longo do tempo como uma onda senoidal, o que
o torna conveniente para a modelagem de processos periddicos, como ondas sonoras, ondas
eletromagnéticas, circuitos eletronicos oscilantes e massas balangando para cima e para baixo
em molas. Entdo, basicamente, sempre que houver um fendmeno oscilatério ou ondulatério,
os nimeros complexos sd@o uma ferramenta ideal para descrevé-lo e analisd-lo mais facilmente
(FOWLER, 2007).

O plano complexo nos ajuda a entender o comportamento das ondas e oscilacdes. Quando
se quer mostrar como o nimero complexo muda em fun¢do do tempo, basta acrescentar um
eixo de tempo. O sinal dentro de um telefone celular, por exemplo, pode ser visualizado como a
espiral da Figura 5.2 (PORTER, 2014).
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sen(wt)

wi

Re

cos(wi)

Figura 5.1 — Um nimero complexo no circulo unitério

Fonte: elaborado pelo autor

Imaginario

I’y

Real

Tempo

Figura 5.2 — Representacdo de uma onda

Fonte: Complex Numbers made simple (PORTER, 2014)

5.1.1 Representacdo de ondas usando nimeros complexos

A Férmula de Euler (3.12) que mostra os componentes do niimero complexo z = ¢
expressos pelas funcdes seno e cosseno € fundamental para entendermos porque os nimeros
complexos sdo tdo Uteis para descrever os fendmenos ondulatérios e oscilatérios que, por conta
de sua periodicidade, levam ao aparecimento de fungdes senoidais. E a partir da Férmula de

Euler que obtemos a representacdo de ondas usando niimeros complexos.

Uma tipica funcao de onda (unidimensional) tem a forma geral:

Y(x,t) = Acos(kx — wt + ¢), (5.1)
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onde A > 0 € a amplitude, w € a velocidade angular e k é o nimero de onda.

Considerando fixos a frequéncia e o comprimento de onda (como, por exemplo, acontece
com a luz de uma determinada cor), as informacdes que determinardo as propriedades da onda

serdo a amplitude A e a fase ¢.

Comparando a expressao (5.1) com a Férmula de Euler (3.12), notamos que apenas a

parte real do segundo membro aparece, o que nos leva a:
P(z,t) = Acos(kr — wt + @)
= Re[Aei(kx_“Hm
= Re[Ae'eilkz=wh)]
= Re[ze'the=t)] (5.2)
onde z = Ae'® e Re indica a parte real de um nimero complexo.

Assim, as informagdes sobre a amplitude e a fase da funcdo de onda sdo combinadas em

uma tnica amplitude complexa z que multiplica e*(*z=«%)

Dessa expressdo obtemos uma interpretagdo geométrica para representacao complexa,

ao observar que e!(F*=1)

¢ apenas um numero complexo no circulo unitirio que contorna a
origem no sentido horério a uma velocidade constante, Figura 5.1. A parte real (componente )
de e’(**=«Y) ¢ uma funcio senoidal. Quando nés o multiplicamos pelo niimero complexo z, o
produto (outro nimero complexo) contorna um circulo de raio A (a amplitude da parte real € A,
portanto) com o angulo deslocado por ¢ relativo a onda original, conforme vimos em (3.7) ao

estudar a multiplicacdo de nimeros complexos na forma trigonométrica.

A grande vantagem de usar a representacdo complexa da fun¢do de onda em vez da
forma geral (fungdes senoidais) fica evidente quando nds queremos somar ondas, especialmente
quando estdo defasadas. Isto porque a adic@o (ou superposi¢do) de duas ou mais ondas que
tém a mesma direcao, mas diferentes amplitudes e fases, é facilmente resolvida somando suas

amplitudes complexas.

A adigdo pode ser feita algebricamente, somando as partes reais e imagindrias de sua
amplitude; ou graficamente, considerando as amplitudes complexas como vetores bidimensionais
no plano complexo. A amplitude complexa assim obtida tem a fase e a amplitude de uma dnica
onda equivalente a soma das ondas originais (ELMORE; HEALD, 1969).

5.1.2 Expansdo do uso na Fisica

O uso dos nimeros complexos para modelar as ondas e as oscilagdes € uma forma mais
simples e elegante de representd-las. No entanto, eles ndo sdo essenciais. Em (FITZPATRICK,
2012), por exemplo, o autor prefere adiar o uso dos nimeros complexos até que os alunos
compreendam completamente como representar oscilacdes e ondas usando as fungdes trigo-

nométricas. Para esse autor, embora a representagdo complexa das oscilagdes e ondas facilite
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enormemente os célculos e seja mais conveniente, ela é (a0 menos, inicialmente) um obstaculo

ao desenvolvimento da compreensao fisica desses fendmenos por ser mais abstrata.

A partir do Século XIX, houve uma expansao do uso dos nimeros complexos na Fisica,
simplificando célculos, explorando sua bidimensionalidade e suas propriedades em outros feno-
menos fisicos como, por exemplo, na Optica e na Mecénica Quantica. Nio hd uma interpretaco
fisica Uinica para esses nimeros, sendo esta determinada, caso a caso, em cada fendmeno fisico

que eles estdo modelando. Sobre essa “complexificagdo da Fisica”, Salomon Bochner comenta:

Qualquer conjunto de relagdes na Matemadtica e Fisica que envolva os nimeros
complexos pode ser substituido por um conjunto equivalente no qual apenas
ndmeros reais ocorram. No entanto, como no caso de ndmeros reais, também
no caso de nimeros complexos, o que € crucialmente decisivo para a Fisica € o
fato de que eles podem ser multiplicados um pelo outro. Nés vimos no inicio
deste capitulo como a Mecénica do século XVII criou o importante conceito de
momento fazendo, matematicamente, ndo mais que multiplicar dois nimeros
reais um pelo outro. A situac@o equivalente no caso de nimeros complexos é
ainda mais notével e filosoficamente insondavel. Nao podemos mais do que
simplesmente relatar como um fato a maneira como as partes real e imagindria
dos nimeros complexos estdo ligadas entre si. A regra de multiplicacdo, de
alguma forma, dota o sistema dos nimeros complexos com uma variedade de
poder, eficicia e flexibilidade que, na Matematica, € inesgotdvel e inexplicdvel,
e que tem afetado o curso e desenvolvimento da Fisica profunda e, até mesmo,
radicalmente (BOCHNER, 1966).

5.2 Engenharia Elétrica

Os problemas nas engenharias que envolvem oscilagdes, vibracdes e ondas sio bastante
comuns. Por conta disso, os niimeros complexos sdo usados rotineiramente em aplicacdes nessas
areas como, por exemplo, nos calculo de ressonancias de estruturas, projetos das asas de avioes,

deteccao de abalos sismicos e processamento de sinais.

Na Engenharia Elétrica, eles sao geralmente usados quando alguma grandeza tem uma
fase e uma amplitude, o que ocorre, por exemplo, nos circuitos de corrente alternada. JOHNSON,
2014) enfatiza que os nimeros complexos sdo utilizados para tornar os cdlculos mais faceis e
que nao ha necessidade de se intimidar tentando vislumbrar o que um ndmero imaginério €.
Recomenda ainda: “o estudante deve perceber que ndo ha nada de imagindrio na fase da forma de
onda de uma voltagem e que os nimeros complexos devem ser encarados como uma ferramenta

util a qual ele deve comecar a se acostumar”.

Nessa se¢do apresentarei duas aplicacdes dos numeros complexos na Engenharia Elétrica:
o célculo da impedancia complexa em circuitos de corrente alternada com resistores, indutores e
capacitores (RLC) e o uso da Andlise e da Transformada de Fourier no processamento digital de

sinais.

O célculo da impedancia complexa de um circuito RLC mostrado a seguir sintetiza os
conceitos apresentados em (CIPTOWIYONO, 2015; NAVE, 2017).
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5.2.1 Impedancia Complexa em Circuitos RLC

A necessidade e a justificativa para o uso dos nimeros complexos ficam claras quando
analisamos a corrente e a tensao em circuitos de corrente alternada (AC). A Figura 5.3 mostra
dois sinais de mesma amplitude e frequéncia. No entanto, ndo podemos dizer que esses sinais
sejam iguais, pois suas fases sdo diferentes. A tens@o do sinal 2 estd defasada 90° (5 radianos)

em relacdo a tensdo do sinal 1.

Tensao (V)
15

10
sinal 2

T/ 3ry/ 2 T 5

w
~
~
=]
©
=]
o
=]

sinal 1
-10

Figura 5.3 — Dois sinais com a mesma amplitude e frequéncia (mas diferentes fases)

Fonte: elaborado pelo autor

Podemos, entdo, modelar essas duas tensdes da seguinte maneira:
Tensao do sinal 1: 10 V (eixo real)

Tensdo do sinal 2: 10j V (eixo imaginario)*

Foi o matematico e engenheiro Charles Proteus Steinmetz, Figura 5.4, quem introduziu
os nimeros complexos na resolucao de circuitos de corrente alternada. Antes da publicacdo de
seu trabalho, a resolucdo de circuitos de corrente alternada tinha que ser feita usando calculo
diferencial em um processo demorado e trabalhoso. Steinmetz transformou a complicada teoria
dos circuitos AC em problemas simples de Algebra, utilizando o conceito de fasores (uma

representacio de ondas senoidais com nimeros complexos).

Ao representar as voltagens e correntes com fasores, Steinmetz definiu o conceito
de impedancia, uma medida da oposi¢cdo que um componente faz a passagem da corrente
em circuitos AC, conceito andlogo ao de resisténcia em circuitos de corrente continua (DC)
(CIPTOWIYONO, 2015).

*Na Engenharia Elétrica convenciona-se que a unidade imaginaria é representada pela letra j, uma vez que a
letra i € utilizada para representar a corrente elétrica.
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Figura 5.4 — Charles Steinmetz (1865-1923)

Fonte: Wikimedia Commons - por: Richard A. Norton - Dominio Piblico (COMMONS, 2014a)

Além dos resistores, hd mais dois outros componentes que sao comumente encontrados
em circuitos de corrente alternada: os indutores e os capacitores. Os circuitos de corrente

alternada que consistem de resistores, indutores e capacitores recebem o nome de circuitos RLC.

A impedancia de um componente elétrico € a divisdo da tensdo complexa pela corrente
complexa (Lei de Ohm). Ao aplicarmos uma tensdo alternada a um resistor, a tensdo e a corrente
terdo a mesma fase. Logo, a impedancia em um resistor serd um nimero real R. Ja nos capacitores
e indutores, a impedancia serd um nimero imagindrio puro, pois tensdo e corrente estao defasadas
de 90°.

A impedancia de um capacitor € um nimero imagindrio puro negativo, o que ocorre

porque a tensdo em um capacitor estd atrasada 90° em relacdo a corrente.

Zo = —Xcj

A impedancia de um indutor € ndmero imagindrio puro positivo, pois a tensdo esta

adiantada de 90° em rela¢do a corrente.

Zr =Xrj
As quantidades X e X, s@o, respectivamente, as reatancias do capacitor e do indutor e
sdo medidas em ohms (2).

Assim, a impedancia Z de um circuito RLC de corrente alternada € um niimero complexo

dado por:
Z =R+ (X —X¢)j
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O Quadro 5.1 exemplifica como a impedancia destes 3 componentes deve ser modelada

em um circuito RLC.

Componente | Simbolo | Modelado como Impedancia
Resistor "\1’}’2\" Real 10
Indutor i Imaginario Puro Positivo 170
Capacitor _1]!2_ Imaginério Puro Negativo —150Q

Quadro 5.1 — Componentes de um circuito RLC

Considere, por exemplo, o circuito RLC da Figura 5.5.

hiAd

30

Figura 5.5 — Um tipico circuito RLC

Fonte: elaborado pelo autor

Considerando que a fonte de tensdo, representada pelo simbolo @ tem impedancia

zero (fonte de tensdo ideal), temos que a impedancia desse circuito sera:

Z=2+(3-1)j
Z=(2+2))Q

Assim como uma combinacdo de resistores em série e em paralelo pode ser representada
por um Unico resistor equivalente, um circuito contendo uma combinag¢do arbitriria de resis-
tores, indutores e capacitores pode ser representado por uma impedancia total. As expressoes
matematicas para as associagdes de impedancias sdo semelhantes as expressoes de associagdes
de resistores estudadas na Fisica do Ensino Médio. No entanto, os célculos de associa¢des de

impedancias envolvem nimeros complexos.
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a) Associagdo em série: neste tipo de circuito, a corrente flui por um tnico caminho. Para
encontrar a impedancia de um circuito em série, some a impedancia de cada um dos componentes

do circuito. A associacao total € a soma de cada impedancia:
Zrotat = 21+ Lo+ Z3+ -+ Zn

b) Associagdo em paralelo: neste tipo de circuito, a corrente flui por mais de um caminho. Para
calcular a impedancia de um circuito em paralelo com dois caminhos, primeiro determine a
impedancia Z; e Z, de cada um dos caminhos separadamente, tratando-os como circuitos em
série. A impedancia total € calculada segundo a férmula.
1 1 1
Traw % %7,
Exemplo 5.1. Considere o circuito da Figura 5.6.

3Q

& 3 "

2Q

20 20

T T

Figura 5.6 — Circuito RLC com associagdes de componentes em série e em paralelo

Fonte: elaborado pelo autor

Nesse circuito, temos que a impedancia total é de:
7y = Ry + C7 =1 — 25 (Impedancia do primeiro caminho)
Zy =L+ Cy =3j — 2j = 15 (Impedancia do segundo caminho)
Z3 = Ry 4+ R3 = 3+ 2 = 5 (Impedancia do terceiro caminho)

Portanto, a impedancia total (ou impedancia equivalente) desse circuito é:

L1 1

Zrotal L1 Lo L3
S SR T

ZTotal B 1 _2] 1] 5
Lo 142 ]

ZTotal B 5 J 5
1 2-3j

ZTotzzl )

5(2+3j) _ 104155

Zoa -
Total 13 13
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5.2.2 A Andlise de Fourier e o processamento digital de sinais

Outro uso intensivo dos nimeros complexos na Engenharia Elétrica se d4 nas aplicagdes
que utilizam a Andlise de Fourier, ramo da Matemdtica que estuda como uma fun¢io pode
ser decomposta em uma soma de fungdes trigonométricas mais simples. Essa teoria permite
decompor qualquer sinal (uma fun¢do dependente do tempo) em um somatdrio de suas ondas
componentes (com frequéncias, amplitudes e fases diferentes) expressas como fungdes senoidais.

A Figura 5.7 é um exemplo dessa decomposicao para uma onda quadrada.

Figura 5.7 — Aproximacdes iniciais da série de Fourier na decomposi¢ido de uma onda quadrada

Fonte: Wikimedia Commons - Dominio Publico

A Andlise de Fourier originou-se em 1807 quando, para explicar um problema de
transferéncia de calor, o matematico e fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier, Figura 5.8,
mostrou que uma onda arbitraria periddica podia ser representada (aproximada) como um soma
infinita ponderada de funcdes senoidais. Essa representacdo de uma func¢ao peridédica como um

somatorio de funcdes senoidais € conhecida atualmente como Série de Fourier.

Figura 5.8 — Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) - matemético e fisico

Fonte: Wikimedia Commons - Dominio Puablico

Os nimeros complexos aparecem na forma moderna da Série de Fourier que expressa a

funcdo periddica como somas infinitas de exponenciais complexas em vez de fungdes senoidais,
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para valer-se das simplificacdes de célculos obtidas a partir da Férmula de Euler (3.12).
ft)y= 3" eyt (5.3)
k=—0o0

onde:

T € o periodo da funcao,

Wy = 2% €
T .
k= 37 _Tf(t)e_”wotdt

Uma extensdo da Série de Fourier permite representar (aproximar) tanto as funcoes
periddicas quanto as ndo periddicas. Essa extensdo € o principal resultado dessa teoria e €

conhecido como a Transformada de Fourier.

A Transformada [Continua] de Fourier para funcdes continuas representa qualquer funcao
integravel f(¢) como a soma de exponenciais complexas com frequéncia angular w e amplitude

complexa F'(w) e é dada por:

400 .
Flw)= /_ et (5.4)
F(t) = FY(F(w)) = ;ﬂ /_O:o F(w)e™ du (5.5)

As equagdes (5.4) e (5.5) representam a Transformada de Fourier e sua inversa na forma
complexa para fun¢des continuas e unidimensionais. A essas equacdes muitas outras se juntam
para descrever outras formas da Transformada de Fourier. Toda as equagdes dessa familia de
Transformadas de Fourier ttm uma versdo na forma real e uma versdo complexa (SMITH,
1999). Mesmo essas duas equacdes podem aparecer de formas diferentes por conta de diferentes
convengdes usadas na Matematica, na Fisica ou na Engenharia (MEIKLE, 2004). No entanto,
a ideia intuitiva por trds das equacdes da Transformada de Fourier é basicamente a mesma:
considerar um padrdo baseado no tempo, medir cada ciclo possivel e retornar a amplitude, fase e

frequéncia de cada ciclo encontrado, fornecendo, assim, os componentes dessa fun¢do (JAMES,
2011).

Uma vez que temos muitos fendmenos que oscilam no universo, é bastante comum que
a informacao esteja codificada nas senoides que compdem um sinal, quer esses sinais sejam
naturais ou artificialmente criados pelo homem. A Transformada de Fourier fornece o meio
de extrair essa informacao e, assim, processar esse sinal (SMITH, 1999). Atualmente, esse
processamento € feito de forma digital mesmo para os sinais que sejam analdgicos em sua
origem. Alguns exemplos de aplicacdes da Transformada de Fourier no processamento digital de

sinais incluem:

* construgdo de filtros para manipular ondas sonoras;
* sistemas de reducdo de ruidos;

* eletrocardiogramas;
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* processamento de sinais sismicos;
* processamento de imagens;

* compressao de dados.

Entre os profissionais de processamento digital de sinais, a forma complexa da Transfor-
mada de Fourier € preferida em relacdo a forma real. SMITH lista as seguintes razdes para esta
preferéncia: equagdes mais compactas, simetria entre as equacoes de sintese e andlise, simetria
entre as equacdes no dominio de tempo e de frequéncia, inclusdo de frequéncias negativas e o

fato de serem pontos de partida para as transformadas de Laplace.

LANGTON; LEVIN se valem de uma analogia para explicar a razao do uso dos nimeros

complexos no processamento de sinais:

Os sinais que viajam pelo ar sdo sinais reais e é apenas o processamento que é
feito no dominio complexo. Existe uma analogia muito real que deixard isso
claro. Quando voc€ ouve um som, o processamento € feito por nossos cérebros
com dois receptores ortogonalmente colocados, as orelhas. As orelhas ouvem o
som com uma fase e tempo ligeiramente defasados. O sinal recebido pelas duas
orelhas € diferente e, com isso, nossos cérebros podem obter uma quantidade
razodvel de informacdes sobre a dire¢do, amplitude e frequéncia do som. Entao,
embora sim, a maioria dos sinais sejam reais, o processamento geralmente é
feito em um plano complexo, se for preciso obter o0 maximo de informacao.

Além de aplicacdes no processamento de sinais, a Transformada de Fourier aparece
em muitos campos diferentes de diferentes disciplinas, sendo ttil para resolver problemas de
andlise numérica, estatistica, probabilidade, criptografia, fisica, andlise da estrutura de proteinas,
sistema de controle, entre outros. E um daqueles conceitos que, como e e a razdo durea, desafiam
fronteiras e aparecem em todos os lugares (LANGTON; LEVIN, 2017).

5.3 Fisica Quantica

Fisica Quantica ou Mecanica Quantica’ € a parte da fisica moderna que estuda a luz, as
particulas atdmicas e subatOmicas, suas interagdes e propriedades. Constitui todo um corpo de
conhecimento desenvolvido a partir do inicio do século XX e que trata fundamentalmente dos

fendmenos que ocorrem microscopicamente e como eles se refletem na escala macroscépica.

O fisico alemao Max Planck (1858-1947), para resolver o problema da radiacdo do corpo
negro, foi for¢ado a atribuir propriedades quanticas a luz, supondo que ela ndo era uma onda
continua como todos acreditavam e que pudesse existir somente com quantidades especificas,
ou quanta (plural de quantum) de energia. Essa descoberta de 1900 é considerada como marco
inicial da Fisica Quantica (WEBBER; RICCI, 2006).

TOs termos Fisica Quntica, Mecénica Quintica e Teoria Quéntica sdo considerados sindnimos e usados
indistintamente nesse texto.
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Quando estudamos o comportamento dessas particulas microscopicas, as equacoes da
Mecéanica Cléssica ndo funcionam mais. Algumas propriedades dessas particulas, como posigao,
velocidade e cor, podem ocorrer em quantidades especificas (quanta), como se um seletor
alterasse essas propriedades de um nimero inteiro para outro, sem estagios intermedidrios, o que
contradiz um principio da Mecanica Cldssica que previa que tais propriedades deveriam existir

em um espectro continuo.

A vida moderna seria bem diferente sem a Mecanica Quantica. Foi a compreensdo da
natureza quantica do elétron que levou a descoberta dos chips semi-condutores que controlam
nossos computadores, dos transistores, do raio laser, smartphones, imagens por ressonancia
magnética, relogios atdmicos, GPS, comunicagdes por fibras 6ticas, entre outros dispositivos tdo
presentes em nosso cotidiano (ORZEL, 2009).

Apresentar a Fisica Quantica como uma das aplicagdes mais importantes dos nimeros
complexos no mundo real € uma tarefa drdua para o professor de Matemaética do Ensino Médio,
quer pela auséncia desse contetido no curriculo de Fisica, quer pela dificuldade e estranheza
inerentes ao assunto mesmo quando desconsideramos toda a avangada parte matematica e nos

concentramos apenas na parte conceitual da teoria.

Eu acho que posso dizer seguramente que ninguém entende a Fisica Quéntica.
(Richard Feynman - fisico americano ganhador do prémio Nobel de Fisica em
1965)(FEYNMAN, 1964).

PINTO; ZANETIC ja em 1999 elencavam essas dificuldades e pontuavam que ao final

do século XX a Fisica desenvolvida nele estava longe de comparecer as aulas de nossas escolas.

Para contornar essas dificuldades e mostrar essa relacdo dos niimeros complexos com
a Fisica Quantica, o professor de Matematica pode se valer dos conteidos de ondas e oscila-
¢oes (SMITH, 2010), estes, sim, presentes no curriculo de Fisica; e privilegiar os conceitos
fundamentais sem exigir grande matematizacao, conforme sugerido em (TERRAZZAN, 1992)
e (CHIARELLI, 2006). Sobre essa conexao entre ondas, oscilacdes e a Mecanica Quantica,
(SMITH, 2010) destaca:

O movimento senoidal estd realmente ao nosso redor, e € algo que qualquer
cientista deve compreender profundamente. No entanto, hd outro motivo, talvez
até mais importante, para se estudar as oscilagdes e ondas: as ferramentas
matemadticas e a intui¢@o que se desenvolvem durante este estudo sdo exatamente
0 que vocé precisa para a Mecanica Quantica. Isso ndo é surpreendente, uma
vez que grande parte da Mecanica Quantica trata do estudo da fun¢do de onda,
que descreve a natureza das ondas de objetos como, por exemplo, o elétron.

Em (ORZEL, 2009), Chad Orzel destaca que sdo quatro os principios basicos da Meca-

nica Quantica, isto é, para compreendé-la efetivamente, deve-se aceitar estes principios centrais:

* Funcdes de onda: cada objeto no universo € descrito por uma func¢do de onda quantica;
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* Estados permitidos: um objeto pode ser observado somente em um estado de um ndmero

limitado de estados possiveis;
* Probabilidade: a funcao de onda de um objeto determina sua probabilidade de ser encon-

trado em cada um dos estados permitidos;
* Medic¢do: medir o estado de um objeto o determina de forma absoluta.

Esses principios centrais também aparecem em (CHIARELLI, 2006) que descreve uma
abordagem para ensinar Mecanica Quantica para uma turma do terceiro ano do Ensino Médio
onde foram apresentados de forma conceitual os seguintes pontos: dualidade, principio da

incerteza, cardter probabilistico de resultados de medida e superposi¢cdo de estados.

A dualidade onda-particula estabelece que sob determinadas condi¢des a radiacdo eletro-
magnética apresenta propriedades que sdo tipicas das ondas (difracdo, interferéncia, polarizacao,
entre outras). No entanto, sob outras condic¢oes, a radiacdo eletromagnética comporta-se como
se fosse constituida por um feixe de particulas, o que mostra um aspecto corpuscular da luz
revelados em experimentos realizados nas primeiras décadas do século XX (WEBBER; RICCI,
2006).

O Principio da Incerteza de Heisenberg afirma que ndo se pode medir a posicdo e o
momento de uma particula simultaneamente (WILCZECK, 2015).

A superposi¢do dos estados quanticos afirma que um sistema fisico (como um elétron,
por exemplo) existe simultaneamente em todos os estados teoricamente permitidos até ser
medido. Quando é medido, todas as superposi¢des se juntam em um Unico estado e o sistema
fica determinado (ORZEL, 2009).

Ao explorar de forma conceitual esses principios, o professor de Matematica se deparara
com os nimeros complexos. Diferentemente do que ocorre na Fisica Classica, na Mecanica
Quantica, os nimeros complexos sdo essenciais, uma necessidade concreta e ndo apenas uma
mera conveniéncia. A equacgdo de Schrodinger, considerada a equagdo fundamental da Mecénica
Quantica, tem uma unidade imagindria nela. As solu¢des da equacao de Schrodinger, chamadas
de fun¢des de onda (), tém a forma ¢ = Ae? | e sdo, portanto, nimeros complexos assim
como praticamente todas as outras quantidades necessdrias a formulagdo da Mecanica Quantica
(STACK, 2013; MAYNARD, 2015).

Embora existam estudos tedricos que afirmem ser possivel se formular toda Mecanica
Quantica usando apenas nimeros reais, o esforco necessario para isto levaria a constru¢des mate-
madticas mais complicadas e que, ao final, apenas reproduziriam de algum modo as propriedades

e os resultados obtidos com o uso dos nimeros complexos (MAYNARD, 2015).

Sobre esse predominio na Mecanica Quantica, o fisico americano Frank Wilczeck, ganha-
dor do prémio Nobel de Fisica em 2004, ao definir € comentar para leitores nao familiarizados o

verbete niimeros complexos, finaliza assim:
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Na Teoria Quantica, os nimeros complexos sao onipresentes. Eles sdo os
numeros de Deus (WILCZECK, 2015).

Assim, se considerarmos essa onipresenga dos nimeros complexos na Fisica Quantica
e que toda particula € descrita por uma fun¢do de onda quantica (complexa), entdo, podemos

concluir que eles estdo presentes em todos os lugares do mundo real.

5.4 Recursos Digitais

Os recursos digitais desenvolvidos para ilustrar aplicacdes dos nimeros complexos
reforcam algumas das ideias que foram abordadas ao longo desse capitulo: 1) eles s@o usados
como simplificadores de cdlculos; 2) o uso mais comum deles é para representar fendmenos
periddicos (ondas e oscilagdes, por exemplo); 3) ndo hd um significado fisico Unico para os

numeros complexos; 4) eles estdo bastante presentes em nosso dia a dia.

A seguir, elencamos e descrevemos os recursos digitais que foram construidos para
auxiliar o professor de Matemadtica a levar para a sala de aula algumas das aplicagdes dos

nimeros complexos no “mundo real”.

* RD501 - Representagdo complexa de uma onda

Este applet do Geogebra mostra o niimero complexo e** deslocando-se, em sentido anti-
horério, em movimento circular uniforme ao longo do tempo. Podemos observar que esse
nimero complexo segue um caminho espiralado centrado em uma reta paralela ao eixo do
tempo. As partes real e imagindria de e™? sdo exibidas como projecdes de seno e cosseno,
mostrando, na pratica, a decomposicao existente na Férmula de Euler (3.12). Controles
deslizantes permitem variar os parametros da onda (frequéncia, amplitude e fase) e, assim,
simular o que acontece quando multiplicamos essa expressao por um nimero complexo z,

obtendo a representagdo complexa de uma onda.

* RD502 - Impedancia em Circuitos RLC

Este aplicativo simula um circuito RLC simples com um resistor, um indutor e um capacitor.
O professor pode variar os valores da resisténcia e das reatancias capacitiva e indutiva
manipulando os controles deslizantes. A partir dos valores selecionados, o aplicativo
calcula automaticamente o valor complexo da impedancia do circuito. O aplicativo pode
ser usado para conferir os célculos simples desse tipo de circuito AC, mas também para
reforgar o conceito que a resisténcia ¢ modelada como um ndmero real, a reatncia indutiva
como um imagindrio puro positivo e a reatancia capacitiva como um imaginario puro

negativo.
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* RD503 - Associacdo de Impedancias

Este applet traz um conjunto de circuitos RLC para que o aluno calcule a sua impedancia
utilizando as regras para a associacdo em série e em paralelo dos componentes do circuito.
As regras de associagdo permitem que o aluno pratique as operagdes com ndmeros com-
plexos na forma algébrica. O aplicativo mostra passo a passo os valores para cada uma das

associagdes do circuito, permitindo que o aluno confira os célculos realizados.
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6 Fractais dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de Mandelbrot

O cientista ndo estuda a natureza porque ela € itil; ele a estuda porque se deleita. E
ele se deleita porque ela € bonita. Se a natureza ndo fosse bonita, ndo valeria a pena

conhecé-la, e se ndo valesse a pena conhecé-la, a vida nao valeria a pena.

Henri Poincaré

Nos capitulos 4 e 5 vimos algumas aplicagdes dos niimeros complexos. O grande niimero
de aplicacdes existentes, quer na Matematica, quer no “mundo real”, ji seriam, por si SO,
suficientes para tornar mais tangivel o seu ensino. No entanto, como nos lembra Henri Poincaré
na epigrafe desse capitulo, além da utilidade propriamente dita, também a beleza de um assunto

desperta o nosso interesse € nos motiva a estuda-lo.

Indo ao encontro desse ponto de vista, a adocdo de fractais no ensino de Matematica tem
sido defendida por muitos autores. Benoit Mandelbrot, por exemplo, argumenta em (MANDEL-
BROT; FRAME, 2002) que a geometria fractal tem o apelo visual e o contetudo para despertar
grande interesse e para engajar os estudantes de um modo sério € em um grau maior que qualquer

outra disciplina.

Nesse capitulo apresento os fractais dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de Mandelbrot,
Figura 6.1, que s@o conhecidos por terem algumas das mais belas e intrincadas imagens de toda

a Matematica e cuja origem estd essencialmente relacionada com os nimeros complexos.

Im[¢]
T

Figura 6.1 — Conjunto de Mandelbrot no plano complexo

Fonte: Wikimedia Commons - Dominio Publico - autor: Connelly Barnes

6.1 O que sao fractais

As formas da geometria euclidiana - circulos, esferas, cubos, quadrados e retas, por

exemplo - ndo sdo as formas que aparecem na natureza. Quando nos deparamos com estas
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formas, estamos, geralmente, diante de objetos criados pelo homem. As formas da natureza ndo
sao moldadas com bordas lisas e regulares (LESMOIR-GORDON et al., 2013).

Um fractal é uma forma geométrica dspera, rugosa e fragmentada que pode ser dividida
em partes menores € estas partes menores, de alguma forma, reproduzem o todo em escala redu-
zida. Existem muitas estruturas matematicas que sdo fractais como os mostrados na Figura 6.2;
assim como também existem muitos elementos no “mundo real” que podem ser modelados como
fractais como, por exemplo, montanhas, nuvens, cursos de rios, galhos de arvores, turbuléncias e

artérias do nosso corpo.

AALAL® & & &

(e)

Figura 6.2 — Exemplos de fractais: (a) Curva de Hilbert, (b) Curva de Koch, (c) Samambaia de
Barnsley, (d) Triangulo de Sierpinski e (e) Hexdgono de Sierpinski

Fonte: elaborado pelo autor

Teoricamente, essa auto-similaridade dos fractais pode ser estendida infinitamente e
quando consideramos os comportamentos que envolvem o infinito, podem surgir alguns para-
doxos na Matematica. Considere, por exemplo, o fractal do tridngulo de Sierpinski que a cada
iteracdo (repeticao do processo) triplica o numero de tridngulos que o compde e tem um quarto
de sua drea reduzida. Quando o niimero de itera¢des tende ao infinito, temos um objeto composto
de infinitos tridngulos (bidimensionais, portanto) e com érea zero, o que é paradoxal a luz da

geometria euclidiana.

Conjuntos e fungdes que ndo eram suficientemente lisos ou regulares ja eram conhecidos
ha algum tempo, mas eram utilizados como objetos patoldgicos e contra-exemplos em célculo
por conta dos paradoxos que produziam. Mais recentemente houve uma mudancga de atitude
e percebeu-se que esses conjuntos irregulares fornecem um representacao melhor para muitos
fenomenos naturais (FALCONER, 2013). Grande parte das ideias matemadticas que envolvem os
fractais, incluindo o conceito fundamental de dimensao fracionaria tem mais de um século. No
entanto, foi a partir do final da década de 1960 que estas estruturas comecaram a ser estudadas

de maneira sistematica, grande parte devido aos esforcos de Benoit Mandelbrot, Figura 6.3,
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conhecido como o pai dos fractais (HAYES, 2013).

Figura 6.3 — Benoit Mandelbrot (1924-2010)

Fonte: Rama, Wikimedia Commons, Cc-by-sa-2.0-fr

O termo fractal foi cunhado por Mandelbrot a partir do adjetivo latino fractus cujo verbo
correspondente, frangere, significa quebrar, criar fragmentos irregularest MANDELBROT, 1983).
Ainda ndo existe um consenso para uma defini¢do matematica do que € um fractal. As tentativas
para se chegar a essa defini¢cao se baseiam no conceito de dimensao*. O apéndice A detalha o
conceito de dimensdo fractal, uma extensdo do conceito de dimensdo topoldgica para os fractais

e que € central no estudo da geometria fractal.

Em (FALCONER, 2014), Kenneth Falconer fala sobre a defini¢do de fractal proposta

por Benoit Mandelbrot e sugere uma forma alternativa para conceitud-los:

Em seu artigo original, Mandelbrot definiu um fractal como um conjunto cuja
dimensao fractal (dimensao de Hausdorff, nesse caso) fosse estritamente maior
que sua dimensdo topoldgica. Essa defini¢do se mostrou insatisfatéria, pois
excluia um ndmero de conjuntos que claramente deveriam ser considerados
como fractais. Vdrias outras definicdes foram propostas, mas todas elas parecem
ter o mesmo inconveniente.

O meu sentimento pessoal € que a defini¢do de um “fractal” deve ser considerada
da mesma maneira que um biélogo considera a defini¢do de “vida”. Nao hd uma
defini¢do rigorosa e rapida, mas apenas uma lista de propriedades caracteristicas
de uma coisa viva, como a capacidade de reproduzir ou mover ou existir em
certa medida independentemente do ambiente. A maioria dos seres vivos tem a
maioria das caracteristicas na lista, embora haja coisas vivas que sejam excecdes
para cada uma delas. Do mesmo modo, me parece melhor considerar um fractal
como um conjunto que tem propriedades como as listadas abaixo, em vez de
procurar uma definicdo precisa que quase certamente excluird alguns casos
interessantes.

A seguir, Falconer lista as seguintes caracteristicas como sendo, tipicamente, definidoras

de um conjunto F como um fractal:

*A dimensao topoldgica de um objeto corresponde a nossa nocao intuitiva de dimensdo. A dimensao topoldgica
de um ponto € 0, de uma reta é 1, de um plano € 2 e de um cubo é 3 (FELDMAN, 2012).
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* F tem uma estrutura fina, ou seja, pode ser detalhado em escalas arbitrariamente pequenas;

* F € muito irregular, localmente e globalmente, para ser descrito pela linguagem geométrica
tradicional;

* F geralmente tem alguma forma de auto-similaridade, podendo essa ser apenas aproximada
ou estatistica;

* geralmente, a dimensao fractal de F (definida de algum modo) é maior que sua dimensao
topoldgica;

* na maioria dos casos de interesse, F € definido de um modo muito simples, geralmente

recursivo.

No mundo real, ndo ha fractais perfeitos como aqueles encontrados na Matemética. No
entanto, 1sso ndo significa que os fractais matemdticos ndo sejam uteis para descrever processos e
fendmenos naturais. Ao tratar do que pode ser feito com fractais e sobre o papel dessas estruturas
altamente irregulares dentro da Matematica e da ciéncia, Falconer (FALCONER, 2013) nos
lembra que as questdes que foram levantadas por séculos para as formas geométricas tradicionais
sdo as mesmas que atualmente sdo feitas para os fractais e que sempre ha diferencgas entre os
objetos matematicos idealizados e os fendmenos que eles representam. Nesse sentido, um fractal
matemadtico ndo seria, por exemplo, diferente de um circulo: os fendmenos naturais, fisicos ou
econdmicos por eles modelados podem ser considerados validos dentro de um escopo apropriado

de escalas, o que deixa de ser verdade quando os examinamos muito de perto.

6.2 Iteracao de fungdes complexas

A técnica utilizada para gerar as formas e produzir as imagens dos fractais dos Conjuntos
de Julia e do Conjunto de Mandelbrot baseia-se na iteracdo de funcdes. Esse método analisa
uma sequéncia de nimeros Z,, gerada a partir da rela¢do 7,1 = f(Z,), onde f é uma fungdo

complexa.

A maior parte da teoria das iteragdes de fun¢des complexas € bastante anterior ao estudo

dos fractais e foi desenvolvida na Franga no comeco do século XX.

Em 1915, a Academia de Ciéncias em Paris publicou que o tema do Grand Prix de 1918
seria as propriedades globais da iteracdo de funcdes. Corria a I Guerra Mundial e Gaston Julia
(1893-1978), Figura 6.4, entdo um sub-tenente do exército francés, teve seu rosto seriamente
ferido no conflito. Mesmo assim, ele conseguiu continuar sua producdo matematica no hospital
e em dezembro de 1918 foi agraciado com o prémio. O matematico Pierre Fatou (1878-1929)

também estava trabalhando nesse assunto, embora nio tenha participado da competicao.
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Figura 6.4 — Gaston Julia (1893-1978) - matemadtico francés

Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive

Tanto Julia quanto Fatou estavam interessados no que acontecia com a 6rbita de um
nimero quando se aplicava repetidamente uma regra: se ela se aproximava de algum valor finito
(convergéncia) ou se tendia para o infinito (divergéncia). Julia e Fatou, de forma independente,
publicaram livros sobre a iteracdo de fun¢des no plano, fornecendo as descri¢des do que hoje

conhecemos como os Conjuntos de Julia.

Definicao 6.1. Seja f : C — C um polinomio de grau maior que 1 com coeficientes complexos,
isto é, f(2) = ap2™ + an_ 12" 1+ - +ag,n > 1. Seja f* a k-ésima composicdo de f, isto é,
fo---of, demodo que f*(z) seja a k-ésima iteragdo f(f(---(f(2))---)) de z. Seja Ky o

conjunto de pontos em C cujas orbitas ndo divergem para k suficientemente grande.
Ky ={z € C| f*(2) = oo}

Ky é chamado de Conjunto de Julia Preenchido associado a fungdo f.

O Conjunto de Julia Preenchido de uma fung¢do € o conjunto das condi¢des iniciais que
quando iteradas com f ndo vao para o infinito. Essas condicdes iniciais podem ser atraidas
por um ponto fixo ou ficar oscilando, periédica ou caoticamente, permanecendo, no entanto,
limitadas (FALCONER, 2014; FELDMAN, 2012).

Definicao 6.2. O conjunto Jy dos pontos na fronteira de Ky é chamado de Conjunto de Julia
associado a fungdo f. Entdo, z € Jy se em cada vizinhanga de z existem pontos v e w tais que

fE(v) - oo e f¥(w) — oo para k suficientemente grande.

Embora Gaston Julia tenha se tornado um matematico famoso na década de 1920, seu
trabalho permaneceu essencialmente adormecido por muitos anos, por nao haver computacao
grafica suficientemente desenvolvida para exibir as intrincadas formas dos Conjuntos de Julia.
Por volta de 1980, Benoit Mandelbrot, trabalhando para a IBM (International Business Machines
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Corporation) e com amplo acesso aos recursos computacionais dessa empresa, se interessou pela
mais simples transformagdo possivel do Conjunto de Julia: a fungdo quadrética f(z) — 2% + c.

A Figura 6.5 mostra um exemplo dos Conjuntos de Julia associado a uma fun¢ao quadratica.

Figura 6.5 — Conjunto de Julia e Conjunto de Julia Preenchido da fungdo f(z) = 22 — 1

Fonte: elaborado pelo autor

Como resultado de sua pesquisa nos Conjuntos de Julia, Benoit Mandelbrot descobriu o
que hoje é conhecido como o Conjunto de Mandelbrot. As primeiras imagens que indicavam a
complexidade dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de Mandelbrot foram publicadas por ele em
1980.

A simplicidade da fun¢do quadrética utilizada na geracao dos Conjuntos de Julia e do
Conjunto de Mandelbrot é um dos aspectos que chama a aten¢do dos matematicos. Michael
Frame em (FRAME et al., 2017) pontua que “de uma perspectiva filoséfica, o Conjunto de
Mandelbrot desafia as no¢des familiares de simplicidade e complexidade: como pode uma
féormula tdo simples, envolvendo apenas multiplicacdo e adi¢do, produzir uma forma de tao
grande beleza organica e infinita variacdo sutil?”.

Essa contradi¢do entre a simplicidade da fun¢@o quadratica e a complexidade dos con-
juntos gerados por ela também € destacada por Adrien Douady (DOUADY, 1986, p.161):

Eu devo dizer que em 1980 sempre que eu dissesse para meus amigos que eu
estava comecando com J. H. Hubbard um estudo de polindmios de grau 2 em
uma varidvel complexa (e mais especificamente aquelas da forma z — 22 + ¢),
eles todos me olhavam fixamente e perguntavam: voc€s esperam encontrar
alguma coisa nova? E, no entanto, esta simples familia de polindmios que é
responsavel por produzir estes objetos que sdo tdo complicados - ndo cadticos,
mas, ao contrario, rigorosamente organizados de acordo com sofisticadas leis
combinatdrias.

Processo Iterativo: Para geracdo dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de Mandelbrot,

considere a funcdo complexa quadratica da forma:
2
Z=z"+c

onde z e ¢ s@o nimeros complexos.
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Escolha arbitrariamente um nimero complexo 2, e outro nimero complexo c e calcule,

entdo, a sequéncia de nimeros complexos z1, 29, 23, - - - , 2, da seguinte maneira:

zlzzg—l—c
_ .2
Zp =21 +¢C

23:z§+c

Zpy1 = zfl +c (6.1)

Em seguida, observe e determine se i) a sequéncia se torna ilimitada: os elementos da
sequéncia saem de qualquer circulo ao redor da origem; ou ii) a sequéncia permanece limitada,

isto é, existe um circulo em torno da origem que nunca € transposto pela sequéncia.

Nas préximas se¢Oes veremos como a aplicagdo desse algoritmo, de maneira diferente

para cada um dos casos, nos leva aos elementos dos Conjuntos de Julia e de Mandelbrot.

6.3 Conjuntos de Julia associados a f(z) = 22 + ¢

Os Conjuntos de Julia quadréticos sdo gerados pela iteragio z, 11 = 22 + ¢, para um valor

fixo de c e, portanto, hd um nimero infinito desses conjuntos: um para cada nimero complexo c.

6.3.1 Calculando os Conjuntos de Julia f(z) = 2% + ¢

Podemos calcular se um nimero complexo pertence ou nao a um determinado Conjunto
de Julia Preenchido (associado a uma fungdo f(z) = 22 + ¢), aplicando o processo iterativo (6.1)
descrito anteriormente e considerando a defini¢do 6.1. Observe que, nesse caso, o valor de c é
conhecido e queremos testar se um valor inicial zy pertence a esse Conjunto de Julia dado. Os

exemplos 6.3, 6.4 e 6.5 ilustram a aplicacao desse algoritmo.

Exemplo 6.3. Determine se os seguintes nimeros complexos pertencem ao Conjunto de Julia
associado a fungdo f(z) = 22

a)zg=2—i b) 2o = 0,4 — 0, 3i ¢) 2o = —i

Este é o caso mais simples da fun¢do quadratica, pois ¢ = 0 = 0 + 0z. A Tabela 6.1

mostra os primeiros passos do processo iterativo para cada um das condicdes iniciais (zy).

2k Orbita 2k Orbita 2k Orbita

20 2—1 20 0,4—0,3d 20 —1
z1=224c | 3—4i 21 =224c¢ 0,07 — 0,244 zn1=224¢ —1
Z9 = zg +c | =7—24 zo = 28 +c —0,0527 — 0,03367 Z9 = zg +c 1
z3 = zé +c | —527+ 3361 z3 = z% +c¢ | 0,00164833 + 0,003541441 z3 = zé +c 1
z4 = z% +c | 164833 — 3541444 z4 = zg +c | —0,0000098248+1,167 x 10~° z4 = z% +c 1
25 =25 +c¢ Z5 =25 +¢ 25 =25 +c¢

(@zp=2-—1 (b)zop =0,4—0,3i (©)zo = —1i

Tabela 6.1 — Iteracdo dos 3 pontos iniciais para z — 22
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Tomando z;, = 2 — 1, percebemos que, a cada iteracao, z; se afasta mais da origem do
plano complexo, isto €, sua Orbita tende ao infinito. Logo, 2y = 2 — ¢ ndo pertence ao Conjunto

de Julia associado a f(z) = 2%

Para zyp = 0,4 — 0, 37, 2;, se aproxima mais da origem do plano complexo a cada iteracao.

Logo, sua orbita ndo diverge. Entdo, 2y = 0,4 — 0, 32 pertence ao Conjunto de Julia associado a
f(z) = 2%

Com 2y = —i, o valor de z;, se estabiliza em 1 para k£ > 2, isto é, sua érbita também nao

diverge e, portanto, 2y = —i pertence ao Conjunto de Julia associado a f(z) = 22 .

Exemplo 6.4. Determine se os seguintes nimeros complexos pertencem ao Conjunto de Julia
associado a fungdo f(z) = 2% —i.

a)Z():l b)ZOZi C)Z():—i
Nesse caso temos ¢ = —i. A Tabela 6.2 mostra as iterag0es 2, a partir dos valores das

condic¢des iniciais (zp). Nesta tabela foi acrescentada uma coluna com o mddulo de z;, (distancia

de z; a origem do plano complexo).

2k Orbita |z| 2k Orbita 2| 2k Orbita |z|

20 1 1 20 7 1 20 —1 1

nn=z22+4¢ 1—1z V2 z1=22+4c¢ —1—1 V2 znn=z2z2+4¢c —1—1 V2

zzzz%Jrc —31 3 zzzz%Jrc i 1 22:z%+c ) 1

z3:z§+c —9—1 V82 zgzzé—l—c —1—1 V2 Z3:Z§+c —1—1 V2

24 =22+c | 804+ 17i | /6689 Z4=z%+c i 1 Z4:z§+c i 1
z5:z4+c 25 =25 tc¢ . z5 =25 + ¢
@z =1 (b) z0 =1 (©) z0 = —1i

Tabela 6.2 — Iteragdo dos 3 pontos iniciais para z — 2% — i

Para zy = 1, o médulo de z;, cresce a cada iteracdo indicando que a orbita diverge. Logo,
2o = 1 ndo pertence ao Conjunto de Julia associado a f(z) = 2% — 1.

Para 2, = ¢ e também para 2, = —, o valor do médulo de z;, se alterna entre 1 e V2.

Logo, a drbita nao diverge e os pontos ¢ € —i pertencem ao Conjunto de Julia associado a
f(z) =2%—1i. .
Exemplo 6.5. Determine se os seguintes nimeros complexos pertencem ao Conjunto de Julia
associado a fungdo f(z) = 22 + 1 —i.

3)20:1+Z b)Zozl—Z C)ZOZO

Nesse caso temos ¢ = 1 — 7. A Tabela 6.3 mostra as iteracdes zj, a partir dos valores das

condigdes iniciais (zp).



2k Orbita | |z| 2k Orbita |z 2k Orbita 2|

20 144 | V2 20 1—1i V2 20 0 0
z1:z§+c 21 V2 Z1:zg+c 1—3¢ V10 z1:z§+c 1—1 V2
zzzszrc 21 V2 zzzszrc —7—-Ti /98 zzzz%Jrc 1—3 V10
z3=z3+c | 2i V2 z3=z2+c 14973 9410 z3=z5+c | —T—Ti | V98
24 = zg +c 2 V2 24 = z% +c | —9407 + 193s 88528898 24 = zg +c | 1497 9410
25 =25 t+c 25 =25 +c¢ 25 =25 +¢

@zo=141 b)yzo=1—1 ©)z0=0

Tabela 6.3 — Iteragdo dos 3 pontos iniciais para z — 2% +1 — ¢

Adotando raciocinio andlogo aos dois exemplos anteriores, conclui-se que dos 3 nimeros

testados apenas 1 + i pertence ao Conjunto de Julia associado a fungdo f(z) =22 +1—1i. =

As imagens dos fractais dos Conjuntos de Julia Preenchidos sdo obtidas quando repetimos
muitas vezes, com o auxilio de computadores, o procedimento mostrado nos exemplos 6.3, 6.4
e 6.5, isto €, quando testamos uma quantidade muito grande de condi¢des iniciais 2y para um
determinado c fixo. Quando uma condi¢ao 2z, nao diverge, marcamos (plotamos) esse ponto no
plano complexo e repetimos o teste para outro niimero na vizinhanca. A Figura 6.6 mostra alguns

Conjuntos de Julia Preenchidos associados a f(z) — 22 + ¢ obtidos a partir desse procedimento.

(e) (f) (8) (h)

Figura 6.6 — Conjuntos de Julia Preenchidos para diferentes valores de c:
(a) —0,65 40,42 (b) —0,1 —0,9¢ (c) —1,3 + 0,057 (d) 0,2 4 0, 552
(e) —0,640,2¢ (f) —1,04 0z (g) —1,01 4+ 0,28: (h) 0,16 + 0, 66¢

Fonte: elaborado pelo autor

Observe na Figura 6.6 que todos os valores de ¢ mostrados geraram fractais. De fato,
para quase todo valor de ¢, a fungdo f(z) = 22 + ¢ quando usada para gerar Conjuntos de Julia,
gera um fractal. Duas exceg¢des sdo conhecidas: ¢ = 0 e ¢ = —2. O primeiro caso (f(z) = 2?)
leva a um circulo e no segundo (f(z) = 22 — 2), temos um segmento de reta. Permanece aberto

determinar se existem outras exce¢des (WEISSTEIN, n.d.).

A defini¢cdo dos Conjuntos de Julia ndo estabelece quantas vezes precisamos iterar a

func@o complexa para concluir que a 6rbita de z, divergiu. Um resultado matemadtico nos ajuda a
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determinar um critério de escape para a Orbita de z,: pode-se provar que se um elemento z; da
sequéncia estiver a uma distdncia maior que 2 da origem, isto &, |z;| > 2, entdo a distincia da
origem dos préximos elementos da sequéncia ird crescer de forma ilimitada, isto é, a érbita de 2
ird divergir.

Assim, na pratica, a cada iteracdo devemos testar se |z;| > 2 para concluir se devemos
continuar executando o procedimento iterativo. Este resultado é conhecido como critério de

escape, cujo teorema e sua demonstracdo, além do escopo desse texto, podem ser encontrados
em (PEITGEN et al., 1992), por exemplo.

6.4 Conjunto de Mandelbrot

Um dos resultados mais interessantes da teoria das iteracdes das fungdes complexas,
demonstrado tanto por Gaston Julia quanto por Pierre Fatou por volta de 1919, € conhecido
como o Teorema da Dicotomia Fundamental®. Esse teorema mostra que para cada valor de ¢, o
Conjunto de Julia Preenchido associado a fung¢io f(z) = 2% + ¢ é ou um conjunto conexo (uma
Unica parte) ou totalmente desconexo (infinitos pontos desconectados, um Conjunto de Cantor
distorcido) (FRAME et al., 2017; DEVANEY, 1998). A Figura 6.7 mostra essas duas unicas
situagdes possiveis. Nao ha, portanto, resultados intermedidrios, isto €, ndo existem Conjuntos

de Julia associados a f(z) = 2? + ¢ compostos de 2,3 - - - n partes.

Paeira / Conjunto de Cantor (infinitos Conexo. Todos os mindsculos pantos se

Conexo g
pontos desconectados) conectam formando um Unico bloco.

Figura 6.7 — Exemplo da dicotomia dos Conjuntos de Julia

Fonte: FRAME et al.

O Teorema da Dicotomia Fundamental afirma que se a orbita de 0 diverge, entdo o
Conjunto de Julia € infinitamente desconexo (topologicamente semelhante ao Conjunto de
Cantor). Se, no entanto, a 6rbita de 0 € limitada, entdao o Conjunto de Julia é conexo. Assim,
nao precisamos desenhar todo um Conjunto de Julia para determinar se ele é conexo, bastando

observar o que acontece com a 6rbita de 0 (iteragdo z — 22 + ¢ partindo de 2y = 0).

TA demonstraciio do Teorema da Dicotomia Fundamental estd além do escopo dessa dissertacdo e envolve
Andlise Complexa e o Critério de Escape.
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Por volta de 1979, Benoit Mandelbrot teve a ideia de plotar esta dicotomia do Conjunto
de Julia no plano complexo, o que levou diretamente a figura do que viria posteriormente ser
conhecido como o Conjunto de Mandelbrot. Ele coloriu cada ponto do plano complexo de preto
se ele gerava um Conjunto de Julia conexo e deixava-o em branco se gerava uma poeira de
Cantor. O resultado foi uma imagem em preto e branco que, por conta da tecnologia grifica da
época, ndo se mostrava promissora ou impressionante. Porém, Mandelbrot percebeu que tinha
feito uma grande descoberta e, persistindo sua pesquisa, deu inicio a revitalizacdo desse campo
da Matematica (PEITGEN et al., 1992).

A complexidade do Conjunto de Mandelbrot é mentalmente desafiante e suas proprie-
dades matematicas estdo longe de serem totalmente compreendidas. No entanto, sua defini¢cao
¢ bastante simples e plotd-lo requer poucas linhas de programacao, Figura 6.8 (FALCONER,
2013).

Definicao 6.6. O Conjunto de Mandelbrot é o conjunto de todos os niimeros complexos c para
os quais a iteracdo z — 2* + ¢, tomada a partir de z, = 0, ndo diverge para o infinito ou,
equivalentemente, é o conjunto de niimeros complexos c para os quais o Conjunto de Julia
associado a f(z) = 2* + ¢ é conexo (FRAME et al., 2017).

Figura 6.8 — O Conjunto de Mandelbrot

Fonte: elaborado pelo autor

O Conjunto de Mandelbrot €, portanto, definido usando-se a iteracdo da mesma fungao

complexa dos Conjuntos de Julia, porém aplicada de uma forma diferente. Os exemplos 6.7 € 6.8
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mostram como aplicar essa itera¢do para determinar se um ponto ¢ pertence ou ndo ao Conjunto
de Mandelbrot.

Exemplo 6.7. Determine se ¢ = 1 + 7 pertence ao Conjunto de Mandelbrot.

Temos 2y = 0 (pela defini¢do) e c = 1 + . Logo:

ZOIO
n=z2+c=0+1+i=1+i
=2 4c= 1+ +1+i=1+3

Como |z3| = /10 > 2 (critério de escape), concluimos que a érbita de z, diverge e, portanto, o

ponto ¢ = 1 + i ndo pertence ao Conjunto de Mandelbrot. .

Exemplo 6.8. Determine se ¢ = 7 pertence ao Conjunto de Mandelbrot.

Temos zy = 0 (pela definicao) e ¢ = 7. Logo:

zo=10

n=z+ec=0+i=i
H=2L4c=i24++i=—1+4i
m=zs+c=(=1+i)2+i=—i
u=z4+c= (=) +i=—-1+i
=2 +c=(=1+i)2+i=—i

A partir de z4, a 6rbita de z;, fica oscilando entre —1 + 7 e —i. Logo, a drbita ndo diverge e ¢ = ¢
pertence ao Conjunto de Mandelbrot. Como essa orbita ficou oscilando entre dois pontos (—1 + ¢

e —1), dizemos que o seu periodo € 2. .

Exemplo 6.9. O ponto ¢ = —0,12 + 0, 757 pertence ao Conjunto de Mandelbrot. A partir de
z31 sua Orbita comecga a repetir um ciclo. Qual o periodo dessa 6rbita? Onde esse ponto estd

localizado no Conjunto de Mandelbrot?
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Temos zy = 0 (pela definicdo) e ¢ = —0, 12 + 0, 752. Logo:

20:0

z=z20+c=(0+0i)?—0,12+0,75 = —0,12 + 0, 75i

z31 = —0,120125280497591 + 0, 7499649312233151
232 = —0,668017315050167 + 0, 569820504546885¢
z33 = 0,00155172580476665 + —0,0112999270158831¢
234 = —0,120125280497591 + 0, 74996493122331517
235 = —0,668017315050167 + 0, 569820504546885%
236 = 0,00155172580476665 + —0,01129992701588331
zz7 = —0,120125280497591 + 0, 74996493122331517
z3s = —0,668017315050167 4 0, 5698205045468857
239 = 0,00155172580476665 + —0,0112999270158833¢

Olhando as iteragdes, percebemos que 231 = 234, 232 = 235 € 233 = 235 € assim por diante. Essa
orbita ndo diverge e a partir de z3; fica oscilando entre 3 valores de z. Logo, o seu periodo é 3.
Plotando ¢ = —0, 12 + 0, 75¢ no Conjunto de Mandelbrot, observaremos que esse ponto fica
dentro de um dos seus bulbos primarios (na Figura 6.11 é o bulbo superior marcado com o

nimero 3). .

O Conjunto de Mandelbrot € considerado por muitos pesquisadores, incluindo ai o
proprio Benoit Mandelbrot, como o objeto mais complexo de toda a Matematica (GLEICK, 1989,
p-212),(DEWDENEY, 1985). Embora essa afirmacao possa ser debatida (HORGAN, 1990) ou
considerada exagerada (FELDMAN, 2012, p.261), ele € um objeto de incriveis propriedades
matematicas, que mostra uma ordem e estrutura intrincadas e que a cada detalhamento revela

novas e diferentes formas.

Embora sejam definidos pela iteragdo da mesma fungio f(z) = 2z + ¢, o Conjunto de
Mandelbrot é muito mais complexo que qualquer um dos Conjuntos de Julia. Ao se detalhar as
proximidades de sua fronteira, revela-se uma rica estrutura fina com formas que se assemelham
a cavalos marinhos, espirais € moinhos de vento. Em principio, pode-se ampliar a fronteira
do Conjunto de Mandelbrot indefinidamente e a variedade de formas que surgird € também
intermindvel, Figura 6.9 (FALCONER, 2013).
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e ™

Figura 6.9 — Sucessivas ampliacdes na fronteira do fractal de Mandelbrot

Fonte: PEITGEN et al.,p.428

6.4.1 Catalogo dos Conjuntos de Julia

Cada ponto do Conjunto de Mandelbrot € um valor ¢ que pode ser usado para construgdo
de um Conjunto de Julia conexo. Porém, o relacionamento do Conjunto de Mandelbrot com os
Conjuntos de Julia vai muito além de estabelecer a conexidade destes. De fato, o Conjunto de
Mandelbrot fornece uma grande quantidade de informacao geométrica sobre os Conjuntos de

Julia, constituindo-se em um catdlogo de formas e propriedades geométricas encontradas neles.

A Figura 6.10 mostra alguns Conjuntos de Julia com a respectiva posicao do parametro c

no Conjunto de Mandelbrot.

sl Ty

Figura 6.10 — Alguns Conjuntos de Julia obtidos a partir de valores do Conjunto de Mandelbrot

Fonte: FALCONER,p.78

Alguns exemplos de informacao dos Conjuntos de Julia catalogada pelo Conjunto de
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Mandelbrot incluem:

* Para os valores de ¢ dentro do cardioide, o Conjunto de Julia correspondente serd sempre
uma figura mais simples com um unico circuito fechado (FALCONER, 2013).

* Os bulbos primérios (botdes circulares grudados no corpo principal) do Conjunto de
Mandelbrot t€ém um periodo n associado a eles, Figura 6.11. Para os valores de ¢ dentro
dos bulbos primarios, o Conjunto de Julia correspondente serd um fractal conexo composto
de infinitos pontos de juncdo e cada um desses pontos terd exatamente n regides conectadas
nele. A Figura 6.12 mostra fractais do Conjunto de Julia gerados a partir de ¢ no interior
de bulbos com periodos 4, 5, e 7 do Conjunto de Mandelbrot. Observe que cada um dos

pontos de juncdo conecta 4, 5 e 7 regioes.

Figura 6.11 — Periodo dos maiores bulbos do Conjunto de Mandelbrot

Fonte: DEVANEY

Figura 6.12 — Conjuntos de Julia gerados a partir de ¢ no interior de bulbos primarios do Conjunto
de Mandelbrot (a) periodo 4 (b) periodo 5 (c) periodo 7

Fonte: DEVANEY

* Os filamentos que se estendem para fora dos bulbos (botdes) e do corpo principal do

conjunto Mandelbrot correspondem aos valores de ¢ em que o Conjunto de Julia é um
dendrito (DEVANEY, 1998).
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* Os Conjuntos de Julia correspondentes a valores ¢ na borda do Conjunto de Mandelbrot ou
muito perto dela requerem computa¢do mais delicada e t€m uma estrutura mais exotica. Os
Conjuntos de Julia com ¢ na fronteira de Mandelbrot, embora conexos, estdo fazendo uma
transicdo para se tornarem infinitamente desconexos e alguns deles podem ser altamente
intrincados (FALCONER, 2013).

6.5 Ensino de numeros complexos utilizando fractais

Em (MANDELBROT; FRAME, 2002, p.26) Benoit Mandelbrot menciona o interesse
em aprender nimeros complexos que uma reportagem sobre fractais publicada pela revista
Scientific American em abril de 1985 despertou na populacao. De fato, para entender e calcular
os Conjuntos de Julia e o Conjunto de Mandelbrot, os estudantes devem estar familiarizados
com os nimeros complexos. Geralmente, ao introduzir esses conjuntos, os livros de Geometria
Fractal fornecem uma introducao sobre os nimeros complexos e sua dlgebra. Essa é a abordagem
utilizada, por exemplo, em (PEITGEN et al., 1992; FALCONER, 2014; FALCONER, 2013;
FELDMAN, 2012; SULTAN; ARTZT, 2011).

E natural, portanto, pensar em utilizar a Geometria Fractal como um instrumento mo-
tivador no ensino dos nimeros complexos. Como justificativa para essa abordagem, elenco as
razdes que o matemadtico americano Lynn Arthur Steen (1941-2015) apresenta ainda no prefacio
de (MANDELBROT; FRAME, 2002) para a inclusdo de fractais na Educacao Matemdtica:

* Os primeiros passos sdo muito divertidos. Explorar os fractais cria um entusiasmo sem precedentes
para a aprendizagem entre professores e alunos.

* Os fractais sdo bonitos. Os visuais impressionantes atraem os olhos da mente e criam uma contagiosa
demanda pela exploragdo continuada.

* Qualquer um pode participar. A exploracdo da geometria dos fractais tem apelo entre os estudantes de
todas as idades, da escola primdria ao ensino universitario e além.

* Os fractais estimulam a curiosidade. Regras simples, facilmente modificadas, criam tentagdes incon-
trolaveis de explorar diferentes opcdes para ver que padrdes surpreendentes irdo surgir.

¢ Ideias simples levam a uma complexidade inesperada. Os fractais sdo mais conectados com a realidade
do que outros objetos estudados em outras partes da Matemdtica; eles, portanto, sensibilizam muitos
estudantes que consideram a Matematica tradicional como fria e rigorosa.

¢ Muitos problemas faceis ainda nido foram resolvidos. Os fractais sdo ricos de conjecturas abertas
que levam a conhecimentos matemaéticos mais profundos. Além disso, a distancia entre os passos
elementares e os problemas nio resolvidos é muito curta.

* A inspecdo cuidadosa traz recompensas imediatas. Ideias, inspira¢des e conjecturas surgem pronta-
mente quando nossa bem desenvolvida intui¢cao visual € aplicada as imagens dos fractais. Ao estudar
fractais, as criangas podem observar e fazer conjecturas tdo bem quanto os adultos.

¢ Os computadores aprimoram a aprendizagem. O impacto visual dos graficos computadorizados tornam
inesqueciveis as imagens dos fractais enquanto que as implacéveis requisi¢cdes 16gicas dos programas
de computador fornecem importantes licdes sobre o valor do pensamento rigoroso.

Em 1997 FORSTER planejou uma série de aulas sobre nimeros complexos usando
fractais para alunos do Ensino Médio de uma escola australiana. Em uma abordagem constru-

tivista, semanas antes de introduzir o assunto nimeros complexos, a sala de aula foi decorada
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com imagens coloridas dos fractais dos Conjuntos de Julia e do Conjunto de Mandelbrot. Em
seguida, foi dito aos alunos que eles préprios gerariam imagens semelhantes com o auxilio de
computadores, o que foi feito logo depois que os principais conceitos de nimeros complexos
tivessem sido apresentados e que os alunos tivessem aprendido a calcular e desenhar os fractais a

mao.

Outra iniciativa semelhante € descrita em ANDERSON. Neste trabalho, o professor Dan
Anderson descreve suas aulas que ensinam topicos como aritmética dos nimeros complexos,
forma polar de representacdo, diagrama de Argand, féormula de De Moivre, sequéncias numéricas

e representacdo no plano complexo usando os fractais do Conjunto de Mandelbrot.

Essas duas iniciativas t€ém em comum o fato de se valerem dos computadores para realizar
os muitos cdlculos necessdrios para produzir as imagens dos fractais. De fato, no estudo desses
fractais a utilizacdo de computadores €, praticamente, essencial. Além disso, alguns aspectos
e limitagdes computacionais envolvidos nos célculos devem ser compreendidos pelos alunos
para tirar maior proveito dos recursos tecnolégicos disponiveis. O apéndice B aborda alguns
desses aspectos computacionais relacionados aos cdlculos dos fractais dos Conjuntos de Julia e
do Conjunto de Mandelbrot.

Outro ponto em comum entre os dois trabalhos € que a beleza das imagens geradas,
embora seja realcada, ndo é o foco das aulas. Destacar apenas a beleza dos fractais nas aulas é
uma abordagem equivocada. Em seu livro Chaos in the classroom (DEVANEY, 1998), Robert
Devaney alerta:

Muitos pesquisadores matemadticos se encolhem de medo diante da perspectiva
de “mais um outro fractal”. Na maioria das vezes, as discussdes de caos e fractais
degeneram para simples “apresentag¢des de imagens bonitas”, desprovidas de
qualquer contetido matemadtico. Como consequéncia, os alunos tém a ideia de
que a Matemadtica moderna € semelhante a um videogame - muita acdo gerada
por computador, mas, na melhor das hipéteses, uma atividade sem sentido.

Esta atitude é lamentavel e desnecessaria. HA matematica por tras das belas
fotos e, mais do que isso, grande parte € bastante acessivel para estudantes
do ensino médio. Além disso, a Matematica por trds das imagens € muitas
vezes ainda mais bonita do que as préprias imagens. Nesse sentido, ¢ uma
tragédia que os alunos cheguem tdo perto de ver alguns temas emocionantes e
contemporaneos em Matematica, mas o percam no final.

6.6 Recursos Digitais

Os recursos digitais apresentados a seguir podem ajudar o professor a introduzir os
nimeros complexos com o auxilio dos fractais do Conjunto de Mandelbrot e dos Conjuntos
de Julia. Ao explorar interativamente as propriedades e o relacionamento existente entre os
Conjuntos de Julia e o de Mandelbrot, sdo também exploradas as operacdes e propriedades do

conjunto dos nimeros complexos.
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* RD601 - Planilha para célculo das iteracdes e Orbitas

Esta planilha realiza as iteracOes necessdrias para se determinar se um ponto pertence
ou ndao a um Conjunto de Julia dado ou ao Conjunto de Mandelbrot, bastando para isso
fornecer os parametros iniciais (c, zp € o nimero de iteracdes). Essa ferramenta permite

que o professores confiram os calculos que sdo realizados para plotagem dos fractais.

e RD602 - Mandelbrot Js

Este applet Javascript, baseado no algoritmo apresentado em (PETERS, 2013), permite
plotar o Conjunto de Mandelbrot e aplicar zoom em sua fronteira. Alguns parametros
podem ser modificados pelo estudante permitindo que este compreenda, por exemplo,
como funciona o numero miximo de iteragdes e o esquema de cores utilizado. Como o
programa Javascript tem o cddigo aberto, o aluno que conheca um pouco de programagio

podera se aventurar a modificd-lo e, assim, gerar novos fractais.

e RD603 - Julia Js

Este applet Javascript plota na tela o Conjunto de Julia para um dado c. Permite salvar a

imagem gerada em jpg e aplicar zoom em sua fronteira.

e RD604 - Mandelbrot x Julia Js

Este applet explora o relacionamento existente entre o Conjunto de Mandelbrot e os
Conjuntos de Julia. Ao clicar em uma posi¢ao ¢ do Conjunto de Mandelbrot no plano
complexo, o Conjunto de Julia correspondente serd exibido a direita juntamente com o
valor de ¢ que deu origem a essa imagem. Esse procedimento pode ser repetido varias e
varias vezes, permitindo que o aluno faca conjecturas sobre as informacgdes geométricas

do Conjunto de Julia que s@o “catalogadas” pelo Conjunto de Mandelbrot.
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7 Consideracoes Finais

Nesse ultimo capitulo analiso o trabalho realizado sob dois pontos de vista: o primeiro,
de natureza mais especifica, aborda as questdes de pesquisa e objetivos do projeto; e o segundo,
de natureza mais ampla, busca sintetizar os conhecimentos que coletei ao longo dessa pesquisa e

refletir sobre possiveis desdobramentos futuros de um eventual seguimento dela.

Durante o desenvolvimento dos capitulos desse trabalho, procurei responder as questoes
de pesquisa a luz das razdes e teorias elencadas no Capitulo 1, buscando formas de promover a
motivagado entre professores e alunos. O resultado final apresenta os nimeros complexos a partir
de uma contextualizacao histdrica, uma conceituacio tedrica que explora as diferentes formas de
representacdo (especialmente, a sua interpretacdo geométrica) e de suas muitas aplicacdes (nem

sempre cotidianas).

Os recursos digitais, introduzidos para reforcar o contexto de cada um dos capitulos,
podem ser utilizados para desenvolver atividades cujos processos de resolu¢do conduzam a
reflexdes sobre os conceitos matemdticos envolvidos, e sdo independentes da tecnologia utilizada,
em linha com o procedimento recomendado e adotado por GIRALDO et al.. Houve também a
preocupacio que esses recursos pudessem ser reusados de forma modularizada em diferentes
contextos de aprendizagem, ndo limitando os alunos e professores as atividades propostas
no texto, o que atende a ideia fundamental inerente ao conceito de objeto de aprendizagem
(conforme WILEY).

E facil perceber que hd uma variedade muito grande de formas de ensinar: uma técnica
que funciona em um contexto pode ser completamente disfuncional em outro, pois uma boa aula
depende de varidveis que podem mudar a cada momento. O mesmo também pode ser dito sobre
a motivacdo: o que motiva um aluno ou um professor pode ser completamente diferente daquilo
que motiva outro. Além disso, as técnicas para se avaliar a motivacdo de ensino e aprendizagem
sdo heuristicas e, portanto, ndo asseguram as melhores solucdes, mas buscam solucdes validas,

aproximadas, que nem sempre sdo possiveis de serem justificadas logicamente.

Tendo isso em mente, as ideias contidas nesse trabalho devem ser encaradas como
sugestoes para apoiar o ensino e a aprendizagem dos nimeros complexos e, portanto, como
bem pontuado em (KLEINER, 2012, p.268), “quando se trata de sugestdes para uso em sala de
aula, fica muito claro que o professor € quem deve julgar como, quando, em que nivel e em qual

contexto esses recursos podem ser utilizados”.

Ao longo da realizac@o desse trabalho, me deparei com alguns aspectos interessantes
que podem vir a complementar os estudos realizados, indicando novos caminhos para pesquisa

futura. Destaco aqui apenas trés desses aspectos.

O primeiro desses aspectos surgiu logo no comeco, ao estudar a Histéria dos Nime-

ros Complexos (Capitulo 2). Percebi que a riqueza do longo percurso historico dos nimeros
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complexos permite que muitos outros applets sejam construidos para investigar essa conexao
entre Histéria e Matematica. Assim, um prosseguimento interessante desse trabalho seria fazer
um levantamento histérico mais minucioso, explorando mais algumas passagens como, por
exemplo, a interpretacdo geométrica dos nimeros complexos por matematicos diferentes em
épocas distintas, para encontrar exemplos e informagdes necessdrias para produgdo de outros

recursos digitais.

Também merece uma exploracdo maior o uso dos niimeros complexos para resolver
problemas geométricos elementares que abordei em uma sec¢ao do Capitulo 4 com a apresentacdo
de alguns exemplos. Embora existam muito boas referéncias sobre esse assunto, senti falta de
um texto que apresentasse uma sistematizacdo, indicando quando os nimeros complexos devem
ou ndo ser usados para resolver esse tipo de problema, e que apresentasse os diferentes exemplos

agrupando-os por categorias.

Outro ponto que gostaria de continuar estudando diz respeito ao uso de fractais para
ensinar nimeros complexos. Embora no Capitulo 6 eu tenha me limitado ao fractais do Conjunto
de Mandelbrot e dos Conjuntos de Julia associados a fun¢ao quadratica, muitos outros fractais
podem ser utilizados para esse fim como, por exemplo, os fractais de Collatz que usam uma
funcdo complexa que reproduz as condi¢des da Conjectura de Collatz. Assim, em um futuro
préximo pretendo expandir esse capitulo, incluindo outros conjuntos e transformagdes no plano

complexo que também geram fractais.

Os recursos digitais desenvolvidos ndo foram ainda exaustivamente experimentados
e testados em ambiente de sala de aula. No entanto, a forma como eles foram publicados
permite uma interagdo muito grande com os usudrios finais. H4, por exemplo, espaco para que
os professores e estudantes facam comentarios (moderados), avaliacdes e sugiram mudancas.
Tao logo, essas informacdes de aplicacdo adquiram um volume que permita analisa-las, serd
necesséario refletir sobre o melhor meio de fazé-lo e, apds essa validacao, definir quais as

alteragdes e melhoramentos devem ser introduzidos.

Como trabalho futuro, pretendo continuar construindo e testando recursos digitais que
explorem os nimeros complexos em seus diversos contextos, pois acredito que essa abordagem
mais visual, mais aplicada e mais conceitual, pode, sim, ajudar a despertar o interesse de alunos

e professores por esse tema.
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APENDICE A - Dimensio Fractal

Um dos conceitos centrais da geometria fractal € o de dimensao. O conceito de dimensao
fractal estende a no¢do de dimensao topoldgica para essas classes de conjuntos. Grosso modo,
uma dimensao fractal indica, de algum modo, quanto espaco um conjunto ocupa na vizinhanca
de cada um de seus pontos (FALCONER, 2014).

Por volta de 1890, Giuseppe Peano construiu uma curva que se contorcia de tal modo
que passava por todos os pontos do plano, dando origem a uma classe de curvas conhecidas
como curvas de preenchimento espacial ou Curvas de Peano, Figura A.1. A descoberta das
curvas de preenchimento espacial representou um marco no desenvolvimento do conceito de
dimensao. Elas confrontavam a nocao intuitiva de curvas como objetos unidimensionais, pois
preenchiam completamente o plano, um objeto que intuitivamente € tido como bidimensional.
Esta contradicao durou décadas no comeco do século XX e levou a definicao do conceito de

dimensao por diversos matematicos diferentes (PEITGEN et al., 1992).

o

Figura A.1 — 6 iteragcdes da Curva de Hilbert - uma curva de preenchimento espacial

Fonte: Wikimedia Commons, usuario:Braindrain0000, CC BY-SA 3.0

Existe uma variedade muito grande de modos de se definir e calcular a dimensao fractal
como, por exemplo, dimensdo Hausdorff, método da contagem de caixas, férmula de Moran,
relagdes de drea e perimetro, dimensao da distribui¢do de massa e dimensdo de auto-similaridade.
Todos esses métodos, embora definidos de forma diferente, envolvem medir o fractal em varias
escalas e observar como estas medidas se comportam quando a escala se torna cada vez menor
ou cada vez maior (FRAME et al., 2017).

De todas as variedades de “dimensoOes fractais” existentes, a dimensao de Hausdorff € a
mais antiga e, provavelmente, a mais importante. Tem como vantagem ser definida para qualquer
conjunto e ser baseada em medidas matematicamente convenientes de se trabalhar. Por outro
lado, tem o inconveniente de ser dificil de se calcular por métodos computacionais. Calcular a
dimensao fractal a partir das definicdes, em particular a dimensao de Hausdorff, pode envolver
muitas paginas de complicadas manipulagdes e estimativas que fornecem esclarecimento pouco
intuitivo (FALCONER, 2014).

Neste apéndice apresento somente como calcular a dimensao fractal de auto-similaridade,
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cuja aplicagdo restringe-se aos fractais que tém auto-similaridade estrita, isto €, aqueles fractais
cujas partes sdo redugdes por um mesmo fator do objeto original. A escolha por detalhar o
cédlculo da dimensao fractal de auto-similaridade, embora seja marginal ao tema dos ndmeros
complexos, refor¢ca um conceito importante para compreensao dos fractais e alinha-se com um
entendimento de Benoit Mandelbrot apontado em (MANDELBROT; FRAME, 2002):

E dificil imaginar um curso introdutério sobre fractais que ndo inclua calcular
dimensdes de fractais auto-similares. Os célculos sdo diretos e requerem uma
habilidade dominada sem esfor¢o excessivo. Além disso, essa ideia obtém dados
a partir de experimentos, abrindo o caminho para uma variedade de projetos de
estudantes.

Calculo da dimensao fractal de auto-similaridade

A Figura A.2 mostra uma linha que foi ampliada por um fator de ampliagcdo 3. A nova
linha contém 3 cOpias exatamente iguais a original. Em seguida, o processo de ampliagdo com
fator 3 € aplicado a um quadrado e a um cubo. O novo quadrado contém 9 cépias do quadrado

original, enquanto o novo cubo tem 27 cépias do cubo menor.

Figura A.2 — Ndimero de cépias menores dentro de um objeto maior

Fonte: FELDMAN,p.164

Se definirmos a dimensdo de auto-similaridade (D) como a propriedade que determina
qual o nimero de cépias menores (N) que cabe dentro de um objeto maior ampliado por um

fator de ampliag¢@o R, obtemos a seguinte relacédo:
Niimero de c6pias menores = (fator de ampliagfo)dimensio
ou, em simbolos: N = RV

Decorre dai que para um fractal auto-similar, composto de N cépias dele mesmo, cada

uma delas reduzidas por fator de reducao r, a dimensao fractal é dada por:

__log(N)
— log(1/r) (A
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Aplicando (A.1) para calcular a dimensao da linha, do quadrado e do cubo da Figura A.2,

obtemos os valores esperados para a dimensao topoldgica desses objetos, isto €é:

Dimensao da linha = — log(N) = — log(3) —
log(1/r) log(1/3)
imensa log(N) log(9)
D = _ - _ _
imensao do quadrado log(1/1) og(1/3)
log(N) _— log(27)

Di ao do cubo = — = =
imensao do cubo log(17) log(1/3)

Os exemplos a seguir mostram a aplicacdo de (A.1) para calcular a dimensdo de trés

fractais auto-similares: a poeira de Cantor, a Curva de Koch e o Triangulo de Sierpinski.

Exemplo A.1. A poeira de Cantor € obtida dividindo-se um segmento em 3 partes congruentes
e retirando-se a parte central. Na Figura A.3 observamos que o nimero de cdpias menores dobra

de uma iterac@o para outra e que o fator de reducéo é 1/3.

Figura A.3 — Fractal do Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor

Fonte: elaborado pelo autor

Entao, a dimensao da Poeira de Cantor é:

:_M:_Mzo 6309

log(1/r) — log(1/3)

A dimensao entre 0 e 1 mostra que a Poeira de Cantor, em alguns aspectos, comporta-
se como uma linha (dimensao 1) e em outros, como um conjunto de pontos desconectados

(dimensao 0).

Exemplo A.2. O passo bdsico para se construir a curva de Koch consiste em: a) dividir o
segmento em 3 partes, b) retirar a parte do meio e c) substituir a parte removida pelos dois outros
lados de um tridngulo equildtero. Na Figura A.4 observamos que o nimero de copias menores

quadruplica de uma iteragdo para outra e que o fator de redugdo é 1/3.

Entao, a dimensao da Curva de Koch é:

:_M:_le 2619

log(1/r) — log(1/3)
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Figura A.4 — Fractal Curva de Koch

Fonte: elaborado pelo autor

A dimensao encontrada, entre 1 e 2, também estd dentro do esperado, uma vez que a
curva original tem dimensao 1 e a medida que as iteragdes acontecem ela vai preenchendo o

espaco (dimensao 2).

Exemplo A.3. A construcdo do tridngulo de Sierpinski € uma iteracdo do seguinte passo bdsico:
a) marcar os pontos médios de cada lado de um triangulo equilédtero, b) unir os pontos marcados
formando um novo tridngulo equilétero e c¢) remover este novo tridngulo equilatero. Na Figura
A.5, observamos que o numero de cépias menores triplica de uma iteracao para outra € que o
fator de redugdo é 1/2.

A A & A
A L S8 A

Figura A.5 — Fractal Triangulo de Sierpinski

Fonte: elaborado pelo autor

Entdo, a dimensdo do triangulo de Sierpinski é:

o log(N) _ log(3)

~1
log(1/r) ~ log(1jz) ~ 1780

O valor da dimensao encontrado também esta dentro do esperado (entre 1 e 2), uma vez
que o tridngulo original tem uma drea completamente preenchida (dimensio 2). A medida que as

iteragdes vao ocorrendo, o preenchimento da drea do tridngulo original vai diminuindo.
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APENDICE B - Aspectos computacionais dos Conjuntos de Julia e do
Conjunto de Mandelbrot

Os computadores foram e sdo essenciais para o estudo dos fractais dos Conjuntos
de Julia e do Conjunto de Mandelbrot. Foi somente quando recursos computacionais mais
poderosos se tornaram disponiveis que foi possivel realizar imagens razodveis desses conjuntos.
Ao perceberem a complexidade visual desses objetos, houve um ressurgimento do interesse dos
matematicos para explicar a estrutura deles, o que atraiu a atencdo de renomados pesquisadores
para o estudo das fun¢des complexas (FALCONER, 2013).

Embora faga sentido matematicamente, a definicdo dos Conjuntos de Julia que envolve,
teoricamente, infinitos nimeros complexos e infinitas iteragdes, tem que ser adaptada para
tirar proveito dos recursos finitos dos computadores. Veremos a seguir alguns dos aspectos
computacionais envolvidos nos calculos e produgdo das imagens dos Conjuntos de Julia e do
Conjunto de Mandelbrot.

Resolucdo finita

A tela dos monitores dos computadores € subdivida em pixels (pictures elements) que € a
menor por¢ao que pode ser manipulada computacionalmente para produzir imagens. A contagem

do nimero de pixels €, usualmente, conhecida como a resolucdo do equipamento.

Na pratica, consideramos apenas uma pequena parte do plano complexo (a janela na qual
a figura estd sendo renderizada, geralmente) para realizacdo dos cdlculos e exibi¢do do conjunto.
Para cada pixel € associado um tnico ponto 2, geralmente no centro do pixel, o que determina o
numero de condig¢des iniciais a ser testado. Assim, por exemplo, uma janela de 500 x 500 pixels

testard 25000 condi¢des iniciais 2y .

[ «— pixel
& ZU

Figura B.1 — Matriz de pixels

Fonte: FRAME et al.

Para exibir as imagens de fractais em escalas menores (teoricamente infinitas) sao

aplicadas técnicas de zoom que focam apenas em uma pequena secao da imagem, aumentando o
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seu tamanho para exibi-la com maior detalhamento.

Tempo de processamento e precisao dos calculos

O critério de escape (|2 > 2|) nos possibilita identificar imediatamente quando uma
orbita de zy diverge. No entanto, ndo podemos concluir que uma Orbita ndo va divergir se ela
se mantiver dentro da distancia estabelecida pelo critério de escape depois de um nimero k de
iteragcdes, pois podemos estar lidando com um z, que necessite de mais iteracdes para divergir.
Isto nos leva a possibilidade de, incorretamente, concluir que um 2, pertenca a um determinado

Conjunto de Julia Preenchido.

A Figura B.2 mostra como o nimero de iteragdes influencia a determinag@o dos elementos
de um Conjunto de Julia. Observe que quanto maior o nimero de iteragdes, menos elementos

sdo exibidos.

QDO & W Y

Figura B.2 — Fractal do Conjunto de Julia Preenchido ¢ = —0,5 + 0, 5¢
com 2, 5, 10, 50 e 100 iteragdes, respectivamente

Fonte: elaborado pelo autor

Assim, quanto maior o nimero de itera¢des, menor € o nimero de erros que cometemos.
No entanto, um nimero maior de iteracdes requer um maior esforco computacional e um
maior tempo de processamento para gerar a figura. Na prética, os programas de computadores
estabelecem um ndmero maximo de iteracdes para cada zj testado, de acordo com a precisao

desejada para a imagem.

Algoritmos para coloragdo

A maioria dos nimeros complexos testados ird divergir, indicando que ndo pertencem
ao Conjunto de Julia Preenchido. No entanto, a velocidade com que esses nimeros divergem
também fornece informagdo para produzir imagens interessantes quando adotamos algoritmos

para colorir esses pontos divergentes.

Existem muitos modos de se colorir as imagens dos fractais dos Conjuntos de Julia,
mas a ideia mais bésica consiste em se colorir os pontos divergentes com cores diferentes que
indicam o ndmero de iteracdes que foram necessdrias para se concluir pela divergéncia da 6rbita
desse ponto. Um algoritmo simples de coloracdo que adota essa ideia € proposto no curso de
Geometria Fractal da Universidade de Yale (FRAME et al., 2017):
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“Se as iteragdes de z, falham em satisfazer o critério de escape, nds assumimos que
2o pertence ao Conjunto de Julia Preenchido e pintamos de preto o pixel que o contém. Se as
iteracoes de z( satisfazem o critério de escape, nés usualmente pintamos o pixel que o contém
com uma cor indicando quantas itera¢des foram necessdrias para que ele ficasse a uma distancia

maior que 2 da origem. Por exemplo:
Pinte o pixel que contém z; de branco se z; estd a uma distancia maior que 2 da origem.

Pinte esse pixel variando de rosa claro a rosa escuro se forem necessdrias mais algumas

iteracdes para que a distancia seja maior que 2 a partir da origem.

Pinte esse pixel de cores variando de laranja a amarelo se forem necessdrias ainda mais

iteracdes para que a distancia seja maior que 2 da origem.

Pinte esse pixel de cores variando de verde a azul se, novamente, forem necessarias ainda

mais iteragdes para que a distancia seja maior que 2 da origem. E, assim, por diante.”

O resultado da aplicacdo desse algoritmo de coloracdo € ilustrado na Figura B.3 que

mostra o fractal produzido e algumas amplia¢gdes de sua borda.

Figura B.3 — Fractal do Conjunto de Julia Preenchido ¢ = —1 + 0, 162, colorido de acordo com
o numero de iteragdes necessdrias para a velocidade de divergéncia

Fonte: FRAME et al.
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