UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

DANIEL ALARCON

Desenvolvimento do raciocinio légico: uma
abordagem pelo estudo de Grupos e pela
resolucao de problemas de olimpiadas de

Matematica

Campinas

2018



Daniel Alarcon

Desenvolvimento do raciocinio légico: uma abordagem

pelo estudo de Grupos e pel

a resolucao de problemas de

olimpiadas de Matematica

Dissertacao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacgao Cientifica
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos exigidos para a obtencao
do titulo de Mestre.

Orientadora: Claudina Izepe Rodrigues

Este exemplar corresponde a versao
final da Dissertacao defendida pelo
aluno Daniel Alarcon e orientada pela

Profa. Dra. Claudina Izepe Rodrigues.

Campinas

20

18



Agéncia(s) de fomento e n°(s) de processo(s): CAPES

Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Alarcon, Daniel, 1992-

AlL12d Desenvolvimento do raciocinio l6gico : uma abordagem pelo estudo de
grupos e pela resolucdo de problemas de olimpiadas de matemética / Daniel
Alarcon. — Campinas, SP : [s.n.], 2018.

Orientador: Claudina Izepe Rodrigues.
Dissertagcdo (mestrado profissional) — Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgédo Cientifica.

1. Raciocinio. 2. Matemética - Competi¢des. 3. Aprendizagem baseada em
problemas. 4. Teoria dos grupos. 5. Sequéncias didaticas. 6. Educacédo
matematica. |I. Rodrigues, Claudina lzepe, 1953-. Il. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgéo Cientifica. Ill.
Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Development of the logical reasoning : an approach by the study of
groups and the solution of problems from math olympiads
Palavras-chave em inglés:

Reasoning

Mathematics - Competitions

Problem-based learning

Groups theory

Didactic sequences

Mathematics education

Area de concentragdo: Matematica em Rede Nacional
Titulagdo: Mestre

Banca examinadora:

Claudina Izepe Rodrigues [Orientador]

Antonio Carlos do Patrocinio

Emilia de Mendonca Rosa Marques

Data de defesa: 22-02-2018

Programa de P6s-Graduacgédo: Matemética em Rede Nacional



http://www.tcpdf.org

Dissertacdo de Mestrado profissional defendida em 22 de fevereiro de 2018
e aprovada pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). CLAUDINA IZEPE RODRIGUES

Prof(a). Dr(a). ANTONIO CARLOS DO PATROCINIO

Prof(a). Dr(a). EMILIA DE MENDONGA ROSA MARQUES

As respectivas assinaturas dos membros encontram-se na Ata de defesa



A Deus que me protege todos os dias.
Aos meus pais, Reginaldo e Silene, razdo da minha existéncia.
A Patricia Cristina Vitor, meu amor!



Agradecimentos

A Deus e a Maria Desatadora dos Nés, que me iluminam, protegem e abengoam todos os

dias da minha vida.

A Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) por aderir ao PROFMAT e também

por proporcionar um ensino de exceléncia.
A CAPES pelo apoio financeiro durante o periodo do mestrado.

Aos professores do Instituto de Matemética, Estatistica e Computacio Cientifica (IMECC)

que contribuiram para minha formagao desde a graduacao.

A professora Claudina Izepe Rodrigues que continuou a minha orientac¢ao e contribuiu
muito durante todo o processo sempre com bastante atencao, dedicacao, profissionalismo

e paciéncia. Agradeco por todos os ensinamentos.

Ao professor Antonio Carlos do Patrocinio que aceitou me orientar, compartilhou muitas

experiéncias de vida e contribuiu para minha formacao.

Aos professores Antonio Carlos do Patrocinio e Emilia que contribuiram com seus ensina-

mentos tanto na Defesa quanto na pés graduagao. Obrigado por tudo.

A todos os meus familiares que me apoiaram durante esta jornada, especialmente meu pai,
Reginaldo Afonso Alarcon, e minha mae, Maria Silene da Silva Alarcon, que sempre me

apoiaram em tudo na vida com bastante carinho e amor.

A Patricia Cristina Vitor por me ajudar e por estar sempre ao meu lado em todos os

momentos com muito amor, carinho e paciéncia.

Aos meus amigos, alunos e pessoas proximas que me apoiaram de inimeras formas, meu

muito obrigado.

A todos os outros que fizeram parte da minha vida e que me ajudaram a me tornar uma

pessoa melhor.



“A filosofia estd escrita nesse grandioso livro que se mantém continuamente aberto
perante os nossos olhos (quero dizer, o Universo), mas nao se pode entendé-lo se
primeiramente nao se cuida de entender a lingua e conhecer os caracteres em que estd
escrito. Fstd escrito em linguagem matemdtica, e os caracteres sao triangulos, circulos e
outras figuras geométricas, sem as quais € impossivel entender humanamente alguma

palavra; sem estes meios € dar volta em vao num obscuro labirinto.”
(Galilew Galilei, O Ensaiador)



Resumo

Este estudo se propds a responder o seguinte problema: “Como auxiliar os alunos a
desenvolver o raciocinio légico em Matematica?”. A pesquisa envolveu alunos das redes
publica e particular de ensino e adotou como estratégias a “aprendizagem baseada em
problemas” e a aplicacao de sequéncias didaticas de tematica definida, no caso, o recorte
do estudo de Grupos, propriedades e operagoes. Foram aplicadas atividades na Educacao
Basica relacionadas ao desenvolvimento do raciocinio logico, as relagoes entre a lingua
materna e a linguagem Matematica, as resolucoes de problemas olimpicos e ao estudo
de Grupos. Tais atividades permitiram responder a problematica levantada e também
auxiliaram a compreender melhor o processo de ensino e aprendizagem de Matematica

com base no contexto escolar, especialmente o da escola ptublica.

Palavras-chave: Raciocinio l6gico. Olimpiadas de Matematica. Aprendizagem baseada

em problemas. Grupos. Sequéncias didaticas.



Abstract

This research intended to study the following problem: “How can we help the students
develop the logic reasoning in math?”. This study involved students from public and
private schools and adopted as a learning strategy the “problem-based learning” and the
application of teaching sequences with a specific theme, in this case, the study of groups,
properties and math operations. Activities in the Basic Education were applied about
the development of logical reasoning, relations between the mother language and the
mathematics language, problem solving and study of groups. These activities helped us
respond the original problem and have a better understanding of the teaching and learning

process in mathematics based on the school context, especially the public one.

Keywords: Logical reasoning. Mathematical Olympiads. Problem-based learning. Groups.

Didactic sequences.
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Introducao

O primeiro capitulo apresenta conceitos que darao suporte ao desenvolvimento
tedrico e a aplicacao das atividades. A apresentacao se constréi, inicialmente, através da
algebra de conjuntos e suas operagoes, seguindo pela relagao entre conjuntos e proposigoes
logicas e pelo comentério de alguns métodos de demonstragao. Seu propdsito é reunir
elementos que aparecem nos problemas olimpicos de Matematica. Ha também a referéncia
aos axiomas de Peano, a construgdo dos niimeros naturais e suas operagoes e ao Principio
da Indugao Finita, que ¢ ilustrado através de alguns exemplos, como a Torre de Handéi. O
principio, embora nao seja estudado na educacao basica, pode ser apresentado em grupos
olimpicos afim de contextualizar a construcao dos nimeros naturais. O capitulo se encerra
apresentando alguns conceitos de divisibilidade e o teorema da divisao euclidiana, pois sao

muitos os problemas olimpicos nos quais ele esta envolvido.

O segundo capitulo aproveita a apresentacdao dos conjuntos numéricos e da
relagdo de pertinéncia e operagoes entre conjuntos para oferecer um recorte do estudo
de Grupos e de suas propriedades. Estabelece-se assim que o objetivo da dissertacdo nao
¢é fazer um estudo sobre Grupos, mas apresentar um recorte de uma parte estudada na
graduagao e compreender como alguns conceitos tedricos podem ser adaptados ao ensino
basico a fim de colaborar com o estudante na construcao de seu raciocinio logico. O capitulo
se inicia com a defini¢do de operacao interna entre conjuntos e, em seguida, apresenta a
definicao de Grupo junto de exemplos numéricos, como permutacoes e classes residuais.
Aqui, o propésito nao é introduzir o estudo de Grupos na educacio basica, mas fomentar
a discussao sobre os motivos pelos quais temas que sao tratados de maneira tao relevante
no ensino superior nao sao nem sequer comentados na educacgao basica. O objetivo, de
fato, é propor estratégias de ensino através das quais o estudante, ji na educagao bésica,
tenha um conhecimento (mesmo que simples) sobre o conceito, saiba fazer alguns testes
(verificagao de hipdteses) e estruture o raciocinio légico adequadamente. Esta necessidade
acentua-se, principalmente, quando alunos iniciam a graduacao em ciéncias extas e sentem
que a Matematica estudada na educacao basica nao é suficiente para acompanhar os

estudos.

Sao apresentadas também varias operacoes matematicas em que sao testadas a
associatividade, comutatividade, elemento neutro e inverso e distributividade. Muitas dessas
propriedades sao estudadas no ensino basico sem contextualizacao ou aprofundamento. O
recorte de Grupos realizado serve, portanto, como material bibliografico que auxiliard o
leitor a propor atividades ou metodologias ativas de aprendizagem que, de fato, contribuam

para o desenvolvimento do aluno em Matematica.
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O terceiro capitulo se preocupa em desenvolver o conceito de competéncia e
destacar a principal diferenga entre um exercicio e um problema em Mateméatica. Além
disso, apresenta-se a nocao de situagoes-problema, o que se espera dos alunos ao resolvé-las,
quais os objetivos dos atores (professores e alunos) ao se depararem com um problema,

entre outros.

Nota-se, com frequéncia, que os alunos questionam os professores na educacao
basica sobre a importancia de estudar determinados conceitos tedricos e sobre sua aplicagao
na vida pratica. Muitas dessas perguntas, embora sejam relevantes, sao dificeis de serem
respondidas e ocorrem, pois, justamente no momento da aprendizagem, o problema ¢é visto
como consequéncia, e ndo como um fator de motivacao para a curiosidade sobre o estudo

de determinado assunto.

O capitulo aborda, também, a aprendizagem baseada em problemas, conside-
rando sua estrutura, seus objetivos e suas referéncias. Em seguida, é apresentada uma
secao com problemas de olimpiadas de Matematica que podem ser trabalhados com os

alunos como forma de motivé-los a estudar.

Ha diversas formas de possibilitar que o aluno desenvolva o raciocinio l6gico. A
aprendizagem baseada em problemas é uma delas, pois o aluno, ao atribuir significado
para o que esta sendo estudado, passa a compreender o assunto de outra forma - com mais

proximidade.

A secao sobre problemas olimpicos divide-se em quatro subsecoes e conta como
referencial tedrico a obra “A arte de resolver problemas” de Polya (2006). A primeira
aborda a compreensao do problema e busca auxiliar os alunos a identificar a incégnita,

dados e condicionante.

A segunda subsegao estabelece um plano de acao. Os exercicios de Matematica
utilizados na educacao basica, muitas vezes, buscam a simples memorizacao de conceitos
e se baseiam na aprendizagem por repeticao para a realizacdo de provas ou exames

vestibulares.

Na terceira subsecao, é apresentada uma série de problemas olimpicos que
podem ser propostos aos alunos. Nao se busca dizer que listas com exercicios operato-
rios sejam desnecessarios. Eles sao necessarios até porque carregam a objetividade e a
clareza. Em muitos momentos da aprendizagem é importante que os estudantes saibam
calcular, usar teoremas ou propriedades corretamente, mas também é importante que esse
conhecimento nao seja entendido como fragmentado, isto é, que sejam também apresenta-
das aos estudantes situagoes significativas de aprendizagem em que precisem mobilizar

conhecimentos e relaciond-los a fim de resolver problemas maiores.

A 1ltima subsecao do capitulo apresenta o retrospecto e destaca a importancia

da verificacdo das resolucoes, passo importante, dado que é usual que os alunos nao
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confiram os passos de suas resolugoes, pois se concentram nao em compreender o Processo
utilizado, mas em chegar na resposta correta. Também sao apresentados alguns problemas

recursivos que englobam o conceito de generalizagoes.

O capitulo quatro apresenta cinco atividades aplicadas em duas escolas na
cidade de Campinas (SP): uma da rede estadual e outra da rede particular. Nesta as
atividades foram aplicadas com alunos que faziam parte do grupo olimpico de Matematica,
naquela com alunos do ensino fundamental e médio (incluindo os alunos da Educagao de

Jovens e Adultos - EJA).

O objetivo do capiulo é compreender como conceitos teéricos podem ser adap-
tados ao ensino basico sem perder a objetividade e a clareza na exposigao, utilizando
uma linguagem que seja acessivel para o estudante do ensino fundamental e médio. E
importante mencionar que a linguagem matematica (simbdlica) usada no ensino superior
nao deve ser utilizada na educacao basica, pois o estudante ainda esta desenvolvendo esta
capacidade de argumentacao, mas deve sim ser adaptada até se tornar compreensivel para

os alunos.

A primeira atividade foi aplicada tanto com os alunos da escola publica quanto
os da particular. Seu objetivo é reunir elementos para saber se os alunos sabem estruturar
o raciocinio 16gico e relacionar problemas (ou exercicios) entre si. Observou-se por meio
dela que tanto os alunos da rede publica quanto da particular apresentaram dificuldade
em seguir cada um dos passos realizados. Os alunos do grupo olimpico tiveram mais
facilidade por conta das aulas olimpicas em que problemas semelhantes ja tinham sido
trabalhados, enquanto os alunos da escola publica tiveram dificuldades. Notou-se que eles

nao conheciam os conceitos de problema, exercicio e os métodos para sua resolucao.

A segunda atividade foi elaborada a partir da constatacao de que os alunos leem
pouco na educagao basica e também produzem pouco. Foram disponibilizados varios artigos
de Matematica e os alunos deveriam produzir uma resenha (texto) comentando sobre. Os
textos apresentados aos alunos abordavam as relagoes entre lingua materna e linguagem
matematica e as articulagoes entre as diferentes disciplinas (componentes curriculares).
Conclui-se, por meio da atividade, que os alunos leem pouco, possuem dificuldades de
interpretacao e, por isso, apresentam dificuldade em Matematica. Além disso, constatou-
se que os alunos compreendem as disciplinas de maneira fragmentada, atribuindo a
Matematica tudo o que tem ntimero ou conta. Ao fim, os alunos compreenderam que é
possivel solucionar um problema escrevendo-o de forma literal e que a leitura é essencial
na interpretacao de problemas matematicos. Como resultado da atividade, um dos grupos
da Educacao de Jovens e Adultos conseguiu se mobilizar e discutir ativamente sobre o
assunto, compreendendo as relagoes que podem ser estabelecidas entre a Matematica e

outras areas do conhecimento humano, socialmente e historicamente produzido.

A terceira atividade retne alguns dos conceitos tedricos apresentados no capi-
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tulo dois e apresenta como eles podem ser adaptados e aplicados com alunos no ensino
fundamental ou médio. Sua proposta, a partir do recorte feito, é explorar com os estudantes
algumas propriedades estudadas em Grupos e dar significado a alguns assuntos que sao
estudados de maneira muito superficial na educacao basica. Ela foi aplicada somente com

os alunos das olimpiadas de Matematica.

Ela traz um passo-a-passo sobre como foi estruturada (assim como as demais)
para que o leitor possa aplicd-la em outras escolas. O método de avaliacao da aprendizagem
foi um jogo de palavras cruzadas realizado com um software gratuito. Além disso, os
alunos responderam um questionario e comentaram sobre o que acharam da atividade e se
ela contribuiu na formacao deles. Verificou-se que os estudantes gostaram da atividade,
aprenderam e revisaram alguns termos que ja tinham sido aprendidos anteriormente, mas
sem a énfase destacada. No questionario, alunos assinalaram que o jogo das palavras
cruzadas serviu como uma sintese da aula e que contetidos como esse contribuem para que
o estudante desenvolva o raciocinio l6gico, aprenda técnicas ou métodos de demonstracao

e relacione os conceitos aprendidos em Matematica.

A quarta atividade compreendeu dois momentos: a realizacdo de um workshop

e a aplicacao de um questionario.

Por meio do questionario, procurou-se coletar informagoes gerais para estabele-
cer um diagnostico dos fatores que dificultam a aprendizagem da Matematica. Participaram
da atividade 266 alunos que responderam questoes que perguntavam sobre sexo, idade, etnia

ou raca, média salarial, trabalho, apoio familiar, estudo e aprendizagem de Matematica.

Sabe-se que algumas dessas questoes nao determinam se os alunos aprenderao
ou nao Matematica, mas elas auxiliam a compreender melhor a escola, os alunos e como

alguns fatores externos podem interferir na aprendizagem dos alunos.

A partir do questionario, foi constatado que os estudantes disponibilizam poucas
horas de estudo por semana, principalmente em Matematica. Isto sugere ao professor ou ao
gestor que repense as estratégias de ensino. Sobre o apoio familiar, os alunos declararam
que os pais acompanham pouco sua aprendizagem, no entanto, a maioria desses pais
estudou apenas até o ensino médio, o que dificulta uma relacao de suporte aos filhos. E
com relacao a aprendizagem de Matematica, foi constatado que o ensino da Matematica é
muito pautado na memorizacao de férmulas e os estudantes sao pouco questionados sobre

diversos pontos levantados ao longo desta dissertacao.

A quinta atividade apresenta o projeto do Grupo Olimpico (Olimpiadas de
Matemadtica) e os eventos dos quais os alunos participaram em 2017. O projeto teve inicio
em 2016 e contou com a participacao de alunos desde o sexto ano do ensino fundamental

até a terceira série do ensino médio.

Comparativamente, verificou-se que os alunos que fazem parte dos grupos
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olimpicos apresentam maior destreza na escrita matematica e conseguem compreender
melhor a importancia de estruturar e pensar logicamente em relagdo aos demais alunos.
Isso acontece por conta do trabalho que é realizado e porque, quando o aluno se depara
com problemas mais desafiadores, ele enxerga que somente o conhecimento pontual que é

desenvolvido em sala de aula nao é suficiente para resolver problemas complexos.

Os alunos participantes do grupo olimpico (todos da escola particular) se
envolveram tanto na primeira quanto na terceira atividade. A quinta atividade destaca
alguns resultados importantes que foram conquistados com o grupo de olimpiadas de
Matematica em 2017. Na secao de anexos, hé o planejamento anual que pode ser seguido

pelos professores para desenvolver atividades como essas em outras escolas.

Muitas sao as dificuldades de aprendizagem de Matematica que sao reveladas e
que fomentam discussoes sobre possiveis solugdes que podem ser aplicadas para reverter.
Contudo, pouco se conhece sobre o contexto escolar e quais sao as reais necessidades dos

alunos ou da escola publica.
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1 Conceitos tedricos

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos iniciais de Algebra que servirao
de base para o estudo dos conceitos tedricos de Grupos (Capitulo 2 - Grupos, pagina 40) e
para a resolugdo de problemas de Olimpiadas de Matematica (Capitulo 3 - Aprendizagem

baseada em problemas, pagina 54).

1.1 Conjuntos

As nogoes de conjunto e pertinéncia segundo Dean (1974, p. 4) serdo aceitas
como nogoes primitivas. Um conjunto é formado por objetos, nomes, letras, niimeros,

substantivos, etc.
Exemplo 1.1. FEis alguns exemplos de conjuntos:
(i) Conjunto das vogais; (iv) Conjunto dos planetas do sistema solar;
(ii) Conjunto dos algarismos romanos; (v) Conjunto dos nimeros primos positivos;
(iii) Conjunto dos nimeros pares positivos; (vi) Conjunto dos naipes de um baralho;

Conforme lezzi (1977, p. 19), cada membro ou objeto que entra na formacao
de um conjunto ¢ chamado de elemento. No exemplo 1.1, cada um dos conjuntos citados

tém os seguintes elementos:

(i) a,e,i,0,u (iv) Merctario, Vénus, Terra, Marte, ...
(i) I,V,X,L,C,D, M (v) 2,3,5,7,11,13,. ..
(iii) 2,4,6,8,10,12, 14,16, ... (vi) paus, ouros, copas, espada

Observacao 1.1. E usual ao representar conjuntos listar alguns de seus elementos e
sequi-los com trés pontos (...) para indicar que o conjunto pode ter mais elementos que
nao tivemos o cuidado de escrever ou para indicar a infinitude (DEAN, 1974, p. 5). A fim
de simplificar a escrita, adota-se como notagdo de um conjunto uma letra maiiscula A, B,

C, D, ... edeum elemento uma letra minuscula a, b, ¢, d, .. ..

Dado um conjunto A e um objeto qualquer a, a inica pergunta cabivel, segundo

Lima (2013, p. 3) é se a é ou nao um elemento do conjunto A. A pertinéncia é denotada
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pelo simbolo “€” e a escrita simbdlica usual é

ae A (1.1)

que significa qualquer uma das sentencas a seguir:

(i) O elemento a é um membro do conjunto A;
(ii) O elemento a pertence ao conjunto A;
(iii) a estd em A;
Para indicar que a nao é elemento do conjunto A escrevemos a ¢ A, como nos
exemplos a seguir:

Exemplo 1.2. Seja A o conjunto dos meses que tém 31 dias, isto €,

A = {janeiro, marco, maio, julho, agosto, outubro, dezembro}.

Neste exemplo, temos que o elemento janeiro pertence ao conjunto A e escre-

vemos janeiro € A. Neste caso, fevereiro ¢ A.

Exemplo 1.3. Seja B o conjunto dos niimeros impares positivos, isto é, B = {1,3,5,7,...}.

Usando a notagdo de pertinéncia, temos que 5 € B, mas 2 ¢ B.

1.1.1 Descricdao de um conjunto

Conforme Dean (1974, p. 4), um conjunto pode ser concebido como uma
entidade independente que é uma colecao de seus elementos. No exemplo 1.2, agosto é um

elemento do conjunto A, visto que esta entre os meses do ano que possuem 31 dias.

Um conjunto pode ser representado enumerando seus elementos, citando uma
propriedade, uma condi¢do ou caracteristica comum aos seus elementos. Quando preten-
demos descrever um conjunto A por uma propriedade (ou condigdo) comum aos seus

elementos, escrevemos:
A = {z | x tem a propriedade P} (1.2)

Exemplo 1.4. {z | x ¢ estado da regido sul do Brasil} é uma maneira de indicar o con-

junto { Parand, Santa Catarina, Rio Grande do Sul}.

Exemplo 1.5. {z | = € divisor inteiro de 3} é wma maneira de indicar o conjunto
{1,-1,3,-3}.
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Um conjunto pode ser finito ou infinito e denota-se por | A | o nimero de
elementos do conjunto A. No exemplo 1.2 temos que | A |= 7, pois o conjunto possui sete

elementos.

Defini¢ao 1.1 (Conjunto vazio). O conjunto vazio, denotado por &, é o conjunto cuja

propriedade que o define € logicamente falsa, ou seja, uma contradicao.

Exemplo 1.6. A contradi¢io posta na aqui, & = {x | x # x}, é um exemplo de conjunto

Vaz10.
Exemplo 1.7. O conjunto {x | >0 e z < 0} € vazio.

Definigao 1.2 (Conjunto unitario). Dado um objeto x, o conjunto unitdrio {z} € aquele

que tem como unico elemento o objeto x.

Exemplo 1.8. O conjunto dos niumeros primos positivos que sao pares € unitario e

denotado por {2}.

Exemplo 1.9. O conjunto dos estados brasileiros que fazem fronteira com o Uruguai é

unitario e denotado por {Rio Grande do Sul}.

Defini¢ao 1.3 (Conjunto universo). Quando vamos desenvolver um assunto em Mate-
matica, admitimos a existéncia de um conjunto U ao qual pertencem todos os elementos
utilizados no desenvolvimento deste assunto. Esse conjunto U recebe o nome de conjunto

UNIVErso.

Observagao 1.2. Conforme Iezzi (1977, p. 23), se procuramos solugoes reais de uma
equagdo, nosso conjunto universo é R (conjunto dos nimeros reais). O mesmo € valido para
outros conjuntos numéricos como N (naturais), 7 (inteiros), Q (racionais), 1 (irracionais)

e C (complexos).

1.1.2 Relacao de Inclusao

Defini¢do 1.4 (Subconjunto). Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for
também elemento de B, diz-se que A é um subconjunto de B, que A estd contido em B,

ou que A € parte de B. Para indicar este fato, usa-se a notagcio A < B.
Exemplo 1.10. {a, b} é subconjunto do conjunto {a,b, c,d} e escrevemos {a,b} < {a,b, c,d}.

Exemplo 1.11. O conjunto P formado por todos os niumeros primos positivos é subcon-

junto do conjunto dos nimeros naturais, em que P ={2,3,5,7,...}, assim P < N.

Exemplo 1.12. Sejam A o conjunto de todos os numeros inteiros miltiplos de 6 e 7 o

conjunto de todos os inteiros. Temos que A é subconjunto de 7. e escreve-se A 7.
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Conforme Lima (2013, p. 5), a relacio A < B é chamada de relagao de inclusao.
Escreve-se A ¢ B quando A nao for subconjunto de B. Isto significa que nem todo

elemento de A pertence a B ou existe pelo menos um elemento em A que nao esta em B.

Exemplo 1.13. {a,b, c} ndo é subconjunto do conjunto {b,c,d,e} e escrevemos {a,b,c} &
{b,c,d, e}.

Exemplo 1.14. Sejam A o conjunto dos nimeros pares e B o conjunto dos multiplos de
3. Como2¢€ A, mas 2 ¢ B, seque que A & B. Também temos que 3 € B, mas 3¢ A, ou
seja, B ¢ A.

A relagao de inclusao entre conjuntos esta relacionada com a implicacao logica.
Conforme Lima (2013, p. 7), sejam P e @ propriedades aplicaveis a elementos de um
conjunto U. Essas propriedades que definem o conjunto A, formado pelos elementos de
U que tém P; e B formado pelos elementos de U que tém a propriedade (), se todos os
elementos que possuem a propriedade P também tém a propriedade (), dizemos que a
propriedade P implica a propriedade () e escrevemos P = (). Isto é equivalente a dizer

que todo elemento que pertence a A também pertence a B, isto é, que A ¢ B.

Observacao 1.3. Mostrar que um conjunto estd contido em outro equivale a mostrar que

a propriedade que define o primeiro implica na propriedade que define o sequndo (P = Q).

Exemplo 1.15. Sejam A e B os conjuntos definidos a sequir:

(i) A={x|x é uma pessoa que nasceu no Estado de Sao Paulo};

(i) B ={z |z é uma pessoa que nasceu no Brasil}.

Todos os elementos do conjunto A tém a propriedade P de terem nascido no
FEstado de Sao Paulo. Analogamente, todos de B tém a propriedade Q) de terem nascido no
Brasil. Como todos os elementos que possuem a propriedade P também tém a propriedade

Q, escrevemos que P = Q) e, além disto, A c B.

Definigao 1.5 (Conjuntos iguais). Um conjunto A é igual a um conjunto B quando
ambos possuem os mesmos elementos, ou seja, quando todo elemento de A pertence a B e,

reciprocamente, todo elemento de B pertence a A. Usando uma notacao simbolica, tem-se:
A=B< AcBeBcA (1.3)
ou seja, A estd contido em B e B estd contido em A.

Observacao 1.4. Quando sdo verdadeiras ambas as implicacoes P = @ e Q = P,
dizemos “P se, somente se, QQ”, ou “P € equivalente a Q7 ou, ainda, “P € necessdrio e

suficiente para Q7. Neste caso escreve-se

P<sQ (1.4)
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Em linguagem de conjuntos, isto significa que o conjunto dos elementos que tém a proprie-

dade P € igual ao conjunto dos elementos que tém a propriedade Q).

Exemplo 1.16. Dados os conjuntos A e B definidos por A = {x € N | x é divisor de 30}
e B=1{1,2,3,5,6,10,15,30}, temos que A < B e B < A. Pela defini¢io 1.5, seque que
A= B.

Observagao 1.5. Sejam A e B conjuntos. Quando A ndo € igual a B, denotamos A # B
e isto ocorre quando hd pelo menos um elemento pertencente a um dos conjuntos e que

nao pertence ao outro. Por exemplo: {a,b,c} # {a,b,c,d}.

Observacao 1.6. Na definicio 1.5 nao tem relevancia a ordem dos elementos do conjunto,
ou seja,

{a,b,c,d} = {d,c,b,a} = {b,a,c,d} (1.5)

Observacgao 1.7. Os Diagramas de Venn sdo formas de representagdo de conjuntos em
que 0s elementos sdo representados por pontos interiores de uma linha fechada. Veja alguns

exemplos nas definicoes 1.6, 1.7 e 1.8.
Propriedade 1.1. Sejam A, B e C' trés conjuntos quaisquer. Valem que:
(i) Jc A (iti)) Ac B eBc A= A= B (antissimétrica)
(i) A c A (reflexiva) (iv) Ac BeBc(C= AcC (transitiva)
Demonstracao. Seguem as demonstragoes da propriedade 1.1 da relacao de inclusao:
(i) Hipoteticamente, suponha por absurdo que ¢ ¢ A. Portanto, existe x € ¢J tal que
r ¢ A, o que é um absurdo, pois ¢ é o conjunto vazio.

(ii) Seja A um conjunto. Para todo = € A, a implicagdo z € A = x € A é verdadeira.
Entao, A c A;

(iii) Sejam A e B conjuntos. Pela defini¢ao 1.5, dois conjuntos A e B sdo iguais quando
todo elemento de A pertence a B e, reciprocamente, todo elemento de B pertence
a A. Seja x € A. Como A < B, segue que x € B. Reciprocamente, como B < A e

x € B, segue que x € A. Portanto, A = B.

(iv) Sejam A, B e C conjuntos e z € A. Como A c B, segue que x € B. Novamente,

como x € Be B c (), segue que x € C. Portanto, A < C.

]

Exemplo 1.17. Observemos que a propriedade 1.1 € vdlida entre alguns conjuntos numé-

ricos, tais como: Nc Z c Qc Rc C e ainda I c R.
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1.1.3 OperacGes entre conjuntos

Defini¢ao 1.6 (Reunido entre dois conjuntos). O conjunto dos elementos que perten-
cem a um conjunto A ou a um conjunto B serd denotado por AoB ={x |x € A oux € B}

e chamado de unido de A e B.

Conforme Tezzi (1977, p. 29), o conjunto A U B pode ser lido da seguinte forma:
“A reuniao B” e é formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos

A e B, isto é, ocorre ao menos uma das condicoes: x € A ou x € B.

Observacgao 1.8. A palavra “ou”, conforme Lima (1980, p. 5), é sempre utilizada em
Matemdtica no sentido lato: ao dizer “x € A ou x € B”, quer-se afirmar que pelo menos
uma dessas duas alternativas é verdadeira sem ficar excluida a possibilidade de que ambas

o sejam, isto €, ao mesmo tempo x € A e x € B.
Propriedade 1.2. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Valem as sequintes propriedades:
(i) Au A= A (idempotente) (iii) Au B =BuA (comutativa)

(it) Au = A (elemento neutro) (iv) (AuB)uC = Au(Bu(C) (associativa)

Observacao 1.9. As demonstragoes das propriedades 1.2 podem ser obtidas a partir das
definicoes 1.5 e 1.6.

Exemplo 1.18. Seja QQ o conjunto dos nimeros racionais e I dos niumeros irracionais.

Temos que a reunido deles ¢ o conjunto dos numeros reais, ou seja, R = Q u 1.

Definicao 1.7. O conjunto dos elementos pertencentes simultaneamente a um conjunto
A e a um conjunto B serd denotado por An B ={x | x€ Aexe B} echamado de

interseccao de A e B.
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Conforme lezzi (1977, p. 30), o conjunto A n B pode ser lido da seguinte
forma: “A inter B”, e é formado pelos elementos que pertencem aos dois conjuntos A e B,
simultaneamente. O conectivo “e” colocado entre duas condi¢des indica que elas devem

ser satisfeitas simultaneamente.
Propriedade 1.3. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Valem as sequintes propriedades:
(i) An A= A (idempotente) (iii) An B = Bn A (comutativa)

(it) AnU = A (elemento neutro) (iv) (AnB)NC = An(BnC) (associativa)
Observagao 1.10. As demonstragoes da propriedade 1.3 podem ser obtidas a partir das
definicoes 1.5 e 1.7.

Exemplo 1.19. Dados os conjuntos A = {a,b,c} e B = {a,b}, temos: An B = {a,b}.

Observagao 1.11. Dois conjuntos A e B sao disjuntos se An B =, ou seja, se A e

B ndo tém elementos em comum. Por exemplo: Q@ e T sdo disjuntos.

Definicao 1.8. Dados dois conjuntos A e B, chama-se de diferenca entre A e B o conjunto
formado pelos elementos de A que ndo pertencem a B, denotado por A— B = {z |z €
A ex¢ B}.

Exemplo 1.20. Dados os conjuntos A = {a,b,c,d} e B = {b,c,d}, tem-se: A— B = {a}.

Defini¢ao 1.9. Dado um conjunto A (isto €, um subconjunto de U ), chama-se comple-

mentar de A ao conjunto A® formado pelos elementos de U que ndo pertencem a A.
A ={zeU|x¢ A (1.6)

Uma vez fixado o conjunto A, para cada z € U, vale uma, e somente uma, das

alternativas:
reAouxzg¢g A (1.7)

Nao existe outra alternativa além das que foram apresentadas na relagao (1.7),
sendo ela conhecida como Principio do Terceiro Excluido. Além disto, as alternativas
r € Aex¢ Anao podem ser ambas verdadeiras e esta regra chama-se Principio da Nao

Contradicao. Temos as regras operatorias:
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(i) Para todo conjunto A < U, tem-se (A9)¢ = A (Todo conjunto é complementar do

seu complementar);

(ii) Se A = B, entdao B® = A (Se um conjunto esté contido em outro, seu complementar

contém o complementar do outro);
Na presenca da regra (i), a regra (ii) pode ser refor¢ada, valendo a equivaléncia:

Ac B e BY c A° (1.8)

Da relagdo (1.8), seja A o conjunto dos elementos de U que tém a propriedade
P e B o conjunto dos elementos de U que tém a propriedade (). As propriedades que
definem os conjuntos A e BY sdo, respectivamente, a negacio de P, denotada por ~ P,
e a negacao de (), denotada por ~ (). Assim, dizer que um objeto = tem a propriedade

~ P significa afirmar que x nao tem a propriedade P. Portanto,
P = (@ se, e somente se, ~Q =~ P (1.9)

Exemplo 1.21. Observe as afirmagoes a sequir: (i) Todo nimero primo maior do que 2
¢ impar; (it) Todo nimero par maior do que 2 € composto. As afirmagoes (i) e (i) sao

idénticas.

Solugdo. As afirmagoes (i) e (ii) s@o idénticas por (1.9). Elas poderiam ser reescritas da

seguinte forma: dadone Nen > 2:

n primo = n é impar se, e somente se, ~ (n impar) = ~ (n primo) (1.10)
. -~ ~/ . -~ ~
n é par n ¢ composto

[

1.1.4 Axiomas de Peano e Inducao Matematica

Conforme Lima (1980, p. 26), embora o conjunto dos niimeros naturais denotado
por N seja facil de ser descrito, torna-se dificil provarmos propriedades matematicas
definidas neste conjunto somente com a nogao intuitiva. Uma alternativa para este problema

¢ defini-lo com base em trés axiomas, conhecidos como axiomas de Peano.

Axioma 1.1 (Axiomas de Peano). Sdo dados, como objetos ndo definidos, um conjunto
N, cujos elementos sao chamados numeros naturais e uma fungio s : N —> N. Para cada
n € N, conforme Lima (1980, p. 26), o nimero s(n), valor que a fungdo s assume no

ponto n, € chamado o sucessor de n. A fungdo s satisfaz aos sequintes ariomas:

(i) s : N — N € injetiva. Em outros termos: m,n € N, s(m) = s(n) = m =n. Ou, em

palavras, dois numeros que tém o mesmo Sucessor Sao iguais;
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(i) N — s(N) consta de um sé elemento. Ou seja, existe um unico nimero natural que
nao € sucessor de nenhum outro. Ele se chama “um” e € representado pelo simbolo
1. Assim, qualquer que seja n € N, tem-se que 1 # s(n). Por outro lado, se n # 1

entdo existe um (unico) ng € N tal que s(ng) = n.

(iii) (Azioma da Indugio) Se X < N € um subconjunto tal que 1 € X e, para todo n € X

tem-se também s(n) € X, entao X = N.

Uma outra maneira de compreender os axiomas de Peano é expressa-lo na

linguagem corrente, tal como segue:

(i) Todo niimero natural possui um unico sucessor que também é um ntimero natural;
(ii) Nimeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes;

(iii) Existe um tnico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro. Este niimero

é representado pelo simbolo 1 e chamado de ntimero um.

(iv) Se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero 1 e também contém o sucessor
de cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com N, isto é, contém

todos os numeros naturais.

A partir desta formalizacao denota-se o sucessor de 1 por 2 e leia-se: “dois”. Da

mesma maneira, o sucessor de 2 por 3 e leia-se: “trés”, e assim sucessivamente.

O Principio da Inducao, enunciado a seguir, é ttil quando pretende-se de-
monstrar proposigoes (sentengas matematicas) que carregam em si argumentos que fazem
referéncia a “e assim por diante” ou “assim sucessivamente”. Seu papel principal é poder
ser visto como um método de demonstracao. Denotemos p(n) como sendo a afirmagdo em

relagdo ao niimero natural n, podendo ser verdadeira ou falsa.

Conforme Oliveira (2010, p. 204), o Principio da Boa Ordenagao (1.2, pagina
31) e o Principio da Indugao sdo independentes e equivalentes. Se considerarmos o Principio
da Boa Ordenacao como sendo um axioma, podemos deduzir o Principio da Inducao e,
reciprocamente, se considerarmos o Principio da Indugao como sendo um axioma, podemos
deduzir o Principio da Boa Ordenacao. Primeiramente consideremos o Principio da Boa

Ordenagao como axioma.

Teorema 1.1 (Principio da Inducdo Matematica). Considere ny um inteiro ndo
negativo. Suponhamos que, para cada inteiro n = ng, seja dada uma proposi¢io p(n).

Suponha que se pode verificar as sequintes propriedades:

(a) p(ng) € verdadeira;
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(b) se p(n) € verdadeira, entdo p(n + 1) também é verdadeira, para todo n = ng;

Entdo p(n) € verdadeira para qualquer n = ny.

Observagao 1.12. A afirmagao (a) é chamada de base da indugio e a (b) de passo

indutivo. O fato de que p(n) é verdadeira no item (b) é chamado de hipdtese de indugio.

Demonstracao. Definamos o conjunto
V' = {m inteiros ndo negativos | m = ngy e p(m) é verdadeira}
Notemos que V' é nao vazio, pois a condigdo (a) nos assegura que ng € V. A
prova do teorema é equivalente a mostrarmos que
V ={no,no+1,n0+2,m9+3,...}

ou equivalentemente, a provarmos que o conjunto F' = {m inteiros nao negativos | m >
ng e p(m) é falsa} é vazio. Suponhamos que F' é nao vazio. Pelo Principio da Boa Ordenacao

existe um menor elemento mg € F', em que p(my) é falso. Observemos que,

e my = ng + 1. De fato, my = ng, porém a possibilidade my = ng contradiz (a);

e my— 1€ V. Com efeito, p(mg — 1) é verdadeira, pois caso contrario, mg — 1 € F e,

além disso, my — 1 < mg, contradizendo isto a minimalidade de m.

Finalmente, como p(mg — 1) é verdadeira, segue da condic¢ao (b) que p(my)
também ¢é verdadeira, o que é impossivel pela definicdo de mq. Portanto, o conjunto F' é

vazio, concluindo-se assim a prova. O

Exemplo 1.22. Definamos a sequinte proposi¢do nos niumeros naturais:

n-(n+1))2

p(n) : a soma dos cubos dos n primeiros nimeros naturais € igual ( 5

A propriedade p(n) € verdadeira para qualquer n natural.

Solugdo. Primeiramente testaremos se a propriedade p(n) é verdadeira para os nimeros

naturais n de 1 a 4:

() p(1): 1P =1=12= (122)2 _ (1(12+1)>2
(i) p(2): 1P +2° =9 =32 = (223>2 _ (2(22“))2

(iii) p(3): 1% +2° + 3% =36 =62 = (351)2 _ (3(32+1)>2
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4-5\? 4-(4+1)\2
(iv) p(4) : 1% + 2% + 3% + 43 = 100 = 10% = (2) N ((H> ;

2

Para ntimeros naturais de 1 a 4 a propriedade p(n) é verdadeira. Verifiquemos
usando o Principio da Indugao (1.1, pagina 28) que a propriedade é verdadeira para todos

os nimeros naturais n.
2
1-(1+1
(i) p(1) é verdadeira, pois ((2)) =1=1%
(ii) Precisamos agora provar o passo indutivo, isto é, assumimos que p(k) é verdadeira

para algum k € N. (Hipdtese de Indugao).

(iii) Sera que p(k + 1) também ¢é verdadeira?

Assumir que p(k) é verdadeira para algum k € N significa supormos que é

o s ke (k+ 1)) .
verdade que a soma dos k primeiros niimeros naturais é igual a — 5 | »ouseja,

ke (k+1))
13+23+33+43+---+k3=<(2ﬂ> (1.11)
Para verificarmos se p(k + 1) é verdadeira, adicionamos (k + 1)* em ambos os
lados da equacao (1.11) e no lado esquerdo dela teremos a soma dos cubos dos (k + 1)
primeiros naturais, que corresponde a afirmagao p(k + 1).

k-(k+1

p(k+1):13+23+33+---+k3+(k+1)3=( 5 ))2+(k+1)3= (1.12)

B (k+1)2+4-(k+1)2  (k+1)* [ +4-(k+1)] _ ((k+1)'(k+2)>2 (1.13)

1 - 1 9

Pelo Principio da Indugdo Matematica foi possivel verificar que a propriedade

p(n) é verdadeira para qualquer n natural. ]

Exemplo 1.23. Mostremos que n! > 2", se n = 4 e n é natural.

Solugdo. Definimos a proposicao p(n) por: n! > 2" para n natural e n > 4. Usaremos o

Principio da Indugdo para mostrar a validade de p(n).

(i) Seja ng = 4. Serd que p(4) é verdadeira?

p(4): 41 =24 > 16 = 2* = 4! > 2* logo ¢ verdadeira.

(ii) Suponhamos que p(k) seja verdadeira para um certo k > 4 e k € N, ou seja, k! > 2",
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(iii) Devemos mostrar que p(k + 1) também é verdadeira. Note que, como k > 4, entao
(k+1) > 2, logo,

k+1)=(k+1)-kl'>2 k' >2.28 = 2F1 = (k4 1)1 > 2F!

O

Definicao 1.10. Seja X um conjunto de nimeros naturais. Diz-se que um nimero p € X
¢ o menor elemento de X (ou elemento minimo de X ) quando se tem p < n para todo
neX.

Exemplo 1.24. O nimero 1 é o menor elemento do conjunto N de todos os numeros

naturais. Com maior razao, qualquer que seja X < N com 1€ X, 1 € o menor elemento

de X.

Proposicao 1.1 (Unicidade do menor elemento). Seja X < N. O menor elemento

do conjunto X € 1unico.

Demonstracao. Dado X < N. Hipoteticamente, suponha por absurdo que pe X e ge X
sejam ambos menores elementos de X. Entao p < ¢ e ¢ < p, o que resulta p = ¢. Assim, o

menor elemento de um conjunto é tnico. O]

Definigao 1.11. Seja X < N. Um nimero p € X chama-se o maior elemento de X (ou

elemento maximo de X ) quando se tem p = n para todo n € X.

Exemplo 1.25. Nem todo conjunto de niumeros naturais possui um elemento mdximo,
por exemplo, o conjunto N. Se existir um elemento mdzimo de um conjunto X < N, de

modo andlogo ao que foi demonstrado na proposicdo 1.1, ele é unico.

Teorema 1.2 (Principio da Boa Ordenagao). Todo subconjunto nao vazio A < N

possui um elemento minimo.

Demonstragio. Usando a notagdo I, = {p € N | 1 < p < n}, consideremos o conjunto
X < N, formado pelos nimeros n € N tais que I, € N — A (Assim, dizer que n € X
significa afirmar que n ¢ A e que todos os nimeros naturais menores do que n também
nao pertencem a A). Se tivermos 1 € A, o teorema estd demonstrado pois 1 serd o menor
elemento de A. Se, porém, 1 ¢ A, entdo 1 € X. Por outro lado, temos X # N (pois
XcN-AeA# ). Assim, X cumpre a primeira parte da hipétese (iii) do axioma 1.1
(pagina 27) , contém 1, mas nao satisfaz a conclusao (iii) do axioma 1.1 (pagina 27), pois
nao ¢é igual a IN. Logo nao pode cumprir a segunda parte da hipétese. Isto quer dizer: deve
existir algum n € X tal que n + 1 ¢ X. Seja a = n + 1. Entao todos os inteiros desde 1 até
n pertencem ao complementar de A, mas a = n + 1 pertence a A. Dessa maneira, a é o

menor elemento do conjunto A, o que demonstra o teorema. O
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Muitas vezes, conforme Oliveira (2010, p. 214), para conseguir mostrar que
a hipétese p(n + 1) é verdadeira, precisamos supor que p(k) é verdadeira para todos os
nimeros naturais ng < k < n. Isto é a base do Segundo Principio da Indugao e que decorre

do Principio da Boa Ordenacao 1.2.

Teorema 1.3 (Segundo Principio da Indugao). Seja X < N um conjunto com a
sequinte propriedade: dado n € N, se X contém todos os numeros naturais m tais que

m <mn, entao n € X. Nessas condicoes, X = N.

Demonstracio. Seja Y = N — X. Afirmamos que Y = . Com efeito, se Y nao fosse
vazio, existiria um elemento minimo p € Y. Entao, para todo niimero natural m < p, seria

m € X. Pela hipétese feita sobre X, terfamos p € X, uma contradicao. n

Exemplo 1.26 (Torre de Hanéi). Pedro tem um brinquedo de crianga. O brinquedo tem
trés pinos presos em uma base com n anéis em um dos pinos. Os anéis estao arrumados
por tamanho, com o maior embaixo de todos. O jogo consiste em transferir a pilha de
discos para uma outra haste, deslocando um disco de cada vez, de modo que, a cada passo,

a regra enunciada seja obervada.

Figura 1 — Torre de Hanoi

(a) E possivel mover todos os anéis para um dos pinos vazios?

(b) Pedro pode fazer isto com 2" — 1 movimentos?

Solugdo. Consideremos o problema de descobrir quantos movimentos sao necessarios para
mover n discos (n € N ) de uma haste para a outra. Dividiremos o problema inicial em
casos mais simples para alguns discos e, em seguida, serd utilizado o Principio da Inducao
Finita para generalizar para n discos. Usaremos a notagao m(D;, H;) para representar o

movimento do i-ésimo disco (1 < i < n) para a j-ésima (1 < j < 3) haste. Na primeira
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haste, do menor para o maior, os discos serdao denotados por D1, Dy, D3 até D,,, que é o

maior disco do jogo.

Conforme Oliveira (2010, p. 224), se ha somente um disco, basta movimenta-

lo para qualquer uma das outras hastes com um tnico movimento. Se ha dois discos

e pretende-se mové-los para a haste 3 (direita), move-se o menor deles para a haste 2

(central), o maior para a haste 3 e, finalmente, o menor para a haste 3. Seguindo a mesma

logica, para movimentar quatro discos da haste 1 para a haste 3, movimenta-se os trés

menores discos para a haste 2, o maior para a haste 3 e, finalmente, os trés menores para

a haste 3.

« = ‘

Figura 2 — Torre de Hanoi - Passos para resolucao com 5 discos

D Sequéncia de movimentos com D discos

1 m(D1, Hs); (1 movimento)

2 m(Dy, Hy), m(Ds, H3), m(Dy, H3); (3 movimentos)

3 m(Dl,Hg),m(Dg,Hg),m(Dl,HQ),m(Dg,Hg),m(Dl,Hl),m(D2,H3),m(D1,H3);
(7 movimentos)

4 m(Dl,Hg) (Dg,Hg),m(Dl,Hg),m(Dg,Hg),m(Dl,Hl),m(D2,H2),m(D1,H2),
m(D4,H3) (Dl,Hg),m(Dg,Hl),m(Dl,Hl),m(Dg,Hg),m(Dl,Hg),m(Dg,Hg),
m(Dy, H3); (15 movimentos)

5 m(Dl, 3),m(D2,H2) (Dl,Hg),m(Dg,Hg),m(Dl,Hl),m(Dg,Hg, ,m(Dl,Hg),
m(D4, 2),m(D1,H2), (D27 1),m(D1, 1),m(D3,H2),m(D1, m(DQ,Hg),
m(Dy, Hy), m(Ds, Hz), m(Dy, Hy), m(Ds, H3), m(D, Hs), m(Ds, m(Dy, Hy)
m(Dg, 1),m(D1,Hl),m(D4,H3),m(D1,H3) (DQ,HQ),m(Dl,HQ ,m(Dg,Hg)
m(Dy, Hy), m(Dy, H3),m(D;, H3) (31 movimentos)

Tabela 1 — Movimentos da Torre de Handi
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Em todo momento o jogo se resume a, tendo n discos situados na primeira
haste, movimentamos (n — 1) discos para uma das hastes livres, o maior para a haste que
nao possui discos encaixados e, finalmente, movimentamos os (n — 1) discos, que estao

juntos, para a haste que contém o maior de todos.
Se denotarmos por m([D;, D;], Hy) o movimento do i-ésimo disco (1 < i < j)
até o j-ésimo disco (i < j < m) para a k-ésima coluna (1 < k < 3), com 4,5 e k todos

naturais, podemos simplificar a tabela 1 como segue:

D Sequéncia de movimentos com D discos

4 m(| D1, D3|, Ha), m(Dy, Hz), m(| D1, D3], H3)

5 m([Dl, Dg], Hg), m(D4, Hg), m([Dl, Dg], HQ), m(D5, Hg), m([Dl, Dg], Hl),
m(Dy, Hs), m(| Dy, D3], Hs)

Tabela 2 — Movimentos da Torre de Hanéi com 4 e 5 discos

Com base na tabela 2, se denotarmos por a,, 0 menor nimero de movimentos
necessarios para movimentarmos n discos situados na haste 1 para qualquer uma das

outras duas hastes, teremos:

n=2-a,1+1, VneNn>1
{a Ap—1 n n (1.14)

CL1=1

A seguir resolveremos a relagao de recorréncia (1.14) até encontrarmos uma
formula, em funcao da variavel n, que retorne qual o menor niimero de passos necessarios

que torne possivel transferir n discos da primeira haste para alguma das outras hastes.

A, = 2-Qp_1+1
2 01 +1=2-2-ano+1)+1=2%q, 5 +2"+1
= 22 a, 2 +2'+1=2"-2-a, 3+1)+2" +1=2%q, 3+2°+2" +1

= 2"y ey + 272" 2T 4]

2n—1 + 271_1 —1
= - Qa _—
! 21

= 2" g 427 -1
= 2" 1.1 42" — 1, poisa; =1
= 27T
= 2.2t 1
= o
(1.15)
Usando o Principio da Indu¢ao Matematica 1.1 (pagina 28), verificaremos se a

proposigao p(n) enunciada a seguir é valida para todo n natural:

p(n) : 0 menor nimero de movimentos necessarios para movimentar n discos da haste 1
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para qualquer uma das outras hastes é igual a 2" — 1

Definida a proposi¢ao p(n) relativa aos nimeros naturais, observemos que ela

vale para n = 1 (base da indugao):

e Para n = 1: é necessario somente um movimento que corresponde a movimentar o

disco diretamente para a haste pretendida. No caso, a; = 2! — 1 = 1 movimento.

e Suponhamos que p(k) é verdadeira para um certo k € N, com k > 1. (Hipdtese de
indugao)

a, = 28 — 1, para algum k natural maior do que 1 (1.16)

e Tese: devemos verificar se p(k 4+ 1) também ¢é verdadeira.

Se ha (k + 1) discos na primeira haste e sabemos mover k discos de uma haste
para a outra usando a; movimentos (menor possivel), entdo devemos realizar os seguintes

movimentos para movermos os (k + 1) discos para alguma das hastes livres:

e Dos k£ + 1 discos, movimentamos os k menores para alguma das hastes livres. Por

hipétese de indugao, precisaremos, no minimo, de a; movimentos;

e Movimentamos o maior de todos os discos para a haste que nao tem nenhum disco

usando 1 movimento;

e Movimentamos todos os k discos que encontram-se juntos para a haste onde se

encontra o maior de todos usando a; movimentos.

Portanto, foram necessarios a;y + 1 + a; = 2 - ax + 1 movimentos, ou seja,

Q1= (2" 1) +1+ (2" —1)=2-2"—24+1=2F"1—1 (1.17)

Usando o Principio da Indugao, verificamos que a propriedade p(n) é verdadeira

para qualquer n natural positivo. O

1.1.5 Adicao e multiplicacao nos naturais

A seguir definiremos as operagoes de adigao e multiplicagao no conjunto dos
nimeros naturais. Para isto fagcamos corresponder a cada par de nimeros naturais (m,n)
a soma m + n. A multiplicagdo é a operacado que associa o par (m,n) com o produto
m - n. Estas operagoes sao caracterizadas pelas seguintes igualdades, que lhes servem de

definicao:
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m+1=s(m)

m+ s(n) = s(m+n), istoé, m+ (n+1) =(m+n)+1 (Adicao)

m-1=m

m-(n+1)=m-n+m (Multiplicagao)
Propriedade 1.4 (Adigao e da multiplicagdo). Usa-se o principio da indugdo para
demonstrar as propriedades bdsicas da adigcdo e multiplicacio no conjunto dos nimeros

naturais. Sao validas para quaisquer m,n,p € IN:

Associatividade: (m+n)+p=m+(n+p), m-(n-p)=(m-n)-p

Distributividade: m-(n+p) =m-n+m-p

Comutatividade: m+n=n+m, m-n=n-m

Lei do corte: m+n=m+p=>n=p, m-n=m-p=n=2yp

1.1.6 Relacao de ordem nos naturais

A relagao de ordem nos nimeros naturais é definida com base na adi¢do. Sejam

m e n dois nimeros naturais quaisquer. Temos que
m<n (1.18)

e leia-se “m é menor do que n”, caso exista p € N tal que n = m + p. Diz-se, também, que
n é maior do que m, e escreve-se n > m. A notacao m < n significa que m é menor do

que ou igual a n, ou seja, m <n ou m = n.

Propriedade 1.5 (Relagdo de ordem nos naturais). A relagio de ordem nos nimeros

naturais tem as sequintes propriedades para m,n,p € N:

(i) Transitividade: se m <n en < p, entao m < p;

(ii) Tricotomia: somente uma das alternativas pode ocorrer: m =n,m <n oun > m;
(iii) Monotonicidade da adi¢do: se m <n, entao m+p <n + p;
(iv) Monotonicidade da multiplicagd@o: m <n=m-p <n-p;

Observacgao 1.13. As demonstragoes das propriedades 1.4 e 1.5 serao omitidas, mas

podem ser consultadas em Lima (1980).
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1.2 Conceitos de divisibilidade

Definicao 1.12. Dados dois numeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, escrevendo
a| b, quando existir c € 7 tal que b = c-a. Neste caso, diremos também que a é um divisor

ou um fator de b ou, ainda, que b é um maultiplo de a.

Exemplo 1.27. 2 ¢ divisor de —6, pois existe —3 € Z tal que —6 = —3 - 2. No caso,

escreve-se 2 | —6.

Proposicao 1.2. Sejam a,b,c,d € 7. Entdo temos: a |bec|d=a-c|b-d.

Demonstragio. Se a | b e c| d, entdo If,g € Z tais que b = f-a e d = g - c. Portanto,
b-d=(f-g)-(a-c),logoa-c|b-d. O

Observacao 1.14. Em particular, para todo ¢ € Z, se a | b, entdo a-c|b-c.

Proposicao 1.3. Sejam a,b,c € Z, tais que a | b+ c. Entio a |b< a]c.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a | b+ c. Entao existe f € Z tal que b+ ¢ = f - a. Agora,

se a | b temos que existe g € Z tal que b = g -a. Juntando as duas igualdades acima, temos:
g-a+c=f-a

donde segue que ¢ = (f — g) - a, logo a | c¢. A prova da implicagdo contraria é analoga. Por

outro lado, se a | b—c e a | b, pelo caso anterior, temos a | —c¢, o que implica que a | ¢. O

Proposicao 1.4. Se a e b sao inteiros positivos e se a divide b, entdo a < b

Demonstragio. De fato, se a | b, existe ¢ € Z tal que b = c¢-a. Como a,b > 0, segue-se que

ce€ N. Como 1 < ¢, segue-se que a < a-c =b. O

Teorema 1.4 (Algoritmo de Euclides). Se a é um inteiro positivo e b é qualquer

inteiro, entao existem inteiros q e r tais que

b=a-qg+ronde0<r<a (1.19)

Demonstragao. Suponha que b seja positivo. Se b < a, basta tomar ¢ =0er =0b. Se b = a,
entao tomemos ¢ = 1 e r = 0. Assim, assumiremos também que b > a > 0. Consideremos
o conjunto

R={b—aqeZ|b—aq>0} < Nu{0} (1.20)

Notemos que o conjunto R é nao vazio, pois b —a € R, ja que b — a > 0. Desse

modo, pelo principio da boa ordenagao 1.2 (pagina 31), temos que R admite um menor
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elemento, que denotaremos por r. Claramente r = b — aq = 0, para algum ¢ > 0. Além

disso, r < a pois caso contrario

r=b—ag=za=b—alg+1)=0 (1.21)
Por outro lado,
a>0=b—a(g+1)<b—aq (1.22)
Das desigualdades (1.21) e (1.22), segue que
0<b—alg+1) <b—aq

contradizendo o fato de que r = b — aq é o menor elemento nao negativo de R.
Agora provaremos o fato de que 7 e ¢, escolhidos desta forma, sdo tnicos. Com
efeito, suponhamos que existam outros inteiros r e ¢; tais que
b=ag1 +rm 0<r<a

Entao resulta que aq + r = aq; + r1, logo,

(r—mr)= (01— qa (1.23)

sendo assim, r — r; € multiplo de a. Mas, em virtude de —a < r — r; < a, o Unico valor
que r — rq pode tomar, sendo este multiplo de a, é r —r; = 0. Portanto, r = r;, de onde

se deduz diretamente de (1.23) que ¢ = ¢;. ]

Observagao 1.15. Os numeros q e r no enunciado do teorema 1.4 sdo chamados, respec-

tivamente, de quociente e resto da divisao de b por a.

Exemplo 1.28. Estefanea tem cinco cartas marcadas com as letras A, B, C, D e F,
empilhadas nessa ordem de cima para baixo. Ela embaralha as cartas pegando as duas de
cima e colocando-as, com ordem trocada, embaixo da pilha. A figura mostra o que acontece

nas duas primeiras vezes em que ela embaralha as cartas.

2 |m|m|ala

Figura 3 — Jogo das Cartas

Se Estefanea embaralhar as cartas 74 vezes, qual carta estard no topo da pilha?
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Solucao. As primeiras pilhas de cinco cartas que podem ser obtidas sao:
(ABCDE),(CDEBA),(EBADC),(ADCBE),(CBEDA),(EDABC)

Apds um novo embaralhamento, a proxima pilha serd igual a inicial e a cada 6 pilhas a
sequéncia se repete. Pelo teorema 1.4 (pagina 37), ao dividir 74 por 6, obteremos quociente
e resto iguais a 12 e 2, nessa ordem. Portanto, apds 74 repeti¢cdes e como o resto na divisao
foi igual a 2, temos que a sequéncia de cartas da pilha serd (FBADC) e, com isto, a carta

de cima serd a E. O

Corolario 1.1. Dados dois numeros naturais a e b com 1 < a < b, existe wm numero
natural n tal que
na<b<(n+la (1.24)

Demonstracao. Pelo teorema 1.4, existem tinicos ¢, € N com 0 < r < a tais que b = ag+r.
Assim
ag<b=aq+r<ag+a=a(qg+1) (1.25)

Basta agora tomar ¢ = n para obter o resultado. O

Definigao 1.13 (Ndmero primo). Um inteiro p distinto de 0 e de +1 € chamado primo
se, para todos os inteiros a e b, sempre que p | ab, entdo p | a ou p | b. Um inteiro distinto

de 0 e de +1 e que nao € primo é chamado composto.

Teorema 1.5. Seja p um inteiro tal que p # 0, £1. Temos que p é primo se, e somente

se, para todos os inteiros a e b, verifica-se o sequinte: se p = ab, entdo p = +a ou p = +b.

Outros conceitos teéricos que nao foram abordados nesta se¢do podem ser
consultados nos livros que serviram de referéncia para o estudo de Divisibilidade. As

principais obras consultadas foram: Hefez (2016) e Oliveira (2010).
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2 Grupos

Embora o objetivo ndo seja fazer um estudo de toda a teoria de Grupos, foram
trabalhados conceitos tedricos que serviram de referéncia para algumas atividades aplicadas
na educacao basica visando o desenvolvimento do raciocinio légico dos alunos com base na
aprendizagem em resolucao de problemas. O presente capitulo apresenta a definicao de
Grupos, operagoes e alguns exemplos que podem ser adaptados aos alunos na educacao

bésica por meio de algumas atividades adequadas a série ou ano escolar.

2.1 Grupos

Definicao 2.1. Seja G um conjunto nao vazio onde estd definida a operagdo entre pares

de G, denotada por,
+ 0 GxG — G

(z,y) > xxy

Dizemos que o par (G, =) é um grupo se possui as sequintes propriedades:

(i) x«(y=z)=(x*y)=*z, Vo,y,2,€ G (A operagao € associativa);

(i) de € G tal que x e = exx = x, Yo € G (Existe o elemento neutro em relag¢io a

operagao *);

(iii) Yz € G,y € G tal que v +y =y = x = e (Existéncia do inverso de cada elemento de

G em relag¢do a operagdo =).

Observacao 2.1. O inverso y do elemento x € G serd denotado por x .

Exemplo 2.1. O par (7, ), em que = é a opera¢io de subtragio usual de inteiros, nao é
grupo, pois ela nao é associativa, tal como o exemplo a sequir: (2 —5) —4 = -3 —4 =
—T7#1=2-1=2—-(5—-4),isto é, (2—5)—4#2—(5—4).

Exemplo 2.2. O conjunto G = {1,2,3,4,5} munido da operagio = de adi¢io de nimeros
inteiros + : G x G —> G, denotado por (G,+), nao é grupo, pois 2 e 5 pertencem a G,
mas2+5=7¢G.

Exemplo 2.3. Considere a operacao + definida na tabela de dupla entrada no conjunto
finito A =1{0,1,2}. O par (A, =) é um grupo.
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=0 1 2
0«x0=0 0+=1=1 0+x2=2

0]0 1 2
1+0=1 1+1=2 1+2=0

111 2 0
2+0=2 2:1=0 2x2=1

212 0 1

Definigao 2.2. Seja (G,*) um grupo, a € G e k = 1 natural. Definimos:

@ = e al = (a !
a = a a? = (at)?
a> = axa a™? (a™h)?
CL3 = q= a2 a74 _ (a71)4
ak = az= akfl afk _ (afl)k

Definigao 2.3. Seja (G, =) um grupo que tem a propriedade x+y = y=x para todo z,y € G.

Entao G é chamado grupo abeliano ou comutativo.

Exemplo 2.4. O par (My(R),*) em que = é a operagio de adi¢io de matrizes, € grupo
abeliano. Dadas as matrizes A, B € My(R), seque que A+ B = B« A.

ab?ef_a—i—eb—l—f_e—i—af—i—b_ef?ab
cd) \gn) \e+g d+h ) \g+ec htd) \g n) \c d

.

A B B A
Exemplo 2.5. O par (s — {0}, *), munido da operacio + : Q4 — {0} x Q — {0} —
a .

wo»

Q.+ —{0} dada pela operagio axb = 5 ¢ grupo, com sendo a operacao de multiplicagdo

usual no conjunto. Para facilitar, denotemos o produto usual a -b de dois elementos a,b

do conjunto por ab.
Solugdo. Verificaremos se as condigoes da defini¢ao 2.1 sao satisfeitas:

(i) Associatividade: (@ *b) *c =a= (b=c), Ya,b,ce Q; — {0}.

(asb)ec= (f)c:(i)czgzag’;):a@c) —ae(beo) (21)

(ii) Existéncia do elemento neutro: para todo elemento a € Q3 — {0}, existe um elemento
eeQy — {0} tal que a*e =e*a = a. Seja a € Q; —{0}:
Queremos mostrar a existéncia do elemento e € Q. — {0} tal qual ocorre:
ae ea ae

a*ez?z?ze*aza(:)?za(:)ae:2a(:)a-(e—2)20 (2.2)

Como a - (e —2) = 0 é equivalente a a = 0 ou e — 2 = 0, segue que o elemento neutro

existe e é igual a 2.
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(ili) Existéncia do elemento inverso: existe o elemento o’ € @, — {0} para todo elemento

a € Q. — {0} do grupo tal que a = a’ = a’ = a = 2. Seja a € Q, — {0}:

Queremos mostrar a existéncia do elemento a’ € Q, — {0} tal qual ocorre:

axd=—=-—=dsa=2<a-d =4 (2.3)

Q|

Como a - a’ =4 é equivalente a @’ = — (a # 0), segue que o inverso de a € Q, — {0}

existe e é igual a —.
a

Como as condigoes da defini¢ao 2.1 foram satisfeitas, segue que (Q — {0}, =) é

um grupo. Mostraremos agora que também é abeliano:

(iv) Comutatividade: a b =b=a, Ya,be Q. — {0}.
b b
a*bz%zgzb*a, Va,be Q, — {0} (2.4)

]

Propriedade 2.1. Seja (G, =) grupo abeliano e x,y € G. Para qualquer m inteiro, € vdlido

que (x = y)™ =™« y™.

Demonstracdo. Usando o Principio da Inducao Finita, primeiramente iremos justificar que

a propriedade 2.1 é valida para qualquer m inteiro positivo.

(i) Para m = 1, a propriedade ¢ valida, pois (z * y)' = z»y = 2’ * y";
(ii) Suponha a propriedade 2.1 seja valida para m — 1, isto é, (z +y)™ " ==z w YT

(iii) Verificaremos se a propriedade 2.1 é valida para m:

-1

(zxy)™ = pela defini¢ao 2.2)

™1 (pela Hipétese de Inducio)

pela comutatividade do grupo G)

(
(
(
(
m . .m—1 (
(
(
(

= ax(ysy™ Hea™ ! pela associatividade do grupo G)
= =y pela defini¢ao 2.2)
= y"ageg™ ! pela comutatividade do grupo G)
= y"ea™ pela defini¢ao 2.2)
= zmxy" pela defini¢ao 2.3)

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, (x = y)™ = 2™ « y™ é valida para
qualquer inteiro m. Para m inteiro negativo, utilizando a defini¢ao 2.2 e o fato ja provado

para m positivo, a demonstracao ¢ analoga. O
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Exemplo 2.6. O par (Q, —{0}, ), em que = € a operagiao de multiplica¢ao usual, é grupo

abeliano.

Exemplo 2.7. O par (B, =), em que B = {1,—1} e * € a operag¢io de multiplica¢io usual,

¢ grupo abeliano.

Propriedade 2.2. Sejam (G, +) um grupo e a € G. Para quaisquer inteiros m e n, sao

vdlidas: (i) a™ = a™ = a™*" € (ii) (a™)" = a™".

Demonstracao. Usando o Principio da Inducao Finita, primeiramente iremos justificar que

a propriedade 2.2 é valida para qualquer n inteiro positivo.

Propriedade (i):

(i) Paran = 1, vale a™ # a' = ™", pela definicio 2.2;

(ii) Suponha que a propriedade (i) seja valida para n — 1, isto é, a™ « "+ = o™+

(iii) Verifiquemos se a propriedade (i) é védlida para n:

a™«a" = a™x(a""'+a) (pela definicio 2.2)
a™ anfl) —

(
(pela associatividade do grupo G)
m+(n—1) a (
(

—~ Q

pela Hipétese de Indugao)

m+(n—1)+1 pela defini¢ao 2.2)

|
& & =

m+n

+

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, a™ = a" = a™™" é valida para m e

n inteiros positivos. Também, em outras situagdes em que m e n nao sao necessariamente

positivos, podemos usar o fato ja provado e a definicao 2.2 para justificar a validade.
Propriedade (ii):
(i) Paran = 1, vale (a™)' = a™, pela definicio 2.2;
(ii) Suponha que a propriedade (ii) seja valida para n — 1, isto é, (a™)"~" = o™=,
(iii) Verifiquemos se a propriedade (ii) é valida para n:

(a™™ = a™+(a™)"' (pela definicio 2.2)

a™xa™ ™Y (pela Hipétese de Indugao)
gmtm(n=1) (pela propriedade (i) j4 demonstrada)
— am+m~n—m

Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, a propriedade (a™)" = ™" é valida
para qualquer n inteiro positivo. Nas situagoes em que m e n nao sao necessariamente

positivos podemos usar o fato ja provado e a definicdo 2.2 para justificar a validade. [
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Propriedade 2.3. O elemento neutro de um grupo G munido da operacao = € unico.

Demonstracao. Hipoteticamente, suponha por absurdo que o elemento neutro e € GG nao

seja Unico, isto ¢, exista também um segundo elemento neutro e’ € G (e # €'). Entao:

e = exe (¢ éelemento neutro do grupo G)
= ¢ (e é elemento neutro do grupo G)
Portanto, o elemento neutro do grupo G munido da operacao = é tnico. O

Propriedade 2.4. O inverso de um elemento de um grupo G munido da operacao = é

unico.

Demonstracao. Hipoteticamente, suponha por absurdo que o inverso y € G' de um elemento
x € G nao seja tinico, isto é, exista também um segundo elemento inverso 3’ € G (y # v/).

Entao temos:

y = y=e (pela defini¢ao 2.1)
= y=(x=+y') (pela defini¢do 2.1)
= (y=x)=y (pela associatividade em G)
ey (pela definigao 2.1)
=y (pela definigao 2.1)
Portanto, o elemento inverso do grupo G munido da operagao * é tinico. O

Teorema 2.1. Se o par (G,*) é um grupo e a e b sao quaisquer dois elementos de G,
existe um unico elemento c € G tal que a = c = b e existe um unico elemento d € G tal que
d+a=D0.

Demonstragio. Seja c =a~'+b. Entdo, axc=ax*(a"' +b) = (a*a ')+b=e+b=0b, em
que e é o elemento neutro do grupo G. Isto mostra que existe pelo menos uma solucao.

Por outro lado, se a+c=0be a+c = b, temos:

c=erc=(a"t*a)rc=alts(arc)=atsb=ats(axd)=(atxa)s =esc =

Como ¢ = ¢, segue que a equacao a * ¢ = b tem solucao tnica. Notemos que
temos essencialmente multiplicado a # ¢ = b e a* ¢ = b & esquerda por a~'. Analogamente,

existe um unico elemento d € G tal que d * a = b tem solugao Unica. O
Corolério 2.1. Sejam (G, ) um grupo e a,b,c € G. E vdlido que

seaxb=axcoub+a=c+a, entdob=—c

Demonstracao. Esta é a assercao de unicidade do teorema 2.1. O
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Exemplo 2.8. O par (7, +) com a operagio » : 7. x 7 —> 7, dada por a b = a® - b ndo é
grupo, pois a operagdo * ndo é associativa. Vejamos: (a+b)+c = (a®-b)+c= (a*-b)*-c =

(@®)?-bv?-c=(a®)?-(b?-c)=(a®)* - (b+c)=a’+(b+c) #ax (b=c).
Exemplo 2.9. No conjunto 7. munido da operacao = definida por

¥ L XY —> 7
(a,b) — a+b+2

temos que o par (Z,+) € grupo.
Solugdao. Verifiquemos se as condig¢oes da definicao 2.1 sao satisfeitas:

(i) Associatividade: (a*b)*c = (a+b+2)*c=(a+b+2)+c+2=a+b+2+c+2=
a+b+2+c)+2=a+b+c+2)+2=axb+c+2)=a=(b=c).

(ii) Existéncia do elemento neutro: para todo elemento a € Z, existe um elemento e € Z

talqueare =e+a=a. Sejaae Z:
are=a+e+2=e+a+2=exa=a<se+2=0

Como e + 2 = 0 é equivalente a e = —2, segue que o elemento neutro existe e é igual
a —2.

(iii) Existéncia do elemento inverso: existe o elemento o’ € Z para todo a € Z tal que

axa =a +a=-2. Sejaac:

ard =a+d +2=d+a+2=dra=-2<a+d+2=-2

Como a + a’ + 2 = —2 é equivalente a ' = —4 — a, segue que o inverso do elemento

a€e? éoelemento a = —4 —a.

Portanto, como as condigoes da definicao 2.1 sao satisfeitas, segue que o par
Z.,+) € grupo. [
g

Teorema 2.2. Dado um grupo (G, +), é vdlido que (a+b)™" = b~ +a™' para todos os

elementos a,b e G.

Demonstragio. Sejam a,b € G. Pela defini¢do 2.1, tem-se que (a = b) € G. Como G é
grupo, existe o inverso de todo elemento (a * b) € G, denotado por (a = b) ' tal que
(a«b)*(a+b) ' =(axb) '+(axb) =e, em que ee G éo elemento neutro. Além disto,
b~! e a™! sdo elementos de G, o que resulta que (b~ +a™') € G.

Entdo, temos: (a#b)+ (b '+a ') = ax(b«b xa ' =arexa ' = (are)ra =

axa”t=e, isto é, (b~  +a”') é o inverso de (a * b). De modo andlogo pode ser verificado
também que o produto (a = b)™' « (a * b) = e. Pela propriedade 2.4, concluimos que
(axb) '=b"twal. ]
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Exemplo 2.10. O par (N, +) com a operagio + : N x N — N dada por a « b = a’ ndo
¢ grupo, pois a associatividade ndo € valida. Por exemplo: 1,2,3 € N, mas (2= 1) = 3 =

2143=243=2"=82£2=2"=2+1=24(1%) =2+ (1+3).

Exemplo 2.11. O par (R,+) com a operacio * : R x R — R dada por a +b = a + b*
ndo ¢ grupo. Por evemplo: 1,2,3€ R, mas 1+ (2+3) =1+ (2+3%) =1+ (11) =1+ 11> =
122#14=5+3"=5+3=(1+2%)+3=(1+2)+3.

Definig¢ao 2.4. Seja G um grupo e a € G. A ordem (ou periodo) de a é o menor inteiro

positivo n tal que a” = e. Se ndo existe tal inteiro, dizemos que a tem ordem infinita.

Definicao 2.5. O numero de elementos de um grupo G serd chamado de ordem de
G e denotado por | G |. O grupo G é denominado finito ou infinito se sua ordem é,

respectivamente, finita ou infinita.

Definicao 2.6. Dizemos que G € um grupo ciclico se existe um elemento a € G tal que
G ={da"|ieZ)} e escrevemos G =< a >. Todo elemento a € G que satisfaz esta condi¢do

é denominado elemento gerador do grupo ciclico G.

Definigao 2.7. Seja G =< a > um grupo ciclico. Se existe um menor inteiro positivo
n tal que a" = e, dizemos que G € um grupo ciclico finito de ordem n. Caso contrdrio,

dizemos que G é um grupo ciclico infinito.

Exemplo 2.12. Sejam A = {1,i,—1,—1i} e o par (A, =) em que = € a operagio de multi-
plicagao nos nimeros complexos. O par (A, =) é grupo ciclico de ordem 4 pela defini¢io
2.5 e como todos os elementos do conjunto A podem ser escritos como poténcias de i € A,

seque que i ¢ elemento gerador do grupo A pela defini¢io 2.6.

2.2 Subgrupos

Definigao 2.8. Seja (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H
¢ um subgrupo de G se H for ele proprio um grupo com a mesma operacao de G. Denota-se

que H € subgrupo de G por H < G.

Propriedade 2.5. Seja (G, =) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

(a) H é um subgrupo de G

(b) Valem: (i) e € H, (ii) axb e H para quaisquer dois elementos a,be H e (ii) a™* € H

para qualquer elemento a € H;
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(c) H# & eaxb ' e H para quaisquer dois elementos a,be H.

Demonstracao. Serao feitas as demonstragoes das seguintes implicagoes:

(a) = (b): decorre da defini¢ao 2.1 e das propriedades 2.3 e 2.4;

e (b) = (a): pelas definigoes 2.1 e 2.8, H é subgrupo de G;

e (b) = (c): por (i), como e € H, segue que H # . De (iii), como b é elemento de H,
segue que b ' € H. Pela condicdo (ii) conclui-se que a «b ' € H;
e (¢) = (b): se H # (J, existe a € H. Portanto, e = a+*a* € H. Se a € H,

e H e, finalmente, se a,b € H, temos que a, b ' € H e

segue que al=exa
axb=uax(b")""e H (pelo lema 2.1 a seguir), o que completa a demonstracio da

propriedade 2.5.

Lema 2.1. Se G é um grupo, entdo para todo a € G, (a™ ') ' = a.

Demonstragio. Sejam o par (G, *) um grupo munido da operacao = e a € G. Pela definigao

'—alsa=e, em que ee G éo elemento neutro de G. Como

2.1, a'eGtal que axa
todo elemento do grupo possui inverso, se a~! € G, entdo (a™')™ € G e, novamente pela

definicao 2.1, temos que
(s t=e=asal=a"+a (2.5)
Pelo corolrio 2.1, segue da relacdo 2.5 que (a™)™! = a, para todo elemento a € G. [

Observacao 2.2. Note que na demonstragdo da propriedade 2.5 bastaria termos provado

que (a) = (b) = (¢) = (a).

Exemplo 2.13. O par (7Z,+), em que *; é a opera¢ao de adi¢io usual nos inteiros, é
subgrupo do grupo (Q, *2), em que =9 é a operagio de adi¢io usual nos racionais. Este, por

sua vez, € subgrupo do grupo (R, *3), em que 3 € a operac¢io de adi¢io usual nos reais.

Exemplo 2.14. Sejam (Hy,*) e (Hs, =) dois subgrupos do grupo abeliano (G,=). De-
notemos por L o conjunto L = {a=b | a € Hy ebe Hy}. O par (L,*) é subgrupo de
(G, ).

Solugdo. Para mostrar que L é subgrupo de (G, =), devemos verificar a validade de alguma
das condigoes da propriedade 2.5. Como H; e Hy sao subconjuntos nao vazios de G,

existem a € Hy e b€ Hy, assim temos que a = b € L, ou seja, L # J. Sejam a,b e L:

ae L= dxrye H ey, € Hy tal que a = x1 =,
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be L= dxo,e Hy ey, e Hy tal que b = 9 =

(i) axb = (z1xy1) = (222 y2) = T1x (Yr#22) xyo = T # (T22y1) *yo = (w1 * T2) * (Y1 * y2) € L
—_— e\ —
eH, €H>
(i)a = (ry+y) =y ' va; =2, »y; ' € L, Yae L, ou seja, todo elemento a € L

tem inverso.
Portanto, pela defini¢ao 2.8, (L, =) é subgrupo do grupo abeliano (G, *). O

Exemplo 2.15. O par (nZ,=), em que nZ ={n-k|keZ enecZ} e = é a operagio de

multiplica¢do usual nos inteiros, € um subgrupo do grupo (G, *).

Exemplo 2.16. Sejam Hy e Hy subgrupos de um grupo (G, +). Tem-se que Hy n Hy é um
subgrupo de G.

Solucao. Identifiquemos inicialmente a hipotese e a tese:

e Hipodtese: H, e Hy sao subgrupos de um grupo G munido da operagao =.

e Tese: H; n H, é subgrupo de G munido da operagao .

Pela propriedade 2.5, inicialmente devemos mostrar que H; n Hy # (. Sejam ey € H; e
e € Hy os elementos neutros de Hy e Hy. Como a propriedade 2.3 garante a unicidade do

elemento neutro do grupo (G, =), segue que e = e; = e3, logo:

eeH1eeEH2:>eEH1r\H2:>HlmHQ7é@

(i) Sejam hq, hy € Hy n Hy. Por consequéncia, hy, hy € Hy € hy, hy € Hy. Como H; e H,
sdo subgrupos de G com relagdo a operagao * e, pela condigao (b) da propriedade

2.5, segue que hy = hg € Hy e hy * hg € Hs, logo, hy * hg € Hy n Hs.

(ii) Seja h € Hy n Hy. Por consequéncia, h € Hy e h € Hy. Como H; e Hy sdo subgrupos
de G e todo elemento pertencente a um subgrupo possui inverso, temos que A~

pertence a Hy e a Hy, o que resulta que h™ ' € Hy n H,.

Exemplo 2.17. A unidgo Hy U Hy de dois subgrupos Hy e Hy de um grupo (G, =) nao é,

necessariamente, subgrupo de G.

Solugdo. Seja o par (Z, ) um grupo em que * é a operacgao de adi¢do usual nos inteiros.
Sejam H; o conjunto dos ntimeros que sao multiplos inteiros de 3 e Hy o conjunto dos
multiplos inteiros de 5. Da defini¢ao 1.6 (pagina 25), tem-se que H; v Hy é o conjunto dos

numeros inteiros que sao multiplos de 3, de 5 ou de ambos. Para que H; U Hs com a operacao
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« seja subgrupo de (7Z, =), é necessario que a condigao (ii) do item (b) da propriedade 2.5

seja satisfeita, o que nao é verdade, pois 3€ Hyebe Hy, mas3+5=8¢ Hiu Hy,. [

Exemplo 2.18. O par (R, =) em que = € a operagio de multiplicagio de matrizes e R é o
cos(f) sen(h)
—sen(f) cos()
O par (R, *) € subgrupo do grupo (GLo(R),*), denominado grupo das matrizes invertiveis

conjunto das matrizes quadradas de ordem 2 e da forma

), com 6 € R.

de ordem 2 com coeficientes reais.

Solugdo. Seja R o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2 e invertiveis com coeficientes
reais. Para mostrar que (R, =) é subgrupo de (GLy(R), *), verificaremos que as condigdes
do item (b) da propriedade 2.5 sdo satisfeitas. Quando necessério, para facilitar a escrita,

denotaremos o produto x -y por zy, sendo x e y nimeros reais. Sejam «, 5 € R :

, _ cos(0)  sen(0) 10

i) R # ¢, pois se a = 0 € R, segue que e I, = = eR
() 2 sied ? < —sen(0) cos(0) 0 1
(ii) Dadas as matrizes A, B € R, verifiquemos se A = B € R:

A= ( cos(a) - sen(a) > e B = < cos(B) - sen(B) ) (2.6)
—sen(a) cos(a) —sen(f) cos(f)

Como = é a operacao de multiplicacao de matrizes, calculemos A = B:

—sen(a) cos(f) — cos(a) sen(f) —sen(a) sen() + cos(a) cos(f)

AeB ( cos(a+ ) sen(a + [3) ) e P (2.8)
—sen(a + ) cos(a + B)

AeB o < cos(a) cos(f) —sen(a) sen()  cos(a) sen(f) + sen(a) cos(p) > (27)

(iii) Existéncia do elemento neutro: verifiquemos se para qualquer matriz A € R, existe a
matriz B € R tal que A+ B= B+ A = A. Seja B € R a matriz definida abaixo:

( cos(a) sen(a)>*<1 0> :< cos(a) sen(a)) VaeR
A —sen(a) cos(a) ; 0 1 R —sen(a) cos(a) /7

"
n'g g v~

=A =B =A

Analogamente, podemos verificar também que B * A = A para qualquer matriz

A e R. A matriz B é chamada de matriz identidade de ordem 2 e denotada por Is.

(iv) Existéncia do elemento inverso: verifiquemos a existéncia da matriz A~ € R, denotada
inversa da matriz A e R tal que A+ A~ = A1+ A = [,. Dada uma matriz A € R
como a apresentada no passo (2.6), como o det(A) = cos?’(a) + sen’*(a) = 1 # 0,
entdo a matriz A é invertivel, isto é, admite inversa e satisfaz a condigao (iii) do

item (b) da propriedade 2.5.
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Portanto, o par (R, *) em que * é a operagao de multiplicacdo de matrizes é
subgrupo do grupo (GLs(RR), *). O

2.3  Isomorfismos e Homomorfismos

Sejam (GG7 e Gy conjuntos nao vazios nos quais estao definidas as operacoes

entre pares denotadas por:

*ZG1XG1—> G1 OIGQXG2—> G2

(z,y) = zxy (z,y) = zoy

Vimos que os pares (G, *) e (Gg,0) sdo grupos se as condigdes da defini¢ao 2.1 (pagina

40) sao satisfeitas.

Definigao 2.9. Sejam (G1,+) e (Gg,0) grupos. Estes grupos sio isomorfos se:

(i) Pode ser definida uma aplica¢io bijetiva ¢ de Gy sobre Go tal que

(7i) p(a=b) = p(a) o p(b) para todo a,be G;.

Se G; e G5 sao grupos isomorfos, denotamos G; = G5. Uma aplicacao ¢ :

G1 — G4 ¢é chamada de isomorfismo se valem (i) e (i7).
Exemplo 2.19. Sejam os pares (Z,+) e (27, 0) grupos com as operagoes

x . XY — 7 o : 22 x24 — 27
€
(a,b) — a+b (c,d) +— c+d

Dada a aplicagio ¢ : 7 — 27, definida por p(x) = 2z, temos que Z e 27, sao isomorfos.

Solugdo. Denotamos por 27 o conjunto de todos os inteiros pares. Os dois grupos (Z, =) e
(27, 0) sao isomorfos, pois pode ser definida uma aplicagdo (ou correspondéncia) bijetiva
¢ 1 7. — 27 dada por p(z) = 2z em que x € Z e que satisfaca as condigoes (i) e (i) da
definicao 2.9:

(i) A aplicacdo ¢(x) = 2 - x é bijetiva, pois é injetiva e sobrejetiva;

(ii) Para quaisquer a, b € Z, temos:

plaxb) =2-(axb)=2-(a+b)=2a+2b=p(a)op) (2.9)

Portanto, Z = 27. O
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Exemplo 2.20. Sejam (R, =) e (R,0) dois grupos com as sequintes operagoes:

*0 R+XR+ I R+ o RXR I R
e
(a,b) +——> a-b (c,d) — c+d

Dada a aplicagio ¢ : Ry, — R definida por p(x) = log(x), temos que R, e R sdo

isomorfos.

Solugdo. Os dois grupos (R, ) e (R, o) com as operagdes * e o sdo isomorfos, pois pode
ser definida uma aplicagdo bijetiva ¢ : R, — R dada por ¢(x) = log(x) que satisfaz as

condigoes (i) e (i7) da defini¢ao 2.9:

(i) A aplicacao ¢(x) = log(z) ¢é bijetiva, pois ¢ injetiva e sobrejetiva,

(ii) Sejam quaisquer a,b € R:
p(a = b) = log(a = b) = log(a-b) = log(a) + log(b) = p(a) © (b) (2.10)

Portanto, Ry = R. O]
Exemplo 2.21. Sejam (R, =) e (Ry,0) dois grupos com as sequintes operagoes:

+ : RxR — R o: Ry xR, — R,
e
(a,b) —— a+1b (c,d) +— c-d

A aplicacio ¢ : R — R, definida por ¢(x) = 2° ' ndo é isomorfismo, embora no exemplo
2.20 foi mostrado que R e Ry sao isomorfos pela aplicacio ¢ : R, — R dada por

p(x) = log(z).

Solugdo. A aplicagao ¢ : R — R, dada por ¢(x) = 2*! ¢ bijetiva, mas nao é isomorfismo,

porque (1) =1e p(2) =2, ja
p(1+2)=p(1+2)=p3)=2>1=22=4#2=1-2=p(1)0p(2) (2.11)

O

Segundo Dean (1974, p. 56), o conceito de isomorfismo foi apresentado para
responder a seguinte questao: “Quando grupos diferentes sao intrinsecamente os mesmos?”.
O primeiro pré-requisito era que houvesse uma aplicagido (ou correspondéncia) bijetiva
entre os dois grupos apresentados. A segunda condi¢ao era a preservacao da operagao de
grupo. Quando a segunda condicao é preservada, parte da estrutura de grupo também
sera preservada. Apresentaremos a seguir o conceito de homomorfismo de grupos que é o

caso em que esta condicao é preservada, mas a correspondéncia deixa de ser bijetiva.



Capitulo 2. Grupos 52

Definigao 2.10. Sejam (Gy, *) e (Ga,0) grupos. Uma aplica¢io ¢ de Gy em Gy, denotada
por ¢ : Gy —> Ga, é chamada de homomorfismo de G1 em G (ou de Gy sobre Gy) se ¢

¢ uma aplicacao sobrejetiva e

p(a+b) = p(a) o p(b) (2.12)
para todos os pares (a,b) de Gi x Gj.

Observagao 2.3. Conforme Dean (1974, p. 57), isto significa que se a imagem de a sob
v € p(a) e a imagem de b é p(b), entdo a imagem de (a = b) é p(a) o p(b). Esta condi¢io
serd chamada a condi¢io de homomorfismo. A imagem de ¢ € denotada por p(G1) e
chamada homomorfa de G sob p. Observe que um isomorfismo é um caso especial de um

homomorfismo.

Exemplo 2.22. Sejam (Z,*) e (G,0) grupos com as sequintes operagoes em que G =

{1,-1}:
v 1 Lx¥l — 7 o: GxG — @

e
(a,b) — a+b (c,d) —— c-d

1, se n € par
’ é homomorfismo de

Temos que ¢ : 7. —> G dada por p(n) = { .
-1, se n € impar

grupos.

Solugdo. A aplicacao entre os grupos (Z, =) e (G, 0) é um exemplo de homomorfismo, pois
as condigoes da definicao 2.10 sao satisfeitas, ou seja, a aplicacao ¢ é sobrejetiva e, dados
n, m € 4, temos quatro casos possiveis:
(i) n e msdo pares: p(n+=m) =pn+m)=1=1-1=¢(n)oep(m);
(ii) n e m sdo impares: p(n+m) =p(n+m) =1= (—1)-(=1) = p(n) o p(m);
(ili) n é par e m é impar: p(n+*m) = p(n+m)=—-1=1-(=1) = p(n) o p(m);

(iv) n é impar e m é par: p(n+m) = @(n+m) = —1=(—1)-1 = p(n) o p(m).

Portanto, a aplicagdo ¢ ¢ um homomorfismo de Z em G. O

Exemplo 2.23. Sejam (R, =) e (Ry,0) grupos com as sequintes operagoes em que G =

{17_1}:
+ : RxR — R o: Ry xR, — R,

(a,b) > a+1b ‘ (c,d) +— c-d

Temos que ¢ : R —> Ry dada por o(x) = 2% é homomorfismo de grupos.
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Solugdo. A aplicacdo ¢ : R — R, dada por ¢(z) = 2% em que z € R é um exemplo
de homomorfismo do grupo (R, *) em (R4, o), pois as condigoes da definigao 2.10 sao

satisfeitas, ou seja, ¢ é sobrejetiva e

olaxb) =pla+b) = 20+ — 90 . 9b — @(a) o p(b) (2.13)

Portanto, a aplicagdo ¢ é um homomorfismo de R em R . O
Exemplo 2.24. Sejam (M3(R), ) e (R,0) grupos com as sequintes operagoes:
* 0 MQ(R) X MQ(R) — MQ(R) o: RxR — R
e
(A, B) — A+ B (x,y) — z+y

b
Dada a aplicagio ¢ : My(R) — R definida por ¢ ( ¢ J > =a+d , temos que My(R)
c
e R sdo isomorfos.
Solugao. A aplicagdo ¢ definida a seguir é um exemplo de homomorfismo do grupo

(M3(R), *) em (R, o), pois as condigoes da definicao 2.10 sdo satisfeitas, ou seja, ¢ é

sobrejetiva e

ap+ay by +0b
p(AsB) = p(A+B) = (| 7 T ) = (ar+as) + (di +dz) = p(A)op(B)
c1+co dy+ds ~ ~- ~
:(a1+d1)+(a2+d2)

b b
em que A, B € My(R) dadas por A = M) ep=| "7
ca dq c2 dy

Portanto, a aplica¢do ¢ é um homomorfismo de M,(R) em R. [

Embora no estudo de Grupos o desenvolvimento dos conceitos tedricos de
homomorfismo continue, os principais conceitos necessarios para o desenvolvimento das
atividades propostas na Educacao Basica foram trabalhados até o momento. A continuagao
deste assunto e que serviu de referéncia para este estudo pode ser encontrada nas obras
“Elementos de Algebra Abstrata” de Richard A. Dean, “Tépicos de Algebra” de I. Herstein
e “Introducéo & Algebra” de Adilson Goncalves.
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3 Aprendizagem Baseada em Problemas

Neste capitulo, discutiremos o que é a Aprendizagem Baseada em Problemas,
como formular uma situagao problema e como identificar um problema relevante. Também
serao sugeridos problemas olimpicos e estratégias de ensino que podem auxiliar os alunos

no desenvolvimento dos raciocinios logico, indutivo e dedutivo.

3.1 Nocao de competéncia

No ensino basico, especialmente na Matematica, é comum que os alunos sejam
apresentados a contetidos que sao trabalhados na seguinte ordem: comega-se com uma
visao geral, como, por exemplo, possiveis aplicagoes do conceito tedrico, a motivacao
historica ou exemplos numéricos que visam a estabelecer um didlogo com o estudante;
em seguida, introduz-se o conceito teérico (algumas vezes se omitem as demonstragoes
formais) e é realizada uma série de exercicios de fixagao para verificar se o aluno entendeu

o conceito estudado.

E interessante questionar se esse modelo linear de ensino gera distorcoes na
aprendizagem ou se possibilita que dividas como “Onde vou usar isso na minha vida?”
ou “Pra qué estou estudando isso?” se manifestem. Tais dividas sao bastante relevantes
se compreendermos que ha um contexto por tras delas: é possivel que os alunos que
as formulam nao tenham compreendido a relevancia do conhecimento tedrico estudado
enquanto objeto de construgdo humana e histérica. Essa auséncia de significagao gera
distorgoes e, por consequéncia, banaliza o estudo de uma ciéncia, transformando-o em

simples memorizacao de métodos de resolucao praticos.

Mesmo sem romper com essa linearidade no ensino de Matematica, é importante
sugerir outras metodologias que possam contribuir e complementar os modelos jé existentes
para que os alunos aprendam de maneira mais préoxima, significativa e interiorizada nos
seus projetos de vida. Vale destacar que héa diferentes estratégias que podem ser utilizadas
pelo professor de Matemaética na sala de aula e que cabe a ele compreendé-las e situa-las a

fim de possibilitar o prosseguimento dos estudos aliado ao desenvolvimento do aluno.

Uma metodologia ¢ a Aprendizagem Baseada em Problemas ou Projetos. Nela,
primeiramente, é apresentado um problema que, em si, os alunos nao sabem resolver pelo
fato de nao terem trabalhado com os conhecimentos tedricos necessarios. A partir dele,
levantam-se hipdteses que serdo discutidas, trabalhadas e testadas a fim de soluciona-lo.
Para uma compreensao mais adequada, é necessério esclarecer o significado de problema

em Matematica e definir a nocao de competéncia.
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Quando nos deparamos com uma situacao e precisamos resolvé-la, devemos por
em agao varios recursos cognitivos, entre eles os conhecimentos que sao aprendidos histori-
camente. De acordo com Perrenoud (1999, p. 7), o esfor¢o a fim de realizar determinada
tarefa chama-se sinergia. Quase toda acdo demanda conhecimentos, as vezes superficiais,
outras vezes aprofundados, vindos da experiéncia pessoal, do senso comum, da cultura

partilhada ou do préprio conhecimento cientifico e tecnolégico.

Conforme Perrenoud (1999, p. 7), embora admita multiplos significados, a
competéncia ¢ “uma capacidade de agir eficazmente em um determinado tipo de situacao,
apoiada em conhecimento, mas sem limitar-se a eles”. No processo de ensino, competéncia
e o conhecimento se complementam, uma vez que apenas a apropriagdo dos conhecimentos
por parte do sujeito ndo permite sua mobilizacao em situacoes de acao. Por exemplo: um
médico precisa ter conhecimento sobre processos clinicos que vao além da memorizacao
simplista ou de lembrancas de teorias correlatas, pois, ao enfrentar uma situagao problema,
¢é exigido dele fazer relagoes, interpretacoes, interpolagoes, inferéncias, invencoes e por
em pratica muitas a¢des que exigem conhecimentos profundos, dos quais se destaca a

habilidade de construir uma hipotese e verifica-la.

Em Matematica, em especial nas olimpiadas, os alunos sao estimulados a
formular hipdteses, experimenta-las, testa-las, abstrair ideias e refletir sobre as iniimeras

duvidas que podem ser formuladas e solucionadas ao longo de um problema.

A nocao de competéncia que pretendemos abordar aqui compreende-se como
a tomada de decisoes, mobilizagao de recursos, construgao, coordenagao, aplicacao de
esquemas, tomada de consciéncia e atualizacao de hébitos e conhecimentos previstos como
situacao-problema. Todas elas capacidades que os alunos precisam desenvolver na sua
vida cotidiana escolar, de modo que trabalhar com problemas olimpicos é uma ferramenta

importante para o desenvolvimento das competéncias e do proprio conhecimento.

Um exemplo interessante é a diferenca entre um campeao de xadrez e um
computador. Este pode armazenar em sua meméria um grande nimero de jogos, agoes,
combinacoes, situagoes claras de jogo e jogadas eficazes, que se tornam dificeis de serem
vencidas em situagoes classicas, ou seja, repertoriadas. Ja o campeao de xadrez, em uma
situacao inédita, pode utilizar-se da capacidade de reconhecer e adentrar uma situagao
inédita e nao prevista pelo computador. Ao aliar seus conhecimentos do jogo com a
competéncia de mobilizar agoes a fim de atingir o que se projeta, o jogador consegue

superar o conhecimento analdgico da maquina.

Essa capacidade de articulacao em situacoes que exigem uma mudanca de
postura e a tomada de ac¢oes é bastante vivenciada quando os alunos sao perturbados com

certos questionamentos nos problemas de Matemaética a eles apresentados.
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3.2 Compreensao de situacoes-problema

Problematizar, muitas vezes, pode ser entendido como fazer com que o que
estamos trabalhando se torne algo problematico, isto é, complicado ou dificil de executar.
Lidamos cotidianamente com problemas diversos, sejam eles nossos relacionamentos,
trabalho ou questoes de ordem social e politica. Se nos retermos ao campo cientifico, sera

que problematizar é equivalente a tornar algo mais problemético?

Essa leitura no ambito educacional gera distor¢oes, pois alimenta o esteredtipo
de que a Matematica é dificil de ser estudada por lidar somente com problemas dificeis.
E importante que o professor esclareca e mostre com seriedade (e sinceridade) que ha
problemas matemaéticos cujas solugdes nao sao triviais e, por consequéncia, muitas vezes
sao considerados dificeis de serem solucionados, mas que nao significa que serdao objetos
de estudo no ensino basico ou que todo problema matematico nao seja possivel de ser

resolvido.

A proposta de problematizar no ensino basico é apresentar uma situagao para
o aluno que gere significado, seja clara, objetiva e que proporcione a ele um momento rico
de aprendizagem, despertando assim sua curiosidade para aprender cada vez mais. Lidar

com problemas nem sempre é facil, pratico ou rapido de executar.

A partir dessa interpretagao, problematizar é também escolha e formulagao
adequada de problemas que permitem a introducao de um novo conhecimento para o aluno.
Representa, portanto, um processo em que tanto o aluno quanto o professor aprendem
juntos promovendo a discussao em sala de aula, com a finalidade de localizar possiveis
contradigoes e até limitacoes apresentadas. Por fim, significa produzir atividades que por si
préprias nao se resumem somente ao momento da resolucao, uma vez que a conceituacao
tedrica ainda nao foi desenvolvida. Sao problemas que buscam despertar a curiosidade nos

alunos e o conhecimento, conforme coloca Delizoicov (2001):

S&o (...) problemas que devem ter o potencial de gerar no aluno a ne-
cessidade de apropriacdo do conhecimento que ele ainda nao tem e que
ainda néo foi apresentado pelo professor. E preciso que o problema formu-
lado tenha uma significacdo para o estudante, de modo a conscientiza-lo
de que a sua solucdo exige um conhecimento que, para ele, é inédito.
(DELIZOICOV, 2001, p. 6).

3.2.1 Aprendizagem Baseada em Problemas

Abaixo destacamos alguns problemas de Matematica (e também olimpicos) que
podem ser apresentados aos alunos do ensino fundamental como estratégia para despertar
o interesse deles na aprendizagem e, por consequéncia, para que aprendam o conceitos
tedricos necessarios para soluciona-los. O problema a seguir pode ser consultdo em Oliveira

(2010, p. 17).
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Problema 3.1. Sabendo que em cada jogada o movimento do cavalo consiste em se deslocar
duas casas na horizontal e uma na vertical ou duas na vertical e uma na horizontal, decidir
se € possivel sair da configuracio apresentada no tabuleiro (a) e chegar a configuragio
apresentada no tabuleiro (b) sem que em algum momento existam dois cavalos na mesma

casa.

AN EANIEA alll|l2|3

A A A N 7|89
@) (b) (©

Figura 4 — Movimentos dos cavalos no tabuleiro

Comentarios: Nesse problema é importante que o professor dé tempo para o aluno brincar,
experimentar e sentir se é possivel ou nao movimentar os cavalos até os tornar alternados.
O obstaculo esta em enxergar o problema de outro angulo, alterando sua representagao.
Primeiro enumeramos cada casa do tabuleiro por niimeros naturais de 1 a 9 (figura 3.1
(c)) e associamos o tabuleiro (figura 3.1 (a)) com o conjunto de 9 pontos (figura 3.1 (c)).
Consoante Oliveira (2010), se for possivel partir de uma casa i e chegar a casa j com
apenas um movimento do cavalo, colocaremos um segmento (representagao) ligando os
dois pontos. Por exemplo: o niimero 1 esta ligado ao 6 e ao 8, pois ¢é possivel sair da casa 1
e chegar a casa 6 ou 8 com apenas um movimento. Se analisarmos todos os segmentos que

podem ser obtidos, teremos a representacao grafica a seguir.

2 9 2 ;‘
TN »17,/'”’\r
| | |
I N N
1 8 (21 8

Figura 5 — Movimentos dos cavalos

Observe que no tabuleiro ha um cavalo preto na casa 7 e outro na 9. Também
h& um cavalo branco na casa 1 e outro na 3. Portanto, como os segmentos representam
os possiveis caminhos que podem ser percorridos pelos cavalos saindo da casa i até a j,
concluimos que nao podemos trocar a posicao dos cavalos branco e preto sem que, em

algum momento, eles ocupem a mesma casa. ]
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O problema a seguir faz parte da prova da Primeira Fase da Olimpiada Paulista
de Matematica (OPM) de 2015 realizada com os alunos do Nivel Alfa, ou seja, uma tnica

prova para os alunos que cursavam na época o sexto ou sétimo ano do Ensino Fundamental.

Problema 3.2. Os testes de divisibilidade sao muito importantes para verificar se nimeros
(geralmente grandes) sao divisiveis por outros nimeros sem efetuar a divisao. O Método
de Zbikowski serve para testar se certo niumero € divisivel por um numero p que possui
digito das unidades igual a 1,3,7 ou 9. O primeiro passo € multiplicar p por 1,7,3 ou 9,
respectivamente, de modo que o resultado seja um niumero com digito das unidades 1, ou
seja, que pode ser escrito na forma 10 -k + 1. Por ezemplo, consideremos p = 37. FEsse
numero possui digito das unidades igual a 7 e, portanto, vamos multiplici-lo por 3. Temos

entao como resultado 111 = 10-11 4+ 1, ou seja, k = 11.

Sejan =10-a+ b o numero que queremos verificar se € multiplo de p. Pode-se
concluir que p divide 10 - a + b se, e somente se, p divide a — k - b. Com isso, podemos
trocar o numero n por um numero cada vez menor, até que mentalmente possamos realizar
a divisao. Por exemplo, para verificar se 2035 € divisivel por 37, sem realizar a divisao,

lembrando que ja obtivemos k = 11, temos:

e 2035 =10-203 + 5 € divisivel por 37 < 203 — 11 - 5 = 148 € divisivel por 37. Nesse
caso, a =203 eb = 5.

e 148 =10- 14 + 8 € divisivel por 37T < 14 — 11 - 8 = =74 ¢é divisivel por 37.

Desse modo, sequimos o0s passos 2035 = 148 = —74 e, como —74 = 37 - (—2)
¢ multiplo de 37, entao 2035 € divisivel por 37. Observe que se, apos 0s passos, tivéssemos
um numero que ndo fosse multiplo de 37, entdo o niumero que comegou o processo nao

seria divisivel por 37.

Item (a): Usando o método de Zbikowski, verifique se o nimero 22423 é divisivel por
17. Lembre-se de expressar na sua resposta cada um dos numeros intermediarios usados
e o numero final de dois digitos, possivelmente negativo, que é ou nao divisivel por 17.
Em alguns casos, a multiplicacao por k se torna trabalhosa. Uma opgao € usar o nimero
a+ (p—k)-b no lugar do nimero a — k - b. Entdo, quando k < p — k, utiliza-se o nimero

a—Fk-be, quando k > p — k, utiliza-se a + (p — k) - b.

Item (b): Para p = 23 verifique qual dos nimeros k ou p — k é menor. Usando o método
de Zbikowski, verifique se o niumero 31721 € divisivel por 23. Novamente, lembre-se de

expressar na sua resposta cada um dos niumeros intermedidrios.

Item (c): Usando o método de Zbikowski, verifique se 19 e 41 sdo divisores do ni-
mero 155059. Novamente, lembre-se de expressar na sua resposta cada um dos niumeros

ntermedidrios.
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Conforme escreve Perrenoud (1999, p. 59), é interessante também que o professor
questione seus alunos sobre detalhes que passam despercebidos no momento da aula sem
perder a clareza e a objetividade no contetido estudado. Por exemplo: ao abordar o niimero
de intersecoes entre duas retas no plano, o professor pode propor aos seus alunos uma
atividade investigativa a fim de compreender qual a visao geométrica de retas no plano.
Sera que ela admite espessura? Como eles a imaginam: como duas rodovias que se cruzam

num angulo nao necessariamente reto? Como esclarece Perrenoud (1999),

O trabalho por “situagoes-problema” ndo pode utilizar os atuais meios
de ensino, concebidos em uma outra perspectiva. Nao ha necessidade de
cadernos de exercicios ou fichas de perder de vista, mas sim de situacoes
interessantes e pertinentes, que levem em conta a idade e o nivel dos
alunos, o tempo disponivel, as competéncias a serem desenvolvidas.

(PERRENOUD, 1999, p. 61).

Vale ressaltar, quando o autor tomou como referéncia o termo “nivel”, ele nao
se mostra favoravel ao processo de ensino e aprendizagem numa perspectiva de um balde
vazio que vai se enchendo de conhecimento. O professor deve saber selecionar, formular e
propor situagoes-problema que de fato levem o aluno a mobilizar suas competéncias a fim
de resolver o problema apresentado, adquirindo para si a necessidade da apropriagao do

conhecimento, suas significagoes e relagoes.

3.2.2 Estrutura de uma situacao-problema

E importante que o professor também realize um processo de reflexao sobre
suas concepc¢oes e praticas na aprendizagem baseada em problemas. A formulacao dela
leva em conta varios aspectos relevantes que devem ser antes estudados, tais como:

1. Qual é a referéncia, a meta ou o objetivo da questao?

2. Qual é o contexto que localiza, situa, fornece informacgoes, em favor da referéncia?

Contexto ou pretexto?

3. Qual é o obstaculo (grande, médio ou pequeno) que a questao coloca para se alcangar

a solucao do problema?

4. Qual é a relacao entre o obstaculo e as dificuldades da pessoa avaliada?

As situagoes problemas podem ser resolvidas individual ou coletivamente. Temos

a seguir a estrutura de uma situacao problema:

e O sujeito, ao realizar uma tarefa, encontra um obstaculo;

e O sujeito é orientado pela tarefa, o educador pelo obstaculo;
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e A transposicao do obstaculo deve representar um patamar no desenvolvimento

cognitivo do sujeito;

e Para efetuar a mesma operagao mental, cada um deve poder utilizar uma estratégia

diferente;

e A concepcao e a aplicacao da situacao-problema devem ser reguladas por um conjunto

de dispositivos de avaliagao.

3.3 Problemas olimpicos do Ensino Basico

A seguir, apresentaremos uma série de problemas olimpicos de Matematica
que podem ser trabalhados com os alunos a fim de desenvolver o raciocinio légico e
demonstrativo tendo como referencial os conceitos tedricos estudados em Grupos. A

referéncia bibliografica adotada foi a obra “A arte de resolver problemas” de Polya (2006).

3.3.1 Passo 1. Compreensao do Problema

Quando lidamos com situag¢oes-problema, é imprescidivel, no decorrer da reso-
lucdo, termos sempre bem tragado o nosso objetivo, isto é, “O que pretendemos alcangar?”.

Isso equivale a dizer, conforme Polya (2006, p. 5), “Qual ¢é a incognita?”.

Ambas as indagacoes tendem a provocar no leitor a mesma operagao mental,
isto é, buscam auxilid-lo a organizar o pensamento légico sem perder a objetividade na
resolugao, ou seja, o ponto de chegada. Para isso, também é importante que ele relacione
a incégnita com os dados fornecidos com a maneira como esses dados estao relacionados

com o que pretende-se alcancgar.

Nessa primeira etapa, o mais importante é saber compreender o problema como
um todo. Para isso, é importante que o professor estimule seus alunos a encontrarem a
incognita, a explicitarem quais sao os dados fornecidos e como eles estao associados, ou

seja, a compreender qual é a condicionante.

Em Matemaética, quando o aluno se depara com uma situagao-problema, é
interessante que o professor o estimule a refletir se no decorrer da sua trajetéria escolar,
alguma vez, ele ja se deparou com um problema semelhante que tinha a mesma incognita.
Essa abordagem consiste em escolher um problema correlato que o ird ajudar a resolver o

problema proposto, pois conforme Polya (2006),

A compreensao incompleta do problema, em consequéncia da falta de
concentragao, talvez seja a deficiéncia mais comum. No que diz respeito
a concepgao do plano e a visualizacdo de uma ideia geral da resolucao,
dois defeitos opostos sdo muito frequentes: alguns alunos atiram-se aos
calculos e ao desenho sem qualquer plano ou ideia geral; outros, esperam
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desajeitadamente que surja alguma ideia e nada fazem para apressar a
sua apari¢ao. (POLYA, 2006, p. 67).

O problema a seguir foi retirado da prova da Terceira Fase da Olimpiada de
Matemética da Unicamp (OMU) de 2015 referente ao Nivel Beta.

Exemplo 3.1. Foi observado em laboratorio que a quantidade de uma determinada
bactéria, num meio de cultura, a cada dia é diretamente proporcional ao niumero de
bactérias do dia anterior mais um numero constante de bactérias. Por simplicidade vamos
denotar por k a constante de proporcionalidade, por s o niumero de bactérias somadas
a cada dia e por B(1) o nimero de bactérias no primeiro dia. Determine o nimero de

bactérias no quarto dia de cultura, considerando k = 3,s =4 e B(1) = 10.

Comentarios. Possivel solugao: Vejamos como esse problema pode ser trabalhado com

os alunos:

e Qual é a incognita? Ele quer descobrir o niimero de bactérias no quarto dia, ou

seja, o valor de B(4).

e Qual é a hipétese? B(l) =10eque B(n) =k-B(n—1)+s, n=0,1,...

1. B(1) = 10 bactérias no 1° dia.

2. B(2) =3-B(1) + 4 = 34 bactérias no 2° dia.
3. B(3) =3 B(2) +4 = 106 bactérias no 3° dia.
4. B(4) = 3 B(3) + 4 = 322 bactérias no 4° dia.

Portanto, o nimero de bactérias no quarto dia é igual a 322. O

Esse primeiro passo para resolver uma situagao problema consiste na elaboracao
de um plano. Verificar quais sdo os passos e cumprir com aten¢ao e de maneira organizada
e estrutural auxilia o aluno a resolver o problema com mais nitidez e confianca. E desejdvel
que o aluno pule passos com a certeza de que os métodos de resolugao foram aplicados
corretamente. Além disso, é necessario que o aluno esteja engajado no processo de resolucao,

pois, conforme Polya (2006),

E uma tolice responder a uma pergunta que nio tenha sido compreendida.
E triste trabalhar para um fim que nao se deseja. Estas coisas tolas e
tristes fazem-se muitas vezes, mas cabe ao professor evitar que elas
ocorram nas suas aulas. O aluno precisa compreender o problema, mas
nao s6 isto: deve também desejar resolvé-lo. (POLYA, 2006, p. 5).
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Para cada um dos passos realizados pelo aluno durante a resolug¢ao de um
problema, é natural surgirem duvidas sobre a validade dos passos. Essa questao é natural
e deve ser acompanhada do seguinte questionamento pelo professor: O que justifica a
validade desse passo: intuicdo ou raciocinio formal? Para responder a essa pergunta, o
aluno deve ser questionado e levado a pensar no seguinte problema: “é possivel perceber

que o passo esta certo?” ou “E possivel mostrar que o passo esta errado?”

Apos a verificagdo de todos os passos, conforme Polya (2006, p. 12), o estudante
deve avaliar a veracidade dos resultados encontrados. Essa etapa consiste numa importante
situagao de aprendizagem, uma vez que proporciona a apropriacao de técnicas e métodos
de resolucao que podem ser aplicados em diferentes situagoes e problemas matematicos.
Nessa etapa final, cabe também ao professor questionar os alunos se é possivel resolver o

problema por um caminho diferente, pois

Um dos primeiros deveres do professor é ndo dar aos seus alunos a
impressao de que os problemas matematicos tém pouca relagdo uns com
os outros, de que nenhuma relagao tém com qualquer outra coisa. Surge
uma oportunidade natural de investigar as relacbes de um problema
quando fazemos o retrospecto de sua resolugao. (POLYA, 2006, p. 13).

Quando um professor questiona seus alunos, a intervencao deve ser pensada
para auxiliar o estudante a resolver o problema apresentado. E natural que os alunos
apresentem solugoes para aquele problema especifico, cabendo ao professor apresentar
solucoes também gerais e que possam ser aplicadas na resolugao de outros tipos de
problemas, inclusive aqueles ainda nao apresentados para o aluno. As sugestoes devem
desenvolver a capacidade do estudante de resolver problemas de todos os tipos, e nao

somente problemas especificos.

E sugerido ao professor estar consciente ao interferir na aprendizagem do aluno.
E importante que o estudante sinta que, ao terminar de resolver a situagao proposta, o
trabalho foi seu, embora o professor o tenha auxiliado com sugestoes que, de certa forma,

culminaram com a resolu¢ao do problema proposto.

3.3.1.1 Importancia da Analogia

Dizer que duas coisas sao analogas nos remete a relagoes de correspondéncia
entre objetos, coisas ou pessoas distintas. Por exemplo: embora exercam funcoes distintas,
h& uma correpondéncia - analogia - entre o trabalho de um jornalista e o de um escritor.
Usamos analogia quando pretendemos estabelecer comparagoes para tomarmos decisoes,

sejam elas de cunho matematico ou nao.

Em Matematica, para resolver uma situagao-problema que exija grau de ob-
servacao maior, muitas vezes recorremos a analogia com problemas mais simples que

nos permitem resolver situagoes mais complexas. Buscar um problema semelhante, mais
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simples, e que mantém as mesmas caracteristicas é fazer uso da analogia. Por exemplo:
trabalhar com medidas de um paralelepipedo retangular é muito parecido com trabalhar
com retangulos, por conta das propriedades, e exemplifica como o pensamento analogo
pode nos auxiliar a resolver problemas que envolvam calculos de diagonais. Isso exemplifica
que o pensamento analogo pode nos auxiliar a resolver problemas que envolvam calculo de

diagonais, entre outros.

Em Matematica, conforme Polya (2006, p. 38), realizar uma inferéncia por
analogia consiste em considerar semelhancas entre dois objetos matematicos e, a partir
dessa conjectura, formalizar o conhecimento entre eles associados. Conforme o autor em
questao explicita, seria tolice acreditar fortemente na certeza da inferéncia, contudo, mais
tolice ainda ¢é ignorar sua existéncia e desconsidera-las como plausiveis. De acordo com

Polya (2006),

A inferéncia por analogia parece ser o tipo mais comum de conclusio e é
o essencial. Proporciona conjecturas mais ou menos plausiveis que podem
ou néo ser confirmadas pela experiéncia e pelo raciocinio mais rigoroso.
Um historiador, ao estudar a influéncia das mais famosas personalidades
do passado sobre a nossa geracao, chega a conclusbes por analogia.
(POLYA, 2006, p. 38)

3.3.1.2 Identificacdo da Condicionante

Parafraseando Polya (2006, p. 41), a condicionante é uma das partes essenciais
ao lidarmos com problemas de determinacao. Ela pode ser redundante, contraditoria ou
insuficiente. Por exemplo: ao resolvermos um problema que envolve equacionamento, se ha
menos equagoes do que se acredita ser o necessario, dizemos que a condicionante (o que
amarra a hip6tese com a incognita) é insuficiente. Caso ela seja exatamente igual, entdo a
condicionante ¢é suficiente. No entanto, se for possivel obter mais equagoes além do que se

pretende no problema, dizemos que a condicionante é redundante.

3.3.2 Passo 2: Estabelecimento do plano
3.3.2.1 Escolha do Problema Correlato

Ainda conforme Polya (2006, p. 41), durante a nossa trajetoria escolar somos
apresentados a uma série de exercicios e problemas sobre diversos assuntos em Matematica.
Quando nos deparamos com um problema que ainda nao nos foi apresentado, é natural
surgir inseguranca e receio de nao o resolver por ser dificil ou por nao termos conhecimento

suficiente para lidar com esse tipo de situagao.

Nessas ocasioes, ¢ importante relembrar de exercicios que possuem a mesma
incognita. Ha diversos exercicios que possuem a mesma pergunta de um problema mais

elaborado, mas seus dados estdo amarrados de formas diferentes. O principal, neste
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momento, é, dentre uma gama de exercicios, escolher um que nos seja 1til e estudar o seu

método de resolugao.

Nos problemas de determinacgao, a escolha do problema correlato é mais facil.
Ja em problemas de demonstracao, ¢ interessante que o professor instrua seus alunos a
buscarem teoremas que possam ser tuteis para a resolu¢ao do problema exposto por meio

do questionamento “Conhece algum teorema que possa ser util?”

O problema a seguir foi extraido da prova da Segunda Fase da Olimpiada de
Matematica da Unicamp (OMU), Nivel Beta do ano de 2015. Omitiram-se os itens (b) e

(c) para maior objetividade.

Exemplo 3.2. Vamos denotar por B(n) o nimero de bactérias no n-ésimo dia em uma
determinada cultura, e que no inicio da cultura, isto é, no dia n = 0, tenhamos B(0) = 80.
Considere que nessa cultura de bactérias o niumero de bactérias cresca 100% a cada dia e
que a partir do sequndo dia, isto €, a partir do dia n = 2, essa populagdo apresente uma
mortalidade de T5% do nimero total de bactérias de dois dias anteriores. Determine o

numero de bactérias no quarto dia, isto €, no dia n = 4.

Comentdrios. Observe que um problema correlato ou semelhante é o 3.1, situado na pagina
61. A incognita é a mesma: calcule o nimero de bactérias quando n = 4. O aluno que
resolveu o primeiro exercicio, mesmo com a ajuda do professor, deve ser questionado sobre

quais as semelhancas entre os dois problemas e se é possivel relacioné-los.

No exemplo 3.2, cabe ao professor questionar seus alunos a identificarem com
objetividade o que o problema apresenta como informagoes e o que ele pede (incognita).
Nota-se claramente que, no primeiro item, ele pede para calcular o valor de B(4), isto é, o
numero de bactérias no quarto dia. Para isto, o aluno precisa saber como é o processo de
crescimento dela e o nimero inicial de bactérias. Todas essas informagoes que constituem

as hipdteses do problema estao bem esclarecidas no enunciado.

Solugao: Vejamos uma possivel solucao que pode ser explorada com os alunos:

e Qual é a incognita? Ele quer descobrir o niimero de bactérias no quarto dia, ou

seja, o valor de B(4).

e Qual é a hipd6tese? B(0) = 80 (corresponde ao primeiro dia) e que o ntimero de
bactérias dobra a cada dia, mas com mortalidade de 75% do nimero de bactérias de

dois dias anteriores a partir do segundo dia.

1. B(0) = 80 (nimero inicial de bactérias)
2. B(1) =2-B(0) = 2-80 = 160 bactérias no 1° dia.
3. B(2)=2-B(1)—=75% - B(0) =2-160 — 0,75 - 80 = 260 bactérias no 2° dia.
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-B(2) = 75% - B(1) =2-260 — 0,75 - 160 = 400 bactérias no 3° dia.
-B(3) = 75% - B(2) =2-400 — 0,75 - 260 = 605 bactérias no 4° dia.

]

O problema a seguir foi retirado do simulado preparatério para a prova da
terceira fase da Olimpiada de Matematica da Unicamp (OMU), do Nivel Beta (Ensino
Médio) em 2011.

Exemplo 3.3. Mostre que \/2 é um nimero irracional, isto é, nio pode ser escrito na

forma
a

b

onde a e b sdo numeros inteiros positivos, com b # 0.

Comentdrios. No problema acima, ha a proposicao “o niimero v/2 é um niimero irracional”.
O professor, no papel de provocador dos alunos, pode leva-los a pensar: somente ha duas
possibilidades para v/2: ou ele é racional ou ¢ irracional. Podemos supor que ele seja
racional e usar uma série de implicacoes logicas que, se nos levarem a uma contradigao,
revelarao que em algum momento da construcao logica assumimos algo falso, no caso, a

afirmacédo da racionalidade do nimero v/2.

Possivel solugéo: Hipoteticamente, vamos supor que v/2 seja um nimero racional. Entéo
existem niumeros a € Z e b€ 7, com b # 0 e mdc(a,b) = 1 tais que

V2 = 5 (3.1)

Da equacao 3.1, multiplicando por b em ambos os lados da equacao, chegamos na relagao
a = /2 -b que é equivalente a a®> = 2 - b* (*). Como o segundo membro é igual ao niimero
inteiro b* multiplicado por dois, segue que a® é par. Analisando a paridade em que P é a

notagdo para numero par, e I para impar, temos:

e Possibilidade 1: P x P =P e Possibilidade 3: I x I =1
e Possibilidade 2: Px [ =P e Possibilidade 4: I x P =P

As tnicas possibilidades para que a® seja par sdo a primeira, a segunda e a
quarta. Como a® = a - a e a possuem uma tnica paridade, segue que a tinica possibilidade
¢ a primeira, logo a ¢ um ntmero par.

Se a é par, entao existe k € Z tal que a = 2- k. Substituindo na relacao indicada

por (*),temos: (2'1{;)2:2'172{:}4']{32:2'b2<:>2']€2262,

Novamente, como o conjunto dos ntimeros inteiros munidos da operacao de
multiplicacao é fechado, entdo k% é também um ntmero inteiro, e sendo multiplicado por

2 resulta que b* é também par e, por analogia, tem-se que b é par.
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~ 7 a ~ / ~ . z.
Portanto, se a e b sao niimeros pares, segue que 7 nao é uma fracao irredutivel

como proposto inicialmente. Portanto, v/2 nio é racional e, logo, é irracional. O

3.3.2.2 lIdentificacao da Incégnita

Trataremos como incognita nao somente o termo desconhecido que pretendemos
determinar, mas também os objetivos que nos motivam a resolver o problema matematico
apresentado. A incognita norteia o trabalho, uma vez que exige do estudante a capacidade
de mobilizar acoes a fim de sintetizar e concretizar o que se pretende, no caso, resolver o

problema apresentado.

A incognita, do modo como nos referimos aqui, pode ser entendida como a
meta do exercicio, isto €, a conclusao que ele exige. Para encontra-la, é importante que o

professor estimule seus alunos a refletirem sobre as seguintes questoes:

1. Quais sao os meios para atingir este fim?
2. Como podemos chegar a ele? Como podemos obter um resultado desse tipo?
3. O que geralmente se faz para obter resultados como este?

4. Procure pensar num problema conhecido e que tenha a mesma incoégnita ou seme-
lhante ou procure pensar num teorema conhecido que tenha a mesma conclusao ou

outra semelhante.

Nos problemas de determinacao, encontrar um problema correlato significa
encontrar um problema que esteja relacionado com o objeto estudado. Por exemplo:
encontrar um problema que possua a mesma incégnita ¢ um bom exemplo de problema
correlato. Nesse caso, podemos nos atentar mais ao que é perguntado do que propriamente

a condicionante.

Muitos problemas em Matematica diferem entre si por apresentarem dados que
em outros sao omitidos ou até ressignificados. A ressignificagdo decorre de um processo
criativo e, muitas vezes, interessante por conta da maneira como ele foi elaborado e é
apresentado ao leitor. Cabe ao professor, nessa situacao, estimular o aluno a pensar em
problemas correlatos (mais simples, de preferéncia) questioné-lo: E possivel utilizd-lo?
Se nao for possivel, deve-se introduzir algum elemento auxiliar para possibilitar a sua

utiliza¢io? Conforme coloca Polya (2006),

Relembrando problemas ja anteriormente resolvidos e que tenham a
mesma incégnita ou outra semelhante (teoremas ji anteriormente de-
monstrados e que tenham a mesma conclusdo ou outra semelhante),
teremos uma boa possibilidade de comecar na direcao certa e poderemos
conceber um plano de resolugdo. (POLYA, 2006, p. 46).
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O problema a seguir foi extraido da Prova Final da Olimpiada Paulista de
Matematica (OPM) de 2010 do Ensino Médio. Vejamos:

Exemplo 3.4. Os celulares com tecnologia CDMA utilizam como principio de funciona-
mento os Codigos de Walsh, que permitem que vdrios celulares utilizem a mesma banda de
frequéncias ao mesmo tempo, sem interferéncias. Por exemplo, para uma estacao base se
comunicar com dois celulares, digamos A e B, ela envia um bit de cada vez o qual pode
ser interpretado por ambos, mas serd vdlido para apenas um deles. Cada celular possui
um cédigo que é uma 28-upla cujos elementos sio todos iguais a —1 ou 1. Cada bit de
informacdo também € transmitido via wma 2% -upla, chamada vetor de informacio. No nosso
caso, sejam (1,1) o cédigo de A e (1,—1) o cédigo de B. E entdo realizado o produto escalar,
(z,y) ® (w, 2) = 2w + yz, entre o seu codigo e o vetor de informagao que chegar. Assim,
quando A recebe o vetor (a,b), onde a e b podem ser —1 ou 1, ele realiza a sequinte operagao,

(1,1) ® (a,b) _ l-a-i-l-b' Se (a,b) = (1,1), o bit lido
L-1)®@1) 1-1+(=1)-1

cujo resultado serd o bit recebido:

porAé(l’l)G;(l’l)2(1.1;—1.1)2163[@( =0,

o que ndo ¢ um bit vdlido, isto €, esse bit deve ser apenas considerado pelo celular A.

Fuvita-se dessa forma que ocorra a interferéncia.

Outra caracteristica importante desse sistema € que os vetores de informagcao
podem ser sobrepostos. Novamente, vejamos um exemplo: o bit —1 corresponde ao vetor
de informacao (—1,—1) para o celular A (verifique!) e o bit 1 corresponde ao vetor de
informagao (1,—1) para o celular B (verifique!). Basta transmitirmos o vetor resultante
(—1,—-1) + (1,-1) = (0,—2), e ambos celulares recebem os bits adequados (verifique!),
como se a informacao enviada para o outro celular ndo existisse. Tal propriedade é fruto
dos cddigos apresentados, (1,1) e (1,—1), serem ortogonais, ou seja, o produto escalar dos

dois é zero (pode confiar que garantimos que estd certo!).

Conjuntos de 2"-uplas cujas entradas sio iguais a —1 ou 1 e sdo ortogonais
duas a duas sdo denominadas Cddigos de Walsh de ordem 2F. Tais conjuntos devem ainda

ter exatamente 2 elementos.

Para a resolugdo dos itens a sequir, observe que a definicao generalizada de

produto escalar é:

('Ilaan"'7xn)®(y17y27"'7yn) :$1'yl+$2'92+"'+1‘n'yn (32>

Uma estagdao base envia os sequintes vetores de informagdo para quatro celulares
distintos X, Y, Z e W:(2,2,2,-2),(1,—1,—1,1),(1,-3,1,1),(1,—1,—1,-3). Preencha a
tabela a sequir, em que indicamos 0s codigos de ordem 4. Determine, em cada instante, o0s

bits recebidos por cada um deles. O produto escalar deve ser dividido por 4 nesse caso.
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Cédigo bit 1| bit 2| bit 3| bit 4
X =(1,1,1,1)
Y = (1, 11—1)
Z =1, 1—1)
W=(1 —1,-1,1)

Celulares que recebem bzts validos

Comentarios. O problema 3.4 nao é recomendado para ser trabalho com alunos do ensino
médio regular na tentativa de auxilid-los a desenvolver o raciocinio légico. Isso se deve
ao fato da complexidade do problema, que é mais adequado para alunos que frequentam

aulas olimpicas de Matematica.

Nota-se que o texto do problema traz muitas informacoes para o leitor e
que o desenvolvimento das ideias no texto é complexa. O estudante que nao possui um
amadurecimento tanto na lingua materna quanto no uso da simbologia matematica pode
apresentar dificuldades para compreendé-lo. E usual que os estudantes, de maneira geral,
sintam-se perdidos com as informagoes do texto e isso gere desestimulo ao aprendizado de

Matemaéatica.

O problema apresentado torna-se relevante quando o professor o apresenta
para a turma nao para soluciona-lo, mas para identificar certos pontos que sao esquecidos
por conta do imediatismo da maioria dos estudantes. Na ansia de quererem soluciona-lo
sem identificar a incognita, as hipoteses, a condicionante e tragar um plano de acao, os
estudantes sentem-se perdidos e podem vir a utilizar as informagoes do texto de maneira

erronea.

O ideal é que o estudante, antes de ler o enunciado, entenda o problema como
um todo e identifique o que ele pergunta, isto é, qual é a incognita. Em seguida ele ira
buscar no texto as informagoes que sao mais relevantes e que possibilitam determinar o

que o exercicio pede.

e Qual é a incégnita? Preencher a tabela com os bits.

e Qual é a hipdtese? Sao fornecidos os vetores de informacao para quatro celulares
X, Y, ZeW e também uma “férmula” que permite calcular os bits a partir destas

informagoes.

e Qual é a condicionante? Para encontrar os bits, deve-se usar a relagdo matematica

3.2 e os dados da tabela e, em seguida, dividir por 4.

Possivel solucao: Construiremos uma tabela para sintetizar as informacoes do problema.
O calculo se resume a efetuar o produto escalar entre os vetores de cada linha e coluna,

respectivamente.
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Codigo (2,2,2,-2) | (1,—1,-1,1) | (1,—-3,1,1) | (1,—1, -1, -3)
(1,1,1,1) 1 0 0 1
(1,-1,1,—1) 1 0 1 1
(1,1,-1,-1) 1 0 1 1
(1,-1,—1,1) 1 1 1 0
Celulares (bits validos) | X,Y,Z,W W Y. Z,W X,Y.,Z

Os dados da segunda coluna foram obtidos calculando-se os respectivos produtos

escalares. Os demais calculos foram omitidos pelo fato do raciocinio ser andlogo.

. (272,2,—2)®(1,1,1,1):2+212”:1

¢ (2,2,2,-2)®(1,—1,1,—1) = 2—212—2 .
¢ (2,2,2,-2)®(1,1,—1,-1) :2+2;2+2:1
¢ (2,2,2,-2)®(1,~1,~1,1) = W _

3.3.2.3 Reconstrucao de um problema

Ao resolver um problema, ha diversas formas de “ataca-lo”, isto é, de comegar
a analisd-lo. E comum os estudantes comecarem pelos detalhes, o que pode dificultar
o trabalho. Ler, observar e refletir sobre o problema como um todo, antes de analisar
as partes da condicionante sao etapas geralmente esquecidas pelos alunos. O excesso de
detalhes, que muitas vezes compoem um problema de Matematica, pode induzir o aluno
ao erro justamente porque ele pode querer, antes de reorganizar os detalhes, encontrar a

incégnita. E o que esclarece Polya (2006),

Quem entra em detalhes corre o risco de neles se perder. As particu-
laridades muito numerosas ou minuciosas constituem uma sobrecarga
mental. Podem impedir que se dé a devida atengdo ao ponto principal,
ou mesmo que se perceba este ponto. E bom lembrar do homem que nio
podia ver a floresta por causa das drvores. (POLYA, 2006, p. 47).

Caso o professor se depare com o questionamento: “Por onde devo comecar?”,
é preferivel que oriente o aluno a ler mais atentamente o problema, a identificar o que ele
pede e a selecionar quais informagoes sao relevantes. Elas podem ser separadas em diversas
partes que auxiliarao o estudante na resolucao, de modo que examina-las separadamente é

uma boa estratégia.
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As possibilidades de recombinagao, conforme Polya (2006. p. 46), sdo ilimitadas.
Em especial, os problemas mais desafiadores exigem do solucionador uma estratégia quase
inovadora, que combine sua criatividade, sua experiéncia com problemas anteriores e,
inclusive, sua originalidade na concepc¢ao de ideias. Para essa reconstrugao, podem ser

adotadas as seguintes estratégias:

(1) Manter a incoégnita e mudar o restante (os dados e a condicionante);
(2) Manter os dados ¢ mudar o restante (a incognita e a condicionante);

(3) Manter a incégnita e os dados;

Para cada um dos casos citados acima, principalmente quando se pretende
alterar a incognita, ¢ importante avaliar se a introdugao de uma nova incoégnita no problema

auxilia o aluno no processo para encontrar a incognita inicial, tornando-o mais facil.

Outra estatégia que pode ser 1til é separar a condicionante em diversas partes
e estuda-las separadamente. Isso ajuda o aluno a se ater menos aos detalhes do exercicio
e o auxilia a estruturar o raciocinio logico. A incognita, por sua vez, fica menos restrita
e, ao retornar com as partes da condicionante, alguns detalhes que poderiam passar

despercebidos passam a ter atencao especial.

3.3.2.4 Definicdo dos termos

Quando definimos algo, atribuimos significado através de suas caracteristicas.
Para isso, podemos definir com base em outros termos ja definidos anteriormente. Em
Matematica, ao definirmos, geralmente usamos termos anteriores que ja foram apresen-
tados e fornecem subsidios para definicao de novos termos. Como qualquer outra area
do conhecimento humano, a Matematica também dispoem de termos técnicos, ou seja,
representagoes proprias, que, muitas vezes, exigem do aluno uma gramatica especifica e

que, para outras pessoas, pode nao ser facilmente compreendida.

As defini¢oes que um dicionario genérico de lingua portuguesa faz dos termos que
explicita é diferente das definicoes matematicas, pois essas nao carregam valor semantico,
mas o significado matemaético. Por exemplo: o Dicionario Aurélio Online (2017) atribui ao

termo “Pardabola” os seguintes significados

Narracao alegoérica que envolve algum preceito de moral, alguma verdade
importante; Curva plana cujos pontos distam igualmente de um ponto
fixo (foco) e de uma reta fixa (diretriz); Dobadoura com duas ordens de
travessas cruzadas. (DICIONARIO AURELIO ONLINE, 2017).

Em Matematica, ha diferentes formas de escrever a definicao de um objeto.

Em muitas delas, aparecem termos ja definidos anteriormente, ou até termos primitivos.
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Por exemplo: a esfera é geralmente definida como lugar geométrico de todos os pontos
equidistantes de um ponto dado. Nesse caso, para definir a esfera precisou-se da defini¢ao
de ponto (termo primitivo). Entende-se ponto como uma unidade indivisivel e que pode ser
localizado no espago por meio de suas coordenadas. A interpretacdo geométrica auxiliou,

nesse caso, a compreender o que se pretende definir por esfera.

Uma pergunta também pertinente ao ler as defini¢goes de termos em Matematica
é: “Levou em consideragao todas as nog¢oes essenciais que interessam ao problema?”. Muitos

termos carregam em si detalhes que podem passar despercebidos, conforme Polya (2006),

A volta as definigdes constitui uma importante operacdo mental. Se
desejamos compreender a importancia das palavras, precisamos primeiro
sentir que as palavras sdo importantes. Dificilmente podemos raciocinar
sem o auxilio de palavras, ou de signos, ou de simbolos de qualquer
espécie. Assim, palavras e signos tém poder. (POLYA, 2006, p. 59).

O problema a seguir foi retirado da Prova da Segunda Fase (Nivel Beta) da
Olimpiada de Matematica da Unicamp (OMU) de 2014.

Exemplo 3.5. Defini¢cdo 1: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Definimos

potenciacdo para erpoentes naturais da sequinte forma:

AO=1, , A=A, A2=AA , AF1= AA* (3.3)

) )

onde I, € a matriz identidade de ordem n.

Definicao 2: Seja R uma matriz real quadrada de ordem n. Dizemos que R é uma matriz

auto-refleriva se R? = I,,, onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Definicao 3: Seja P uma matriz real quadrada de ordem n. Dizemos que P é uma matriz

idempotente se P* = P.

(a) Seja R uma matriz auto-reflexiva de ordem n. Determine os valores dos parametros

a e f de modo que a matriz P = aR + (1, seja uma matriz idempotente.

(b) Mostre que a matriz R é auto-reflexiva e escreva explicitamente a matriz idempotente

P:OKR‘FBIQ
3 4
5 5
R:
4 3
5 5

Comentarios. Novamente temos o caso de um problema indicado para ser trabalhado com

turmas olimpicas de Matematica. Nele, pode-se constatar a presenca de trés definigoes. Na
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primeira, para definir “potenciacao”, usa-se a nogao de expoentes de niimeros naturais, isto
é, a definicdo de um termo mais abrangente requer o conhecimento de termos ja estudados
anteriormente. Também é possivel verificar a mesma relacao nas outras duas defini¢oes

que compoe o problema.

Possivel solugao: Primeiro vamos sintetizar as informacgoes do problema a fim de

soluciond-lo. Comecemos pelo item (a):

e Qual é a incognita? Valor dos parametros a e (.

e Qual é a hipdétese? R é uma matriz auto-reflexiva de ordem n e P é uma matriz

idempotente.

e Qual é a condicionante? Os parametros a e 3 podem ser encontrados a partir da
relacdo P = aR + A1,

— Hipétese 1: Se P é idempotente de ordem n, entdo P? = P

— Hipétese 2: Se R é auto-reflexiva de ordem n, entdo R* = I,

P*=(aR+BL)?=a*1,+(2-a-8)-R-1,+ 5> I? (3.4)

P=aR+pl,=2ap) R+ (a*+8*) I, a=2a8 e o>+ p*=4 (3.5)

1
Da primeira equacao, temos: a = 2af < 1 =20 < [ = 37 desde que a # 0.
1 1 1
E da segunda equacio, temos: a? + 1°-3 s o = 1 e a = ii. Portanto, as duas
possibilidades para a matriz P sao:

1 1 1 1
pP==. — .1, P=__. .1, )
5 R+ 5 R+g (3.6)

Item (b): Queremos verificar se a matriz R é idempotente, ou seja, R* = I,,.

Partindo da matriz R dada no enunciado, temos:

3 47\ 3 4 3 4
5 5 5 5 5 5 10
R* = = - :[ ] (3.7)
43 4 3 4 3 01
5 5 5 b5 5 b5
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Da relagao 3.7, concluimos que R é, de fato, uma matriz idempotente. Para

escrever a expressao, usaremos as relagoes obtidas no passo 3.6:

3 4 4 2 1 2
1|5 5 1 1o 505 5 5
P=+4=. - = P = ou (3.8)
e 3| 2[00 2 1 2
15) 5) 5 5 5 5

3.3.2.5 Demonstracoes por absurdo

Trata-se de um método bastante usado em demonstragoes matematicas. Con-
forme o Wikipédia (2017), o nome provém do latim reductio ad absurdum, também
conhecido como método do terceiro excluido. Ele se baseia no seguinte principio: uma
afirmacao que nao pode ser falsa devera ser consequentemente verdadeira. Para utiliza-lo,

de maneira geral, segue-se o roteiro:

e Passo 1: Assumimos a validade da hipétese;
e Passo 2: Supomos que a tese seja falsa;

e Passo 3: Usando as duas afirmagdes anteriores, concluimos por meio de argumentos
verdadeiros que uma afirmacao é falsa. Como tal fato nao podera ocorrer, segue que

nossa tese é verdadeira.

Na linguagem usual, a demonstragao por absurdo assemelha-se a ironia. Esta
consiste na utilizacdo de palavras que manifestam um sentido contrario ao sentido literal ou
original. A ironia afirma o contrario do que se pretende dizer com o intuito de manifestar
determinada opinidao sobre determinado fato ou objeto. Conforme Polya (2006, p. 62),
“Temos de examinar a situacao hipotética na qual todas as partes da condicionante sao

satisfeitas, embora tal situagdo pareca extremamente improvavel”.

Conforme Polya (2006, p. 65), a demonstra¢ao por absurdo, em alguns casos,
pode se tornar também uma ferramente dificil de trabalhar, uma vez que todas as dedugoes
feitas no processo sao corretas, mas as situacoes que devemos enfrentar sdo impossiveis. Para
utiliza-la, recomenda-se o uso incansavel de palavras como: hipoteticamente, supostamente,

presumidamente. Polya (2006) explica muito bem essa dificuldade

Mas parece dificil que, de uma demonstracao por absurdo, possa resultar
alguma coisa de verdadeiro. O procedimento parte de uma suposicao falsa
e dai deduz consequéncias que o sdo igualmente - talvez ainda mais visi-
velmente - falsas, até chegar a tltima consequéncia, esta flagrantemente
falsa. (POLYA, 2006, p. 64).
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O problema abaixo exemplifica muito bem como a demonstragao pode ser 1til.
Ele foi extraido da prova da terceira fase da Olimpiada de Matematica da Unicamp (OMU)
dos alunos do Nivel Beta (Ensino médio) de 2011.

Exemplo 3.6. Mostre que se p é um nimero primo, entdo \/p € um nimero irracional,
isto €, nao pode ser escrito na forma
a
67
onde a e b sao niumeros positivos, com b # 0.
Comentarios. Observe que um problema correlato a este é o 3.3, situado na pagina 65.

Da mesma forma como foi demonstrado que v/2 é um nimero irracional, pode-se mostrar

que a raiz quadrada de qualquer niimero primo também o é.

Possivel solucao: Hipoteticamente, suponha por absurdo que /p seja um ntimero racional,

a
isto é, existam inteiros positivos a e b, com b # 0 e mdc(a,b) = 1 tal que \/p = 7 Temos:

a
=-aq= bed=p-<pl|la®ecomomde(pa)=1<pla 3.9
V=7 VP (1)9 P (p,a) pl (3.9)

Da relagao anterior, como p ¢é divisor de a, entao existe g € Z tal que a = ¢q - p.

Substituindo “a” na relacao indicada por (x), temos:

(q-p)2 —pbP e pP=pbPeidp=Perp | b? e como mde(p,b) =1 < p|b (3.10)

Desse modo, como p divide a e p divide b, entdao mdc(a,b) # 1 e chegamos a

uma contradi¢ao. Mostramos assim que 4/p ¢ um ntimero irracional. O

3.3.3 Passo 3: Execucao do plano

Ap0s refletir sobre a compreensao do problema como um todo, chega o momento
do estudante executa-lo, isto é, a hora de colocar em pratica todo o tracado que foi feito.
Para isto, Polya (2006, p. 67) orienta sobre a auséncia de organiza¢ao na aprendizagem

dos alunos:

Na execugao do plano, o defeito mais frequente é o desleixo, a falta de
paciéncia para verificar cada passo. A omissao da verificacao do resultado
é muito comum: o aluno contenta-se em obter uma resposta, poe de lado
o lapis e ndo se espanta com os resultados, por mais disparatados que
eles forem. (POLYA, 2006, p. 68).

Algumas provocacoes como “E possivel chegar ao resultado por um caminho
diferente? E possivel vé-lo num relance?” podem auxiliar o aluno a executar diferentes

planos para uma mesma situagao problema apresentada.
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Resolver um problema em Matemaética significa preencher o espago vazio entre
os dados e a incégnita. Mais do que pensar em diferentes maneiras de resolvé-lo, o ponto
principal estd em como inicia-lo e como trabalhar com as informagdes de maneira objetiva

e clara.

3.3.3.1 Como iniciar um problema

O inicio exige leitura atenta e compreensao do problema como um todo. Saber
identificar a incognita, a condicionante e os dados fornecidos é um bom comego. Em
seguida, é preciso pensar qual é a relagao que os dados possuem com a incégnita. Essa
relagao ¢ chamada de condicionante e ¢ o que permitira, junto com outras informagoes

fornecidas, transpor esse espaco vazio e resolver a situacao problema apresentada.

Durante toda resolucao, ¢ importante que o estudante nao se esquecga da frase:
“Considere sua incégnital”. E muito comum encontrarmos em resolucoes dos alunos diversas
tentativas de solucionéd-lo, mas poucas delas sao objetivas. Para evitar isso, é importante
que o estudante nao se esqueca do seu alvo ou objeto de agao. Em seguida, é importante
que ele pense em problemas semelhantes ou correlatos que possuam a mesma incognita.
Isso permite que o aluno relembre dos métodos que foram utilizados anteriormente e que

podem ser aplicados ou adaptados para resolver o novo problema.

Quando o aluno é estimulado a pensar na incognita, pode ser interessante que
ele comece a refletir sobre o problema a partir do que é pedido. Entretanto, quando o
estudante d4 mais atengao para os dados ou para os detalhes do problema, geralmente o

trabalho tende a ser mais exaustivo.

3.3.3.2 Condicionante

A condicionante, no sentido genérico da palavra, expressa uma condi¢ao para
que determinado fato aconteca. Por exemplo: o pagamento é uma condicionante da

conclusdo da obra de um servidor assalariado.

Em Matematica, a condicionante é o que permite fazer a ligacdo entre o que é

fornecido num problema, a hipdtese, e o objeto alvo do problema, que é a incognita.

Um problema bem formulado exige que essa relagao entre os dados e a incognita
nao admita falhas ou ambiguidade, isto é, a condicionante deve ser necessaria e suficiente
para determinar a solu¢ao proposta. Durante a resolu¢ao de um problema, ¢ importante
que o aluno pense na seguinte questao: “A condicionante é suficiente para determinar a
incégnita? Ou é insuficiente? Ou é redundante? Serd que é contraditéria?” (POLYA, 2006,

p. 73). Conforme explica o autor,

Encontrar a solugdo de um problema constitui uma descoberta. Se o
problema nao for dificil, a descoberta nao serda memoravel, mas nao
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deixard de ser descoberta. Ao fazermos uma descoberta, por mais modesta
que seja, ndo devemos deixar de investigar se ndo havera mais alguma
coisa por detras dela, ndo devemos perder as possibilidades oferecidas
pelo novo resultado, devemos tentar utilizar de novo o procedimento
adotado. (POLYA, 2006, p. 73).

Na obra “Circulos Mateméticos” de Fomin (2012, p. 9), encontra-se o seguinte

problema, enumerado com o niimero 30:

Exemplo 3.7. Gafanhotos estdo brincando de pular carnica ao longo de uma reta. Em
cada vez, um gafanhoto pode pular sobre um outro gafanhoto, mas nao sobre dois outros

gafanhotos. Os gafanhotos podem voltar ds suas posigoes relativas depois de 1991 pulos?

Figura 6 — Problema dos Gafanhotos

Comentdrios. Comegaremos o problema evidenciando a incoégnita, os dados e a condicio-

nante. Vejamos:

e Qual é a incognita? Saber se a sequéncia de gafanhotos apds 1991 pulos sera a

mesma que a primeira.
e O que é dado? Uma sequéncia de trés gafanhotos dispostos em linha reta.

e Qual é a condicionante? Para encontrar a sequéncia de gafanhotos apds 1991
pulos, sabe-se que a cada vez um gafanhoto pode pular sobre um outro gafanhoto,

mas nao sobre dois outros gafanhotos.

Possivel solugao: Podemos pensar numa notagio adequada para agirmos com maior
clareza. Denotaremos os gafanhotos por A, B e C, da esquerda para a direita, respecti-
vamente. O problema pede a sequéncia que obteremos apods os gafanhotos executarem
1991 pulos e pergunta se ela coincide com a inicial. Um problema correlato e que pode nos

auxiliar é o 1.28 na pagina 38, pois ambos possuem a mesma incognita.

As possiveis configuracgoes sao: ABC, BCA e CAB. Como essa sequéncia se
repetird para os préximos saltos, ao dividir 1991 por 3, teremos quociente e resto iguais a
663 e 2, respectivamente. Portanto, apds 1991 saltos, a sequéncia obtida sera CAB, que é
diferente da sequéncia ABC'. Portanto, a resposta do problema é que a sequéncia se difere

da inicial. O
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3.3.3.3 Elementos auxiliares

Introduzir elementos auxiliares significa acrescentar novos elementos no pro-
blema trabalhado. Esse acréscimo deve ser muito bem pensado, uma vez que, ao introduzi-

los, novas informacoes poderao ser obtidas.

Ao encontrar um problema correlato, embora o problema novo e o velho
(correlato) possuam a mesma incégnita, as vezes, é dificil utilizéd-lo na sua integridade
devido & maneira como as informacgoes estao amarradas. Introduzir novos elementos pode
ser uma boa alternativa quando se pretende utilizar os mesmos métodos (ou semelhantes)
que foram usados no problema correlato, mas tomando-se o cuidado de nao alterar a

esséncia do problema, pois

As tentativas de utilizar resultados conhecidos e a volta as defini¢oes
estdao entre os melhores motivos para introduzir elementos auxiliares,
mas nao sao os unicos. Podemos acrescentar elementos auxiliares a nossa
concepc¢ao do problema, a fim de torna-la mais rica, mais sugestiva,
mais familiar, muito embora mal saibamos como utilizar os elementos
introduzidos. (POLYA, 2006, p. 80).

Problema 3.3. Qual é o maior niumero de regioes em um plano que pode ser dividido

por n circulos?

Comentdrios. A féormula mateméatica que retorna o maior niimero de regides obtidas em
um plano dividido por n circulos é n - (n — 1) 4+ 2, para n € N e n > 1. Para obter esses
resultados, introduzimos um circulo pontilhado a fim de nos auxiliar a identificar quantas

regioes a mais sao obtidas com o novo circulo.

Figura 7 — Divisao do plano com circulos

Olhando para a figura 7, comecemos a estuda-la a partir do primeiro circulo
situado a esquerda. Se ignorarmos o restante da figura, temos que um circulo divide o

plano em duas regioes.

No centro, ha dois circulos que dividem o plano em, no maximo, quatro regioes.
A direita notamos que trés circulos dividem o plano em, no maximo, oito regides. Para
encontrar a formula que retorna o niimero maximo de regides que podem ser obtidas a

partir de n circulos que dividem o plano, observemos:
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e Ao introduzir uma nova circunferéncia (representada pela linha cinza pontilhada)

ela intersecta cada uma das circunferéncias anteriores, no maximo, em dois pontos.

e O numero de pontos de interseccao da nova circunferéncia com as demais ja existentes

é o namero de regioes formadas a mais em relagao a anterior.

Possivel solugao: Suponha que tenhamos um desenho com (k — 1) circunferéncias
desenhadas, sendo £ € N e k£ > 1. Ao introduzir a k-ésima circunferéncia, esta ira
intersectar as (k — 1) circunferéncias em, no maximo, dois pontos distintos cada uma, e o
numero de intersec¢oes obtidas da k-ésima circunferéncia com todas as demais sera igual a
2+ (k —1). Se denotarmos por k o nimero de circunferéncias no plano, e por a; o maior

numero de divisdes do plano com as k circunferéncias, temos as seguintes relacoes:

a = a; + 2 (2-1)

a3 = ay + 2 (3—1)

ag = a3 + 2 (4-1) 3 N

a; = ay + 2 - (5-1) = Ya=> (a1+2-(—1)) (3.11)
a = as + 2 (6 —1) =2 =2

ar = Qag-1 + 2 - (]{?—1)

Da igualdade anterior, simplificando os termos de cada lado, obtemos: a; = a; + 2 -

(2-1D)+@B-1H+UA-1)+-+k-1)=2+2-(2+3+--+k)—(k—1)-1) =
2+2-((2;’“).(/€_1)_(k_1)-1) (24 k) (k1) =2 (k—1) =2+ (k—
1)-((2+ k) —2) =2+ k- (k—1). Essa relagao coincide com a férmula matematica que

retorna o maior niimero de regides em que o plano pode ser dividido com n circulos.

Provemos agora que a relacao ay = 2 + k- (k — 1) é valida para todo niimero

natural £ > 1 usando o Segundo Principio da Indugao.

e p(k = 1) é verdadeira? Sim, pois, se k = 1, teremos, de fato, que o niimero maximo

de regides em que o plano pode ser dividido é iguala2 =2+1-(1 —-1) =

e Suponhamos que a relacio ap = 2 + k' - (k' — 1) seja vélida para qualquer &' € N no

intervalo 1 < k¥ < k.

e Serd que p(k + 1) é verdadeira? Sim, pois ao incluir o (k + 1)-ésimo circulo, ele
ird intersectar cada um dos k circulos anteriores, no maximo, em dois pontos e,
com isso, o niimero de regides do plano poderd variar no méximo, 2 - (k). Portanto,

a1 =ap+2k=2+k-(k—1D)+2k=2+k-(k—1)+2)=2+k-(k+1)
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3.3.3.4 Intuicdo ou demonstracao

A intuicdo configura-se como a capacidade de identificar ou pressupor afir-
magcoes que nao dependem necessariamente de um conhecimento empirico. Trata-se de
um conhecimento imediato que nao requer o auxilio de um raciocinio que demonstre sua

veracidade.

Principalmente em problemas que envolvem construgdes geométricas, a intui¢ao
¢ uma ferramenta importante quando o aluno esta envolvido numa situagdo em que nao
consegue demonstrar com clareza, objetividade e formalidade, mas sabe que, de alguma

forma, seus conhecimentos prévios o levam a crer na veracidade da afirmacao.

Agir sobre uma intuicao, no ambito matematico, nao significa se convencer da
veracidade dela, mas sim buscar argumentos formais que justifiquem aquela passagem que,
a principio, nao se exterioriza com tamanha clareza. No entanto, deve-se tomar cuidado
para nao sobrecarregar com demasiados detalhes, numa visao euclidiana, o que acabaria

tornando o processo confuso.

3.3.4 Passo 4: Retrospecto

Rever o problema e verificar a veracidade da solucao encontrada ¢, na maioria
dos casos, deixado de lado pelos alunos e professores, de modo que nao é dificil encontrar
solugbes de alunos que retornam ntimeros que nao condizem com a realidade. “Os resultados
numeéricos de problemas matematicos podem ser verificados pela comparagao com niimeros

observados ou por estimativa judiciosa de niimeros observaveis.” (POLYA, 2006, p. 76).

A wverificagdo dos argumentos em cada passo do exercicio é vital para encontrar
a passagem na qual se gerou o duvidoso e que culminou em erro. O conhecimento de ordem
experimental é aquele que o aluno adquire ao longo da sua trajetoria escolar apds resolver
problemas de diversos assuntos. Isso favorece o aluno a encontrar possiveis erros durante a

resolu¢ado de um problema, conforme nos apresenta Polya (2006),

Na concepcao do plano de resolucdo, ndo devemos temer muito o raci-
ocinio heuristico, que é apenas plausivel. Tudo estaré certo, desde que
nos conduza a ideia certa. Mas precisamos mudar este ponto de vista
quando iniciamos a execuc¢do de um plano e, ai, somente devemos aceitar
os argumentos conclusivos e rigorosos. (POLYA, 2006, p. 91).

E sensato que o aluno nao se prenda somente as demonstracoes formais, mas
que também saiba justificar os passos e relaciona-los com outros resultados que ja foram

verificados.

Exemplo 3.8. Encontre as solugoes no conjunto dos nimeros reais da sequinte equacao:

r=2xr+1 (3.12)
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Comentarios. Nesse exemplo, pretendemos ilustrar o aparecimento de falsas raizes partindo
da seguinte igualdade “z = 2z + 1”7 (x). Possivelmente, a maioria dos estudantes diriam
que a solucao encontrada ¢ —1. Para mostrar aos alunos a importancia do retrospecto, o
professor pode apresentar a resolugdo que “produz” uma raiz falsa e verificar com eles o

que justifica o aparecimento dela.

Deixamos claro que a* = b* < a = +b, para quaisquer a,b € R. Elevando

ambos os lados da equagdo (x) ao quadrado, temos:

r=2x+1 (3.13)
=20+ 1) =42® +4r + 1 (3.14)
322 +4r+1=0 (3.15)

1
x1=—1ouum = ~3 (3.16)

De fato, x; é raiz da equacao xr = 2z + 1, enquanto que x, nao é. Essa raiz é
denominada raiz falsa e foi obtida porque as equagoes (3.13) e (3.14) nao sao equivalentes,
isto é, apresentam conjuntos solugoes distintos. A implicagao (3.13) = (3.14) é verdadeira,
mas a reciproca ¢ falsa, ja que

1 1 2 1
-3 £ 9. <_3> +1= ~3 +1= 3 (Restrospecto)

3.3.4.1 GeneralizacGes

A generalizacdo é a passagem da apreciacao referente a um determinado
elemento para um conjunto que preserva as caracteristicas desse elemento. A acao de
generalizar trata-se de uma extensao de determinado objeto do conhecimento a patamares
maiores. Por exemplo: no problema 1.26, enunciado na pagina 32, o movimento dos discos
pode ser estendido para um ntmero de discos superior ao que, manualmente, é possivel

manipular.

E comum que os alunos, por meio da inferéncia, realizem afirmacoes sem se
preocupar se elas serao verdadeiras se forem considerados mais casos. Esses momentos nao

podem ser esquecidos pelo professor e devem ser questionados e debatidos em aula.

O exemplo a seguir destaca um importante momento histérico, no qual Pierre
de Fermat (1601-1665) afirmou ter encontrado uma férmula que identificava se um nimero

era ou nao primo.
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Exemplo 3.9. Fermat nasceu em 1601 e morreu em 1665 e tinha como passatempo a
Matemadtica. Fermat € lembrado com bastante intensidade em teoria dos nimeros, em
particular pelo Ultimo Teorema de Fermat, o qual diz que x"+y™ = 2" ndo possui nenhuma

solugao inteira (diferente de zero) para x,y e z, sendo n > 2.

Durante toda a sua vida, Fermat apresentou persuasao de ter encontrado uma

formula geradora de nimeros primos tal como seque:

F,=2"+1, ¥neN (3.17)

De fato, essa formula se revelou verdadeira ao tomarmos valores naturais de
zero a quatro, mas Leonhard Fuler mostrou que, para n =5, a formula nao gerava um
numero primo, pois Fy pode ser decomposto como produto de niumeros primos, logo é
composto.

Fy=2% +1=2% 41 = 4294967297 = 641 - 6700417

O problema a seguir é uma variacao do problema 3.3, situado na pagina 77.

Exemplo 3.10. Qual é o maior numero de regioes em um plano que pode ser obtido por

n triangulos equildteros?

Comentarios. Esse problema pode ser trabalhado no ensino médio e requer um raciocinio

mais abstrato dos alunos. Comecemos a estuda-lo montando a tabela a seguir:

Numero de tridngulos  Total de regiées obtidas (maior possivel)

1 2

2 8=2+6

3 20 =8+ 12
4 38 =20+ 18

Tabela 3 — Divisao do plano em regioes a partir de tridngulos

Na figura 8 da péagina 82, observamos que, na primeira imagem (superior a
esquerda), hd somente um tridngulo que divide o plano em, no méaximo, duas regioes

(interna e externa a ele).

Na imagem superior do canto direito, ao inserir o triangulo azul, cada lado
deste intersecta cada lado do primeiro triangulo em dois pontos distintos, logo, em seis
pontos ao total. Observe também que cada sequéncia de dois pontos faz aparecer uma

nova regiao no plano. Ha, nesse caso, 6 novas regioes em relacao a anterior.

Na imagem inferior a esquerda, insere-se o triangulo em amarelo. Cada lado
dele intersecta cada um dos lados dos dois tridngulos anteriores em dois pontos diferentes.
Portanto, o total de interseccoes obtidas com os trés tridangulos é igual a 2-3 -2 = 12.

Novamente, nota-se que o nimero de regioes obtidas, em relacao a imagem anterior €,
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Ak
O b

Figura 8 — Divisao do plano em tridngulos

no maximo, igual ao niimero de intersec¢oes entre as arestas dos triangulos. Na imagem
inferior a direita, o raciocinio se repete, sendo agora o ntimero de intersecgoes entre os

triangulos igual a 2 -3 -3 = 18.

Com base na observagao anterior, o maior nimero de regioes, denotado por a,,
em que o plano pode ser dividido com n triangulos, pode ser pode ser dado pela seguinte

relacdo matematica:

{an:an_lw-(n—l), VneNn> 1 (3.18)

CL1:2

Da relacao de recorréncia 3.18, situada na pagina 82, ao somarmos todas as
equagoes do sistema linear abaixo e cancelar termos iguais de ambos os lados, encontraremos
a féormula desejada que retorna o maior niimero de regides em que um plano pode ser
dividido com n tridngulos no plano.

-

Qo =a1+6-(2—1)
as =a2+6-(3—1)
a = az3+6-(4—-1 " "
+4 & (4-1) = Yai=> (a1 +6-(—-1) (319
: : i=2 i=2
p 1 = Gpo+6-((n—1)—1)
 an = ap1+6-(n—1)
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Aplicando a lei do cancelamento em ambos os lados da equagao acima, encon-
tramos uma féormula que permite calcular quantas sao as regioes em que o plano ¢é dividido

sem precisar desenhar e fazer a contagem de cada regiao.

ap, = a1 +6-2-1)4+6-B3-1)+---+6-(n—1)
= a1 +6-(2+3 -4+n))—6-(n—1)
= 4 +6- ((2+n)2(n_1))—6-(n—1)
w4342 (=1 —6-(n—1) =a,=2+3-n-(n—1) (3.20)
= a1 +3-(n—1)-((n+2)—2)
a;+3-(n—1)-n

Novamente, a férmula a,, = 2+ 3-n-(n — 1) representa bem os dados da tabela
3, mas sera que ela pode ser utilizada quando tivermos mais do que quatro tridngulos?

Vejamos:

Numero de tridAngulos  Total de regies obtidas (maior possivel)

1 ap=2+3-1-0=2
2 ap=2+3-2-1=8
3 az=2+3-3-2=20
4 ay=2+3-4-3=238

Tabela 4 — Divisao do plano em regioes a partir de triangulos

Para garantir que a generalizagao esteja correta, usaremos o Segundo Principio
da Indugao Finita. Seja P(n) a propriedade referente a expressao a, =2 +3-n-(n—1),
com n € N en > 1. Queremos verificar se a propriedade se estende a todos os naturais.

e Passo 1: Serd que P(1) é verdadeira? Sim, pois P(1) =2+ 3-1-0 = 2 regides.

e Passo 2: Suponha que a propriedade se mantenha véalida para qualquer n' €

Ncom1l<n <n.

e Passo 3: Serd que a P(n + 1) é verdadeira?

Ao introduzirmos o (n + 1)-tridngulo, temos que ele intersectara cada um dos
trés lados dos n tridangulos anteriores em dois pontos diferentes, totalizando 6 interseccoes

por triangulo. Como hé n tridngulos na figura, o total de interse¢des obtidas sera 6n.

P(n+1): apy1 = ap+6n =2+3-n-(n—1)+6n =24+3-n-((n—1)+2) =24+3-(n+1)-(n)

Portanto, P(n) é vélida para qualquer n natural, com n > 1. O



84

4 Atividades no Ensino Basico

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar ao leitor algumas atividades avaliativas
de aprendizagem de alunos a partir do referencial tedérico apresentado no inicio do trabalho.
A proposta de trabalhar com sequéncias didaticas tem por objetivo possibilitar que o aluno
compreenda os objetivos e o processo de cada atividade proposta. Todas as atividades
foram desenvolvidas e aplicadas em duas escolas de Campinas-SP, sendo uma ptblica e a

outra particular. O estudo dos resultados é apresentado no capitulo seguinte.

4.1 Atividade 1 - Como estruturar o raciocinio logico

1. Tempo necessario: 5 aulas de 50 minutos cada.

2. Materiais necessarios: Projetor, folha impressa e internet.

3. Espaco: Sala de aula e laboratério de informatica.

Titulo: Estruturando o raciocinio l6gico: a importancia do professor como provocador nas

aulas de resolucao de problemas.
Publico alvo: Alunos da 1%,2% ou 3% série do Ensino Médio/Alunos do EJA.

Problematizagao: Com base no que é vivenciado dentro da escola e levando-se em
consideracao as dificuldades dos alunos em iniciarem problemas de Matematica, a presente
atividade busca responder a seguinte questao: No ensino basico os alunos aprendem a

resolver situagoes problema?

Objetivo geral: Descrever como os alunos se mobilizam ao resolver situagdes problema

que demandam raciocinio logico e dedutivo.

Objetivos especificos:

e Fomentar a discussao sobre técnicas ou métodos voltados a resolver problemas de

Matematica;
e Apresentar para os alunos problemas e questiond-los sobre como resolvé-los;

e Angariar dados que possibilitem inferir como é trabalhada a estruturagao do raciocinio

matematico na educacao basica;

Teses: Busca-se, por meio desta atividade, verificar a validade ou nao das seguintes teses:
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e Tese 1: Os professores de Matematica, de maneira geral, tendem a ser pouco

questionadores nas aulas de resolu¢ao de problemas;

e Tese 2: Os alunos apresentam dificuldade ao estruturar o raciocinio légico;

Contetdos: Problemas diversos de Matematica.

Dinamica: A atividade se inicia com duas aulas expositivas nas quais sao discutidos
tépicos do livro “A arte de resolver problemas”, de Polya (2006). Em seguida, sao aplicadas
atividades que fazem o aluno refletir sobre os pontos levantados pelo autor. Por fim, no
laboratorio de informatica, os alunos preenchem um questionario usando a plataforma

digital “Google Forms” com base na atividade proposta.

Passo 1: Suponha que vocé, por alguma razao inusitada, se encontre perdido na mata
abaixo e precise sair dela. Vocé nao possui equipamentos eletronicos que te auxiliam a
realizar a tarefa. Responda, entao: O que vocé observa a principio? Cite algumas agoes

que vocé poderia tomar.

Figura 9 — Atividade 1 - Como estruturar o raciocinio logico

Passo 2: Com base no seguinte fragmento, responda as questoes a seguir:

Para alcancar um maior desenvolvimento do raciocinio 16gico, é necessario
que no ensino médio haja um aprofundamento dessas idéias no sentido de
que o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando o significado
de postulados e teoremas e o valor de uma demonstracao para fatos que
lhe sdo familiares. (PCN+, 2002, p. 121).

(a) Realize uma pesquisa e escreva o que vocé entendeu sobre: defini¢ao, teorema,
proposicao, lema, corolario, regra, lei, principio, algoritmo, paradoxo, conjectura e

demonstragao.
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(b) Dé um exemplo de cada uma das terminologias apresentadas no item anterior.
Passo 3: Em aula foram trabalhados o conceito de hipdtese, incégnita e condicio-
nante. Identifique-os em cada um dos problemas a seguir sem resolvé-los.

Problema 4.1. Braulia cortou um cubo em muitos cubinhos de aresta lem, através de
cortes paralelos as suas faces. Por exemplo, se este cubo tivesse 4cm de lado, os cortes

produziriam:

)

Figura 10 — Problema 4.1: Cubos e cubos - OBMEP

Entretanto, o comprimento da aresta do cubo é desconhecido. Apds cortd-lo,
Braulia contou os cubinhos de 1ecm de lado, os quais eram 512. Qual era o comprimento

da aresta do cubo?

Problema 4.2. Nove pontos sao desenhados em uma folha de papel, como mostrado na

sequinte figura:

Figura 11 — Problema 4.2: 3 pontos colineares - OBMEP

(a) De quantas maneiras € possivel escolher trés pontos colineares?

(b) De quantas maneiras é possivel escolher quatro pontos de modo que trés deles sejam

colineares?

Passo 4: Trabalhamos em aula que, antes de resolver um problema, é importante tracar
um plano de acao. Em exercicios de determinacao, podemos lembrar de um problema
correlato (possui a mesma incégnita) e que nos auxilie a resolver o problema inicial. Em
problemas de demonstragao ha teoremas, proposicoes ou sentencas matematicas que podem

nos auxiliar. Com base nisso, resolva:
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Problema 4.3. Uma fdbrica produz barras de chocolates no formato de paralelepipedos e
de cubos, com o mesmo volume. As arestas da barra de chocolate no formato de paralelepi-
pedo medem 3cm de largura, 18cm de comprimento e 4cm de espessura. Analisando as
caracteristicas das figuras geométricas descritas, a medida das arestas dos chocolates que
tém o formato do cubo € igual a: (a) bem (b) 6em  (¢) 12cm  (d) 24cm  (e) 25em

Problema 4.4. Dada a imagem abaizo, quantos triangulos é possivel escolher na figura?

Passo 5: Considere a seguinte afirmagao: “O problema 4.3 é correlato ao problema 4.1,

e o problema 4.4 é correlato ao 4.2”. Vocé concorda com a afirmacao? Justifique.
Passo 6: Encontre a solugao dos problemas 4.1 e 4.2.

Passo 7: Reveja os calculos realizados nos exercicios anteriores e estude a solucao
encontrada. Responda: Como é possivel utilizar esses resultados para resolver novos

problemas?

Passo 8: A partir dos problemas apresentados, formule uma nova incégnita para cada

um deles.

Passo 9: Apds responder as perguntas desta atividade, utilize o laboratério de informatica
ou o seu computador para responder ao questionario de avaliagao usando os recursos do

Google Forms.

Passo-a-passo sobre como elaborar a atividade: os professores podem sugerir aos

seus alunos duas atividades diferentes: lista de exercicios e uma lista com problemas.

Sugestao 1: Ha um acervo grande de problemas que podem ser trabalhados com os

alunos. Seguem algumas sugestoes de competigdes de Matematica:

Canguru de Matematica (www.cangurudematematicabrasil.com.br)

Olimpiada de Matematica da Unicamp (www.olimpiada.ime.unicamp.br)

Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas (www.obmep.org.br)

Olimpiada Paulista de Matematica (www.opm.mat.br)
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_ Disponibilizar aos alunos links com acesso a diversos materiais de apoio.

Por exemplo: Portal da Matemaética por meio do link “https://matematica.obmep.org.br”

_ Utilizar as ferramentas do google (por exemplo: Google Classroom) para
criar um ambiente virtual de aprendizagem onde os alunos possam postar suas duvidas e

acessar materiais complementares.

_ Estimular os alunos a relacionar as duas listas (exercicios e problemas), a
registrar suas duvidas e observagoes, a estudar a complexidade das questoes abordadas, a

procurar problemas correlatos e a formular novas incognitas.

_ O professor pode utilizar a plataforma “Google Docs” (www.docs.google.com)
e criar documentos que possam ser compartilhados com todos os estudantes. A vantagem
do uso dos recursos ¢é que o professor pode acompanhar em tempo real as alteragdes que os
alunos fazem e também sugerir modifica¢des possibilitando o aprendizando em diferentes

espagos, tempos e momentos.

4.2 Atividade 2 - Artigos de Matematica

1. Tempo necessario: 4 aulas de 50 minutos cada.

2. Materiais necessarios: Folha impressa.

3. Espaco: Sala de aula ou de leitura.

Titulo: Lingua materna e linguagem matematica: trabalhando a competéncia leitora e

escritora e suas relagoes com base nas vivéncias dos alunos.
Publico alvo: Alunos da 1%,2% ou 3* série do Ensino Médio/Alunos do EJA.

Problematizacao: Partindo do que é vivenciado no contexto escolar e levando-se em
consideracao as dificuldades na aprendizagem em Matematica dos alunos, a presente
atividade retine questoes que possibilitam responder ao seguinte problema: “A perda do
encantamento para aprender Matematica é consequéncia do distanciamento entre a lingua

materna e a linguagem matematica?”

Objetivo geral: Auxiliar o aluno a compreender as relagoes entre a lingua materna e a

linguagem mateméatica em diferentes contextos.

Objetivos especificos:

e Relatar experiéncias de aprendizagem dos alunos em Matematica;

e Desepertar nos alunos o interesse pela leitura com o auxilio de referenciais que

promovam a discussao e reflexao;
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e Proporcionar momentos de aprendizagem significativa para o aluno no ambito escolar.

e Avaliar como os alunos compreendem a relagao entre a Matematica e as outras areas

do conhecimento.

Teses: Busca-se verificar a validade ou nao das seguintes teses:

e Tese 1: O uso exclusivo da linguagem simbdélica gera dificuldades de compreensao

nos alunos;

e Tese 2: Alunos que leem pouco tendem a apresentar maior dificuldade em ciéncias

exatas;

Conteudos: Linguagem matematica: proposicoes logicas, conjuntos, simbolos e notacao

matematica.

Dinamica: A sala serd organizada em grupos e cada grupo sera responsavel pela leitura
de um texto. Juntos, os integrantes deverao ler o texto previamente sugerido pelo professor,

discutir a temética levantada e elaborar uma tnica resenha.

A resenha é uma andalise interpretativa, isto é, uma sintese de um texto ou
livro e, por isso, em sua elaboracao, é necessario prestar atengao ao tema que sera discutido
e as consideracoes feitas a respeito dele. O objetivo da resenha é informar outros leitores

sobre a obra estudada, a partir do ponto de vista do resenhista. A resenha deverd conter:

Tema (titulo) a ser analisado;

Identificacao da obra e do autor (referéncia bibliogréafica da obra);

Breve sintese sobre o contetido que sera resenhado;

Aprofundamento e contextualizacao do tema;

e Avaliacao critica: argumentacao e opinido pessoal sobre o tema;

Observacao 4.1. Para a realizacao da resenha, o modelo € o dos textos dissertativos

argumentativos que devem conter: introducdo, desenvolvimento e conclusao.

Observacao 4.2. A resenha fornece ao leitor informagoes sobre uma determinada obra,
permitindo que ele decida se sua leitura é ou ndo pertinente. Textos desse género devem
ser claros e objetivos em sua exposicdo e apresentacdo das ideias. Devem ser evitadas

expressoes do tipo: “Fu gostei” e “Eu nao gostei’”



Capitulo 4. Atividades no Ensino Bdsico 90

Avaliacao: Os alunos serao avaliados de maneira continua por meio de relatos de casos,

questionérios usando plataformas digitais e também por meio da resenha.

Sugestoes de questoes que podem ser embarcadas no texto:

e Em que medida o ensino da lingua contribui para a a aprendizagem de Matematica?
e De que forma o ensino de Matematica contribui para a compreensao de uma lingua?

e Qual é a influéncia da simbologia formal matematica na resolugdo de problemas?

Passo-a-passo sobre como elaborar a atividade: infelizmente, é usual que os alunos
no ensino basico leiam pouco - principalmente textos sobre Matematica. Para tentar
solucionar esse problema, sugerimos que os professores utilizem plataformas digitais de

aprendizagem para compartilhar artigos ou textos que possam ser lidos pelos alunos.

Passo 1:| Hs diversos servicos de armazenamento em nuvem (dropbox, oneDrive, google-
Drive, entre outros) que podem ser utilizados pelo professor. Escolha um que seja mais

pratico.

_ Nesta atividade, o servigo escolhido foi o Dropbox, que pode ser acessado pelo

endereco eletronico “www.dropbox.com”. E necessario efetuar um cadastro.

_ O sistema retine seus arquivos de forma centralizada e é possivel escolher quais
serao compartilhados com os estudantes. Vocé pode montar uma pasta exclusiva para
determinada turma e compartilhar, por meio de um link, o endereco dela. Assim, os alunos
terdao acesso a todos os materiais disponibilizados dentro dela. H4 também a opcao de

criar link somente para um arquivo.

Passo 4:| Apos clicar em “compartilhar”, o professor escolhe se deseja enviar o link por
e-mail ou disponibiliza-lo de outra maneira. Ha diversos recursos que podem ser utilizados

pelo professor para que o aluno tenha acesso ao link: Google Classroom, Google Sites, etc.

_ Para a escolha dos textos a serem lidos pelos estudantes, ha diversas opcoes,
entre elas: busca pelo “Google Académico® por meio do link “www.scholar.google.com.br”

ou pelo site “www.dominiopublico.gov.br”.

4.3 Atividade 3 - Grupos - Jogo das Palavras Cruzadas

1. Tempo necessario: 3 aulas de 50 minutos cada.

2. Materiais necessarios: Eclipsecrossword, computador, folha impressa e internet.

3. Espaco: sala de aula ou ambiente onde os alunos possam se organizar.
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Titulo: Conceitos tedricos do estudo de Grupos: aplicagdes no ensino basico em Matema-

tica.

Piblico alvo: Alunos que participam de grupos olimpicos de Matematica do 8° e 9° ano
do Ensino Médio.

Problematizacao: A presente atividade retine algumas questoes que procuram responder
ao seguinte problema: é possivel trabalhar conceitos tedricos aprendidos no estudo de

Grupos no ensino basico?

Objetivo geral: Explorar com os estudantes conceitos teéricos de Grupos por meio do

jogo das Palavras Cruzadas.

Objetivos especificos :

e Servir como instrumento facilitador do processo de ensino-aprendizagem e estimular

o estudo da Matematica;

e Explorar elementos da algebra a partir de conceitos tedricos estudados em Teoria

dos Grupos;

e Auxiliar o aluno a identificar propriedades, conceitos e defini¢oes na construcao do

raciocinio logico e dedutivo;

Teses: Busca-se, por meio desta atividade, verificar a validade ou nao das seguintes teses:

e Tese 1: Os alunos, de maneira geral, sao pouco estimulados a escrever passo a passo

a resolucao de um problema;

e Tese 2: E possivel antecipar contetidos na Educacéo Bésica a fim de que o aluno

desenvolva a capacidade de argumentagao que o ajudaréd caso curse o ensino superior;

e Tese 3: Os estudantes que participam de grupos olimpicos ou atividades semelhantes

apresentam maior destreza na escrita matematica.

Contetidos: Conjuntos numéricos e operagoes matematicas;

Descrigao da atividade: O professor pode, antes da realizacao desta atividade, retomar
com os alunos conceitos ligados a conjuntos, relagoes de pertinéncia, inclusao e nog¢ao intui-
tiva de fungoes. Apds esta etapa, recomenda-se que o professor elabore uma aula expositiva
e apresente para os alunos alguns exemplos do uso da associatividade, comutatividade,

elementos neutro e inverso e, em seguida, apresente o conceito de Grupos.

Apds a abordagem tedrica e da organizagao dos alunos em grupos, estes deverao
se mobilizar para preencher os espacos disponiveis do jogo das “Palavras Cruzadas” E

importante que o professor acompanhe o jogo e questione seus alunos para que formulem
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exemplos, novas hipdteses ou duvidas para serem esclarecidas em aula. O professor também
pode propor que criem novas operacoes matematicas e verificar quais delas satisfazem as

propriedades contidas no jogo das “Palavras Cruzadas”.
Passo-a-passo sobre como elaborar a aula expositiva:

Embora cada professor tenha uma metodologia para trabalhar com os alunos,
sugerimos que o professor, se for da escola piblica do Estado de Sao Paulo, utilize os
recursos digitais que estao acessiveis aos professores, como o pacote Office. Para ter acesso

a ele, seguem abaixo as instrugoes:

Passo 1:| Acesse o site da Secretaria Escolar Digital (SED) por meio do endereco eletrénico

www.sed.educacao.sp.gov.br.

Passo 2:| No canto superior direito h o e-mail institucional (via Microsoft). Vocé ird

utiliza-lo para a instalacdo do Pacote Office no seu computador.

Passo 3:| Acesse o endereco www.office.com e, em seguida, clique em “Sign in”. Digite o

nome do usuario e a senha, a mesma da SED. Faca o login.

_ Vocé encontrard uma tela na qual haverd a possibilidade de baixar o pacote
Office de maneira gratuita e rapida para o professor. Os recursos digitais possibilitarao

que sua aula seja mais criativa e motivadora para os alunos.

EXEMPLO 3

Exemplo: Considere a seguinte operacdo * definida sobre o conjunto dos
nameros racionais:

Verifiques
Se a operagdo * é comutativa;
Se a operagdo * é associativa;
Se a operagdo * tem o elemento neutro;

Se existem elementos invertiveis

Figura 12 — Uso do powerpoint para aplicacao da atividade 3

Passo-a-passo sobre como elaborar o jogo:

Passo 1:| Digitar na ferramenta de busca do Google: “EclipseCrossword” e abrir o

enderecgo: “www.eclipsecrossword.com”.

_ Fazer o download do EclipseCrossword de acordo com o sistema operacional

do seu computador e instalar o programa. O procedimento pode ser diferente de acordo
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com a versao do programa.

Passo 3: Na tela inicial ha duas opgoes: vocé pode gerar um novo jogo ou abrir um que
ja foi salvo inicialmente. Caso queria comegar, selecione a primeira opcao e, em seguida,

clique em “Next”.

Passo 4:| No “Step 2” vocé poderd incluir quantas palavras quiser (no minimo duas) para
formar as palavras cruzadas. O programa se encarrega automaticamente de definir se elas
estarao na vertical ou na horizontal. Também ¢ permitido inserir espacos em branco, por
exemplo: “ELEMENTO INVERSQO”. Para inseri-las, escreva no campo “Word” a palavra
que sera “adivinhada” pelo aluno e no campo “Clue for this word:” a dica para o aluno
chegar até a palavra. Em seguida, clique em “Add word to list”. Vocé também pode editar

ou excluir apods a inclusao de uma palavra na lista.

Passo 5: Vocé pode dar um nome para as palavras cruzadas e preencher as informagoes

pedidas com o seu nome.

Passo 6: Vocé pode definir o tamanho da malha de acordo com a sua preferéncia, e o

programa se encarrega de gera-la.

Passo 7: No ultimo passo, ha algumas op¢oes para a utilizagao do jogo. Cabe ao professor,
olhando para o contexto escolar, e também para as possibilidades de aprendizagens dos

alunos, determinar qual o modelo ideal. Veja:

e Save crossword: salva de maneira que vocé possa fazer alteracoes posteriores. E
interessante o professor criar um banco de dados e aplicar a mesma atividade em

outras turmas atualizando o que achar necessario.
e Save wordlist: redireciona para a tela na qual sao feitas as alteragoes na lista.
e Print crossword: opcao de imprimir o jogo e escolher o nimero de copias.

e Save as a web page: ha trés opgoes nesta tela:

— Interactive with JavaScript: o jogo pode ser disponibilizado para os alunos
usando computador. A opg¢ao é interessante caso a escola tenha um laboratério

de informética.

— Empty grid and clues: opcao interessante para os alunos que usam tablets,
smartphones ou outras ferramentas que substituam a folha impressa e que os

possibilitem escrever diretamente nos quadros em branco.

— Answer key grid: o jogo ja vem resolvido.

e Publish crossword: exportar o jogo para outras plataformas.
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— Rich text format (RTF): possibilidade de exportar o jogo para outros

programas.

— Windows metafile (WMF): exporta o grid (malha com as barras horizontais

e verticais).

— Across Lite TEXT format: salva o puzzle num arquivo formato text.

Na figura 13 da pagina 94, destacamos as principais etapas do processo de
instalacao do Eclipsecrossword. O software pode sofrer alteragoes na sua versao (atualmente

gratuita e compartilhada com todos), inclusive no seu enderego eletronico.

EclipseCrossword — EclipseCrossword —

Step 1 — Create or select a word list Step 2 — Create or modify a word list

Have you already created a word list, or do you want to make one now? You may now modify your word list. To add a word to the list, type the word in the first box below,
and then type a due for the word in the second box. Then, dick the Add button to add the word to
® dlist o the list. To modify & word already in the list, double-dick onit. If you want to remove the word
Letme create a word list from scratch now. from the list after doing this, dick the Clear button. Click the "help” link for tips.
(D)1 already have a word list or saved crossword puzzle that I will use. Word list Add a new word to the list:

Please make your selection from the choices above, and then dick on the "next” link below. EXEMPLO Word:
Please note that regardless of the option you choose, you will be able to make changes in the
nextstep, If you made a mistake and want to return to the welcome page, dick "back” below.

Clue for this word:

Tools... Add word to list Remove word

1word

(&) Options

EclipseCrossword

EclipseCrossword

Step 5 — Define crossword size Save or print this crossword

How big would you like the puzzle to be? Save crossword | Print crossword \ Save as a web page | Publish crossword |
You may choose how large the generated crossword puzzle should be. Type the maximum Save this crossword puzzle
width and height of the crossword puzzle in the baxes below. (The resulting puzzle may be
smaller than this size, but never larger.) If you would like to print, modify, or export this crossword puzzle in the future, you can save it to

your computer or a disk now. If you do not save it, it will be lost when you dose this program.

This crossword puzzle must be at least 9 letters square.
= % Save crossword Sawves this crossword puzzle to your computer or a disk.

I want the crossword puzzle to be El letters wide, by = rd list that
ve the wo that you used
El letters tall. § . . i
If you did not save this word list before, you can still do it now. You can also use a crossword

puzzle you save with the above option as a word list in the future, if you prefer.
Once you are satisfied, dick the "next” link below.

Save word list Saves the word list you created {or used) for this crossword puzzle.

‘ €) Click the tabs at the top when you are ready to print or expart your crossword puzzle. |

‘h About @ Options @ Help @ Back Next @ Close ® @ Options.

Figura 13 — Processo de instalacao do Eclipsecrossword - Atividade 3

Palavras cruzadas: seguem, abaixo, as dicas que compoem o jogo das palavras cruzadas.
Ha palavras que estao dispostas ou na vertical, ou na horizontal. O ntimero ao lado de

cada sentenga representa a coluna ou linha em que cada uma esta situada.

1. Nome que se da a um Grupo G munido de uma operagao binaria e que torna

verdadeira a condicao A+ B = B * A, para quaisquer dois elementos A e B do Grupo
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10.

11.

12.

13.

G. Exemplo: no conjunto dos niimeros inteiros munidos da operacao de adigao,

tem-se: 3 +5 = 5 + 3. Resposta: abeliano.

E o nome que se d4 para a funcio f de A em B quando é injetiva e sobrejetiva.

Resposta: bijetiva.

Nome do método, com base logica, que permite decidir sobre a validade ou nao de
uma inducao vulgar, isto é, de uma generalizacdo de determinada propriedade apods
a verificacdo de que a propriedade é valida em alguns casos particulares. Resposta:

principio da indugao.

E 0 nome de um conjunto nao vazio munido de uma operacao binaria que satisfaz as

seguintes condigoes: associatividade, elemento neutro e inverso. Resposta: Grupo.

Nome da operacao matematica que associa pares de vetores e que nao vale a

associatividade. Resposta: produto vetorial.

E o nome da operaciao matemética tal que, para quaisquer dois elementos A e B
pertencentes a um determinado conjunto, tem-se: A+ B = B * A. Por exemplo: nos

naturais ¢ valido que 2 + 5 = 5 + 2. Resposta: comutatividade.

Conjunto numérico associado ao processo de contagem. E formado pelos niimeros

0,1,2,3 e assim sucessivamente. Resposta: naturais.

Dados dois conjuntos A e B, nao vazios, é o nome da relagdo de A em B definida
de modo que para todo x pertencente a A, existe um s6 y em B tal que f(z) = y.

Resposta: funcao.

Nome do conjunto que possui um tnico elemento. Por exemplo: o conjunto A = {2}.

Resposta: unitario.

Nome do conjunto que nao possui elemento. Por exemplo: conjunto em que todos os

seus elementos sao diferentes deles proprios. Resposta: vazio.

E 0 nome da operacao matemética tal que, para quaisquer trés elementos A, B e C de
um determinado conjunto, tem-se: (A* B)=C = A+ (B=*(C'). Por exemplo: no conjunto

dos naturais, é valido que 2+ (5 +7) = (24 5) + 7. Resposta: associatividade.

Nome que se da a funcdo f de A em B tais que, para quaisquer x e y pertencentes ao
conjunto A, tem-se: se x é diferente de y, entdo f(z) é diferente de f(y). Resposta:

injetora.

Dados dois conjuntos A e B, é o nome do conjunto formado pelos elementos que

pertencem a ambos os conjuntos. Resposta: interseccao.
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14. Dados dois conjuntos A e B, sendo B subconjunto de A, é o nome do conjunto dos

elementos de A que nao pertencem a B. Resposta: diferenga.

15. Nome que se dé para a funcao f de A em B tal que o contradominio da funcao é

igual ao conjunto imagem. Resposta: sobrejetiva.

16. Conjunto numérico que contém elementos com representagao fraciondria. Resposta:

racionais.

17. Denominacao que se da para um elemento X pertencente a um determinado conjunto
tal que, para qualquer elemento Y do mesmo conjunto, tem-se: X *Y =Y = X = ¢,
sendo e o elemento neutro do conjunto. Por exemplo: no conjunto dos inteiros
munidos da operagao de adigdo, tem-se: 2 + (—2) = (—2) + 2 = 0. Resposta:

elemento inverso.

18. E o nome do conjunto formado pelos elementos que pertencem aos conjuntos A e B.

Resposta: uniao.

19. Nome que se da a dois conjuntos A e B tais que, todo elemento de A pertence a B

e, reciprocamente, todo elemento de B também pertence a A. Resposta: iguais.

20. Dados dois conjuntos A e B, é o nome que se da ao conjunto B de maneira que todo

elemento de B também pertence a A. Resposta: subconjunto.

4.4 Atividade 4 - Questionario avaliativo da aprendizagem

1. Materiais necessarios: folhas impressas.

2. Espaco: sala de aula.

Titulo: Avaliacao da aprendizagem de Matematica: influéncia dos fatores externos na

aprendizagem dos alunos.

Piblico alvo: 9° ano do Ensino Fundamental até a 3% série do Ensino Médio e alunos da
Educacao de Jovens e Adultos (EJA).

Problematizacao: A presente atividade reine algumas questoes que procuram responder
ao seguinte problema: qual a influéncia dos fatores externos (sociais, econdémicos e culturais)

na aprendizagem de Matematica?

Objetivo geral: Compreender de que forma fatores externos intervém na aprendizagem

de Matematica dos alunos.

Objetivos especificos :
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e Tracar o perfil social, economico e cultural dos alunos de uma escola da rede ptublica
do Estado de SP;

e Relacionar os dados obtidos no questionario com as agoes voltadas para a aprendiza-

gem de Matematica;

e Sugerir acdes que motivem os alunos a estudar Matematica e que auxiliem no

desenvolvimento do raciocinio logico.

Teses: Busca-se, por meio dessa atividade, verificar a validade ou nao das seguintes teses:

e Tese 1: Os alunos dedicam poucas horas de estudo semanal a disciplina de Mate-

matica;

e Tese 2: A maioria dos alunos do periodo noturno trabalham para sustentar a familia,

o que interfere nos estudos;

e Tese 3: Os alunos entendem que a importancia do estudo da Matematica é a

memorizacao de férmulas;
e Tese 4: As familias dos alunos acompanham pouco a aprendizagem dos seus filhos;

e Tese 5: Os alunos sao pouco questionados sobre diversos assuntos que poderiam

contribuir para o desenvolvimento do raciocinio logico.

Descricao da atividade: A atividade avaliativa foi proposta na forma de um questionario,
com trinta perguntas, que versavam sobre aspectos econémicos, culturais e sociais que
permeiam o cotidiano dos alunos de uma escola estadual em Campinas-SP. Busca-se, por
meio dessa atividade, compreender o contexto escolar e as acoes pedagodgicas que podem

ser elaboradas pensando no ptblico alvo da escola.

Metodologia: Por conta do espaco limitado do laboratério de informatica, foi decidido,
em reuniao do HTPC (hora de trabalho pedagdgico coletivo) com os demais professores,
que a data para aplicagao da atividade nas salas de aula ocorreria dia 31 de outubro de
2017 (terga-feira) com turmas da manha e da noite. Os alunos receberam a atividade
impressa e tiveram o acompanhamento de professores (nao especificamente de Matematica)

que os auxiliaram durante o preenchimento.

Divulgacao dos resultados: Os alunos tiveram o conhecimento de alguns resultados do
questionario por meio de um workshop realizado na escola no dia 6 de novembro de 2017

com a parceria de outros professores.
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4.5 Atividade 5 - Grupo Olimpico de Matematica

Objetivo geral: Estimular o estudo da Matematica pelos alunos como forma de incentiva-

los & busca constante pelo conhecimento.

Objetivos especificos:

1. Preparar os alunos para as competicoes ou olimpiadas de Matematica;
2. Formar jovens talentos em Matematica;

3. Desenvolver o raciocinio 16gico, as competéncias e habilidades em Matemaética.

Justificativa: Perante uma sociedade que entende a Matematica com uma ciéncia enig-
matica e dificil de ser aprendida, buscamos, através do “GrupOlimpicO” motivar os
alunos a resolver problemas desafiadores, estabelecer rela¢oes entre as diversas areas do
conhecimento, encantar outros jovens por meio da difusao do conhecimento socialmente,
humanamente e historicamente produzido e contribuir para o ensino e aprendizagem da
Matematica no ensino béasico. Buscou-se proporcionar momentos de aprendizagem signifi-
cativa para os alunos na busca pelo desenvolvimento do raciocinio légico, no aprendizado
de calculos matematicos e na construcao de sua formacao humana. Percebe-se que os
alunos que se envolvem com atividades como esta maximizam seus conhecimentos e se

tornam inspira¢ao para outros alunos.

Organizacao dos horarios e turmas: As aulas olimpicas ocorrem semanalmente, com
duragao de 90 minutos e em periodos complementares aos ja previstos no ensino regular.
E sugerido que o aluno dedique, pelo menos, quatro horas semanais de estudo para a
Matematica olimpica. No tocante a formacao das equipes, o nimero maximo de integrantes
de cada turma é de vinte alunos e a sua formacao depende do niimero de alunos inscritos

no inicio do ano.
e Equipe A: Alunos do 6° ou 7° ano - Ensino Fundamental II;
e Equipe B: Alunos do 8° ou 9° ano - Ensino Fundamental II;
e Equipe C: Alunos da 1%,2% ou 3% série - Ensino Médio.
O ideal é que os alunos comecem a se preparar para fazer uma Olimpiada de
Matematica o mais cedo possivel. Quando o aluno é mais novo, seu processo de desenvol-

vimento cognitivo e afetivo estd em formagao e isso contribui de maneira significativa para

o desenvolvimento de sua maturidade Matematica.

Observacgao 4.3. A forma de ingresso nas atividades se faz mediante processo seletivo,

declaragdo de interesse ou a critério do professor.
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Observacgao 4.4. E permitido que o aluno frequente outra turma desde que procure o
professor anteriormente. Nao é recomendado que o horario destinado para o projeto seja

usado como plantdo de duvidas.

Observagao 4.5. O projeto € voltado para alunos que manifestam interesse em aprender

algo a mais em Matemdtica, estando ciente de que ndo se trata de um projeto de reforco.

Observacao 4.6. Como o projeto dura o ano letivo inteiro, serd firmado um combinado

pedagogico com os alunos no comeco do trabalho.

Oportunidades oferecidas: Nas aulas olimpicas os alunos terao contato com diversos
problemas de Matematica que contribuirao para o desenvolvimento de competéncias
imprescindiveis no processo de construc¢ao do conhecimento. Inseridos na Aprendizagem

Baseada em Problemas, os alunos serao convidados a participar das seguintes competigoes:

Projeto Canguru de Matematica Brasil;

Olimpiada de Matematica da Unicamp - OMU;

Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP;

Olimpiada Paulista de Matematica - OPM,;

Olimpiada Brasileira de Matematica - OBM;

Observacao 4.7. Qutras competicoes de Matemadtica poderdo ser incluidas de acordo com

a disponibilidade dos alunos e o consenso do professor e equipe gestora.

Referencial tedrico: Na internet, o aluno encontra um grande acervo voltado para as
olimpiadas de Matematica. Ha diversos sites oficiais que compartilham materiais que
auxiliam os estudantes. Os alunos também terdo a oportunidade, junto ao professor, de
construir um material olimpico com alguns dos problemas trabalhados nas quatro areas:
algebra, geometria, combinatoria e aritmética. Durante as aulas, os alunos estudarao temas

previstos nos contetidos programaticos de cada uma das competicoes acima.
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5 Resultados das atividades propostas

Neste capitulo, estao os resultados das atividades realizadas no ensino basico,
os métodos abordados durante a pesquisa e os resultados gerais que puderam ser inferidos

a partir de uma amostra de alunos.

5.1 Resultados da Atividade 1

Tese 1: verdadeira. Os professores de Matematica, de maneira geral, assumem o papel
de transmissor do conhecimento, ao invés do papel de provocador ou questionador.
Tese 2: verdadeira. Os alunos da escola estadual apresentaram dificuldade ao estruturar

o raciocinio logico, principalmente ao identificar a hipotese e a incégnita.

Apés a aplicagdo da atividade, os resultados foram colhidos no laboratério de
informatica usando a plataforma da Google conhecida como “Google Forms”. Cada aluno
preencheu o questionario com a tutoria do professor responsavel. O cenario ideal é que
todos os alunos que preenchessem o questionario ja tivessem feito a atividade proposta e

também assistido a aula expositiva que dao suporte a avaliagao.

Como a atividade foi desenvolvida com alunos do ensino médio noturno em
uma escola estadual, alguns empecilhos surgiram durante a sua realizagao. O principal se
deu pela frequéncia dos alunos. O ensino publico noturno geralmente recebe alunos que
trabalham durante o dia e que tém a noite para estudar. Por conta disso, tivemos alunos
que nao participaram da atividade proposta ou que precisaram de um tempo maior para a

entrega da atividade.

A atividade em si estd prevista para ocorrer em cinco aulas de cinquenta
minutos cada. Como no ensino noturno as aulas tém duracao menor, tivemos que estender
esse prazo para que eles pudessem ter o suporte necessario para resolver as questoes

propostas.

Embora o perfil de cada aluno seja diferente até mesmo dentro da prépria sala
de aula, a atividade (aula expositiva e atividade roteirizada) foi aplicada com os alunos que
fizeram parte dos grupos 1 e 3. Os alunos do grupo 2 preencheram somente o questionario
de avaliacdo com uma breve explicagao do que se tratava o questionéario. O objetivo da
atividade era investigar como trabalhar com tais atividades contribui para a aprendizagem

dos alunos.
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e Grupo 1: Alunos da primeira série do ensino médio, primeiro e segundo termo da

Educagao de Jovens e Adultos. (Escola Estadual - 28 alunos).

e Grupo 2: Alunos do terceiro termo do ensino médio da Educacao de Jovens e
Adultos. (Escola Estadual - 15 alunos)

e Grupo 3: Alunos do ensino médio que participaram das atividades olimpicas (Escola

particular - 8 alunos)

A partir do questionario alguns dados foram coletados e se péde observar,
comparativamente, os resultados colhidos com os trés grupos analisados. O total de alunos

que participaram da atividade aparece ao lado da descricao de cada grupo.

5.1.1 Questionario da Atividade 1

Pergunta 1: Ao resolver um problema de Matematica, o que vocé entende ser mais dificil

de compreender nele?

e () Enunciado do problema;

e () Linguagem matematica;

e () Ordem de representagao das informagoes (organizacao dos dados);
e () Formas de representagao (tabelas, desenhos, gréficos, etc);

e () Numeros (principalmente os decimais);

e () Conteiddos de Matemaética,

O circulo externo, isto é, com maior raio, retrata os dados do grupo 3. O do
meio, por sua vez, o grupo 2, e o menor, o grupo 1. Pode-se notar que, enquanto os alunos
dos grupos 2 e 3 afirmaram que a maior dificuldade esta em interpretar o enunciado de
um problema, a maior parte dos alunos do grupo 1, algo em torno de 39%, relatou que a
dificuldade maior estd em compreender a linguagem matematica que é apresentada com

uma notagao especifica.

Os alunos do grupo 3, por exemplo, se depararam com problemas mais desafi-
adores (como os da Olimpiada Paulista de Matemaética) que também também geravam

duvidas nos alunos.

J& os alunos do grupo 2 apresentaram mais dificuldade neste quesito em
relagdo aos alunos do grupo 1, evidenciando que esses alunos em especifico conseguiram
compreender melhor como interpretar um problema de Matematica tendo como base a

aula expositiva. Em algumas perguntas nao foi possivel obter informagao a partir da coleta
de dados.
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ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 1
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Figura 14 — Gréfico - Atividade 1 - Pergunta 1

Pergunta 2: Como sao as aulas de resolu¢ao de problemas?

e [ ] Pouco problematizadoras e geralmente os problemas sao exercicios de repetigao
que buscam avaliar se aprendi ou nao determinado conceito;

e [ ]| Nao sdo problemas, mas exercicios simples de compreensdao que podem ser
resolvidos, na maioria das vezes, com o uso de formulas matematicas;

e [ ] O professor adota um papel questionador e orienta seus alunos a resolver os
problemas propostos;

e [ ] Constituem situagdes significativas de aprendizagem, momentos de discussao,

levantamento de hipoteses, execugao de planos de agao e verificacdo das solugoes;

e | | Néo ha aulas de resolucao de problemas.

Nessa pergunta, os alunos podiam assinalar mais de uma resposta. Nesse caso,

do grupo 1, 39% das respostas indicaram que durante as aulas sdo realizados exercicios

simples e a maioria deles podem ser solucionados com férmulas.

Ja 93% dos alunos do grupo 2 afirmou que as aulas de resolucao de problemas

constituem situacoes significativas de aprendizagem e que eles aprendem com elas. Os

alunos do grupo 3 tiveram a mesma opiniao, mas com uma porcentagem menor, igual a

75%.

Alguns alunos do grupo 3 possivelmente fizeram referéncia as aulas olimpicas,

embora o questionario avaliasse o ensino regular. A partir dessa pergunta, pode-se concluir

que as aulas de resolucao de problemas, na educagao basica, na maioria das vezes, sao

momentos voltados para discutir exercicios de memorizagao de algoritmos, regras ou

aplicacao de férmulas.
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Nao se busca inferir que as aulas que ensinam os alunos a aplicar algoritmos ou
que sejam operatorias sao ruins para a aprendizagem, mas é recomendével que o professor
saiba pontuar qual o momento de intervir na aprendizagem de cada aluno e adotar uma

estratégia que possibilite que o aluno aprenda.

ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 2
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I

problemas propostos

Ndo sdo problemas, mas exercicios simples de compreensdo que podem ser
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Figura 15 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 2

Pergunta 3: Embora nao exista uma receita que permita resolver problemas de Matema-
tica, ha algumas etapas que, se seguidas, podem auxiliar o estudante a encontrar solugoes
para problemas mais elaborados. A primeira delas é a compreensao do problema. Com base

nisso, com que frequéncia os termos a seguir estao presentes nas aulas de Matematica?

e () Leitura atenta do enunciado;

() Notagao;
e () Interpretar corretamente;
e () Condicionante;
e () Pensar em um exemplo semelhante;
e () Dados;
e () Reformular o problema;
e () Incognita;
e () Tracar uma figura;

Nessa pergunta, os alunos assinalaram que se deparavam com esses termos
sempre, quase sempre, frequentemente, ocasionalmente, raramente ou nao se aplica. Nao
houve distorcao significativa a ponto de poder concluir algo por conta da dificuldade que
os alunos apresentaram (especialmente dos grupos 1 e 2 ao se depararem com tais termos).
O que se pdde observar é que termos como “notacao” e “condicionante” aparecem com
menos frequéncia nas aulas de resolucao em Matemética no ensino basico, segundo os

alunos.

Pergunta 4: A segunda etapa para resolucdo de um problema é o estabelecimento de
um plano de agao. Nela, o aluno é levado a pensar de qual forma iniciara a resolucao do

problema proposto. Com base nisso, responda:
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e () Procuro pensar na conexao entre os dados e o que o exercicio pede (incégnita);

() Procuro buscar exercicios auxiliares (correlatos) que me ajudem a resolver o

exercicio proposto;
e () Introduzo elementos auxiliares que me permitam resolver o que foi pedido;
e () Verifico se utilizei todos os dados do exercicio;
Para cada uma das afirmacoes acima, os alunos assinalaram sim, nao ou as
vezes. Os resultados mais expressivos foram os dos alunos do grupo 3, em que 88% deles

afirmaram que procuram estabelecer conexoes entre a hipdtese e a incognita, mas que

apenas as vezes verificam se utilizaram todos os dados do exercicio.

ATIVIDADE 1 - PERGUNTA4 - GRUPO 3
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entre os dados e o que o auxiliares (correlatos) que auxiliares que me permitam dados do exercicio
exercicio pede (incognita) me ajudem a resolver o resolver o que foi pedido

exercicio proposto
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Figura 16 — Gréfico - Atividade 1 - Pergunta 4

Ha alunos do grupo 3 que chegam ao projeto e relatam que tais questionamentos
(presentes no gréafico 16) nao sdo realizados no ensino médio. Nas escolas particulares, por
exemplo, isso se deve a uma série de fatores, de modo que um deles é a necessidade do
aluno aprender algoritmos ou exercicios que preparem exclusivamente para os exames

vestibulares.

Pergunta 5: A terceira etapa constitui a execu¢ao do plano que foi pensado anteriormente.

E nessa etapa que vocé colocard em pratica o que foi pensado ou planejado. Responda:

() Tenho o habito de verificar cada passo da minha resolugao;

() Demonstro cada passo que fiz para verificar se ele esta correto;

e () Procuro pensar se o plano de agdo me auxiliard a encontrar a solugao;

() Sinto-me perdido ao resolver um problema;
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Para cada uma das afirmacgoes, os alunos podiam assinalar: sim, as vezes ou
nao. Nessa pergunta, eles foram questionados se possuem o habito de verificar cada passo
na demonstracao (inclusive demonstrando), se elaboram um plano de agdo e se apresentam

dificuldade em resolver problemas de Matematica.

ATIVIDADE 1 - PERGUNTA5 - GRUPO 3
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Figura 17 — Gréfico - Atividade 1 - Pergunta 5

Nota-se, a partir do gréfico 17, que 63% dos alunos declararam que nao tém o
hébito de demonstrar a veracidade de uma sentenga, mas que, as vezes, fazem quando
necessario. 25% afirmou que, geralmente, pensa num plano de acado antes de iniciar um
problema, e 63% deles afirmaram, as vezes, apresentar dificuldade em resolver um problema

por se sentir perdido.

Pergunta 6: Apds encontrar a solugdo procurada num problema, é interessante que o

aluno adquira o habito de examina-la. Com base nisso, responda ao que se pede:

e () Verifico o resultado encontrado;
e () Resolvo o mesmo exercicio de formas diferentes;

e () Utilizo o resultado ou o método de resolucao para resolver outros exercicios ou

problemas;

Nessa pergunta, os alunos assinalaram, para cada sentencga, sim, as vezes ou
nao. Se compararmos os resultados dos trés grupos que assinalaram “sim” na primeira
sentenca, temos 68% do grupo 1, 33% do grupo 2 e 38% do grupo 3. Essas estatisticas
mostram que, comparativamente, os alunos do grupo 2 que tiveram acesso somente ao
questionario sem acompanhar todo o processo tendem a realizar menos o retrospecto dos

exercicios do que os demais alunos.

Na segunda sentenca, os resultados foram proximos em relacao aos alunos que

assinalaram “sim”, e, especificamente na ultima, aproximadamente 63% dos alunos do
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ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 6 - GRUPO 3
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Figura 18 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 6

grupo 3 declararam que sim e os demais do mesmo grupo que “as vezes”. Principalmente
nos problemas de olimpiadas de Matematica, é usual os alunos testarem métodos de

resolucao anteriores para resolver outros mais elaborados.

Pergunta 7: Em uma escala de 1 a 5, com que frequéncia vocé busca/sao apresentados

problemas de Matematica desafiantes a fim de resolvé-los?

e ()1 o ( )2 e ( )3 e ( )4 e ( )5

A aproximacgao ao nimero 1 correspondia a “raramente”, enquanto a proximi-
dade ao nimero 5 a “frequentemente”. O grupo 3 esta representado pelo circulo externo,

isto é, o de maior raio. O do meio corresponde ao grupo 2 e o de menor raio ao grupo 1.

ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 7

El1 @2 @3 04 @5

Figura 19 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 7

Pode-se notar do grafico 19 que a maioria dos alunos que participam das
olimpiadas de Matematica buscam problemas desafiadores e trazem para o momento da
aula. A porcentagem é menor nos demais grupos. O aluno que traz para aula suas davidas,

compreende melhor a Matematica.
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Pergunta 8: Compare as duas situagoes apresentadas e responda:

e Situacao 1: Megan tinha varias bolinhas de gude. Em um jogo ela ganhou 17 e

agora esta com 43. Quantas bolinhas ela tinha antes da partida?

e Situacao 2: Calcule quantas bolinhas de gude Megan tinha se ela ganhou 20 durante

0 jogo e agora estd com 35 bolinhas.

Com base nas duas situagoes, os alunos analisavam cada uma das sentengas

a seguir e assinalaram se ela se relacionava a primeira situacao, a segunda ou se era

indiferente para as duas, isto é, nao se relacionava.
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Figura 20 — Gréfico - Atividade 1 - Pergunta 8
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Do gréfico 22, nota-se que a maioria dos alunos do grupo 3 acharam a formulacao

do enunciado da situacao 2 mais simples de ser compreendida, inclusive pelos ntimeros

utilizados. Sobre pensar no problema correlato, 50% dos alunos desse mesmo grupo acharam

indiferente por se tratar de um exercicio rapido, e 75% deles assinalaram ser indiferente

fazer uma figura para solucionéa-lo.
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Sobre os alunos do grupo 2, a maioria deles achou indiferente a clareza do
enunciado em ambas as situagoes, assim como o calculo numérico realizado. Um dado
interessante foi que todos os alunos disseram ser indiferente tragar uma figura para o

problema, e 80% também afirmou que o uso de uma notacao adequada era indiferente.

ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 8 - GRUPO 2
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Figura 21 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 8

Finalmente, no grupo 1, 71% dos alunos acreditam que a situacao 1 apresenta
um enunciado mais claro para resolver, mas que a situagao 2 apresentava niimeros mais
simples. A metade deles afirmou que é indiferente pensar na dificuldade em encontrar
um problema correlato, sendo até desnecessario pela simplicidade do exercicio. Nota-se
tambem que a situagao 1 exigiu um tempo maior de resolucao que a situagao 2.
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Figura 22 — Gréfico - Atividade 1 - Pergunta 8

Pergunta 9: Compare as duas situagoes apresentadas e responda.

e Situacao 1: Comprei 4 cadernos por 5 reais cada um e paguei no caixa de nimero

4. Quanto gastei ao todo?
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e Situacao 2: Um sitio cria 22 cavalos e 42 vacas. Quantos sacos de ra¢ao o sitiante
precisa comprar para alimentar esses animais?
e [ ] O enunciado apresenta mais dados do que é necessario (1);
e | | Ha auséncia de dados (a condicionante nao é suficiente) (2);
e [ ] A solucdo é igual a vinte (3);
Do grupo 3, todos os alunos assinalaram que a situacao 1 apresenta mais dados
do que é necessério, pois a informacao referente ao niimero do caixa onde o pagamento foi

efetuado nao era necessaria. Todos os alunos disseram que a solu¢ao do problema ¢ igual a

vinte. Nota-se também que 88% dos alunos declararam que a situagiao 2 apresenta dados

insuficientes.
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Figura 23 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 9 - Grupo 3

Do grupo 2, a maioria dos alunos acredita que a situagao 1 apresenta mais

dados do que é necessério, e que na situagao 2 ha auséncia de dados.

Tabela 5 — Atividade 1 - Pergunta 9 - Grupo 2

Os alunos do grupo 1, em comparacao aos demais, apresentaram mais dificuldade
para analisar ambas as situagoes (inclusive separadamente). O gréafico 24 sintetiza os dados

coletados.
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ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 9 - GRUPO 1
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Figura 24 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 9 - Grupo 1

Pergunta 10: Observe o seguinte exercicio e assinale a alternativa que retorna os calculos
que podem ser feitos para resolvé-lo: “A padeira Mirela precisa preparar 260 paes. Se 245

ja estao prontos, falta assar quantos?”

o [ ]260+ 245 o |115
o [ ]260—245 o [ 145+ 115 = 260
o [ ]245+100+ 15 e [ | Ela precisa assar 115 paes

ATIVIDADE 1 - PERGUNTA 10
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Figura 25 — Grafico - Atividade 1 - Pergunta 10

Conclusao da atividade: Com base na atividade e nas respostas do questionario,
notamos que os alunos, principalmente os dos grupos 1 e 2, apresentaram dificuldade
nas atividades que exigiram que eles interpretassem ou fizessem comparagoes entre duas
situagoes apresentadas. Durante a atividade, embora estivesse escrito passo a passo o
que deveria ser feito, muitos alunos apresentavam dificuldade ao seguir as orientacoes.

Também pode-se dizer que os alunos dos trés grupos nao estavam acostumados a fazer
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relagoes entre os dados do exercicio ou mesmo pensar sobre as diferentes “etapas” que
podem contribuir para resolver exercicios ou problemas de Matematica. A atividade serviu

como um “start” para os alunos comecgarem a pensar nestas questoes.

5.2 Resultados da Atividade 2

Tese 1: falsa. Nao foi constatado o uso exclusivo da linguagem simbolica nas aulas de
Matematica, embora a linguagem corrente seja pouco explorada nas aulas da disciplina.
Tese 2: falsa. Nao foi possivel encontrar uma relacao direta que afirme que os alunos
que leem mais interpretam melhor problemas de Matematica. O que se concluiu é que
os alunos que leem mais conseguiram realizar a atividade de leitura dos artigos de

Matemética com mais facilidade.

Para a realizacao da atividade dois, os alunos, separados em grupos, se organi-
zaram desde o processo de formacao dos integrantes dos grupos, escolha dos textos a serem
lidos e organizacao da escrita. A atividade teve inicio com a apresentacao da proposta da

atividade, discussao sobre os objetivos propostos, hipdteses levantadas e orientagoes gerais.

No laboratério de informatica da escola, usando a plataforma “Google Plani-
lhas”, os alunos fizeram a escolha dos integrantes de cada grupo e do artigo. Apos duas
aulas expositivas, os alunos, ao se ambientarem melhor com a atividade proposta, iniciaram
a leitura do texto e a discussdo em grupo. Paralelamente a isso, foram solicitados relatos

de sala dos alunos, isto é, observagoes que os alunos tiveram durante a atividade.

Dentre os relatos de sala, destacaremos alguns escritos dos alunos identificando-

os por letras maitsculas:

e Aluno A: “Texto muito longo, pouco tempo para ler e concretizar”;

e Aluno B: “A leitura exige muita concentragao, um pouco dificil de entender”;

O relato de sala abaixo foi extraido de um dos grupos que fazem parte da
Educagao de Jovens e Adultos (EJA), todos estudantes do primeiro termo (ou primeiro ano
do ensino médio). Observe nas falas dos alunos que eles apresentaram melhor organizagao
em relagao ao grupo anterior até pela maneira como se organizaram para concretizar a

atividade.

O texto que lemos em sala de aula fala sobre a comunicagdo em ma-
tematica. Juntamos o nosso grupo, lemos trechos e apds discutimos o
que entendemos, todos trabalharam no texto e comentaram super bem
participando assim das discussoes em sala. Nao tivemos tanto trabalho
com a turma porque eles participaram, comentaram e interpretaram
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super bem a tnica dificuldade que tivemos foi que a maioria do pessoal
da turma trabalhavam entdo ndo conseguimos fazer nada em casa, mas

fizemos o trabalho super bem em sala. (GRUPO 1, 2017).

Os alunos do grupo usaram a aula para se organizarem, e também se comuni-
caram usando as redes sociais. A dindmica adotada foi separar o texto e dividir a leitura

para economizar tempo. Nas palavras do grupo, destacamos o seguinte trecho da resenha:

Os alunos precisam ter possibilidades, aprender, organizar, explorar
e esclarecer seu pensamento e a tirar suas davidas. Sendo assim, os
alunos precisarao crescer sabendo mais e melhor, quando eles leem e se
comunicam e sem medo de tirar suas dividas. (GRUPO 1, 2017).

A partir do fragmento acima podemos destacar varios elementos que corroboram
a proposta da atividade. E importante que o professor proporcione atividades, de fato,
significativas para os alunos e que eles sejam estimulados a reflexao. No campo matematico,
os alunos destacaram a importancia do professor que estimula a comunicacao e é receptivo
quando o aluno apresenta duvidas. Os alunos também destacaram num dos trechos a

seguinte fala:

A matemaética é muito importante, temos que ter mais interesse, ser
encorajados pelos pais e professores a se comunicar e conversar sobre a
linguagem matematica. Temos que incentivar as criancas, dentro e fora
da sala de aula a ler bons livros, na comunicagao é importante e ajuda
no aprendizado e interpretacao de textos, na resolugdo de problemas ma-
temé&ticos. As criangas precisam perder o medo da matemética. (GRUPO
1, 2017).

Os demais grupos que realizaram a atividade apresentaram dificuldade em rela-
¢ao a escrita e interpretacao da proposta. Ha grupos que, por ndo dominar adequadamente
o uso da escrita e por apresentar dificuldade em Matematica, nao realizaram a tarefa ou
copiaram textos disponibilizados na internet. Embora tenha sido ressaltado que a copia de
textos nao fosse permitida, é usual que alunos adotem essa estratégia e nao se envolvam

tal como o grupo comentado acima fez. Foram verificados os seguintes pontos:
e Os alunos nao possuem o habito de ler textos ou artigos que explicitem uma tematica
especifica;

e Os professores trabalham pouco a leitura com os alunos e nao os encorajam a ler

textos de diferentes autores e assuntos;

e Dificuldade dos alunos do periodo noturno se organizarem por miultiplas razoes:

trabalho, questoes sociais e econémicas, etc.

e Dos alunos que compreenderam a proposta da atividade, todos demonstram uma

proximidade maior com a leitura;
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Um ponto que merece destaque ¢é a dificuldade de propor estratégias de ensino
e aprendizagem para alunos que frequentam o ensino médio noturno na escola estadual.
As aulas possuem duragao de quarenta minutos e as salas de aula nao sdo equipadas com
projetor ou computador. Isso dificulta bastante, pois, para realizar algumas tarefas, ha
um tempo consideravel da aula que é utilizado para preparar a sala para a realizacao da

atividade.

Além disso, o ensino noturno conta com a auséncia de professores por diversos
motivos, o que prejudica o trabalho, uma vez que os demais professores precisam “subir
aula”, isto é, os alunos ou sao liberados ou um professor precisa estar em mais do que uma
sala a0 mesmo tempo. Esses sdo alguns fatores que interferem diretamente na aprendizagem

dos alunos e também no trabalho docente.

Em alguns momentos, a atividade foi prolongada por esses motivos ou outros
imprevistos que aconteceram. E importante mencionar que a frequéncia dos alunos no
ensino noturno nao ¢ regular e varios alunos nao participaram do processo todo da

atividade.

Figura 26 — Atividade 2 - Resenha - leitura dos textos
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5.3 Resultados da Atividade 3

Tese 1: falsa. Os professores solicitam que os alunos facam a resolugdo completa e nao
sinalizem somente a resposta final, indicando em cada passo qual o raciocinio utilizado.
Tese 2: verdadeira. E possivel antecipar assuntos estudados na graduacdo para o ensino
bésico desde que sejam adaptados a série ou ano escolar.

Tese 3: verdadeira. Os alunos que participam dos grupos olimpicos apresentam maior

destreza na escrita matematica.

Na atividade 3, foi feito um recorte da tematica “Grupos” estudada no ensino
superior. A atividade total teve duracao de duas aulas simples e foi aplicada com os alunos
que participavam do grupo olimpico das seguintes séries: Equipe B (8° e 9° ano juntos) e

Equipe C (todas as séries do ensino médio juntas).

No primeiro momento, para a realizacao da atividade foram revisados conceitos
tedricos basicos de conjuntos, tais como relagao de pertinéncia entre elemento e conjunto,
no¢oes primitivas, notagao para conjuntos e relagoes de inclusdo. Além da representacao

de conjuntos, foram apresentados os conceitos de subconjunto, uniao e interseccao.

Conjunto, elemento e pertinéncia

- v

Nogoes primitivas em Matematica:
Conjunto;
Elemento;
Pertinéncia entre elemento e conjunto;

Conjunto: agrupamento, classe, colecdo, sistema, etc.

Figura 27 — Atividade 3 - Grupos e suas representagoes - Conjuntos

No segundo momento, foram estudadas algumas propriedades de Grupos que
podem ser trabalhadas no ensino basico. Comecamos a falar sobre Operagao Binaria,
resgatando o conhecimento que eles tinham por terem estudado fung¢oes. Em seguida,
por meio de exemplos numéricos, os alunos recordaram operagoes matemaéaticas que sao
estudadas muito rapidamente no ensino basico, tais como: associatividade, comutatividade,

existéncia do elemento neutro e inverso e a distributividade. Em todos os casos, foram
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destacados quais conjuntos numéricos estavam sendo usados e qual a operagdo matematica

atribuida a cada um deles.

Durante a explicacao, os alunos também foram provocados sobre a veracidade
da proposi¢ao caso o conjunto numérico ou a operacao associada a ele fosse alterada. Por
exemplo: o zero é o elemento neutro da adi¢ao dos inteiros, mas serd que nos nimeros
racionais a proposicao continua verdadeira? Com isso, os alunos elaboraram gradualmente

conjecturas e afirmacoes sobre a tematica estudada.

‘*
ELEMENTO NEUTRO

Exemplo 1: O zero é o elemento neutro da adi¢do de inteiros;
Porexemplo:6 +0=0+6 =6

Exemplo 2: O um é o elemento neutro da multiplicagdo nos
nameros inteiros;

Por exemplo: (=3)-1=1-(-3)=-3

Exemplo 3: A matriz identidade é o elemento neutro da
operagdo de multiplicagdo de matrizes.

Figura 28 — Atividade 3 - Grupos e suas representagoes - Elemento neutro

Apo6s os alunos pensarem sobre essas situagoes, foi proposto a eles um desafio
que devia ser resolvido sem a realizagao de cdlculos numéricos. O exemplo apresentado

esta ilustrado a seguir:
Exemplo 5.1. Considere a operag¢io = definida no conjunto A (naipes de um baralho)
cuja tabua estd representada abairo. Verifique:

(a) Se o conjunto A admite elemento neutro;

(b) Se a operagao = é comutativa;

(c) Quais sao os elementos de A que sao invertiveis.

Como o baralho é um jogo que os estudantes frequentemente jogam quando
reunidos, utilizd-lo como instrumento pedagogico faz com que eles se apresentem para
a aula com maior disposicao e interesse pelos conteidos abordados. Os alunos, num
ambiente de competicao saudavel, demonstraram bastante interesse e empenho ao realizar

a atividade. Em poucos minutos apresentaram as soluc¢oes do problema.
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Apos o problema, foi apresentado outro analogo, dessa vez, utilizando nimeros.
Os alunos conseguiram fazer com tranquilidade, aplicando muito bem os conceitos tedricos

que tinham sido apresentados anteriormente.

1/ aF=

Exemplo: Considere a operagdo *
definida sobre o conjunto A (naipes de
um baralho) cuja tabua esta
representada a seguir:

Verifique:

Se o conjunto A admite o elemento
neutro;

Se a operagdo * é comutativa;

Qucis’sc'xo os elementos de A que sdo
invertiveis;

Figura 29 — Atividade 3 - Grupos e suas representacoes - Elemento neutro

Em seguida, foram propostos outros problemas que exigiam do aluno proxi-
midade maior com a simbologia matemética que é exigida do aluno no ensino superior.

Segue o problema proposto aos estudantes:

Exemplo 5.2. Considere a sequinte operacao = definida no conjunto dos nimeros racionais
r+y
2

xroey =

Verifique:

(a) Se a operacio = é comutativa,
(b) Se a operagao = € associativa,
(c) Se a operagao = tem o elemento neutro;

(d) Se existem elementos invertiveis.

No problema acima, os alunos comecaram com exemplos numéricos e, em
seguida, generalizaram para quaisquer elementos pertencentes ao conjunto dos niimeros

racionais. Eles apenas apresentaram dificuldade em verificar os itens (c) e (d).

Apés a apresentacao desses problemas, foi apresentada a definicao formal de
Grupos e alguns exemplos numéricos que ilustraram a tematica estudada. Em seguida,
foram comentados alguns exemplos de Grupos de simetrias com os alunos e também

exemplos que envolviam os conhecimentos ja estudados no ensino médio.
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$&0 gruposee.

O conjunto dos niimeros reais nGo nulos com a operagdo de multiplicagéo usual é
um grupo;

O conjunto dos nimeros inteiros pares com a operagéo de adigdo usual;
O conjunto das simetrias de um triGngulo equilatero;

O conjunto das raizes quartas da unidade, {1,i,—1,—i} com a operagdo de
multiplica¢éo usual;

QO conjunto dos nimeros inteiros, maiores do que um, e munidos da operagdo
*(xXy)=x+Yy

que deixam resto na divis&o por n. Por exemplo: Z; = {0, 1,2, 3,4} é grupo;

Figura 30 — Atividade 3 - Grupos e suas representacoes - Exemplos de Grupos

Em seguida, como proposta de avaliacao da atividade desenvolvida, foi proposto
o jogo das palavras cruzadas. Os alunos, organizados em grupos ou individualmente,
jogaram de maneira muito motivada, apresentando espirito de competicao. Além disso,
na situacdo, o primeiro colocado seria premiado com um presente. O jogo serviu como
fechamento da aula teorica e sintetizou todo o conhecimento que foi trabalhado. Serviu

como um resumo dos conceitos tedricos que foram vistos com mais profundidade.

O ensino de Matematica, por muitos anos, esteve restrito somente a trans-
missao do conhecimento. O professor, como detentor do conhecimento, transmitia seus
conhecimentos aos alunos considerados como pessoas sem conhecimento prévio. Estes, por
sua vez, retinham o que estava sendo abordado, sem levar em consideracao o significado

para a propria vida do que estava sendo abordado.

Por muitos anos, a pedagogia lidava com questoes envolvendo didatica, mas, com
o passar dos anos e com as pesquisas feitas na area de educa¢ao matematica, percebe-se um
envolvimento maior dos educadores ao propor atividades diferenciadas que busquem motivar
o estudo da Matemética pelos alunos. O jogo, segundo Macedo (2000, p. 14), constitui
uma importante ferramenta de ensino, uma vez que é possivel analisar a aplicagao dos
conhecimentos adquiridos sob diferentes perspectivas. O autor ressalta que diversas atitudes
podem ser avaliadas quando os alunos se deparam com um jogo: atengao, organizagao,

coordenacao de diferentes pontos de vista, etc.

Os impactos da aplicagdo dos jogos no contexto escolar sao fundamentais,
uma vez que tornam a aprendizagem mais participativa, colaborativa, observadora e
cooperativa. Paralelamente, conforme Macedo (2000, p. 14), o jogo também contribui com
o desenvolvimento do professor na sua pratica docente proporcionando constantemente a

reflex@o sobre essa pratica.



Capitulo 5. Resultados das atividades propostas 118

Consoante Macedo (2000, p. 14), ha diversos fatores que devem ser levados em
consideragao quando o professor pretende abordar o jogo como objeto de estudo na sala

de aula, tais como: objetivo, publico, tempo, espaco, etc.

Portanto, o jogo das palavras cruzadas como método avaliativo da aprendizagem
foi interessante porque, além de proporcionar um momento de descontracao (lidico) com

os alunos, serviu como fechamento de toda a atividade realizada.

Os alunos, ap0s o jogo, responderam a um questionario e tiveram a oportunidade
de fazer um processo de reflexdo acerca dos contetidos estudados e também das aulas de
Matematica no ensino regular. Pelo fato de os alunos em questao fazerem parte do grupo
de olimpiadas de Matematica, a linguagem utilizada durante a aula possuia mais termos

técnicos do que eventualmente seria se fosse uma turma regular.

Para os alunos da Equipe B, alguns exemplos que poderiam nao ser tao bem
aproveitados por eles foram omitidos, embora o planejamento da aula fosse o mesmo. As
duas turmas tiveram um encaminhamento muito bom da atividade, excelente participacao
e puderam refletir sobre um contetido que é estudado no ensino superior mas adaptado ao

ensino basico de acordo com a faixa etdria.

5.3.1 Questionario da Atividade 3

Pergunta 1: De qual grupo olimpico vocé participa? (Somente uma alternativa podia ser

assinalada)
e () Equipe A e () Equipe B e () Equipe C

Ao todo, participaram sete alunos da Equipe B (composta por alunos do oitavo
e nono ano do Ensino Fundamental) e oito da Equipe C (alunos de todas as séries do

ensino médio). A atividade nao foi aplicada com os alunos da Equipe A.

Pergunta 2: Em uma escala de 0 a 5, como vocé avalia o uso das palavras cruzadas como

método de avaliagdo? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e ()0 ()1 e )2 ()3 ()4 e( )5

Pode-se observar no grafico 31 que, em uma escala de 0 a 5, a maior parte dos
alunos assinalou o ntmero 4, indicando assim que as palavras cruzadas serviram como
uma boa sintese da aula e método avaliativo da aprendizagem. A proposta das palavras
cruzadas também era diversificar um pouco a aprendizagem, oferecendo aos alunos um

momento, ao mesmo tempo, lidico e com objetivos claros.
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ATIVIDADE 3 - PERGUNTA 2
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50%
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Figura 31 — Gréfico - Atividade 3 - Pergunta 2

Pergunta 3: Atividades como as palavras cruzadas contribuem para o aumento do inte-

resse em estudar Matemética? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e () Sim e () Talvez e () Nao

Novamente, a maioria dos alunos assinalou o sim, correspondendo a 53% do

total. Em seguida, 33% marcaram que “talvez” e somente 13% que nao.

Pergunta 4: Em uma escala de 0 a 5, qual o grau de dificuldade para o preenchimento

das palavras cruzadas? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e ()0 ()1 e( )2 e( )3 e )4 e( )5

A escala partia do 0, facil de preencher, até o 5, dificil, em uma gradagao. Do
grafico 32, se pode notar que 40% dos alunos assinalaram na escala o ntimero 3, que
corresponde ao grau “razoavel”. Embora eles tenham relatado que nao acharam facil o
preenchimento, ao se sentarem juntos e discutirem o que foi trabalhado lembrando dos

termos utilizados, eles conseguiram concluir a atividade.
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ATIVIDADE 3 - PERGUNTA 4
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Figura 32 — Gréfico - Atividade 3 - Pergunta 4

Pergunta 5: Antes da aula vocé ja havia ouvido falar sobre “Grupos”? (Somente uma

alternativa podia ser assinalada)
e () Sim
e () Nao
A maioria dos alunos relatou que desconhecia o assunto, o que corresponde

80% dos alunos que preencheram o questionario. Os demais afirmaram que ja conheciam o

assunto.

Pergunta 6: Para cada uma das afirmacdes a seguir, responda se vocé concorda ou

discorda. (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

() Os alunos, de maneira geral, sdo pouco estimulados a escrever passo a passo a

resolucao de um problema;

() E possivel antecipar contetidos no ensino béasico a fim de que o estudante

desenvolva capacidade de argumentagao que o ajude no ensino superior;

() Estudantes que participam de grupos olimpicos ou atividades semelhantes

apresentam maior destreza na escrita matematica;

e () Aulas de resolucao de problemas contribuem para aprender Matemaética.

Nessa pergunta, os alunos podiam assinalar se concordavam totalmente ou
parcialmente, ou assinalar indiferente. No grafico 33, especificamente na primeira afirmativa,
a maioria dos alunos afirmou discordar, ou seja, nao acredita que falta estimulo ou
incentivo dos professores ao solicitarem que os alunos transcrevam a resolucao passo a

passo, indicando as propriedades utilizadas.
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J& 60% dos entrevistados afirmaram que é possivel antecipar contetidos no
ensino basico a fim de que os estudantes se sintam mais preparados ao cursar o ensino

superior.

Também observa-se que 73% dos alunos declararam que participar de grupos
olimpicos ou atividades semelhantes contribui para a destreza na escrita matematica e
desenvolvimento do raciocinio l6gico. E, por fim, 87% dos alunos declarou que aulas de

resolucao de problemas contribuem para os alunos aprenderem Matematica.

ATIVIDADE 3 - PERGUNTA 6

100%

90% 87%

80% 73%
70%
N 60%
60% 53%
50%
40% 33%
30% 27% 27%
20% 13% 13%
10% 7% 7%
0% 0% 0% 0% B % 0% 0% 0% 0% 0% ]
Discordo totalmente Discordo parcialmente Indiferente Concordo parcialmente Concordo totalmente

M Os alunos, de maneira geral, sdo pouco estimulados a escrever passo a passo a resolugao de um problema
m £ possivel antecipar contetidos no ensino basico a fim de que o estudante desenvolva capacidade de argumentag3o que o ajude no ensino superior
m Estudantes que participam de grupos olimpicos ou atividades semelhantes apresentam maior destreza na escrita matemdtica

Aulas de resolugdo de problemas contribuem para aprender Matematica

Figura 33 — Gréfico - Atividade 3 - Pergunta 6

Pergunta 7: Na aula foram revisadas algumas propriedades que sao frequentemente usadas
pelos alunos. O que vocé achou sobre estudé-las com maior profundidade? (Somente uma

alternativa podia ser assinalada)

O objetivo dessa questao era verificar se o estudo de algumas propriedades
acrescentaram ou nao na formagao dos alunos. Vale ressaltar que, apesar de estudarem

esses assuntos na educacao basica, eles o fazem de maneira bastante simplista.

Tabela 6 — Atividade 3 - Pergunta 7

Apoés o preenchimento da tabela 6, foram poucos os alunos que acharam que
o estudo da associatividade, comutatividade, elemento neutro/inverso e distributividade
nao contribuiram na formacao. A maioria deles achou que acrescentou em sua formagao

estudar com mais rigor matematico.
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A apresentagao dessas propriedades geralmente é feita no ensino fundamental,
mas nao ¢ apresentada aos alunos a verdadeira importancia da verificagdo da existéncia
e veracidade delas. O ensino da Matematica, principalmente na escola particular, esta
condicionado aos conteudos cobrados nos exames vestibulares e faz com que determinados

assuntos, que poderiam ser explorados com mais intensidade, deixem de ser trabalhados.

ATIVIDADE 3 - PERGUNTA 7

DISTRIBUTIVIDADE
ELEMENTO INVERSO 13% 27% 60%
ELEMENTO NEUTRO 13% 40% 47%
COMUTATIVIDADE 7% 27% 67%
ASSOCIATIVIDADE 7% 27% 67%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

B N3o acrescentou M Acrescentou parcialmente  Acrescentou totalmente

Figura 34 — Gréfico - Atividade 3 - Pergunta 7

Pergunta 8: E usual que atividades que envolvam problemas ou demonstracdes sejam
pouco aceitas pelos alunos. A quais fatores se deve isso?

e | ] Os alunos, de maneira geral, apresentam dificuldade na leitura do enunciado;

e | ] Os alunos leem pouco e, com isso, apresentam dificuldade de interpretagao;

e [ ] Os alunos apresentam dificuldade em encontrar a hipétese e a incognita;

e [ ] Os alunos apresentam dificuldade em encontrar a hipdtese e a tese;

e [ ] O foco esta voltado em aprender métodos para resolver questoes de prova,

e [ ] Os alunos acham muito dificil ou abstrata uma demonstragao e desistem répido;

e | | Osalunos sao pouco estimulados a demonstrar sentencas nas aulas de Matematica;

Nessa pergunta, os alunos fizeram reflexao sobre as dificuldades que a maioria

deles sentem na aprendizagem de Matematica. 20% dos alunos declarou que estudam ou

ja estudaram com alunos que apresentam dificuldade ao ler o enunciado de um problema,

sendo que 18% disseram que essa dificuldade ocorre pela falta de leitura de maneira geral.

O grafico 35 mostra as respostas dos alunos, lembrando que os alunos podiam

assinalar mais que um campo.
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Figura 35 — Grafico - Atividade 3 - Pergunta 8

Pergunta 9: Em uma escala de 0 a 5, demonstrar proposi¢oes matematicas contribui

para o seu entendimento? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e ()0 ()1 e( )2 ()3 e( )4 e( )5

Nessa pergunta, os alunos responderam, numa escala de 0 a 5, se demonstrar
sentencas matematicas contribuia para a compreensao deles. Sendo 0 o correspondente a
“nao contribui” e 5 contribui muito, pode-se observar no grafico 36 que a 93% dos alunos
assinalou um ntimero maior ou igual a trés, evidenciando assim que a maior parte deles

acredita que a demonstracao contribui para a compreensao do estudo da Matematica.

ATIVIDADE 3 - PERGUNTA9
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Figura 36 — Grafico - Atividade 3 - Pergunta 9

Muitos problemas de olimpiadas de Matematica exigem do aluno o raciocinio
dedutivo, isto é, demonstrativo. Os problemas mais elaborados requerem do aluno que ele

saiba argumentar de uma maneira légica, expressando-se com clareza durante a resolugao.

A intuicao, isto é, o raciocinio intuitivo é essencial ao aluno porque da pistas de

possiveis solugoes que podem ser encontradas ao longo de um problema. As aulas baseadas
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na resolucao de problemas provocam bastante o aluno a formular novas hipdteses e, por

consequeéncia, verificar a veracidade delas.

Pergunta 10: Utilize o espaco abaixo para complementar a sua opiniao sobre o tema

estudado.

Aluno A: “Achei interessante e muito instrutivo o tema, com certeza contribuiu muito

com meu aprendizado”.

Aluno B: “O tema apresentado foi bem interessante, ademais, sua ideia perpassa pelo

contetido de conjuntos, ajudando na revisao da teoria matematica”.

Aluno C: “O tema abordado foi importante por se tratar de conceitos matematicos e nao

apenas céalculos”.

Aluno D: “Demonstracao acho dificil”.

5.4 Resultados da Atividade 4

Tese 1: verdadeira. Mais de 80% dos alunos declararam estudar menos que uma hora
semanal, o que é pouco em Matematica.

Tese 2: falsa. Embora exista uma porcentagem maior de alunos do ensino regular
noturno que trabalha (ou ja trabalharam) em relagao ao diurno, as duas maiores causas
sao: tornar-se indepedente e adquirir experiéncia profissional.

Tese 3: verdadeira. A aprendizagem de Matematica é baseada na aplicacdo e memo-
rizagao de formulas sem se preocupar com o desenvolvimento do raciocinio légico e
outras competéncias que devem ser desenvolvidas.

Tese 4: verdadeira. Os alunos declararam que sentem falta do apoio familiar e que
a sentem com maior intensidade no fechamento do bimestre, o que evidencia que a
preocupacao maior é a nota e nao o aprendizado.

Tese 5: verdadeira. Os alunos apresentaram certo desconhecimento em relacao a

diversos termos (dados, incégnita, demonstragao, etc) que fazem parte da gramética

do aluno que vivencia de perto aulas de resolu¢ao de problemas.

A atividade 4 foi aplicada no dia 31 de outubro de 2017 com os alunos do ensino
fundamental, médio e Educagao de Jovens e Adultos em uma escola estadual localizada na
cidade de Campinas-SP. Cada aluno preencheu um questionario contendo trinta perguntas
com questoes que coletavam dados economicos, sociais, culturais e aspectos relacionados a

aprendizagem de Matematica.

Ao todo, 266 alunos participaram da atividade que teve duracao de um dia. No

esquema a seguir, é possivel observar a quantidade de alunos de cada série que se propos a
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realiza-la.

ATIVIDADE 4 Feminino Masculino Em branco TOTAL

3° Termo 8 4 0 12
2° Termo 5 3 0 8
1° Termo 2 3 0 5
INOIRDLEING 3% série EM 15 18 1 34
2% série EM 15 21 2 38
1% série EM 7 9 0 16
9° ano A 5 12 1 18
9° ano B 9 12 0 21
1 série A - EM 10 15 0 25
DITUIEIN 1% série B - EM 22 12 0 34
2% série EM 13 10 0 23
3% série EM 21 11 0 32
132 130 4 266

Tabela 7 — Atividade 4 - Nimero de alunos entrevistados

Para a realizacao da atividade, foi acordado que o dia 31 de outubro seria a
melhor data por conta das outras atividades da escola. O dia para aplicacao foi definido

nas reunioes semanais do HTPC (hora de trabalho pedagégico coletivo) na escola estadual.

Cada aluno recebeu uma folha sulfite impressa (frente e verso) com as perguntas
que deveriam ser preenchidas individualmente. A ideia inicial era realizar a atividade no
laboratoério de informatica da escola pela praticidade da coleta dos dados, mas como a
quantidade de computadores disponiveis é pequena (menos do que dez), verificou-se que a

logistica de locomocao de todos os alunos nao era viavel.

Com a colaboracao dos demais professores, cada sala recebeu um pacote com
as folhas sulfites e os alunos foram instruidos sobre a importancia da atividade e como
poderiam preenché-la. Apds a aplicagao da atividade, cada professor devolveu o pacote
com os questionarios preenchidos. Em uma tinica manha, foi possivel coletar os dados de
todos os alunos e, a noite, os alunos preencheram o questionario demorando, em média,

duas aulas de quarenta minutos.

Muito se discute sobre os desafios que se encontra quando se busca motivar os
alunos a estudar Matematica, principalmente no cenario dificil que as escolas estaduais, de
maneira geral, vivenciam. A presente atividade buscou reunir elementos externos (como
perfil socioecondmico, questoes culturais e sociais, apoio da familia na aprendizagem dos

alunos) e também como os estudantes se organizam para aprender Matemaética.

Embora algumas perguntas do questionario nao possuam relacao direta com
o fato de o aluno aprender Matematica na escola, se buscou através dessa atividade
compreender melhor o contexto escolar a fim de compreender melhor as dificuldades

em Matematica que os alunos apresentam.
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Figura 37 — Atividade 4 - Preenchimento do questionario

Foram colhidos dos alunos dados referentes a questoes familiares, tais como:
sexo, idade, raca ou etnia, condi¢cbes de moradia, nivel de instrucao do pai e da mae,
renda familiar, se trabalha ou ja trabalhou, relagoes entre estudo e trabalho, se os alunos
tinham rotina de estudos didrio em casa, habito de ler livros, o que eles achavam da
aprendizagem de Matematica, se tinham interesse em participar de grupos de Matematica
(reforgo, olimpico, preparatério, etc), dificuldade dos alunos ao aprender Matemética, uso

da notagdo matematica na sala de aula e apoio familiar.

E importante mencionar que os dados coletados serviram como base para as

seguintes conclusoes a respeito da aprendizagem dos alunos em Matematica.

e Conclusao 1: A maioria dos alunos que estuda na escola publica vém de familias com
nivel de instrucao até o ensino médio completo, que, muitas vezes, possuem dificuldade
em acompanhar a aprendizagem dos alunos ou nao realizam este acompanhamento

com frequéncia, a nao ser no fechamento do bimestre;

e Conclusao 2: Ha mais alunos do ensino noturno trabalhando (ou que ja trabalharam)
em relagdo ao diurno, e as principais razoes para procurarem o trabalho sao: buscar

a independéncia e adquirir experiéncia;

e Conclusao 3: Os alunos nao apresentam ritmo de estudo diario na casa e quase a

metade dos entrevistados afirmou que nao estudam;

e Conclusao 4: A maioria dos alunos apresenta dificuldade em identificar a hipotese

e a incognita em um exercicio ou problema;

e Conclusao 5: A maioria dos alunos afirmou nunca ter estudado em aula conceitos

basicos de Matematica que serdo cobrados no ensino superior com maior intensidade;
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e Conclusao 6: A maior parte dos alunos apresenta dificuldade na execucao de
calculos e operacoes basicas em Matematica, além da dificuldade em estruturar o

raciocinio logico, estabelecer conexoes ou realizar cdlculos mentais;

e Conclusao 7: O ensino da Matematica na escola publica prioriza a memorizacao

de férmulas ao invés de auxiliar o aluno a pensar logicamente.

Para compartilhar os dados coletados no questionario com a comunidade escolar,
juntamente com outros professores, foi realizado um Workshop na escola com a tematica
“Educacao e Trabalho”. O objetivo do evento foi apresentar aos estudantes a importancia

do conhecimento e da Matematica em diferentes campos da atividade humana.

5.4.1 Workshop - Atividade 4

No dia 06 de novembro de 2017, a partir das 19h30min, foi realizado na escola
estadual o I Workshop com a tematica “Educacgao e Trabalho” O evento contou com
a participacdo de cinco professores de diversas areas e foram discutidos desde temas
relacionados a aprendizagem escolar até assuntos empresariais a partir dos quais os alunos
puderam identificar diferentes pontos de vista, compreender a importancia de construirem
um projeto de vida, aproveitando as oportunidades que sao oferecidas dentro da escola, e

perceber como os professores podem contribuir na formacao deles.

O evento foi realizado no mesmo local onde foi aplicado o questiondrio (atividade
4). Ele foi separado em quatro momentos. No primeiro, foi discutida a importancia do estudo
da Matemaética na educacao basica e a importancia do aluno saber pensar logicamente,
estruturando o raciocinio logico e formulando novas conjecturas. Participaram do evento:
dois professores de Matematica, uma Pedagoga, um Fisico e um professor de Histéria. Os
demais professores do colégio também participaram estimulando os alunos a comparecerem

no workshop.

O evento foi divulgado internamente e também pelas redes sociais e contou
com um bom ntmero de participantes, contando, ao final, com cinquenta inscritos. No
primeiro momento, foram apresentados aos alunos alguns dos dados estatisticos que foram

coletados com o preenchimento do questionario, evidenciando, assim, o contexto escolar.

O professor provocou os alunos sobre a importancia do conhecimento de Mate-
matica nos diferentes campos da atividade humana e sobre como estruturar o raciocinio
l6gico pode proporcionar ao aluno o desenvolvimento da autonomia, que basicamente ¢é a
capacidade do individuo de tomar decisoes corretas nas multiplas situagoes que a ele sao

apresentadas e vivenciadas.

Nos momentos posteriores, o foco foi colocado na relacao entre o estudo e o

mundo do trabalho. Os professores compartilharam suas experiéncias profissionais com os
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Qual o principal objetivo de estudar matematica? \
De maneira resumidas P
49% dos alunos responderam “Estruturar o raciocinio |6gico”

41% dos alunos responderam “Aprender a usar férmulas matemdticas para usa-las em provas”

| 49% dos alunos responderam “Aplicar a matemética na vida”

ESTRUTURAR O RACIOCINIO LOGICO (PENSAR LOGICAMENTE, RELACIONAR IDEIAS, DESCOBRIR
REGULARIDADES E ESTIMULAR O ESPIRITO DE INVESTIGAGAO)

Primeiro momento — Daniel Alarcon Segundo momento — Prof. Asdrubal/Prof(a). Fabiana Terceiro momento — Prof. Carlos Stefano Quarto momento - Prof. Beto

Figura 38 — Atividade 4 - Workshop - apresentacao

alunos, motivando-os a se tornarem empreendedores e também auxiliando-os na construcao

do projeto de vida.

A seguir, serao apresentados os dados de cada uma das trinta perguntas do
questionario acompanhadas de um parecer sobre possiveis conclusdes que podem ser

abstraidas das informacoes coletadas.

5.4.2 Questionario da Atividade 4

Pergunta 1: Qual é o seu sexo? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e () Masculino

e () Feminino

A tabela 7, situada na pagina 125, apresenta com mais detalhes o niimero total
de alunos que participaram da atividade e o sexo de cada um. Buscou-se, por meio dessa
pergunta, verificar se a maioria dos alunos que respondia ao questiondrio era do sexo

masculino ou feminino.

A partir das informagoes coletadas, notou-se que ha um equilibrio entre ambos
os sexos com uma diferenca de 2 do sexo feminino a mais em relagdo ao masculino. E
possivel notar também que 4 alunos nao responderam a questdo. Durante o questionario
alguns entregaram algumas perguntas sem responder, embora tenham sido orientados

sobre a importancia do preenchimento de toda a atividade.
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ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 1
1%

49% 50%

H Feminino ™ Masculino ™ Em branco

Figura 39 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 1

Os resultados dessa questao servem somente de apoio para identificar o perfil
dos alunos que participaram da atividade e nao interferem de maneira alguma na analise

dos resultados.

Pergunta 2: Qual ¢ a sua idade? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)
o ( )Entre8el0anos e ( )Entrel7el9anos e () Entre31 e 40 anos
e ( )Entrellel3anos e ( )Entre20e22anos e () Entre4l e 50 anos

o ( )Entrel4el6anos e ( )Entre23e30anos e ()51 anos ou mais

Como a educacao brasileira é seriada, isto é, os alunos sao separados em séries
(ou anos) e em cada série sao previstos conteuidos que devem ser aprendidos, buscamos
por meio da pergunta 2 entender qual a faixa etaria dos alunos que estavam preenchendo

o questiondario e o entendimento deles sobre a aprendizagem de Matematica.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 2

Entre 17 ¢ 19 anos

Entre 20 e 22 anos
Entre 23 e 30 anos

Entre 8 e 10 anos

Entre 11 e 13 anos

Entre 31 e 40 anos I
Entre 41 e 50 anos l
51 anos ou mais I
Em branco I

Figura 40 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 2
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Pode-se observar que a maioria dos alunos entrevistados pertence a faixa etaria
dos 14 aos 16 anos e, em um numero ligeiramente menor, estao os alunos com idade entre
17 e 19 anos. Portanto, a maioria dos jovens entrevistados foi de estudantes que estavam

no ensino médio.

O questionario por ser destinado em grande parte a um piblico mais jovem, foi
elaborado pensando na objetividade e simplicidade das perguntas. Também é importante
ressaltar que as concepgoes de cada pessoa depende da vivéncia que ela teve e da sua
idade.

As respostas dos alunos a atividade foram importantes no sentido de compreen-
der as relagoes entre a aprendizagem deles e o convivio familiar e também como pensar em

estratégias de aprendizagem que vao de encontro aos interesses apresentados pelos alunos.

E importante mencionar que a aprendizagem nao se limita somente aos espacos
da escola, e o estudante pode alterar suas concepgoes sobre a escola com o passar dos anos.
Neste questionario os dados refletem opinides dos jovens que participam do processo e,

muitas vezes, tém pouco espaco de participagao.

Pergunta 3: Como vocé se considera? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e () Branco e () Afrodescendente
e () Indigena

e () Pardo e () Amarelo

4% 2%

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 3

27%.
W Branco

M Pardo

B Afrodescendente
Amarelo

M Indigena

32%
Figura 41 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 3
Buscou-se obter dados sobre a porcentagem de alunos que se declaram pardo

ou afrodescendente em relagao aos demais. Dos 266 alunos que preencheram o questionario,

84 se declararam pardos e 71 afrodescendentes, totalizando 155 alunos, o que representa
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em termos de porcentagem

155
566~ 0,582706 ~ 58% (Pardos ou afrodescendentes) (5.1)

Pergunta 4: Onde e como vocé mora hoje? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e () Moro em apartamento/casa com a minha familia
e () Moro em apartamento/casa sozinho

e () Moro em quarto/comodo alugado sozinho

() Em outra situagao

Na pergunta 4, dos 266 alunos entrevistados, 250 deles assinalaram que vivem
com a familia em casa ou apartamento, representado 94% do total de alunos.
ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 4

19 2% ‘3% 0%
(0]

B Moro em apartamento/casa com a minha familia

® Moro em apartamento/casa sozinho

® Moro em quarto/cdémodo alugado sozinho

Em outra situacdo

Em branco

94%

Figura 42 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 4

Nas proximas perguntas, os alunos relataram se na casa deles ha espago para
estudos, acesso a internet e outras questoes que, de maneira indireta, podem interferir na

aprendizagem.

Pergunta 5: Quantas pessoas moram em sua casa? (Somente uma alternativa podia ser

assinalada)
e () Moro sozinho e () Quatro a sete
e () Mais de dez
e () Uma a trés e () Oito a dez

Dessa questao, foi constatado que 59% dos alunos declararam viver em familias

de 4 a 7 pessoas que vivem juntas, o que representa 158 entrevistados. Com um pouco
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menos, mas ainda assim com ntmero expressivo, 37% dos alunos vivem em familias com

um nimero variando de 1 a 3 pessoas.
Pergunta 6: Como e onde é o seu lar? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

O objetivo da pergunta era saber se os alunos moravam em casa propria ou nao,
qual a localizacdo e se tinham acesso & internet e espago para estudos. E muito comum
propostas de aprendizagem que necessitam do acesso a internet e buscam “quebrar” as
barreiras fisicas da sala de aula, aumentando assim as possibilidades de aprendizagem dos

alunos por meio das ferramentas digitais.

Nessa questao, buscaram-se elementos para saber se os alunos possuem acesso
a internet em casa e se ha espaco onde possam estudar. Dos 266 alunos entrevistados, 216
declararam ter acesso a internet na casa, representando 81% do total de alunos. Além
disso, verificou-se que 190 deles possuem area para estudos na casa, o que em termos

percentuais representa 71% do total de alunos.

()} || ||

Tabela 8 — Atividade 4 - Pergunta

Embora seja importante que o professor repense suas praticas dentro da sala
de aula e reformule suas ac¢oes, nao foram todos os alunos que declararam que possuem a
ferramenta na casa. E importante que as atividades que buscam a inclusao digital nao se

tornem, ao final do processo, excludentes por conta da dificuldade de acesso.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 6

0,
90% 5%
80% o 74% 71%
70% =
60%
50%
40%
30% 27%
20% 17% 16% 2%
10% 8%
10% 5% . 3% l
0% . - — -
E casa propria E localizada na zona Tem acesso a internet  Tem espaco para estudos
(comprada/quitada) urbana (cidade)

HSim M N3o ™Em branco

Figura 43 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 6
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Outro ponto importante a ser mencionado é a questao do espago escolar. Para
o estudo da Matematica, ¢ importante que o estudante tenha um espago na casa onde
possa realizar as atividades. A partir do questiondrio, verificou-se que 8% dos alunos nao
tem esse espago na casa e, muitas vezes, a escola nao esta aberta para recebé-los no sentido
de criar um ambiente de estudo, com espacos reservados para que os alunos possam se
apropriar desses momentos também para aprender. Na escola estadual analisada, por

exemplo, faltam ambientes préoprios onde os alunos possam estudar ou tirar suas duvidas.

Pergunta 7: Qual o grau de escolaridade do seu pai? (Somente uma alternativa podia

ser assinalada)

e () Néo estudou e () Ensino médio completo

e () Da1* a4* série e () Ensino superior incompleto
o () Da 5" a 8" série e () Ensino superior completo
e () Ensino médio incompleto e () Pés-graduagao

Nessa questao, os alunos assinalaram o grau de escolaridade dos pais. A partir
dos dados levantados, constatou-se que os pais de 23 alunos estudaram até a quarta série,
o que representa 9% do total. Também observa-se que 35 alunos relataram que os pais
terminaram o antigo gindsio que se encerrava na oitava série. O maior indice sao os pais

que concluiram o ensino médio, totalizando 76, o que representa 29% dos entrevistados.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 7
30% 29%

25%
22%

20%
15% 3%
10%
10% 9% 9%
5% 4%
» R .

do estudou Da 12 a 42 série Da 52 a 82 série Ensino médio  Ensino médio Ensino superior Ensino superior Pos-graduagdo m branco
N tud Da 12 a 42 Da 52 a 82 E d E dio E E P d Emb
incompleto completo incompleto completo

Figura 44 — Grafico - Atividade 4 - Pergunta 7

Portanto, pode-se afirmar que 164 alunos declararam que seus pais possuem,

no maximo, o ensino médio completo, o que representa

164
— x 16541 ~ 62 2
2 ~ 0616541 ~ 62% (5.2)
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A partir dos dados coletados, pode-se verificar que aproximadamente 62% dos
alunos entrevistados possuem pais com grau de escolaridade até o ensino médio completo.
Esse quadro, de natureza também historica, traz elementos importantes quando é destacado
o acompanhamento da familia na aprendizagem dos alunos e formagao do projeto de vida

de cada um.

Portanto, a maioria dos alunos da escola estadual analisada vém de familias
com grau de escolaridade até o ensino médio completo, que, algumas vezes, apresentam
dificuldade em realizar o acompanhamento dos estudos e, inclusive, orienta-los sobre
a importancia do conhecimento aprendido na escola. E com base nesse cendrio, que a
escola deveria se apoiar e fazer um trabalho junto da comunidade, destacando seu Projeto
Politico e Pedagdgico (PPP) e propondo agoes efetivas que contribuam para que os alunos

aprendam.

Pergunta 8: Em que o seu pai trabalha, ou ja trabalhou na maior parte da vida? (Somente

uma alternativa podia ser assinalada)

Tabela 9 — Atividade 4 - Pergunta 8

Na tabela 9, pode-se notar que 32% dos alunos declararam que os pais trabalham
em bancos, comércio, transporte, hotelaria e outros servigos. Em segundo lugar, com 19%,
os pais trabalham na industria. As duas menores frequéncias relativas encontradas, cada
uma de 1%, foram os pais que exercem a funcao de “trabalhador doméstico” e "profissional
liberal, professor ou técnico do ensino superior”. Na opcao “Em casa em servigos” fazia

referéncia a cozinha, artesanato ou outras atividades.

Pergunta 9: Qual o grau de escolaridade da sua mae? (Somente uma alternativa podia

ser assinalada)
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e () Néo estudou e () Ensino médio completo
e () Dal®a4® série e () Ensino superior incompleto
o () Da b5 a 8" série e () Ensino superior completo
e () Ensino médio incompleto e () Pés-graduacao
ATIVIDADE 4 - PERGUNTA9
40%
35% 35%
30%
25%
20%
15% 14%

13%

12%
10% 10% 10%
‘
5%
0% : I . -

Ndo estudou  Da 12 a42série Da52a82série  Ensinomédio  Ensino médio  Ensino superior Ensino superior Pds-graduagdo Ndo sei Em branco
incompleto completo incompleto completo responder

Figura 45 — Grafico - Atividade 4 - Pergunta 9

Pode-se notar do grafico apresentado que, assim como os pais, a maioria das
maes dos alunos, algo em torno de 35%, possui como grau de escolaridade o ensino médio
completo. Se pensarmos em termos percentuais de alunos que declararam que suas maes

tém, no maximo, o ensino médio completo, temos a seguinte razao percentual:

190
o~ 0,7142~ 71 5.3
566~ Vo (5.3)

Essa diferenca de valores percentuais das relagoes 5.2 e 5.3 pode estar associada

a motivos histéricos das fun¢des desempenhadas pelo homem e pela mulher na sociedade.

Pergunta 10: Em que a sua mae trabalha, ou ja trabalhou na maior parte da vida?

(Somente uma alternativa podia ser assinalada)

Comparando os dados encontrados nas tabelas 9 e 10, notamos que a maior
porcentagem de alunos relataram que os pais desempenham fung¢ées no comércio, banco,
transporte, hotelaria ou outros servigos, ja nesta tabela a maioria das maes desempenham
fungoes associadas ao trabalho doméstico na casa de outras pessoas ou no lar (sem

remuneragao), com um pouco Mmenos.

As questoes historicas e sociais que justificam esse fato nao fazem parte do

propoésito da dissertagao, embora seja importante compreendé-las para poder ter um
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2 1%
22 8%
2 1%
69 26%
20 8%
8 3%
9 3%
24 9%
40 15%
29 11%
27 10%
14 5%

Tabela 10 — Atividade 4 - Pergunta 10

parecer melhor ao propor solugoes que busquem a melhoria da aprendizagem dos alunos,

principalmente em Matematica.

Pergunta 11: Somando a sua renda com a renda das pessoas que moram com VOCE,
quanto é, aproximadamente, a renda familiar da sua familia? (Somente uma alternativa

podia ser assinalada)

e () Nenhuma renda e () De 3 a 6 salarios e () De 12 a 15 salérios
e () Até 1 saldrio e () De6 a9 saldrios e () Mais de 15 salérios
e () Del a 3 salarios e ( )De9al2saldrios e ( ) Nao sei responder

Nas alternativas apresentadas para os alunos, todas faziam referéncia ao salario

minimo de novecentos e trinta e sete reais no momento da aplicagdo do questionario.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 11
EM BRANCO
NARO SEIRESPONDER  wmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
MAIS DE 15 SALARIOS MINIMOS (MAIS DE R$ 14.055,01) %
DE 12 A 15 SALARIOS MINIMOS (DE RS 11.244,01 ATE RS 14.055,00)
DE 9 A 12 SALARIOS MINIMOS (DE RS 8.433,01 ATE RS 11.244,00) wmm
DE 6 A 9 SALARIOS MINIMOS (DE RS 5.622,01 ATE RS 8.433,00) wammmmmmnnis,
DE 3 A 6 SALARIOS MINIMOS (DE RS 2.811,01 ATE RS 5.622,00) wmmmmmmimi i
DE 1 A 3 SALARIOS MINIMOS (DE RS 937,01 ATE RS 2.811,00)  waumummmimmmmmmmi,
ATE 1 SALARIO MINIMO (ATE RS 937,00) it

NENHUMA RENDA vz

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35%

Figura 46 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 11



Capitulo 5. Resultados das atividades propostas 137

Pergunta 12: Vocé trabalha ou ja trabalhou? (Somente uma alternativa podia ser

assinalada)

O objetivo da pergunta era analisar qual porcentagem de alunos do periodo
noturno trabalham (ou j4 trabalharam) em relagao ao diurno, para compreender como

tais aspectos interferem na aprendizagem deles.

e () Sim, como empregado (carteira assinada) () Nunca trabalhei (estou pro-

e () Sim (sem carteira assinada) curando emprego)

e () Ja trabalhei (atualmente, nao) e () Nunca trabalhei

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 12

80%
70%
60%
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30%
20%
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0%

Noturno Diurno
mSIM mNAO

Figura 47 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 12

Na figura 47, entende-se com sim os alunos que assinalaram as opgoes “Sim,

7

como empregado (carteira assinada)”, “Sim (sem carteira assinada)” ou “J4& trabalhei
(atualmente, nao)”. Por consequéncia, entende-se como nao os alunos que assinalaram as

opgoes “Nunca trabalhei (estou procurando emprego)” ou “Nunca trabalhei”.

Tabela 11 — Atividade 4 - Pergunta 12

Dos dados levantados no grafico 47 e na tabela 11, nota-se que a maior parte
dos alunos do ensino médio noturno trabalha, totalizando 67% dos alunos em relacao ao

total de alunos que responderam a questao.

Para o professor, esses dados podem ser levados em consideracao quando planeja
uma atividade para ser aplicada com os alunos do ensino médio noturno, ja que estes

dispoem de menos tempo para os estudos didrios.
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E sugerido ao professor que elabore atividades mais objetivas e com tempo
maior para serem feitas em relagdo as apresentadas aos alunos que cursam o ensino diurno.
Esses fatores nao sao deterministicos na aprendizagem de Matemaética, mas contribuem

para a organizacao dos alunos na realizacao das atividades propostas.

Pergunta 13: Com que idade vocé comegou a trabalhar? (Somente uma alternativa podia

ser assinalada)
e () 12 anos (ou menos) de idade e () Entre 16 e 18 anos de idade

e () Entre 13 e 15 anos de idade e () Ap6s os 18 anos de idade

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 13
50%
45%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10% 9% 8%

0%

12 anos (ou menos) de idade Entre 13 a 15 anos de idade  Entre 16 e 18 anos de idade Apods os 18 anos de idade

45%
38%

Figura 48 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 13

Pode-se observar que a maioria dos alunos comecou a trabalhar na faixa etaria
dos 13 aos 15 anos de idade, englobando alunos do oitavo ano (ensino fundamental) a
primeira série do ensino médio. Ao total, 112 pessoas responderam essa questao e 154

deixaram em branco. O gréfico foi gerado em relagao as 121 pessoas.

Na pergunta 12, 113 alunos declararam que trabalham ou ja trabalharam em
algum momento da vida. A diferenca 112 — 113 = —1 reflete que um aluno respondeu a

questao 12, mas deixou a 13 em branco.

Pergunta 14: Quantas horas vocé trabalha ou trabalhava por semana? (Somente uma

alternativa podia ser assinalada)

e () Até 10 horas semanais

e () De 31 a 40 horas semanais
e () De 11 a 20 horas semanais

e () Mais de 40 horas semanais
e () De 21 a 30 horas semanais

Dos 113 alunos que responderam a pergunta, a maior parte deles, (30%), disse
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que a jornada de trabalho variava entre dez e vinte horas semanais. A menor porcentagem
foi a dos alunos que realizavam jornadas de trabalho variando de trinta a quarenta horas

semanais, totalizando 4% do total de pessoas que responderam a essa questio.

Ao todo, 154 alunos deixaram essa pergunta em branco por conta da pergunta
12, em que os alunos que assinalaram que nao trabalham ou nunca trabalhavam deveriam

pular para a pergunta 17 no questionario.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 14
35%

30%
25%
20%
15%
10%

5%
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Figura 49 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 14

Pergunta 15: Quais das razoes abaixo influenciaram vocé a comegar a trabalhar? (So-

mente uma alternativa podia ser assinalada)
e () Sustentar a familia e () Pagar os estudos
e () Ser independente e () Adquirir experiéncia

E comum nas escolas estaduais os alunos do periodo diurno comegarem a
trabalhar e, por conta disto, migrarem para o ensino médio noturno. Buscou-se, por meio

dessa pergunta, compreender (de maneira geral) as razoes para essa escolha.

Tabela 12 — Atividade 4 - Pergunta 15

Com base nos dados da tabela 12, nota-se que maioria dos alunos comeca a
trabalhar para se tornarem independentes e, com isso, adquirir experiéncia. A porcentagem
de alunos que comecou a trabalhar para sustentar a familia igual a 27% é menor do que

os 41% que afirmaram que nao trabalham para essa finalidade.
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Uma possivel alternativa para que esse quadro nao se intensifique é que a escola
adote estratégias de ensino e compartilhe com a comunidade escolar a importancia do

conhecimento para o estudante na sua formacao profissional.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 15
80%

71% 0
70% o~
60%
50% 41% 42%
40%
0,
20% 19%
0,
0% I s
Sustentar a familia Ser independente Pagar os estudos Adquirir experiéncia
B Sim mNa3o

Figura 50 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 15

Do grafico 50, pode-se inferir que o jovem passa a dedicar maior parte do seu
dia para o trabalho e entende a escola como uma complementagao necessaria, mas que

muitas vezes nao atende as suas expectativas e suas necessidades de formacgao profissional.

Na tentativa de mudar esse cenario, a presente dissertacao propoe atividades
que sejam, de fato, significativas para os alunos e os fagcam compreender a importancia
do estudo da Matematica no ensino bésico e como ela pode contribuir para sua formagao

humana e profissional.

Pergunta 16: Como vocé avalia ter estudado e trabalhado durante seus estudos? (Somente

uma alternativa podia ser assinalada)
e () Atrapalhou meus estudos e () Possibilitou meu crescimento
e () Contribuiu para os meus estudos e () Nao atrapalhou meus estudos
Dos dados analisados no grafico 51, a maioria dos alunos, 35%, entende que o

trabalho nao afetou os estudos. O célculo foi feito com base no total de alunos que admitiu

trabalhar ou ja ter trabalhado, que é igual a 133 alunos de 266 ao total.
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ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 16

B Atrapalhou meus estudos

MW Contribuiu para os meus estudos

M Possibilitou meu crescimento pessoal

I N3o atrapalhou meus estudos

Figura 51 — Grafico - Atividade 4 - Pergunta 16

Pergunta 17: Vocé tem o hébito de rever em casa o que foi estudado em sala? (Somente

uma alternativa podia ser assinalada)

e () Nao estudo
e () Estudo de 3 a 5 horas
e () Estudo menos de 1 hora

e () Estudo mais de 5 horas
e () Estudo de 1 a 3 horas

Nessa questao, diferente das quatro anteriores que somente foram respondidas
pelos alunos que declararam trabalhar ou que ja tiveram vinculo alguma vez com o trabalho,
dos 266 alunos entrevistados, 256 responderam. O grafico 52 sintetiza as respostas sobre a

organizacao semanal para o estudo diario dos alunos.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 17
o 4%
4% 2%

H N3o estudo

H Estudo menos de 1 hora por semana

20% 39%

1 Estudo de 1 a 3 horas por semana
I Estudo de 3 a 5 horas por semana
M Estudo mais de 5 horas por semana

B Em branco

32%

Figura 52 — Grafico - Atividade 4 - Pergunta 17

A partir do grafico 52, constatou-se que 39% dos alunos declararam que nao
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estudam na casa quaisquer disciplinas; 32% estudam menos de uma hora por semana; 20%
estudam de uma a trés horas por semana e somente 6% dos alunos declararam estudar

mais do que trés horas por semana.

Portanto, 81% dos alunos da escola estadual que responderam ao questiondrio
nao possuem a rotina de estudos e dedicam menos do que uma hora de estudo semanal.
Uma possivel solugao para esse problema é um trabalho conjunto dos professores, gestores
e comunidade escolar para informar sobre a importancia do estudo diario dos alunos e
o oferecimento de propostas para melhorar a organizacao dos alunos e da comunidade

escolar sob o trabalho realizado.

Pergunta 18: Vocé tem o hébito de ler livros, artigos, jornal, etc? (Somente uma alterna-

tiva podia ser assinalada)

e ( )Sim o () As vezes e () Nao

A metade dos alunos respondeu que as vezes lé livros, artigos, jornais ou
outros materiais. Numa proporc¢ao menor, 27% declararam que leem e 22% que nao. Essa
pergunta estd atrelada a atividade 2, cujo objetivo era proporcionar aos alunos momentos
de aprendizagem com base na leitura de artigos de Matematica e que discutiam sobre a

construcao do raciocinio légico, simbologia e notacdo matematica.

Nas proximas trés questoes, como a escala utilizada foi a mesma, apresentare-
mos as perguntas com as possiveis escolhas dos alunos e, em seguida, o grafico com os

comentarios.

Pergunta 19: Em uma escala de 0 a 5, vocé apresenta interesse ou motivacao para estudar

ou aprender coisas novas? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e ()0 e ()1 e ( )2 e ( )3 e ( )4 e ()5
Nessa questao, quanto mais proximo do zero, o aluno se declarava com “Pouca

motivacao”, e, quanto mais perto do 5, como com “Muita motivacao”.

Pergunta 20: Em uma escala de 0 a 5, como vocé avalia a sua aprendizagem em Mate-

matica? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e ()0 ()1 e( )2 e( )3 e( )4 e( )5

Nessa questao, quanto mais proximo do zero, o aluno se declarava com “Facil

de aprender”, e quanto mais perto do 5 como “Dificil de aprender”.

Pergunta 21: Em uma escala de 0 a 5, como vocé avalia o seu interesse em aprender
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matemadtica? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e ()0 ()1 ()2 e( )3 e )4 e( )5

Nessa questao, quanto mais proximo do zero, o aluno se declarava com “Pouco

interesse”, e, quanto mais perto do 5 como “Muito interesse”.

Comentarios: Na pergunta 19, os alunos fizeram uma auto reflexdo sobre os interesses
deles em aprender novas coisas, otimizar os proprios conhecimentos e estar atento ao que

a escola se propoe a ensinar.

Em uma escala de 0 a 5, os alunos assinalaram com maior frequéncia o niimero
4, representando 33% do total de alunos que responderam ao questiondrio. A marcacao
desse niimero sugere que os alunos apresentam motivagdo em aprender novas coisas, mas
em si a questao foi formulada de uma maneira bastante ampla, isto é, sem especificar quais

os interesses dos alunos e a relagao entre eles e o que a escola ensina.

Na pergunta 20, foi avaliada a percepc¢ao dos alunos sobre a dificuldade ou
facilidade de se aprender Matematica. Em si, a questao é bastante subjetiva e pode admitir
respostas diversas dentro do entendimento de cada aluno e também dentro da trajetoria

escolar que ele vivenciou.

A proposta da questdo é reunir esses elementos e compreender se os alunos,
de fato, compreenderam a importancia do estudo da Matemaética na educagao basica,
além de buscar conhecer a visdo que os alunos tém do processo. Dos dados coletados,
observou-se que 26% dos alunos assinalaram a opcao 3, o que representaria, em uma

linguagem corrente, “regular”.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTAS 19, 20 E 21
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Figura 53 — Grafico - Atividade 4 - Perguntas 19, 20 e 21

Na pergunta 21, novamente, a maior frequéncia relativa foi o nimero 3, mas
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agora coletando dados sobre o interesse deles em aprender algo a mais na area de Matema-
tica. Ao todo, 62% dos alunos declararam que se sentem motivados a aprender Matemética

assinalando uma opc¢ao maior do que 2 em uma escala que vai de 0 a 5.

Pergunta 22: Quantas horas, por semana, vocé estuda Matematica na sua casa? (Somente

uma alternativa podia ser assinalada)

e () Nao estudo

e () Estudo de 3 a 5 horas
e () Estudo menos de 1 hora

e () Estudo mais de 5 horas
e () Estudo de 1 a 3 horas

O estudo diario dos contetidos trabalhados pelo professor é essencial, pois o
aluno que participa com uma postura ativa nas aulas, aproveita o momento para esclarecer
duvidas dos estudos, procura diferentes meios de compreender um tépico estudado e
compartilha com os demais alunos as suas duvidas, propondo-se também a ensinar,

processos que oferecem uma probabilidade maior de compreensao da Matematica.

O estudo diario requer esforco, dedicagao e organizacao. E importante que ele
se aproprie das ferramentas digitais para auxilid-lo a aprender e nao somente para outros
fins. Nessa pergunta, os alunos responderam quantas horas se dedicam em casa para o

estudo da Matemaética.

Estudo de 3 a 5 horas por Em branco ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 22
semana 0%

4% Estudo mais de 5 horas por semana
(o]

1%

Estudo de 1 a 3 horas por
semana
14%

Nao estudo
48%

Estudo menos de 1 hora por
semana
33%

W N3o estudo M Estudo menos de 1 hora por semana M Estudo de 1 a 3 horas por semana
Estudo de 3 a 5 horas por semana M Estudo mais de 5 horas por semana B Em branco

Figura 54 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 22

A partir dos dados levantados, verificou-se que 48% dos alunos nao estudam
Matematica em casa e que 33% deles dedicam, no maximo, uma hora por semana de
estudo para a disciplina. A menos que os estudantes aproveitem esse tempo de maneira

bastante produtiva, ainda é preocupante quase metade dos alunos declarar que nao estuda.

Esses dados podem auxiliar a equipe de professores e gestores a pensar em
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estratégias que visem a conscientizar a comunidade escolar sobre a importancia da organi-
zacao das tarefas didrias ou semanais. Muitas vezes os alunos nao conseguem organizar
uma parte do dia para se dedicarem aos estudos ou mesmo nao tiveram essa orientacao da

escola.

Muito se pode discutir sobre se os professores sabem ou ndo Matemaética ou se
os alunos se sentem motivados a aprendé-la ou nao, mas um ponto importante a destacar
é o papel do gestor e da equipe de professores no campo da mediacao, orientando os pais e
alunos sobre essas questoes. E importante discutir sobre como os alunos podem aproveitar
as ferramentas digitais, o professor, como também ele uma fonte de estudos, e os materiais

didaticos para aprender.

Pergunta 23: Vocé ja participou de alguma olimpiada de Matemaética? (Somente uma

alternativa podia ser assinalada)

e () Sim

e () Nao
Nessa questao, 54% dos alunos responderam que sim, 43% que nao e 3%
deixaram em branco. Por serem alunos da rede estadual, muitos realizam a Olimpiada

Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), que busca jovens talentos e

também tem por objetivo motivar os alunos a estudar Matematica.

Pergunta 24: Se vocé tivesse a oportunidade de se inscrever em um dos projetos abaixo,
de qual vocé participaria?

e [ ] Grupo de reforgo em Matemaética

e | | Grupo preparatério para o ensino superior (faculdade)

e | | Grupo que discutisse problemas de olimpiadas de Matematica

e [ ] Grupo que trabalhasse com jogos ou atividades lidicas de Matematica

e [ ] N&o participaria de nenhum dos grupos citados

Nessa questao, como o campo de preenchimento nao era um oval, mas sim

“[ 17, os alunos podiam preencher quantos quisessem. Do total de marcacoes (incluindo
os que deixaram em branco), 47% responderam que gostariam de participar de um grupo

preparatorio para o ensino superior, e 35% declararam que gostariam de participar de um

grupo de reforco em Matematica.
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ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 24
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Figura 55 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 24

Pergunta 25: Selecione quais dos fatores a seguir dificultam sua aprendizagem em

Matematica, se houver. (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e [ ] Sinto falta do apoio familiar ou da escola para que eu aprenda

[ ] Apresento dificuldade em demonstragoes ou abstra¢oes mateméaticas

e | ] Tenho dificuldade em comegar um exercicio ou problema

| | Apresento dificuldade em compreender o que o exercicio pergunta

e [ ] Nao compreendo a simbologia matematica (simbolos/linguagem)

Nessa pergunta, os alunos assinalaram algumas dificuldades que eles podiam
apresentar ao resolver um exercicio ou problema de Matemética. Com base nos dados
coletados, verificou-se que, de todas as marcagdes feitas (incluindo os que deixaram em
branco), 49% assinalaram que apresentam dificuldade em compreender o que o exercicio
pergunta e, com 41% das marcacoes, estavam os alunos que apresentam dificuldade em

comecgar um exercicio ou problema.

Os dados do grafico 56 mostram que os alunos que apresentam dificuldade em
Matematica, ou nao conseguem iniciar um exercicio, ou tem dificuldade em identificar o
que o exercicio pede. Isso sugere que o professor trabalhe com os alunos o conceito de
hipdtese e tese, adotando um papel questionador nas aulas e contribuindo assim para

que os alunos estruturem melhor o raciocinio légico e dedutivo.
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ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 25
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Figura 56 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 25

Pergunta 26: Dos termos abaixo, com que frequéncia vocé os estuda nas aulas de Mate-

matica? (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e () Nunca (A) e () Frequentemente (D)
e () Raramente (B) e () Sempre (E)
e () Poucas vezes (C) e () Nao sei responder (F)

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 26
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Figura 57 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 26

A figura 57 mostra com que frequéncia os alunos se deparam com as seguintes
palavras nas aulas de Matematica: proposicao, teorema, definicdo, demonstracao, problema,
exercicio, incognita, hipotese, tese, associatividade, comutatividade, elemento neutro,

elemento inverso, operacao, conjunto e férmula.

A tabela 13 mostra a quantidade assinalada para cada op¢ao. Como nao havia
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no questiondrio a opgao “deixar em branco”, para a andlise no grafico 57 foram retirados

os alunos que deixaram em branco.

20 241 19 | 37 26
37 64| 51 | 21 28
45 441 35 | 31 35
42 39| 32 | 34 45
17 731 96 | 17 31
12 65 | 120 | 17 30
40 471 39 | 31 34
45 56 | 30 | 28 29
49 44 1 12 | 33 35
44 131 7 |46 34
41 141 11 | 46 35
43 26 | 13 | 41 32
39 221 12 | 39 37
23 71 61 | 24 35
21 771 51 | 23 33
19 69 | 96 | 17 33

Tabela 13 — Atividade 4 - Pergunta 26

Pode-se notar no grafico 57 que, em relagao ao total de alunos que assinalou
alguma das alternativas da pergunta 26, a alternativa “sempre” foi a mais assinalada nos

o

termos “problema”, “exercicio” e “férmula”.

J4 no caso dos alunos que assinalaram “nunca”, os termos que apareceram
com maior frequéncia foram: associatividade, comutatividade, elemento neutro e elemento
inverso. Esses termos, muitos deles estudados em Grupos, sao pouco usados nas aulas de

Matemaética.

Ao verificar a incidéncia dos termos “hipdtese” e “tese”, observa-se que no
primeiro as barras “raramente” e “poucas vezes” aparecem bem proximas, o que indica que
¢ um termo pouco usado nas aulas de Matematica, mas que, apesar disso, é apresentado.

No caso da tese, um pouco menos.

Ainda no grafico, é possivel observar que o termo “Proposi¢cao” aparece com
menor intensidade do que o termo “Teorema”, o que sugere que os alunos sao pouco

questionados a identificar a validade de proposi¢oes matematicas.

O célculo para chegar aos percentuais do grafico 57 foi feito a partir da razao
entre o total de vezes que uma alternativa foi assinalada sobre o total de respostas daquela,

com excecao dos alunos que deixaram em branco. Por exemplo: no caso da linha “Férmula”
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e coluna “Sempre” na tabela 13, situada na pagina 148, tem-se:

96 96

——— = — x0,4140 ~ 41 4
266 — 33 233 0,4140 % (54)

Pergunta 27: Sobre as afirmagoes a seguir, assinale se vocé concorda ou nao com elas.

(Somente uma alternativa podia ser assinalada)

As afirmacoes feitas nessa pergunta faziam referéncia ao grupo de alunos da
sala de cada estudante. Ela procurou coletar informacoes, do ponto de vista dos alunos,
sobre as dificuldades deles em Matematica.

e () A Matemaética apresentada nas escolas nao tem aplicagao na vida real (1)

e () H4 abuso no uso da simbologia algébrica (2)

e () H4 mé preparacao nos primeiros anos de escolaridade (3)

e () Os alunos fazem pouco trabalho de Matematica (4)

e () Os alunos apresentam dificuldade em estruturar o raciocinio (5)

e () H4 dificuldade de compreensao nas aulas de Matematica (6)

e () H4 baixo rendimento no desempenho dos alunos (7)

e () HA4 falta de atitude por parte de alguns alunos (8)

e () H4 poucas atividades que trabalham célculo mental (9)

e () H4 alunos com dificuldade na interpretagao dos simbolos usados (10)

e () H4 alunos com dificuldade em operacdes mentais ou conceitos numéricos (11)

e () H4 alunos com dificuldade na execugao de operagoes e célculos numéricos (12)
Para cada uma das afirmacoes apresentadas, os estudantes responderam se

concordavam ou nao. Da mesma maneira que a pergunta 26 foi formulada, eles assinalavam

em um oval (um tunico por linha) a opinido a respeito delas.

e () Concordo totalmente (A) e () Discordo (D)
e () Concordo (B) e () Discordo totalmente (E)
e () Indiferente (C) e () Nao sei responder (F)

A tabela 14 mostra a frequéncia absoluta de cada uma das marcacoes dos

alunos. Para gerar o grafico, foram desconsiderados os alunos que deixaram em branco.
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Por exemplo: a porcentagem de pessoas no grafico 58 que assinalaram que “Ha baixo

rendimento no desempenho dos alunos” (7) e concordam com a afirmagao (B) é igual a

112
— 20,4725 ~ 4 .
537 0,4725 7% (5 5)

Tabela 14 — Atividade 4 - Perguntas 27

Com base no grafico 58 apresentado, observa-se que a maioria dos alunos
assinalou concordo (B) nas sentengas (5) a (12). Isso revela que os préprios estudantes
compreendem que ha muitos alunos com dificuldades em Matematica provenientes de
diversos fatores, tais como: estruturar o raciocinio légico, falta de atitude (estudo), praticar

pouco calculo mental, interpretar simbolos usados ou operacgoes basicas.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 27
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Figura 58 — Grafico - Atividade 4 - Pergunta 27

Em contrapartida, os estudantes assinalaram a alternativa D (Discordo) quando

a eles foram apresentadas as sentengas de (1) a (4). Os dados do gréfico 58 podem auxiliar o



Capitulo 5. Resultados das atividades propostas 151

professor a pensar estratégias de ensino diferentes com base nas dificuldades que os alunos

demonstram e, com isso, contribuir para que aprendam mais e de forma significativa.

Pergunta 28: Com relagao ao apoio familiar (pai, mae, amigos, etc) nos seus estudos,

assinale o que vocé pensa sobre. (Somente uma alternativa podia ser assinalada)

e [ ]| A minha familia me apoia integralmente e acompanha os meus estudos

e [ ]| A minha familia me apoia, mas as vezes nao consegue me ajudar nos estudos

[ ] A minha familia acompanha pouco meus estudos e geralmente se preocupa mais

no fechamento do bimestre

[ ] A minha familia ndo participa e nem acompanha os meus estudos (algo que

sinto falta)

| ] A minha familia é ausente e geralmente eu que resolvo sozinho os problemas

Nessa pergunta, os alunos refletiram sobre o apoio e acompanhamento da familia
nos estudos. Principalmente na escola publica, nota-se que os pais acompanham menos
a aprendizagem dos filhos do que na rede particular e que muitos alunos, provenientes
de ambientes familiares que sofrem por diversos motivos, saem prejudicados e chegam a
escola desmotivados para aprender. Em Matematica, por exemplo, a auséncia do apoio
familiar e os problemas na escolarizacao da crianca maximizam os problemas a cada série

escolar.

O gréfico 59 revela que, embora 44% dos alunos declarem que a familia apoia,
a outra parcela, também significativa, (35% do total) mostra que a familia acompanha

pouco os estudos dos alunos e preocupa-se mais no fechamento do bimestre.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 28
7%

® A minha familia me apoia integralmente e acompanha 0s meus estudos 12%

= A minha familia me apoia, mas as vezes ndo consegue me ajudar nos estudos
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= A minha familia acompanha pouco meus estudos e geralmente se preocupa mais
no fechamento do bimestre

A minha familia ndo participa e nem acompanha os meus estudos (algo que sinto
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21%

Figura 59 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 28
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Pergunta 29: Para vocé, qual(is) é(sao) o(s) objetivo(s) para aprender Matematica?

e [ | Estruturar o raciocinio 1égico (pensar logicamente, relacionar ideias, descobrir

regularidades e padrdes, estimular o espirito de investigagao)
e | | Aprender a usar formulas matematicas e decorar regras para usi-las em provas
e [ ] Aplicar a Matemética na vida ou em qualquer atividade realizada
e [ ] Ampliar a capacidade do aluno de questoes concretas para abstratas
e [ ] Comunicar, argumentar, escrever e representar de varias formas
e [ ] Aprender competéncias para resolver situagdes-problema
e | | Promover a interagdo com os colegas, coletivamente e cooperativamente

e | | Contribuir para que o aluno trace planos, estratégias e desenvolva varias formas

de raciocinio

Com base nos dados apresentados, a maioria dos alunos (aproximadamente
49%) disse que o objetivo de aprender Matematica é aplicd-la na vida. Nota-se também
que uma porcentagem consideravel, 41%, disse que aprende Matemadtica para decorar

regras que serao usadas em provas.

O que chamou a atenc¢ao é que 49% dos alunos destacaram que um dos objetivos
de aprender Matematica, senao o mais importante, € que o estudante aprenda a estruturar
o raciocinio légico, relacionar ideias e identificar padroes. Essa visao se aproxima do

objetivo da dissertacao e dialoga com os dados coletados.

ATIVIDADE 4 - PERGUNTA 29
Embranco |G 11%
Contribuir para que o aluno trace planos, estratégias e desenvolva... I © 9%
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Aprender competéncias para resolver situa¢des-problema [ NNNIIEIEGEGEEEEEEEEEEEEEEEEEEGEGN 6%
Comunicar, argumentar, escrever e representar de varias formas [ RN 16%
Ampliar a capacidade do aluno de questdes concretas para abstratas | R I ° 0%
Aplicar a matematica na vida ou em qualquer atividade realizada | NNNNEREGEGEGEEEE | 0 %
Aprender a usar formulas matematicas e decorar regras para usé-... [ INGTGNININININININGNGNGENENEEEEENEEEEEEEE 1%
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Figura 60 — Gréfico - Atividade 4 - Pergunta 29
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Pergunta 30: Utilize o espago abaixo para escrever as suas observagoes sobre o preen-
chimento do questionario, se de alguma forma ele serviu como instrumento de reflexao
sobre temas relacionados ao trabalho, escola e familia ou outras questoes que nao foram

contempladas.

Aluno A: “Sim este questionario serviu para, refletir a respeito dos meus estudos. Eu
quero melhorar sempre e tambem quero que a sociedade aprenda um pouco mais e nos

tornemos pessoas melhores”

Aluno B: “E um questionario interessante pelo o fato que nos mostra certas situagoes da

escola, motivos e coisas que acabamos por nao dar muita atencao depois do estudo”

Aluno C: “O questionario faz vocé a pensar se estd se esforcando o suficiente ou nao, e

em como sua familia estd entrelacada nos seus estudos”

Aluno D: “O questionarios me fez refletir sobre o meu comportamento e interesse sobre
a matematica que é tao necessario e desenvolve o raciocinio 16gico, onde muitos podem

pensar que nao vai servir para nada mas que tem muita utilidade”.

Aluno E: “Este questionario me fez parar para refletir em questoes matematicas, que
nunca tinha parado para pensar antes e que podem me ajudar a resolver os meus problemas

agora e futuramente”.

Aluno F: “Sim as perguntas serviu para nos refletir mais um pouco do nosso interesse a
se estudar, a se ter mais um pouco de esfor¢o. Para nos prestar mais atencao nas aulas e

ver como e muito importante a nossa aprendizagem na sala de aula”.
Aluno G: “A ideia é boa desse questionario mas ha algumas questoes desnecessarias”.

Aluno H: “Muitas coisas situadas anteriormente eu nao sei, e se eu nao sei fazer, acho

muito fraco o ensinamento na escola”.

Aluno I: “Sim, ajudou consegui responder todas mas algumas nao entendi direito e tive

mais dificuldade para responder”.

Aluno J: “Por esse questiondrio, percebi que nao estou me esforcando de maneira neces-
saria para adquirir conhecimento para ser alguém na vida, vou tentar estudar com mais
frequéncia”.

Aluno K: “Acredito que existem profissionais qualificados para o cargo de professor, o

grande problema é a falta de interesse dos alunos”.

Aluno L: “O questionario é bem interessante, faz com que analisemos fatos que geralmente
nao prestamos muita atencao. Mas senti falta de questoes sobre a escola e o estudo que o
governo nos oferece em si. Sabemos que ambos sao falhos e seria de extrema importancia

algum lugar em que os alunos conseguissem opiniar e fossem realmente ouvidos”.

Aluno M: “A minha dificuldade em matematica ocorre apenas por minha dificuldade em
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interpretar questoes problemas. A maioria dos alunos que demonstram mal desempenho
nao prestam atencao nas aulas e passam a aula toda discutindo questoes aleatorias em vez

do conteudo”.

Aluno N: “O meu trabalho me atrapalhou um pouco nos estudos, porque quando eu
comegei a trabalhar eu estudava em um colégio particular e sequer que eu dediquei minha
tarde inteira para os estudos, entdo eu voltei para escola publica porque na minha opinido

nao exige tanto de mim e nao incentiva tanto os estudos na parte de alguns professores”.

Aluno O: “De alguma forma foi bom fazer esse questionario, porque é uma reflexdo, e eu
nunca tinha parado para pensar sobre esses assuntos que estao em nosso cotidiano, mas

isso nao seria certo temos que pensar nessas coisas todos os dias”.

Aluno P: “O questionario me ajudou a enxergar na questao de estudo, preciso criar o
hébito de pelo menos rever algumas matérias que tenho mais dificuldades. E também ler

mais livros para expandir minha imaginacao”.

5.5 Resultados da Atividade 5

Objetivo 1: alcancado. Trabalhar com as provas anteriores das olimpiadas de Mate-
matica e também com o planejamento anual preparou os alunos para as competicoes
de Matematica.

Objetivo 2: alcancado. Houve a revelagao de um aluno que conquistou medalha de
bronze no Canguru de Matematica Brasil, ouro na Olimpiada Paulista de Matematica
(OPM) e bronze na Olimpiada RioPlatense de Matematica (OMR) em Buenos Aires,
na Argentina.

Objetivo 3: alcancado. Grande parte dos alunos desenvolveu o raciocinio légico,

aprendeu a formular conjecturas, demonstra-las e desenvolver uma série de competéncias

e habilidades que os permitiu aprender Matematica e maximizar seus conhecimentos.

A atividade 5 trata-se do projeto de olimpiadas de Matematica que é desenvol-
vido durante todo o ano. Nesse projeto, os alunos e o professor resolvem juntos diversos
problemas de Matematica com o objetivo de motivar o estudo e aprimorar a destreza dos
alunos nos cédlculos matematicos. No ano de 2017, ele teve inicio no dia 07 de margo, e

finalizou dia 24 de outubro com o término do calendario olimpico.

Na semana de inscri¢gdes para participar do projeto, inscreveram-se 40 alunos
da Equipe A, 19 da Equipe B e 36 da Equipe C, totalizando 95 alunos. Os alunos tinham
duas aulas de cinquenta minutos toda semana, pausando somente no més de julho por

conta das férias e do recesso escolar.
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@ruapOlimpicO

Olimpiadas deg Matgmética

Figura 61 — Atividade 5 - Aula inaugural

Da equipe A, 19 alunos acompanharam o projeto até o final. Da equipe B,
14, e da equipe C foram 11 alunos que finalizaram o projeto no final do ano. A evasao
dos alunos acontece porque muitos alunos se inscrevem, mas apresentam dificuldade nos
problemas olimpicos e preferem frequentar as aulas de reforgo. Ha também os que deixam

de participar por iniciarem outras atividades dentro da escola.

Sugere-se que os grupos olimpicos tenham poucos alunos em cada turma para
garantir um estudo mais individualizado, pois a complexidade dos problemas exige que
o professor esteja mais atento aos seus alunos. Tanto a frequéncia quanto o registro das
atividades realizadas foi disponibilizada para coordenagao, pais e alunos por meio do
“Google Planilhas”.

Todas as informagoes necessérias para os alunos (frequéncia, acompanhamento
das atividades, materiais de estudo, calendério, etc) foram disponibilizadas por meio da
ferramenta “Google Sites”. Era pedido que os alunos ja se organizassem no inicio do ano
para adequarem seus afazeres ao calendario olimpico. Eles participaram das seguintes

olimpiadas de Matematica:

e Canguru de Matematica Brasil
e Olimpiada Paulista de Matematica - OPM
e Olimpiada de Matematica da Unicamp - OMU

Durante as aulas, os alunos se organizavam individualmente ou em grupos,

0 que acontecia na maior parte das vezes, e discutiam os problemas das olimpiadas de
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Matematica, além de apresentar diferentes solugoes para a sala. A ideia era que o aluno

fosse protagonista do processo e a aula nao ficasse centralizada no professor.

No caso, o planejamento dos conteidos trabalhados é o mesmo cobrado nas
provas das olimpiadas de Matematica. O professor pode trabalhar com os alunos fazendo as
provas anteriores das olimpiadas de Matematica ou, a partir de uma verificacao estatistica,
perceber quais sao os principais assuntos cobrados nas provas e trabalhar com os alunos

pontualmente.

No ano de 2016, por exemplo, o conteido trabalhado em cada semana estava
dividido em quatro areas: algebra, aritmética, combinatéria e geometria. Cada uma
delas estava separada em dez capitulos que englobavam assuntos especificos cobrados nas

olimpiadas de Matematica.

A separagao nao estd associada a fragmentacao dos contetdos, mas sim a uma
melhor organizacao do trabalho para que, posteriormente, esses capitulos fizessem parte
de um livro do qual os préprios alunos seriam os autores com as solugoes dos problemas.
Por conta do calendario olimpico, nao foi possivel terminar o livro ao longo dos dois anos

do projeto.

Os alunos que participam das aulas olimpicas desenvolvem multiplas compe-
téncias e habilidades, além da agilidade no célculo mental. No ano de 2017, por exemplo,

foram varias as premiagoes no Canguru de Matematica Brasil.

Em 2017, o destaque foi um aluno da Equipe A, que chamaremos de (A), que
conquistou uma medalha de bronze no Canguru de Matematica Brasil. Ele, em seguida,
disputou a Olimpiada Paulista de Mateméatica (OPM) na Universidade de Sao Paulo

(USP) e foi premiado com uma medalha de ouro.

Os alunos premiados com medalha de ouro na Olimpiada Paulista de Matema-
tica (OPM) fazem parte de uma sele¢ao interna, chamada de “peneira” para disputar a
Olimpiada RioPlatense de Matematica (OMR) em Buenos Aires, na Argentina. No caso, o

aluno fez a peneira, passou e foi convidado para participar da competicao.

Junto da delegagao paulista de Matematica, composta por nove integrantes,
o aluno disputou a Olimpiada RioPlatense de Matematica, retornando com uma
medalha de bronze. Essas conquistas sao fruto de muito esforco, dedicacao e estudo da
Matematica. O trabalho com o Grupo Olimpico o ajudou a desenvolver o raciocinio logico,
realizar calculos mentais e resolver problemas mais complexos que nao sao trabalhados no

ensino regular.

E importante mencionar que o objetivo nao é conquistar medalhas, mas que
o aluno aprenda, motive outros alunos a gostarem de Matematica, desenvolva o racioci-
nio légico, dedutivo e intuitivo, maximize seus conhecimentos, seja uma pessoa melhor,

pratique a cidadania e facga histéria. Os alunos que acompanham o trabalho com as



Capitulo 5. Resultados das atividades propostas 157

olimpiadas de Matematica e participam ativamente do processo evoluem como pessoas,

independentemente dos resultados.

Figura 62 — Premiagoes olimpicas (2017): Canguru, RioPlatense (OMR) e OPM

Esses alunos, quando cursarem o ensino superior, estarao fluentes em uma
linguagem mais proxima da que sera cobrada nas matérias de graduagao, pois ja tiveram
contato com uma Matematica mais rigorosa. Isso permite que os conceitos matematicos
sejam trabalhados de uma forma mais clara futuramente, o que se trata de um ganho, pois
muitos estudantes, principalmente no inicio da graduagao, sentem-se despreparados ao se

depararem com disciplinas que exigem deles um conhecimento mais aprofundado.

Trabalhar com olimpiadas de Matematica ou tematicas como as propriedades
estudadas em grupos, por meio de sequéncias didaticas, auxiliam os estudantes no processo

do desenvolvimento do raciocinio logico que sera importante futuramente para eles.

5.5.1 Questionario da Atividade 5
Pergunta 1: De qual equipe vocé participou?
e () Equipe A e () Equipe B e () Equipe C

Como o questionario foi respondido nas tltimas aulas do ano, participaram 9
alunos da Equipe A (sexto ou sétimo ano do ensino fundamental), 7 da equipe B (oitavo

ou nono ano do ensino fundamental) e 8 da Equipe C (1%,2% ou 3% série do ensino médio).
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Pergunta 2: Como vocé ficou sabendo do projeto olimpico?
e | ] Aviso da escola ou do coordenador; e | | Internet, mural, etc.

e [ ]| Amigos ou pais; e | ] Apresentacao do projeto;

Dos 24 alunos que responderam ao questionario, 56% declararam que ficaram
sabendo das aulas olimpicas por meio da escola, 33% disseram que souberam por meio de
amigos ou pais, 5% através da internet ou mural e 6% pela apresentacao do projeto em

evento. Nessa pergunta os alunos podiam assinalar mais do que uma resposta.

Pergunta 3: Em uma escala de 0 a 10, sendo 0 pouco e 10 muito, participar do grupo de

olimpiadas de Matemadtica contribuiu na sua formacao?

e ()10

Com base no grafico 63, nota-se que aproximadamente 97% dos alunos assi-
nalou no minimo 5. Isso revela que a maioria dos alunos acredita que as aulas olimpicas

contribuiram na formagao e aprendizagem deles.

ATIVIDADE 5 - PERGUNTA 3
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2
Figura 63 — Grafico - Atividade 5 - Pergunta 3

Pergunta 4: Vocé participaria novamente de atividades como essa em uma proxima

oportunidade?

e () Sim e () Talvez e () Nao

Nessa pergunta, dos 24 alunos que responderam, 75% afirmaram que sim e 25%
talvez. Outra vantagem de propor projetos como esse é que o aluno que frequenta um
ano e gosta tende a continuar no projeto, acrescentando bastante para as turmas novas

que serao formadas no préximo ano. Essa troca de experiéncia entre os alunos (inclusive
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de séries diferentes) é essencial na aprendizagem e contribui muito com o trabalho do

professor.

Pergunta 5: Vocé frequentava as aulas olimpicas no ano passado?

e () Sim

e () Nao
No caso, 54% dos alunos declararam que nao e 46% deles que sim. Vale ressaltar
que o questionario foi aplicado no final do ano e, possivelmente, caso tivesse sido feita a

coleta de dados no inicio do ano, os resultados poderiam apresentar distor¢oes devido ao

numero de inscritos.

Pergunta 6: Das olimpiadas de Matemaética abaixo, qual(is) dela(s) vocé participou?

e () Olimpiada Brasileira de Mateméatica (OBM)

e () Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas (OBMEP)
e () Olimpiada Paulista de Matemética (OPM)

e () Olimpiada de Matemética da Unicamp (OMU)

e () Canguru de Matematica Brasil

ATIVIDADE 5 - PERGUNTA 6
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Figura 64 — Grafico - Atividade 5 - Pergunta 6

No grafico 64, observa-se que 92% dos alunos disseram que ja participaram do
Canguru de Matematica Brasil, que ¢ uma competicao com grau de dificuldade menor que
as demais. Também nota-se que mais do que a metade dos entrevistados relatou participar

tanto da Olimpiada Paulista de Matemética (OPM) quanto a Olimpiada Brasileira de
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Matemética (OBM), que em 2017 se fundiu com a Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas (OBMEP).

Pergunta 7: Sobre as aulas olimpicas, como elas contribuiram na sua formacao?

e () Desenvolver o raciocinio 16gico

e () Aprender Matematica
e () Desenvolver a linguagem matemética

e () Trabalhar em grupos
e () Aprender técnicas de demonstragao

e () Aprender coisas novas
e () Resolver questoes mais elaboradas

e () Formagdo humana
e () Maximizar valores (conhecimento)

e () Preparar para o ensino superior
e () Desenvolver a escrita matematica

Nessa pergunta, os alunos relataram, para cada uma das sentengas, como as
aulas olimpicas contribuiram (ou ndo) para a formagao deles. No grafico 65, nota-se que a
maioria dos alunos relatou que as aulas ajudaram a aprender Matematica, desenvolver o
raciocinio légico, aprender coisas novas, desenvolver tanto a linguagem quanto a escrita

matematica, aprender a resolver problemas mais desafiadores e maximizar o conhecimento.

ATIVIDADE 5 - PERGUNTA 7
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Figura 65 — Grafico - Atividade 5 - Pergunta 7
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Consideracoes Finais

Com base nas hipéteses levantadas e nos dados coletados com a aplicagao das
atividades, reuniu-se uma série de elementos que nos auxiliaram a responder a seguinte
pergunta “Como auxiliar o aluno a desenvolver o raciocinio légico, intuitivo e dedutivo?”.
A pesquisa foi realizada em dois grupos de alunos: escola piblica (ensino fundamental,

médio e EJA) e particular (grupo olimpico).

Os alunos do primeiro grupo apresentaram muita dificuldade em estruturar
o raciocinio logico, organizar ideias, realizar calculos mentais, fazer operacoes bésicas e
estabelecer conexdes entre os conceitos ou diferentes areas do conhecimento. Os dados
também indicaram que os alunos estudam pouco (principalmente Matematica), o que esté
associado a diversos fatores, entre eles: apoio familiar, qualidade do ensino ofertado na

escola e relagoes de trabalho.

Os alunos do segundo grupo, embora também tenham relatado que em algumas
situacoes apresentam dificuldade ao resolver problemas, conseguiram ter um encami-
nhamento melhor durante as atividades e relataram que a aprendizagem baseada em
problemas (no caso, olimpiadas de Matemédtica) contribuiu bastante para a aprendizagem

de Matematica.

A aplicacao das atividades que envolviam propriedades de Grupos e operacoes
ajudou os alunos a desenvolverem o raciocinio légico, a compreender a relacdo entre
a lingua materna e a linguagem matematica e a revisar conceitos matematicos muitas
vezes vistos superficialmente no ensino basico. Concluiu-se também que fazer o recorte
de uma teoria matematica e adapta-la no ensino basico de acordo com a série ou ano
escolar, amadurecimento na escrita e linguagem matemaética ¢ uma estratégia importante
que contribui para despertar a curiosidade, motivar o interesse e possibilitar aos alunos

situacoes significativas de aprendizagem.

Portanto, tanto atividades que envolvem aulas de resolucao de problemas
quanto a aplicacao de sequéncias didaticas a partir do recorte de uma temadtica (no caso,
Grupos) contribuiram para a aprendizagem dos alunos e serviram como um diagnéstico da
aprendizagem de Matematica. Além disso, por meio dos questionarios, verificou-se também
outros aspectos que, se melhorados, poderiam contribuir para a melhoria da aprendizagem
de Matematica, tais como: melhores condigoes de trabalho na escola; cursos de formacao
continuada de exceléncia para professores; melhor formagao dos gestores (coordenadores
ou diretores), incentivo a projetos que integrassem a escola, familia e comunidade e ensino

menos preocupado em preparar os alunos para exames vestibulares.



162

Referencias

BRASIL, SEMTEC. PCN+ ensino médio: orientagdes educacionais complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais. Ciéncias da natureza, matematica e suas tec-
nologias. Brasilia, DF: MEC, SEMTEC, 2002.

DEAN, Richard A. Elementos de algebra abstrata. Rio de Janeiro, RJ: Livros Técnicos
e Cientificos, 1974. 315 p.

DELIZOICOV, Demétrio. Problemas e problematizacoes: Ensino de Fisica: conteudo,
metodologia e epistemologia numa concepc¢ao integradora. Florianépolis, SC:
UFSC, 2001.

DICIONARIO AURELIO DA LINGUA PORTUGUESA. Disponivel em:
<https://dicionariodoaurelio.com /parabola>. Acesso em: 12 jul. 2017.

FOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia. Circulos Matematicos: a experi-
éncia russa. Rio de Janeiro, RJ: IMPA, 2012. 292 p.

GONCALVES, Adilson. Introducao a algebra. Rio de Janeiro, RJ: IMPA, 1979. 194 p.

HEFEZ, Abramo. Aritmética. 2. ed. Rio de Janeiro, RJ: Sociedade Brasileira de Mate-
matica, 2016. 284 p.

HERSTEIN, I. N. Tépicos de algebra. Sao Paulo, SP: Edusp: Poligono, 1970. 414 p.

IEZZ1, Gelson; MURAKAMI, Carlos. Fundamentos de matematica elementar. Sao
Paulo, SP: Atual, 1977.

LIMA, Elon Lages. Curso de analise. 6. ed. Rio de Janeiro, RJ: IMPA, 1980. 344 p.

LIMA, Elon Lages. Ntimeros e fungoes reais. Rio de Janeiro, RJ: Sociedade Brasileira
de Matematica, 2013. 249 p.

MACEDQO, Lino de; PETTY, Ana L; PASSOS, Norimar C. Aprender com jogos e
Situagoes-Problema. Porto Alegre, RS: ARTMED, 2000. 116 p.

OLIVEIRA, Krerly I.; FERNANDEZ, Ad4n J. Iniciacio & matemética: um curso com

problemas e solucoes. Rio de Janeiro, RJ: Sociedade Brasileira de Matematica, 2010.



Referéncias 163

PERRENOUD, Philippe. Construir as competéncias desde a escola. 1. ed. Porto
Alegre, RS: ARTMED, 1999. 96 p.

POLYA, George. A arte de resolver problemas: um novo aspecto do método matema-
tico. 2. ed. Rio de Janeiro, RJ: Interciéncia, 2006. 203 p.

WIKIPEDIA: a enciclopédia livre. Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Reductio_ad_absurdum>. Acesso em: 11 jan. 2018.



ANEXO A - Jogo - Atividade 4

ATIVIDADE - PALAVRAS CRUZADAS

DANIEL ALARCON

2

1.

17.

operagao binaria e que toma verdadeira a

seguinte condigéio: A* B =B * A, para quaisquer 19,
dois elementos A e B do grupo G. Exemplo: no

conjunto dos inteiros munidos da operagéo de

adigéo, tem-se: 3+ 5=5+3,

Conjunto numérico associado ao processo de 20.
contagem. Formado pelos nimeros 0, 1, 2, 3 e
assim sucessivamente.

Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, & o
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1. . -Nome que se da a um grupo G munido de uma 18. E o nome do conjunto formado pelos elementos

que pertencem ao conjunto A ou B.

Nome que se d4 a dois conjuntos A e B tais que,
todo elemento de A pertence a B e,
reciprocamente, todo elemento de B também
pertence a A

Dados dois conjuntos A e B, é o nome que se da
ao conjunto B de maneira que todo elemento de
B também pertence ao A.

nome da relagio de A em B definida de modo Down : "

que, para todo x pertencente ao A, existe um s6

y em B tal que f(x)=y. 5

Nome do conjunto que possui um Gnico
elemento. Por exemplo: o conjunto A = {2}.

E 0 nome da operagdo matematica tal que, para
quaisquer trés elementos A, B e C de um
determinado conjunto, tem-se: (A*B)*C=A"*
(B * C). Por exemplo: no conjunto dos naturais,
évilidoque2+ (5+7)=(2+5)+7

Denominacéo que se da para um elemento X 4.
pertencente a um determinado conjunto tal que,

para qualquer elemento Y do mesmo conjunto,

tem-se: X*Y =Y * X = e. sendo “e” 0 elemento

neutro do conjunto. Por exemplo, no conjunto

E o nome que se dé para a fungio f de A em B
quando & injetiva e sobrejetiva.

Nome do método, com base légica, que permite’
decidir sobre a validade ou néo de uma indugdo
vulgar, isto é, de uma generalizagio de
determinada propriedade apds a verificagio de
gue a propriedade & valida em alguns casos
particulares.

E o nome de um conjunto ndo vazio munido de
uma operagdo bindria e que satisfaz as
seguintes condigbes: associatividade, elemento
neutro e elemento inverso:
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ANEXO B - Planejamento - Equipe A

Capitulo 1 — Operagoes basicas

Capitulo 2 — Nuimeros inteiros e operagoes

Capitulo 3 — Introdugao ao estudo das fragoes

Capitulo 4 — Fatoracao: simplificacdo de fragoes e raiz quadrada
Capitulo 5 — Fragoes como porcentagem e probabilidade
Capitulo 6 — Sentencas matematicas e notacao algébrica
Capitulo 7 — Equacgoes do primeiro grau

Capitulo 8 — Inequagoes do primeiro grau (desigualdades)
Capitulo 9 - Maximos e minimos

Capitulo 10 — Sequéncias

Capitulo 1 — Tabuada, multiplos e divisores

Capitulo 2 — Jogos aritméticos

Capitulo 3 — Critérios de divisibilidade

Capitulo 4 — Quantidade de divisores de um niimero natural
Capitulo 5 — Maximo Divisor Comum (MDC)

Capitulo 6 — Minimo Multiplo Comum (MMC)

Capitulo 7 - Representacao na base decimal

Capitulo 8 — Bases numéricas

Capitulo 9 — Atividades ludicas envolvendo bases numéricas
Capitulo 10 — Ntimeros primos

Capitulo 1 - Problemas de contagem

Capitulo 2 - Principio multiplicativo

Capitulo 3 - Problemas envolvendo o principio multiplicativo
Capitulo 4 - Contagem - Jogos mateméaticos

Capitulo 5 - Fracao como porcentagem

Capitulo 6 - Diversos problemas de fracbes como porcentagens
Capitulo 7 - Fragoes como probabilidade

Capitulo 8 - Probabilidade da unido e interse¢ao de eventos
Capitulo 9 - Problemas envolvendo probabilidades

Capitulo 10 - Probabilidade - Jogos matematicos

Capitulo 1 - Dobraduras no estudo da Geometria

Capitulo 2 - Sistema de unidades de medida de tempo
Capitulo 3 - Unidades de medidas de comprimento e de areas

Capitulo 4 - Areas e perfmetros de figuras planas

Capitulo 5 - Problemas de areas usando fracgoes

Capitulo 6 - Sélidos geométricos e planificagoes

Capitulo 7 - Célculo de volumes de sélidos geométricos
Capitulo 8 - Unidades de medidas de volume

Capitulo 9 - Construgoes geométricas com régua e compasso
Capitulo 10 - Aplicagoes de construgoes geométricas

Tabela 15 — Planejamento Olimpico - Equipe A
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ANEXO C - Planejamento - Equipe B

Capitulo 1 — Loégica e técnicas de demonstragao

Capitulo 2 — Expressoes algébricas e polinémios

Capitulo 3 — Sistema de equagoes do primeiro grau

Capitulo 4 — Proporcionalidade

Capitulo 5 — Porcentagem

Capitulo 6 — Equacoes do segundo grau

Capitulo 7 — Maximos e minimos

Capitulo 8 - Produtos notaveis e fatoracao

Capitulo 9 — Desigualdade das médias

Capitulo 10 — Sistemas e inequagoes

Capitulo 1 — Divisibilidade nos ntimeros inteiros

Capitulo 2 — Teorema da divisao Euclidiana

Capitulo 3 — Niumeros primos — TFA

Capitulo 4 — Maximo Divisor Comum (MDC)

Capitulo 5 — Minimo Multiplo Comum (MMC)

Capitulo 6 — Aplica¢des do maximo divisor comum

Capitulo 7 — Critérios de divisibilidade

Capitulo 8 — Ntumeros perfeitos

Capitulo 9 — Criptografia

Capitulo 10 — Oficina de criptografia

Capitulo 1 - Estruturacao do raciocinio logico

Capitulo 2 - Principio fundamental da contagem

Capitulo 3 - Problemas sobre o principio fundamental da contagem
Capitulo 4 - Consequéncias do principio fundamental da contagem
Capitulo 5 - Miscelanea de problemas de contagem

Capitulo 6 - O que é probabilidade?

Capitulo 7 - Ferramentas basicas para calculo de probabilidades
Capitulo 8 - Probabilidade — miscelanea de problemas
Capitulo 9 - Probabilidade condicional

Capitulo 10 - Jogos envolvendo combinatoéria e probabilidade
Capitulo 1 - Propriedades bésicas e problemas sobre triangulos
Capitulo 2 — Teorema de Pitagoras

Capitulo 3 - Congruéncia de triangulos e aplica¢oes

Capitulo 4 - Semelhanca de triangulos e aplicagoes

Capitulo 5 - Estudo dos quadrilateros

Capitulo 6 - Areas de figuras planas

Capitulo 7 - Razoes trigonométricas no triangulo retangulo
Capitulo 8 - Arcos e angulos na circunferéncia

Capitulo 9 - Lei dos senos e dos cossenos

Capitulo 10 - Volume de solidos geométricos

Tabela 16 — Planejamento Olimpico - Equipe B
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ANEXO D - Planejamento - Equipe C

Capitulo 1 - Sequéncias numéricas

Capitulo 2 - Funcgao afim — defini¢do e graficos
Capitulo 3 - Funcao quadratica

Capitulo 4 - Func¢ao exponencial e logaritmos

Capitulo 5 - Grandezas e propor¢oes

Capitulo 6 - Produtos notéaveis e fatoragao

Capitulo 7 - Polindémios em Z|x|

Capitulo 8 - Fungoes — Injetiva, sobrejetiva e bijetiva
Capitulo 9 - Nameros complexos

Capitulo 10 — Aplicagoes de matrizes e determinantes
Capitulo 1 - Divisao nos inteiros

Capitulo 2 - Ntameros primos — TFA

Capitulo 3 - Algoritmo de Euclides (MMC e MDC)
Capitulo 4 - Aplicagdes do MDC — Equacgoes Diofantinas Lineares
Capitulo 5 - Congruéncias e suas aplicagoes

Capitulo 6 - Teoremas de Euler e Wilson

Capitulo 7 - Miscelanea de problemas - congruéncias
Capitulo 8 - Principio da Indugdo Matematica
Capitulo 9 - Relagoes de recorréncia

Capitulo 10 - Teorema Chinés dos Restos (TCR)
Capitulo 1 — Principio fundamental da contagem
Capitulo 2 — Fatorial e permutacgao simples

Capitulo 3 — Permutagao circular e completa

Capitulo 4 — Principio das Casas dos Pombos (PCP)
Capitulo 5 — Problemas diversos de contagem

Capitulo 6 — Bindmio de Newton e Tridangulo de Pascal
Capitulo 7 — Probabilidade em espaco finito e equiprovavel
Capitulo 8 — Probabilidade condicional

Capitulo 9 — Lei binomial da probabilidade

Capitulo 10 — Miscelanea de exercicios de probabilidade
Capitulo 1 — Semelhanca de triangulos

Capitulo 2 — Areas de poligonos e aplicagoes

Capitulo 3 — Area e perimetro de circulo

Capitulo 4 — Maximos e minimos de areas

Capitulo 5 — Poliedros e Relagdo de Euler

Capitulo 6 — Volumes e o Principio de Cavalieri

Capitulo 7 — Cilindros, cones e esferas

Capitulo 8 — Coordenadas, distancias e razoes de segmentos
Capitulo 9 — Equagdo da reta (G.A)

Capitulo 10 — Paralelismo e perpendicularismo (G.A)

Tabela 17 — Planejamento Olimpico - Equipe C



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Conceitos teóricos
	Conjuntos
	Descrição de um conjunto
	Relação de Inclusão
	Operações entre conjuntos
	Axiomas de Peano e Indução Matemática
	Adição e multiplicação nos naturais
	Relação de ordem nos naturais

	Conceitos de divisibilidade

	Grupos
	Grupos
	Subgrupos
	Isomorfismos e Homomorfismos

	Aprendizagem Baseada em Problemas
	Noção de competência
	Compreensão de situações-problema
	Aprendizagem Baseada em Problemas
	Estrutura de uma situação-problema

	Problemas olímpicos do Ensino Básico
	Passo 1: Compreensão do Problema
	Importância da Analogia
	Identificação da Condicionante

	Passo 2: Estabelecimento do plano
	Escolha do Problema Correlato
	Identificação da Incógnita
	Reconstrução de um problema
	Definição dos termos
	Demonstrações por absurdo

	Passo 3: Execução do plano
	Como iniciar um problema
	Condicionante
	Elementos auxiliares
	Intuição ou demonstração

	Passo 4: Retrospecto
	Generalizações



	Atividades no Ensino Básico
	Atividade 1 - Como estruturar o raciocínio lógico
	Atividade 2 - Artigos de Matemática
	Atividade 3 - Grupos - Jogo das Palavras Cruzadas
	Atividade 4 - Questionário avaliativo da aprendizagem
	Atividade 5 - Grupo Olímpico de Matemática

	Resultados das atividades propostas
	Resultados da Atividade 1
	Questionário da Atividade 1

	Resultados da Atividade 2
	Resultados da Atividade 3
	Questionário da Atividade 3

	Resultados da Atividade 4
	Workshop - Atividade 4
	Questionário da Atividade 4

	Resultados da Atividade 5
	Questionário da Atividade 5


	Considerações Finais
	Referências
	Jogo - Atividade 4
	Planejamento - Equipe A
	Planejamento - Equipe B
	Planejamento - Equipe C

