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Resumo

A literatura aponta que a abordagem dos ntimeros reais é probleméatica nao s6 no Ensino
Fundamental e Médio, mas também nos cursos de Licenciatura em Matematica e outros
cursos superiores das Ciéncias Exatas. Apesar de sua relevancia dentro do curriculo de
Matematica, a pesquisa sobre os Numeros Reais com énfase na Educacao Basica é rela-
tivamente escassa, sobretudo no Brasil. Com base no estudo de Hartshorne (2000), esta
pesquisa propoe uma abordagem para os conjuntos numéricos via Aritmética de Segmen-
tos voltada para alunos do Ensino Médio, em que propriedades e operacoes envolvendo
numeros reais sao exploradas por meio da Geometria. Para uma analise quali-quantitativa,
esta abordagem sera aplicada a duas turmas do primeiro ano do Ensino Médio. Os re-
sultados serao confrontados, segundo as competéncias e habilidades apresentadas nos
Parametros Curriculares Nacionais e na Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo, com
a abordagem-controle da apostila de um sistema renomado de ensino da rede particular

adotada em uma turma do mesmo nivel.

Palavras-chave: Geometria. Axiomas de Hilbert. Conjunto dos Nuimeros Reais. Reta

real.



Abstract

The literature points out that approaches to real numbers are problematic not only in Ele-
mentary and Middle School, but also in undergraduate courses of Mathematics and other
Sciences. Despite its relevance inside the mathematics curriculum, research on the Real
Numbers with an emphasis on Basic Education is relatively scarce, and particularly so in
Brazil. Based on Hartshorne’s (2000) study, we propose an approach to number sets by way
of Segment Arithmetic aimed at high school students, in which properties and operations
involving real numbers are explored through Geometry. For a qualitative-quantitative
analysis, this approach will be applied to two classes of the first year of High School.
With respect to the skills and abilities presented in the National curricular parameters
and in the state-wide Curricular Proposal of Sao Paulo, results will be compared with a
control approach stemming from the textbook of a renowned local private school franchise,

adopted in classes of the same level.

Keywords: Geometry. Hilbert’s axioms. Set of Real Numbers. Real line.
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Introducao

Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs) (BRASIL, 1999), ao prever para
o Ensino Médio uma revisao e aprofundamento dos contetidos matematicos introduzidos
ao longo do Ensino Fundamental, tem como uma de suas finalidades a formalizacao de
conceitos e a formacao da base necessaria para que o jovem possa prosseguir para estudos

mais avancados de maneira segura, critica e consciente.

As finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como
objetivos levar o aluno a compreender conceitos, procedimentos e estra-
tégias matematicas que permitam a ele desenvolver estudos posteriores
e adquirir uma formagéo cientifica em geral; (...) expressar-se oral, es-
crita e graficamente em situagdes matematicas e valorizar a precisao da
linguagem e as demonstragoes em Matemdtica (BRASIL, 1999, p. 42).

Desta forma, dada a relevancia do conjunto dos Numeros Reais para o estudo
no ramo das Ciéncias Exatas, os PCNs preveem que o tema, ja construido ao longo do
Ensino Fundamental como a uniao dos Naturais, Inteiros, Racionais e Irracionais, seja
revisitado no Ensino Médio. Lima (2001) afirma que esta revisao sé tem sentido caso exista

certo aprofundamento do tema.

Os alunos que ingressam no Ensino Médio certamente ja tiveram um
longo contato anterior com os Ntumeros Naturais, Inteiros, Racionais e
até mesmo com certos Niimeros Irracionais, como o nimero 7 e algumas
raizes quadradas nao-exatas. Reapresentar-lhes esses ntimeros sé tem
sentido se o objetivo for o de ganhar mais consisténcia tedrica, explicando-
lhes de forma convincente fatos que foram impostos peremptoriamente
antes e, a0 mesmo tempo, mostrar, mediante exemplos, problemas e
outras aplicagoes, que essas sucessivas amplia¢des do conceito de niimero
tem alguma utilidade, na Matemética ou fora dela (LIMA, 2001, p. 07).

O tema do ensino dos Numeros Reais é probleméatico no ambito nacional e
internacional, figurando pesquisas oriundas de diversos lugares. Robinet (1986), Tirosh
(2002), Fischbein, Jehiam e Cohen (1995), Igliori e Silva (2001), Malta e Palis (2004),
Cobianchi (2001), Dias (2006), Sirotic e Zazkis (2007) e Boff (2006) mostram que o
entendimento dos Numeros Reais estd comprometido tanto na Educacao Bésica quanto
nos cursos de Graduacdo. Suas pesquisas evidenciam que tanto alunos de nivel basico
e superior quanto professores de Matematica tém sérias dificuldades em compreender o
conjunto dos Numeros Reais, seja na identificacdo de Nimeros Racionais e Irracionais ou

na explicacao, mesmo que informal, das propriedades deste conjunto numeérico.

Ao concluir sua pesquisa com estudantes do curso de Licenciatura em Mate-
matica de uma universidade paulista, Igliori e Silva (2001) enfatizaram a necessidade da

criacao de novas abordagens e metologias para o ensino de Ntiimeros Reais.
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[...] o livro ndo diz claramente o que sdo Numeros Irracionais e porque
eles completam a reta. Trata-se de um tema delicado. Como explicar o
conceito de Numero Real de forma correta e ao mesmo tempo acessivel
aos alunos do ensino médio? (LIMA, 2001, p. 107).

Em sua pesquisa sobre o ensino dos Numeros Reais na Educacao Basica, Silva
(2011, p. 286) afirmou que “[...] é importante que o professor tenha acesso a abordagens
adequadas para o Ensino Fundamental e para o Ensino Médio, tomando certos cuidados

didaticos para desenvolver um bom trabalho com os Nuimeros Reais”.

Frente a escassez de estudos deste tema voltados a Educacao Basica, nos
indagamos se nao seria possivel propor uma nova abordagem a alunos do primeiro ano do
Ensino Médio, baseada na visualizagao da construcgao e das propriedades dos Ntimeros

Reais.

Inspirados na Aritmética de Segmentos desenvolvida por Hartshorne (2000) a
partir do estudo dos Elementos de Euclides e dos Axiomas de Hilbert, apresentaremos
uma proposta em que os Numeros Reais, suas propriedades e operacoes sao construidos
geometricamente, com régua, compasso e transferidor. Estas discussoes tedricas, bem
como as contribuicoes das pesquisas sobre ensino de Numeros Reais em diversos niveis e a

abordagem elaborada, encontram-se na primeira parte deste texto - a Pesquisa Tedrica.

Supomos que a visualizacao possibilitada pela geometria colabore para a
significacao e entendimento do tema. De modo a investigar esta hipotese, realizamos
um experimento em que esta proposta foi trabalhada com estudantes do primeiro ano do
Ensino Médio e comparada a abordagem aritmética usualmente encontrada nos materiais
didaticos deste nivel de ensino. A descri¢ao deste experimento, seus aspectos metodolégicos
e a analise dos dados coletados sao apresentados na segunda parte desta dissertacao - a
Pesquisa Experimental. Por fim, o texto encerra-se apresentando as suas consideracoes

finais e perspectivas para pesquisas futuras.
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1 O que dizem as pesquisas voltadas para o

ensino dos Nimeros Reais?

Os PCNs e a Prosposta Curricular do Estado de Sao Paulo preveem a cons-
trucao dos Numeros Reais como a uniao dos Naturais, Inteiros, Racionais e Irracionais a
ser construida ao longo do Ensino Fundamental. Dentre as competéncias e habilidades
apontadas nestes documentos figuram, essencialmente, a localizagdo de ntimeros na reta
real, o contato com as raizes de Nimeros Primos e com o niimero 7 e as aproximacoes dos

Numeros Irracionais, além do dominio das operacoes envolvendo os Reais.

Os autores consideram absolutamente inaceitavel que curriculos de Ma-
tematica da Educagdo Basica nao contenham conhecimentos béasicos do
sistema dos nimeros reais. Recomendam que os conceitos de ntimero
natural, racional, irracional e ntimeros reais devam ser explicitamente
e sistematicamente ensinados, ndo somente visando ao mero conheci-
mento técnico, a apresentacao de defini¢des e a resolugao de exercicios
com calculos. Referem-se também a problemas de fundo intuitivo, sem
os quais a Matematica pode ser considerada como um mero esqueleto
(FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995 apud PASQUINTI, 2007, p. 26).

Sendo o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) um reflexo destes
documentos oficiais, as analises desenvolvidas no acompanhamento disciplina Anélise
de Livros e Materiais Didaticos em Matemaética - IMECC/Unicamp durante o segundo
semestre de 2016 (vide: <www.ime.unicamp.br/~ma225>), mostram que a abordagem
dos Numeros Reais nos livros didaticos traz alguns detalhes problematicos do ponto de
vista didatico e/ou matematico. Alguns deles sao: a confusdo do sinal de igual e o sinal de
aproximacao; a restricao de exemplos dos Ntumeros Irracionais, citando apenas 7 e as raizes
dos Numeros Primos; a apresentacao do nimero 7 como um quociente do comprimento
da circunferéncia pelo seu didmetro, sem mencionar que o dividendo desta operacao é,
também, um Numero Racional em oposicao a afirmacao de que um nimero é Irracional se
nao pode ser escrito como a fragao de Inteiros; a apresentagdo da reta Racional como uma

reta continua.

As constatagoes feitas ao longo desta disciplina foram confirmadas pela pesquisa
de mestrado desenvolvida por Souto (2010), onde o autor analisou quatorze livros didaticos
do Ensino Fundamental e Médio aprovados pelo PNLD. O autor aponta que, em média, os
livros utilizam 4,3% de suas paginas para tratar deste conceito. Além disso, trazem poucos
exemplos, seja em quantidade ou diversidade de Ntumeros Irracionais, utilizam exemplos
numeéricos como demonstracao de propriedades e os exercicios resolvidos servem como
algoritmos para serem utilizados nas atividades propostas. Nenhum dos livros analisados

mencionou a densidade dos Irracionais.


www.ime.unicamp.br/~ma225
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Os autores portugueses destacam as principais habilidades a serem desenvolvidas
na Educacao Basica quanto aos conteidos da grande area, ntimeros e calculo, assim

intitulados por eles, afirmando:

O ensino dos nimeros e das operagoes na educagao basica nao deve visar
a aquisicdo de um conjunto de técnicas rotineiras mas sim uma aprendiza-
gem significativa ligada a uma compreensao relacional das propriedades
dos niimeros e das operagoes. Nao basta aprender procedimentos; é ne-
cessdrio transformé-los em instrumentos de pensamento (ABRANTES,
2001, p. 41).

Também em suas andlises de livros didaticos do Ensino Médio, o matematico

Elon Lages Lima fez algumas constatagdes quanto a abordagem dada aos Ntumeros Reais.

Para finalizar a analise deste capitulo, devemos esclarecer que nenhum
autor brasileiro de textos para o Ensino Médio trata os ntimeros reais
adequadamente. H4 outros muito piores, como os que definem ntmero
racional como o quociente de dois inteiros e nimero irracional como o
numero que nao é racional, sem nunca ter dito antes o que é um ntmero

(LIMA, 2001, p. 09).

Estas questoes foram observadas em outras pesquisas, tanto em ambito nacional
quanto em ambito internacional, evidenciando que este problema pode nao ser exclusivo

dos livros didaticos brasileiros.

Como seria possivel passar dos nimeros racionais para os nimeros reais
sem descrever o conjunto dos nimeros irracionais? Os niimeros irracionais
sdo uma parte do sistema e, sem eles, o conceito de ntimero real é
incompleto. Se negligenciarmos os ntimeros irracionais, todo o sistema
desaba. E o que acontece hoje (...) Na verdade, o conceito de ntimero
irracional é encontrado principalmente em conexao com alguns exemplos
- como o numero 7 e as raizes de nimeros como 2 ou 3 (FISCHBEIN;
JEHTAM; COHEN, 1995 apud PASQUINI, 2007, p. 02).

Cobianchi (2001) e Dias (2006) explicam que os professores de matemética
apresentam grandes dificuldades em ensinar Nuimeros Reais porque pouco se aprende na
matematica escolar, tendo em vista que o que é abordado em sua formacgao enquanto

professores estd desconectado da Educagao Baésica.

Dentre as pesquisas mais reconhecidas na area, destaca-se o estudo feito por
Fischbein, Jehiam e Cohen (1995), do qual participaram 62 estudantes franceses, o que
equivale aos primeiros e segundos anos do Ensino Médio e 29 estudantes do curso de
licenciatura em matematica em Tel Aviv. Com o pressuposto da existéncia de uma lacuna no
ensino em relagao ao conjunto dos Niimeros Irracionais e que este conceito ¢é intuitivamente
dificil, uma vez que envolvem conceitos de incomensuralidade e de densidade, foram

propostas questoes envolvendo Numeros Irracionais, com o objetivo central de investigar o
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conhecimento que os alunos possuiam sobre o assunto. Como conclusao deste estudo, os
autores obtiveram que tanto os alunos da educagao basica quanto os futuros professores

tém sérias dificuldades em identificar Nuiimeros Racionais e Irracionais, comensuralidade.

Por meio de uma pesquisa realizada na Franca com estudantes em nivel de
ensino equivalente aos ultimos anos do Ensino Médio e dos primeiros anos de graduacao,
Robinet (1986) investigou quais modelos de Nimeros Reais os estudantes possufam e como
estas concepgoes se relacionavam com a aprendizagem das nocoes de Analise Matematica
(ROBINET, 1986 apud SILVA; PENTEADO, 2009). Como concluséao de seu estudo, Robinet
(1986) apontou que algumas das dificuldades dos alunos quanto aos contetidos mateméticos

referem-se a falta de conhecimento sobre os Niimeros Reais e suas propriedades.

Leviatan (2006) afirma que muitas vezes os Nimeros Reais sao o elo perdido
da Educacao Matemaética. Segundo sua pesquisa, nos cursos de Calculo entende-se que
estendendo o conjunto dos Numeros Racionais obtem-se um novo sistema de ‘nimeros’
que servem para medir quantidades continuas, além da afirmacao de que os elementos
deste novo sistema estdo numa correspondéncia bijetiva com os pontos da reta. Porém,
os Numeros Reais nao sao abordados utilizando qualquer método construtivo. Leviatan
(2006) propoe uma definigdo construtiva pelo uso conciliado do algoritmo geométrico, a
qual chamou de ‘long division algorithm’, e oferece uma visualizacao geométrica e niimerica

dos Numeros Reais em notagao decimal.

No ambito da pesquisa nacional, Igliori e Silva (2001) realizaram um estudo
com alunos iniciantes e finalistas de um curso universitario na area de Ciéncias Exastas
sobre concepgoes de Numeros Reais. Os iniciantes eram do curso de Ciéncias da Com-
putagao e os finalistas do curso de Matematica. O objetivo dos autores era investigar as
concepcoes erroneas apontas em estudos diagnosticos de pesquisas como as de Fischbein,
Jehiam e Cohen (1995). Os questionarios propostos na pesquisa mostram que os alunos
(finalistas e iniciantes) confundem-se na classifica¢cio em Racional ou Irracional e que estes
atribuem ao nimero e aproximagcao o mesmo significado. Frente as dificuldades dos alunos
registradas nesta pesquisa, os autores apontaram para a necessidade de novas abordagens

e metodologias de ensino dos Numeros Reais.

Uma pesquisa realizada por Soares, Ferreira e Moreira (1999) com 84 alunos do
curso de Matematica da UFMG, com o objetivo de fazer com que os alunos apresentassem
respostas acerca dos Nimeros Reais, constatou que a maioria dos estudantes tem dificuldade
para explicar, ainda que informalmente, as propriedades dos Reais. Para os pesquisadores,
a falta de uma abordagem significativa deste conjunto numérico nos cursos de Licenciatura

explica a caréncia deste tipo de abordagem no Ensino Médio.

Ainda pesquisando sobre o entendimento dos futuros professores acerca deste
tema, Sirotic e Zazkis (2007) fizeram uma pesquisa com 46 futuros professores do Ensino

Médio com o intuito de investigar as imagens mentais associadas aos Numeros Reais.
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Concluiram que os participantes deste estudo tém tendéncia em confiar na calculadora
e preferéncia pela forma decimal para representar um Racional. As autoras acreditam
que este resultado pode influenciar estes futuros professores no momento em que criarem
possibilidades para que os alunos manipulem atividades utilizando apenas estas duas
representacoes. Além disso, afirmam, com base em suas observagoes, que um maior destaque
na representacao geométrica dos Numeros Irracionais poderia facilitar o entendimento dos
alunos, uma vez que esta abordagem possibilita, segundo as autoras, maior distin¢ao entre

Numeros Irracionais e suas aproximagoes e ajuda a apurar o conceito de irracionalidade.

Na perspectiva de aliar a Geometria ao Ensino dos Nuimeros Reais, Pasquini
(2007), em sua tese, acompanha uma disciplina de Anélise Real de um curso de pés-
graduacgao voltado para professores de Matematica em que foi utilizado o material desen-
volvido pelos professores Baroni e Nascimento (2005). Em seu estudo, a autora concluiu
que introduzir os Nuimeros Reais via medi¢ao oportuniza que nogoes e conceitos intrinsecos
aos Numeros Reais possam ser explorados, em particular, conceitos basicos de Analise,
como convergéncia, continuidade, completude, etc. e mesmo que indiretamente aqueles
relacionados a outros campos da Matemdica como a Algebra, a Geometria e a Histéria da

Mateméatica.

Também para o Ensino Bésico, a Geometria parece ser uma alternativa plausivel
para a abordagem dos Nimeros Reais. Silva (2011) fez uma pesquisa com alunos do ultimo
ano do Ensino Médio do Colégio Pedro II com o objetivo nao de ensinar o Conjunto
dos Numeros Reais, mas observar quais sao as imagens conceituais que estes estudantes
apresentavam acerca dos elementos, propriedades e operacoes envolvendo elementos deste
conjunto. Inicialmente, a autora fez um estudo exploratorio com 70 alunos e, com base
neste, um estudo principal com 12 alunos em oito encontros extra-classe. A autora concluiu
que ha necessidade de um trabalho efetivo, a partir do algoritmo da divisao, que consolide

o conhecimento das representacoes decimais.

Defendemos que apresentar o niimero real positivo como resultado de
uma medicao é imprescindivel do ponto de vista didatico, pois mostra
aos alunos, entre outros aspectos, a nao suficiéncia dos nimeros racionais
para essa funcao (SILVA, 2011, p. 276).

Na Educacao Matematica, diversas pesquisas tem atentado para a importancia
do resgate da Geometria na Educacao Basica, ainda que atualmente a Geometria deixou se
der apresentada no final dos livros didéticos e esta distribuida ao longo de seus capitulos
(GODQY, 2016).

Fazendo apelo a intuigdo e a visualizacdo e recorrendo, com naturalidade,
a manipulacao de materiais, a geometria torna-se, talvez mais do que
qualquer outro dominio da Matematica, especialmente propicia a um
ensino fortemente baseado na realizagdo de descobertas e na resolugao
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de problemas, desde os niveis escolares mais elementares. Na geometria,
ha um imenso campo para a escolha de tarefas de natureza exploraté-
ria e investigativa, que podem ser desenvolvidas na sala de aula, sem
necessidade de um grande niimero de pré-requisitos e evitando, sem
grande dificuldade, uma visdo da Matematica centrada na execugado de
algoritmos e em “receitas” para resolver problemas-tipo (ABRANTES et
al., 1999 apud GRANDO; NACARATO; GONCALVES, 2008, p. 44).

Sob o ponto de vista académico, Lima (2001) enxerga na geometria uma

possibilidade promissora para o ensino dos Ntimeros Reais.

Uma maneira conveniente de introduzir niimeros reais sem cometer erros
nem exageros de sofisticacdo matematica, de modo a ser entendido pelos
alunos, é aquele que nossos antepassados ja usavam. Um nimero real é o
resultado da medida de uma grandeza, que podemos sempre imaginar
como um segmento de reta. Ntimero irracional é a medida de um segmento
incomensurével com a unidade adotada (LIMA, 2001, p. 09).

Baseado no estudo de Hartshorne (2000), o projeto de Iniciagdo Cientifica
financiado pela FAPESP, intitulado “Geometrias e Isometrias: dos postulados de Hilbert
ao plano hiperbdlico” (AMARO; SA EARP, 2014), abordou sistematicamente os axiomas
de Hilbert e a Aritmética de Segmentos, concluindo o enunciado conhecido como ‘Axioma
da Régua’. Frente a problematica do ensino dos Ntuimeros Reais e com base nas pesquisas
apresentadas acima, enxergamos nesta abordagem, que alia a Geometria a defini¢ao do
Conjunto dos Numeros Reais e suas propriedades, uma proposta para a Educacao Bésica,

em especial para o Ensino Médio e nos propomos a investigar a sua viabilidade.
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2 Aritmética de segmentos

Este capitulo traz uma releitura de Amaro e Sa Earp (2014), apresentando os
resultados pertinentes para o desenvolvimento da proposta de abordagem dos Conjuntos
Numéricos na Educagao Basica. Nosso objetivo é que este capitulo sirva de embasamento
tedrico ao professor interessado em compreender as escolhas que serao feitas no capitulo

seguinte.

2.1 Axiomatica de Hilbert

A partir da investigacao, realizada por meio da observacao, da construcao de
desenhos, confeccao de calculos e recursos computacionais, podemos intuir certos resultados
matematicos. Contudo, ha uma expressao muito comum entre os docentes: “varios exemplos
nao comprovam uma determinada teoria, mas basta um contra-exemplo para derruba-la”.
De fato, a nossa intui¢ao elabora conjecturas, mas por que nao as comprovam, ou como

comprova-las?

De fato, sendo a busca pela verdade a atividade caracteristica da ciéncia, o
problema torna-se encontrar critérios e procedimentos fidedignos em que se possa averiguar
ou reprovar uma informagao. A demonstragao é um destes procedimentos, caracterizando

o0 método axiomatico.

A Matematica, enquanto ciéncia, dedica-se a observacao de padroes e regu-
laridades e, a partir destes, a formacao de conjecturas e a demonstracao destas. Assim,
diferentemente do que muitos acreditam, a Matematica vai muito além de um amontoado

acabado de formulas e resultados.

A matemaética distingue-se de todas as outras ciéncias, em especial no
modo como encara a generalizacdo e a demonstragdo e como combina o
trabalho experimental com os raciocinios indutivo e dedutivo, oferecendo
um contributo tinico como meio de pensar, de acender ao conhecimento
e de comunicar (ABRANTES, 2001 apud SILVA, 2006, p. 59).

Para Nascimento (2006), o método axiomético consiste em fazer uma colegao
completa de proposi¢oes e conceitos basicos, chamada sistema de axiomas, dos quais
derivardo as outras proposigoes e conceitos, por dedugao e definigdo. Segundo o autor, o
sistema de axiomas deve ser consistente, ou seja, partindo destes enunciados e seguindo

encadeamentos l6gicos nao chegaremos a contradicoes.

Um conceito primitivo é um conceito que aceitamos sem explicagao de
seu significado. Por exemplo, ponto, reta e plano sdo conceitos primitivos
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da Geometria. Um axioma é uma proposicdo a respeito dos conceitos
primitivos que aceitamos verdadeira sem que seja justificada sua validade
(NASCIMENTO, 2006, p. 01).

Podemos fazer uma analogia mais proxima ao contexto dos estudantes da
Educagao Bésica. Consideremos um jogo de futebol. Os conceitos primitivos sao a bola,
o campo e os atletas. Os axiomas sao as regras, por exemplo, o numero de jogadores
em cada time, somente sao permitidas as jogadas feitas com os pés, com a excecao do
goleiro, etc. Tais regras sao aceitas sem maiores questionamentos e nao necessitam ser
comprovadas a sua veracidade/necessidade, compondo, entéo, o sistema de axiomas. O
resultado das jogadas construidas, respeitando-se as regras, sao os teoremas, e a construcao
destas jogadas a demonstragao. Assim, um teorema é uma tese que pode ser demonstrada

por meio de encadeamentos logicos dos conceitos primitivos e do sistema de axiomas.

Em “Os Elementos”, Euclides enunciou diversos resultados a partir do método
dedutivo. Contudo, sua obra pioneira trazia redundancias de alguns postulados e o uso de
resultados ndo mencionados anteriormente, além das nocgoes intuitivas. Assim, no final
do século XIX, varios matematicos comegaram a preocupar-se com os fundamentos da

matematica, em especial com a axiomatizacdo da geometria.

Em 1899, David Hilbert, publicou os “Fundamentos da Geometria”, um sistema
axiomatico para a Geometria Fuclidiana. Esse conjunto de axiomas apresentavam maior
rigor matematico, aprimorando os argumentos e nog¢oes intuitivas encontrados na obra de
Euclides. Esta formulagao axiomética foi a que mais se consolidou entre os matematicos.

Sua obra é baseada em:

e trés conceitos primitivos: Pontos, nesse texto representados por letras maitusculas
e cujo conjunto sera P; Retas, representadas por letras minisculas, sendo R o
seu conjunto; Planos, denotados pelas letras gregas maitsculas e cujo conjunto

denotaremos por T .
« trés relagoes fundamentais: incidéncia, estar entre e congruéncia.

e cinco grupos de axiomas: axiomas de incidéncia, de ordem, de congruéncia, de

continuidade e axioma das paralelas.

A tripla P, R e T, tais que T, R < 27, satisfazendo a determinados axiomas,

é chamado Geometria.

A maneira como os grupos de axiomas de Hilbert estao organizados possibilita
a axiomatizacao de outras Geometrias, tais como a Geometria Projetiva, Eliptica e

Hiperbdlica, bastando apenas suprimir grupos ou modificar ligeiramente algum axioma.
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A seguir apresentaremos os grupos de axiomas de Hilbert (1950) e alguns
resultados da Geometria Euclidiana Plana relevantes para o desenvolvimento da Aritmética

de Segmentos, foco de nosso estudo.

2.1.1 Axiomas de Incidéncia

Axioma I. 1. Dados os pontos A e B, com A # B, existe uma tunica reta £ € R tal que
A, Bel.

Denotaremos a reta ¢ que contém os pontos A e B como ¢ = (AB).

Axioma I. 2. Dois pontos distintos definem unicamente uma reta, isto €, se (AB) =/{ e

(AC) =L, com B # C, entdo também (BC) = (.

Axioma I. 3. Dados trés pontos distintos e ndo-colineares (ndo contidos numa mesma

reta), existe um unico plano, I, contendo-os.

Definicao 2.1. Uma geometria de incidéncia é um conjunto de pontos e retas que satisfa-

zem aos trés axriomas anteriores.

Exemplo 2.1. O conjunto de pontos P = {A, B,C}, no qual os subconjuntos {A, B},
{B,C} e {A,C} sao as retas, forma uma geometria de incidéncia, uma vez verificam os

ariomas 1, 2 e 5.

Axioma 1. 4. Quaisquer trés pontos distintos e nao-colineares determinam unicamente

um plano.
Axioma I. 5. Se A,Bel entao (AB)€el.

Axioma 1. 6. A intersecao entre dois planos distintos ou é vazia ou é uma reta, ou seja,

se Ae ' n A entdo existe, no minimo, B€ P com B # A tal que Be T nA.
Axioma I. 7. e Toda reta contém, no minimo, dois pontos;
e Todo plano contém, no minimo, trés pontos nao-colineares;

e FEzistem quatro pontos ndo-coplanares (ndo pertencentes a um mesmo plano).

Dizemos que uma Geometria é plana se 7 contém apenas um elemento, I'; e
P e, para todo P € P. O presente estudo refere-se a uma Geometria Plana, por isso, em

todos os enunciados, os pontos e retas pertencem ao mesmo plano I'.
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2.1.2 Axiomas de Ordem

Nesta secao, trataremos da relacao de ordem entre pontos e veremos que esta é

a chave para definir o conceito de orientacao.

Definicao 2.2. Dados os conjuntos Ay, As, ..., A,, uma relacdo n-aria é um subconjunto

de Ay x Ay x -+ x A,,.

Sen =2, n=3en =4, as relacoes sio denominadas bindrias, trindrias e

quaterndrias, respectivamente.

A relagao de ordem entre pontos é uma relacdo trinaria em ¢, onde A; sao
conjuntos unitarios distintos compostos por um tnico ponto, definida como uma relacao
de interposicio na qual dizemos que B estd interposto a A e C, denotando por A — B —C,

quando:

Figura 1 — Relacao entre pontos: B esta entre A e C'

B A A
® ® ® —e
£ £

Fonte: A autora (2018).

o
[ ]

Axioma II. 1. (Simetria) Se A, B,C € {, com A # B # C, entao
A-B-Ce(C-B-A
Axioma II. 2. Dados os pontos A, B € {, existem C,D € { com C, D ¢ {A, B} tais que:

e A—C — B, ou seja, C estd interposto a A e B.

e A— B — D, ou seja, D estd extraposto a A e B.

Denotaremos os segmentos de reta da seguinte maneira:
[AB] :={C e P|A-C — B}
Por consequéncia, definimos as semi-retas [AB) e (AB] como:
[AB) :=[AB]u{DeP|A—-B - D}
Axioma II. 3. (Tricotomia) Dados A, B e C' pontos distintos da reta £, vale estritamente:

A-B—-CouB—-C—-AouC—-A—-B.
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Definicao 2.3. A linha poligonal
[AOA1A2 Ce An] = U[AlflAz]
i=1

Quando Ay = A,,, temos uma linha poligonal fechada, a qual denotaremos por A; ... A,.
Se todos os pontos Ay, Ay, ..., A, estiverem contidos num mesmo plano, a linha poligonal

fechada serd chamada poligono.

Exemplo 2.2. A linha poligonal fechada [CABC] € o triangulo de vértices A, B e C, e

que, sequndo a definicao acima, serd denotado por ABC.

Definicao 2.4. Dados Al € T tal que A ¢ {, dizemos que B € I' com B ¢ { esta do
mesmo lado que A com relagdo a reta ¢ se [AB] n ¢ = . Denotaremos A «~, B := A estd

do mesmo lado que B com relacao a reta £.

Definicao 2.5. Definimos o semi-plano definido pela reta { e pelo ponto A ¢ { como o
conjunto
F&A = {BEF|AV\gB}

Axioma II. 4. (Axioma de Pasch) Toda reta ¢ < « divide « em exatamente dois semi-

planos.

Na versao original deste axioma consta: “Dados os pontos nao-colineares A,
B e C earetal tal que L N [AB] # &, entiao { n [AC] # & ou { n [BC| # &.” Em
(AMARO; SA EARP, 2014) encontra-se a demonstracao completa da equivaléncia destes
enunciados, a qual omitiremos neste texto porque nao é fundamental para a compreensao

da aritmética de segmentos, nosso foco de estudo.

O resultado seguinte é originalmente encontrado no conjunto de axiomas
proposto por Moritz Pasch (1843-1931). Mas em 1902, Moore e Moore demonstraram que
este enunciado é redundante. Por este motivo, o resultado antes conhecido como Azioma

de Pasch passou a ser chamado Teorema de Pasch.

A-B-C . A-B-D
Teorema 2.1. (Teorema de Pasch) Se B C_D entdo

O teorema seguinte serd essencial para defini¢ao da relagao de ordem no contexto

da aritmética de segmentos na proxima secao.
Teorema 2.2. Dados os pontos A e B e a reta ¢ = (AB), entao:
1. [AB)u (AB] = ¢.

2. [AB) ~ (AB] = [AB].
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Demonstragio. 1. Por definigdo, sabemos que os pontos de [AB) e (AB] sao colineares

aos pontos A e B e pelo axioma (I.1) temos que (AB) é tnica, logo, [AB)u (AB] c ¢.

Seja C' € £ tal que C' # A e C' # B. Assim, estes trés pontos sao distintos e colineares.

De acordo com o axioma (I1.3), temos como opgoes:
A-B—-—CouA—-C—-BouC—-A-B.

Em qualquer dos casos, C' € [AB) u (AB]. Logo, ¢ < [AB) u (AB].

Portanto, concluimos que ¢ = [AB) u (AB].

2. Suponha, por contradigdo, que exista C' € [AB) n (AB] com C ¢ [AB]. Se C' € [AB),
entao, por definicao teriamos A — B — C'. Também por defini¢do, se C' € (AB],
terfamos C' — A — B. Mas, pelo axioma (I1.3), este fato é absurdo. Portanto, por
(I1.1), a unica opgao valida é A — C — B, ou seja, C' € [AB]. Por isso, podemos

concluir que
|AB) n (AB] < [AB].

Por outro lado, considere D € [AB] e, portanto, A — D — B. Assim, pela defini¢ao
de semi-reta, temos que D € [AB) e D € (AB], ou seja, D € [AB) n (AB]. Desta

forma,
[AB] < [AB) n (AB].
Por tudo isso, concluimos que

[AB) n (AB] = [AB].
]

Assim como o teorema anterior, este resultado é fundamental para a definicao

de ordem, por isso enunciamos-o e apresentamos sua demonstracao:

Corolario 2.1. Seja A e (. O conjunto de pontos de { distintos de A pode ser dividido

em dois subconjuntos C7 e Cy, 0s dois lados do ponto A, com as sequintes propriedades:

1. B e C estao do mesmo lado com relagio ao ponto A se A ¢ [BC;

2. B e D sao pontos em lados opostos se A € [BD].

Demonstragio. Pelo axioma (1.3), existe ' € P tal que E ¢ (. Seja m = (AE). De acordo
com o axioma 4), m divide o plano definido por ¢ e A em dois subconjuntos, S; e Sz. Sejam

Cy=51nleCy=S5yn¢ O axioma (II.3) garante que estes conjuntos sao nao-vazios. [
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Tendo em vista o Corolario 2.1, escolhido um ponto O € ¢ este define dois
subconjuntos distintos de pontos de ¢ e cada semi-reta [OX) define uma orientagao nesta

reta.

Dizemos que as semi-retas [OX) e [OY) possuem a mesma orientagdo se
O ¢ [ XY]. Esta é uma relagao de equivaléncia com apenas duas classes, dada a observagao
anterior. Assim, podemos fixar uma orientagdo [OX) na reta ¢ para chamarmos de

orientagdo positiva da reta {.

Como consequéncia imediata desta escolha, podemos definir uma ordem entre

os pontos de /.

Definigao 2.6. Sejam os pontos A e B da reta £ e a orientag¢io positiva fizada [OX) < £,

dizemos que A ¢ menor que B, denotado A < B, se:

e O€[BA), caso B e [0OX)

e O€[AB), caso contrdrio.

Figura2 - A < B

Fonte: A autora (2018).

2.1.3 Axioma das Paralelas

Num sistema axiomatico, os grupos de axiomas sao independentes. Ao longo
da historia, diversos matematicos tentaram provar a redundancia ou independéncia do
axioma das Paralelas frente aos demais axiomas de Hilbert. De fato, este postulado é
indecidivel aos postulados anteriores e cada uma de suas possiveis negacoes deu origem a

uma nova Geometria.

Como o enfoque de nosso estudo reside na Geometria Euclidiana Plana, adota-

remos o Axioma das Paralelas afirmativamente:

Definigao 2.7. Duas retas coplanares, { e {', sio ditas paralelas (notagdio: € || £') se
(=0 oulnt =

Sendo, as retas { e ' sio chamadas concorrentes.
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Axioma 1. Dados { € R, A ¢ { e o o plano que contém A e {, existe uma unica reta
'eatal que Ael el || (.

Exemplo 2.3. Considere a Geometria onde P = {A,B,C,D,E} e R sao todos 0s
subconjuntos de dois pontos. As retas {C, E} e {C, D} nao possuem intersegio com {A, B}
e ambas contém o ponto C. Portanto, esta Geometria ndo obedece ao axioma das paralelas

anterior e, por isso, nao € uma Geometria Euclidiana.

2.1.4 Axiomas de Congruéncia

Nesta secao, formalizaremos uma relagao de equivaléncia entre segmentos e
entre angulos (os quais serao definidos nesta segdao), uma das nogdes comuns presentes
nos Elementos de Fuclides. Esta relagao sera chamada congruéncia, denotada por “=" e

regida pelos seguintes axiomas:

Axioma IV. 1. Dado um segmento [AB] e uma semi-reta [OX), existe um tunico ponto
C € [0X) tal que [OC] = [AB].

Axioma IV. 2. Se [AB] = [CD] e [AB] = |EF], entio [CD] = [EF].

Axioma IV. 3. (Axioma da Adi¢ao) Sejam A, B,C € { tal que A—B—C e D,E,Fem
com D — E —F. Se |[AB] = [DE] e |[BC| = |EF], entao [AC]| = |DF].

Definicao 2.8. Considere um conjunto X em que esta definida uma relagao R entre seus

elementos. Dizemos que R € uma relagao de equivaléncia se:

e R ¢ reflexiva, ou seja, tRx;
o R ¢é simétrica, ou seja, se xRy entdo yRux;

e R ¢ transitiva, ou seja, se TRy e yRz, entao xRz.

em que x,y e z sao elementos de X.

Proposicao 2.1. A relagio de congruéncia é uma relagio de equivaléncia no conjunto

dos segmentos.
Demonstracao. Verifiquemos que a relagdo de congruéncia é:

o Reflexiva: A defini¢ao do segmento [AB] e o axioma (II.1) nos levam a concluir que
[AB] = [AB].

o Simétrica: Considere [AB] = [C'D]. Pelo item anterior, [AB] = [AB], entao pelo
axioma (IV.2), temos que [CD] = [AB].
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e Transitiva: Suponha que [AB] = [CD] e [CD] = [EF]. Pela simetria, [CD] = [AB].
Entéo, pelo axioma (IV.2), resulta que [AB] = [EF].

O

Defini¢ao 2.9. A soma dos segmentos [AB] e [CD] é definida como sendo o segmento
|AE] tal que A— B — E com |BE| = [CD].
[AB] + [CD] = [AE].
Proposigao 2.2. Se os segmentos [AB] = [A'B’] e [CD] = [C'D']. Entao
[AB] + [CD]=[A'B'] + [C'D'].

Ou seja, a operagdo adicao de segmentos € bem definida.

Demonstracao. De acordo com a definicao anterior, seja E o ponto que define a soma
[AB] + [C D], logo tem-se A — B — E. Analogamente, seja E’ o ponto que define [A'B’] +
[C'D']. Tem-se, portanto, A’ — B’ — E'.

Por hipétese temos [AB] = [A'B'] e [CD] = [C'D'] e, por construgao, [CD] =
[BE] e [C'D'] = [B'E’]. Entao, temos que [AB] = [A'B'] e [BE] = [B'E'] (pela
transitividade). Logo, pelo axioma (IV.3), concluimos que
[AE] = [A'E].
Ou seja,
[AB] + [CD] = [A'B] + [C'D'].
[

A esta altura, é interessante explorarmos um pouco mais o fato observado
na Proposigao (2.1), j4 que uma vez que a congruéncia é uma relagao de equivaléncia é

possivel definir as classes de equivaléncia desta relagao.

Definigao 2.10. A classe de equivaléncia do segmento |AB] é definida como o conjunto:

la| := [AB] := {[A'B’| | [A'B'| = [AB]}.

Desta definicao decorre que se [AB] # [CD] entao [AB] # [CD] (enquanto

conjuntos) e [AB] n [CD] = &.

A pergunta a se fazer feita agora é: podemos considerar que a soma de segmentos

pode ser estendida para as classes de equivaléncia? Ou seja, se

|AB| + [CD] = [AB] + |CD]
entdo esta soma estd bem definida?

A resposta a esta questdo é uma consequéncia direta da Proposi¢ao (2.2).
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Corolario 2.2. A operacao de soma entre classes de equivaléncia

[AB] + [CD] = [AB] + [CD]

estda bem definida.

Demonstragio. Pela definicao de classes de equivaléncia, se [AB] = [E'F] entao [AB] =
| EF]. Pela Proposigao (2.2), temos que

[AB] + [CD] = [EF] +[CD] < [AB+ CD] = [EF + CD].
[

Proposigao 2.3. Sejam A, B e C' pontos distintos da reta £ com A — B — C' e sejam
E,F e [DX). Se [AB] = [DE] e [AC] = [DF] entao D — E — F ¢ [BC| =[EF].

Demonstragio. Por hipétese, E, F € [DX), entao temos os seguintes casos a serem

considerados:

1. D—-E—-F:
Seja F' € [DX) tal que D — E — F' e [EF'] = [BC]. Pela Proposigao (2.2) resulta
que [AC] = [DF']. Como D — E — F' e D — E — F, entao ou temos £ — F — F' ou
E—-F —F.
Porém, por hipdtese, [AC| = [DF]. Entao, pelo axioma (IV.1), concluimos que
F = F'. Portanto, D — E — F e [BC| = [EF].

2. D—-F—-F:
Neste caso, terfamos que [DE]| = [DF]|+ [FE]. Como [AB] = [DE], entao |[AB] =
[DF] + [FE]. Contudo, pela hipétese, [AC| = [DF] e [AC] = [AB] + [BC]. Assim,
[AB] = [AB] + [BC] + [FE], fato este que caracteriza-se como uma contradi¢ao,

visto a propriedade reflexiva da relacao de congruéncia.
Por tudo isso, podemos concluir que D — E — F e [BC| = [EF]. O

Com este resultado, podemos definir uma relacao de ordem entre os segmentos.
Notemos que a relagao que definiremos é diferente da relagdo de ordem entre pontos, visto

que os objetos geométricos a serem comparados sao distintos.

Definigao 2.11. Dizemos que |AB]| é menor que [CD] quando [AB] = [CB'| com
C — B' — D. Esta relagio serd denotada por [AB] < [CD].

Neste caso também poderiamos dizer que [C' D] é maior que [AB], denotando
por [CD] > [AB].
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Proposicao 2.4. Sejam [AB| = [A'B'] e [CD] = [C'D’], entdo

[AB] < [CD] < [A'B'] < |C'D'].
Demonstragio. (=): Por definigao, existe F tal que C' — F — D com [CE| = |AB]. Seja E'
o Unico ponto pertencente a [C'D’) tal que [CE] = [C'E']. Pela proposigao anterior,

temos C' — E' — D' e, pela transitividade da congruéncia, [C"E'] = [A'B'], portanto,
[A'B'] < [C'D'].

(«<): Andlogo.
[l

Proposigao 2.5. A relagio “<” é uma relagio de ordem no conjunto de segmentos, ou

seja, tem as sequintes propriedades:

o Transitividade: Se [AB] < [CD] e [CD] < [EF] entao [AB| < [EF].

e Tricotomia: Dados dois segmentos [AB] e [C D] apenas uma das relagoes € verdadeira:

1. [AB] = [CD]
2. [AB] < [CD]
3. [AB] > [CD].

e Monotonicidade da adigdo: Se [AB] < [CD] entio [AB] + [EF] < [CD] + [EF].

Demonstracao. o Transitividade:

Sabemos que existe um tnico ponto X € [CD] tal que [AB] = [CX] e Y € |[EF]
com [EY] = [CD]. Seja Z € [EF) tal que [CX] = [EZ], pela Proposicao (2.3)
segue que £ — Z — Y. Como ja sabemos F —Y — F'| entao, temos £ — Z — F, com
|EZ] = |AB]. Portanto, concluimos que [AB| < [EF].
o Tricotomia:
Seja E € [C'D) o tnico ponto tal que [CE] = [AB]. Assim, as possibilidades para E
sao:
1. D= E = [CD] = [AB].
2. C—D—-FE=|[CD]<[AB].
3. C— E— D= [CD] > [AB].
« Monotonicidade da adi¢ao: Por hipétese, [AB] < [C'D], logo existe G € [C'D] tal
que [CG] =[AB]. Seja H € [CG) tal que C — G — H com [GH] = [EF]. Logo,

[CH] = [CG] + [EF].
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Assim, como [CG]| = [AB], resulta que
[CH| = [AB] + |EF).
Sabemos que as possibilidades para o ponto H sao: G— H—-Dou G —-D — H.

No primeiro caso, seja I € [CD) tal que [CI]| = [CD] + [EF]. Dessa forma, tem-se
C — D —1I e [DI] = [EF]. Por hipétese, G — H — D, logo temos C — H — I e,
portanto, [C H] < [CT], ou seja,

|AB] + [EF]| < [CD] + [EF].

No segundo caso, temos por construcao, que [GH| = [EF]. Como, por hipdtese,
temos G — D — H, entdo [EF] = [GD] + [DH], ou seja, [EF] > [DH].

Seja J € [CD) tal que
[CJ]=|CD]+|EF],

com [DJ]| = [EF]. Ja que [EF]| > |[DH]|, entao [DJ] > [DH| e D — H — J. Assim,
resulta que G— D — H e C — G — D e, entao, C — H — J. Portanto, concluimos que
[CJ] > [CH], ou seja,

|[CD] + [EF]| > [AB] + [EF].

Proposicao 2.6. Se [AB] < [CD] e [A'B'] < [C'D'], entdo
[AB] + [A'B'] < [CD] + [C'D'].

Demonstragio. Pela monotonicidade da adigao, temos que se [AB] < [C'D], entao
[AB] + [A'B'] < [CD] + [A'B]

Como, por hipétese, [A'B'] < [C'D'],
[A'B'] + [CD] < [CD] + [C'D].

Pela transitividade, concluimos que [AB] + [A'B'] < [CD] + [C'D']. O

Definigao 2.12. Sejam A, B,O €T tal que A # O # B. Definimos o angulo AOB como
o par de semi-retas ([OA), [OB)).

Axioma IV. 4. Dado um dangulo AOB no plano T, [PC) € ¥ e uma escolha de semi-

plano \I/(Pc), existe uma unica semi-reta [PD) c \I/(PC tal que AOB=CPD. Ademais,
AOB = AOB e, se AOB = CPD entio CPD = AOB.

Axioma IV. 5. Se AOB = CPD ¢ CPD = EQF entio AOB = EQF.
Proposicao 2.7. A congruéncia de angulos é uma relagdo de equivaléncia.

Axioma IV. 6. (Congruéncia LAL) Se [AC] = [DF], A= D ¢ [AB] = [DE], entdio os
triangulos ABC' e DEF' sao congruentes.
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2.1.5 Axioma de Continuidade e Completude

Axioma V. 1. (Propriedade Arquimediana) Seja C; € [AB] e sejam Cs, Cs. .., tais que
|C;Cj + 1] = [ACh] entdo existe n tal que [C,Cyin] = [AC] e C, — B — Cyiq.

Axioma V. 2. (Completude de Dedekind) Nao € possivel acrescentar novos elementos a

P, R ouT tais que o novo sistema assim obtido respeite aos grupos de axiomas anteriores.

Estes axiomas garantem a bijetividade dos pontos de uma reta e o conjunto
dos Numeros Reais. Este feito é conhecido como Teorema da Régua, cuja demonstragao e

demais detalhes podem ser consultados em Amaro e S& Earp (2014).

2.2 Principais resultados da Geometria Euclidiana Plana

Nesta segao, colecionamos os resultados decorrentes dos axiomas de Hilbert

utilizados na Aritmética de Segmentos.

Definicao 2.13. Dado um triangulo ABC, ao prolongarmos as semi-retas [AB), [BC) e

|CA), obteremos trés angulos, denominados angulos externos ao triangulo ABC'.

Figura 3 — Angulos externos ao triangulo ABC

Fonte: A autora (2018).

Teorema 2.3. (Teorema do angulo externo) Num triangulo ABC, o angulo externo CAY

¢ maior que os outros angulos internos ndao adjacentes, ou seja,

CAY > CAB

CAY > ABC.
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Demonstracio. Seja D € [AC] tal que [AD] = [CD]. Tome E € [BD) tal que [BD] =
[DE] com B— D — E.

Considere os triangulos ABD e C'ED. Dado que ADB = CDE (angulos
opostos pelo vértice), resulta pelo axioma (IV.6) que ABD = CED.

Logo, ACE = @, mas como [C'E) divide A/C\Y, tem-se ACY > CAB.

Analogamente, concluimos que ACY > ABC. O

Defini¢ao 2.14. O tridangulo ABC é dito isésceles se [AB] = [AC]. O lado |BC] é
chamado a base do triangulo ABC.

Proposicdo 2.8. (AMARO; SA EARP, 2014, p. 40) “Em um tridngulo isésceles, os

angulos da base sao congruentes”

Proposicao 2.9. (AMARO; SA EARP, 2014, p. 40) “Se no triangulo ABC' temos B= é,

entdo ABC € isdsceles.

Figura 4 — Proposicao

B A

Fonte: (AMARO; SA EARP, 2014, p. 40)

Demonstragio. Seja o triangulo ABC com A = B, queremos mostrar que [AC]| = [BC].
Suponha que ABC nao seja isoceles, logo [AC]| # [BC], ou seja, [AC] > [BC] ou
|AC]| < [BC]. Sem perda de generalidade, seja [AC| < [BC]. Assim, existe D € [BC]
tal que [BD] = [AC]. Notemos que [BD] = [AC] (por construgao), CBA=CAB (por
hipdtese) e [BA] é comum aos tridngulos ABC' e DBA. Entao, por (IV.6), DCB = CBA,
logo, DAB = CBA. Mas, CBA = CAB e, entao, DCB = C@, contradizendo a
unicidade do axioma (IV.4). Absurdo. Portanto, [AB] = [AC]” O

Proposicao 2.10. (AMARO; SA EARP, 2014, p. 41) “(Congruéncia LLL) Se os tridngulos
ABC e AB'C" sao tais que [AB] = [A'B'], [BC] = [B'C'] e [AC] = [A'C'], entdo
ABC = A'B'C"”

Demonstracdo. A menos de um transporte de angulos e segmentos, podemos supor que os
triangulos sdo ABC e ABC', onde C' e (" estao em lados opostos da reta (AB). Assim,
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seja P = (AB) n [CC']. A demonstracio divide-se em cinco casos, dependendo da posicao
relativa entre P e os pontos A e B. Contudo, facilmente verificamos que os casos P—A— B
e A — B — P sao similares. O mesmo vale para P = A e P = B. Dessa forma, temos

apenas trés casos a tratar:

(i) Se A—B—P:

Figura5-A—-B— P

Fonte: (AMARO; SA EARP, 2014, p. 41)

Como [AC] = [AC'], entdo AC'C é iséceles, logo ACC" = AC'C. Mas, também
|BC| = |BC], ou seja, BCC" = BC'C. Entdo como [CB) no interior de ACC" e

[BC') no interior AC'C, ACC" = ACB + BCC'" e AC'C' = CC'B + BC'A. Portanto,
ACB = BC'A. Assim, por (IV.6), ABC = ABC".

(ii) SEA— P — B:

Temos que ACC” é is6celes, visto que [ACT = [AC’], por hipdtese. Logo ACCO =
AC'C. Também BCC' é iséceles, pois [BC] = [BC'], entdao C'CB = CC'B.

Figura6 - A— P — B

Fonte: (AMARO; SA EARP, 2014, p. 42)

Como [CC") n [AB] # &, entao [CC") no interior de ACB, pela mesma razio,
[CC’) no interior de AC'B. Assim,

ACB = ACC" + C'CB
AC'B = AC'C + CC'B.
E, portanto, ACB = AC'B. Por (IV.4), resulta que ABC = ABC".
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(i) Se P = B:

Como [AC] = [AC"], ento o tridngulo ACC’ é isésceles, logo ACC" = AC'C. Logo,
por (IV.6), temos que AC'B = ACB.

Figura 7 - B =P

>

Fonte: A autora (2018).

]

Teorema 2.4. (Teorema dos dngulos alternos internos) Sejam {1 e ¢y duas retas distintas
cortadas pela reta transversal v, ou seja, {1 "1 # & e by nr # . Se os angulos alternos

internos (aq e ag na figura) forem congruentes, entao ¢y || (5.

Figura 8 — Teorema dos angulos alternos internos

4

Fonte: A autora (2018).

Demonstracio. Sejam Ay = r nfy e Ay = r n f5. Suponha, por absurdo, que exista
P = {1 n 5. Assim, considerando o Teorema 2.3 no triangulo A; As P, temos que oy > o,

chegando a uma contradi¢ao. Portanto, {1 N ¢y = . n
Teorema 2.5. (Congruéncia ALA) Se os triingulos ABC e DEF sao tais que ABC =
DEF, [BC|=[EF] e BCA = EFD, entio ABC = DEF.

Demonstragio. Dados os segmentos [AB] e [DE], temos que ou [AB] = [DE] ou [AB] #
[DE].
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Caso [AB]| = [DE], entao pelo axioma (IV. 6), ABC = DEF.

Caso [AB] # [DE], suponhamos, sem perda de generalidade, que tenhamos
|AB] < [DE]. Ou seja, existe um ponto P tal que E— P — D, com [EP| = [AB]. Assim,
por (IV.6), ABC = PEF e, por consequéncia, PFE = ACB.

Mas, por hipétese, ACB = DFE e, entao, pelo axioma (IV. 4), temos uma
contradi¢do, uma vez que [F'P) e [F D) sao semi-retas distintas pertencentes ao mesmo

semi-plano representando o mesmo angulo ACB. O

2.3 Aritmética de segmentos

Na secao anterior, vimos que a relacdo de congruéncia é uma relagao de
equivaléncia e, entdo, podemos definir as classes de equivaléncia do segmento [AB] como

o conjunto de todos os segmentos [C'D] tais que [AB] = [C'D]. Denotaremos:

a:=[AB]:= {{CD] | [CD] = [AB]}

As operacoes de soma e de produto, assim como as demais notagoes, estao
diretamente relacionadas a uma escolha de uma reta ¢ de um ponto O e uma semi-reta
|[OX), a qual define um sentido privilegiado, a qual chamaremos de sentido positivo.
Fixaremos também o segmento [OU] € [OX), definido como unidade. Todas estas escolhas

sao fixadas a priori.

2.3.1 Soma de segmentos

Definicao 2.15. Dadas as classes de equivaléncia a e b, definimos a soma entre as classes
de equivaléncia como: escolha um representante |OA| da classe a, com A€ |[OX) e seja

B tal que O — A — B tal que [AB] = b. Assim, definimos

[OB] =a+0b.

Proposigao 2.11. (HARTSHORNE, 2000, p. 169) “A adigio de classes de equivaléncia

tem as sequintes propriedades:

a+ b é bem definida;

Comutatividade: a +b=b+ a;

Associatividade: (a +b) +c=a+ (b+c);

Somente uma das possibilidades é verdadeira:

1. a =0y
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2. FExiste c tal que a +c=1b
3. Existe d tal que a =b+d.”

Demonstracao. e a+0b ébem definida: Sejam [OA] = a e B tal que O — A — B com

[AB] = b, pela defini¢ao, [OC] = a + b. Seja [A'B'l € a e C' tal que A" — B — '
com [B'C’] € b. Assim, [A'C'] = a + b. Contudo, como [OA] € a e [A'B] € a,
entdo [OA] = [A'B’|. Analogamente, [AB] = [B'C']. Logo, pelo axioma (IV.3),
[OB] = [A'C']. Portanto, a soma entre classes de equivaléncia é bem definida, uma
vez que o resultado desta operagao independe da escolha do segmento eleito como

representante da escolha da classe de equivaléncia.

o Comutatividade: Seja [OA] = a e seja o ponto B tal que O — A — B, com [AB] = b.

Entéo, pela definigdo da soma entre classes de equivaléncia, temos que [OB] = a +b.

Por outro lado, seja [OC| = b e D tal que O — C — D, com [CD] = a. Assim,

|OD] =0 + a.
Mas, como [OA] = [CD] e [AB] = [OC], entao, pelo axioma (IV.3), [OB] = [OD],

ou seja, a +b =0+ a.

o Associatividade: Seja [OA] = a e B tal que O — A — B com [AB] = b. Assim,

|OB] = a + b. Pelos axiomas (I1.2) e (IV.1), tome C' tal que O — B — C' e |[BC]| = c.

Dessa forma, [OC]| = (a + b) + c.

Por outro lado, seja [OD] = b e tome E tal que O — D — E com [DE] = ¢. Assim,

[OF] = b+c. Tome F tal que O— E—F com [EF] = a. Portanto, [OF] = (b+c¢) +a.

Pela comutatividade provada acima, [OF| = a + (b + ¢).

Notemos que como [BC| = [DE] e [AB] = [OD], entao pelo axioma (IV.3),
[AC] = [OF]. Entao, como [OA] = [EF], pelo mesmo argumento, resulta que
[OC] = [OF]. Portanto, concluimos que (a 4+ b) +c=a+ (b + ¢).

« Dadas as classes de equivaléncia a e b sejam A e B tais que [OA] = a e [OB] = b.

Pelo axioma (II.3), podem ocorrer apenas:

1. A= B e, entao a = b.
2. O — A — B logo, [OA] < [OB], ou seja, a < b. Além disso,

[OB] = [OA] + [AB] < b= a+ [AB]

3. O — B — A assim, [OA] > [OB] e, portanto, a > b e a =0b+ [BA].
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2.3.2 Produto de segmentos

Fundamental para a construcao do produto de segmentos é a fixacao do segmento

[OU], chamado unidade. Denotaremos a classe de equivaléncia de [OU] por 1, ou seja,

|[OU] =: 1. Além disso, para a definigdo do produto é necessario assumir o Axioma das

Paralelas Euclidiano.

Definigao 2.16. Dadas duas classes de equivaléncia a e b. Seja o triangulo OU A retangulo

em U com catetos [OU] =1 e [UA] = a. Seja B € [OX) tal que [OB] = b. Trace a

reta perpendicular a [OX) passando por B. Pelo axioma das paralelas existe o ponto C

de intersegao entre esta reta perpendicular e a semi-reta |OA). Definimos |[BC| como o

produto a - b.

Figura 9 — Produto de segmentos: a - b

pC

a-b

®

Fonte: A autora (2018).

Notamos que nesta definicao construimos dois triangulos OUA e OBC', ambos

retangulos e com o angulo UOA = BOC =: a em comum e, assim, definimos BC' como o

produto a - b.
Proposicao 2.12. Dadas as classes de equivaléncia a, b e ¢, o produto acima definido

possui as sequintes propriedades:

1. Elemento neutro: a -1 = a.
2. Comutatividade: a-b =0 - a.

3. Associatividade: a - (b-c) = (a-b) - c.

4. Elemento inverso: para qualquer classe de equivaléncia a diferente de [OO], existe b

tal que a-b = 1.

5. Distributividade: a - (b+c¢) =a-b+a-b.
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Demonstracao. 1. Elemento neutro: fazendo a construcao do produto a -b com b = 1,
obteremos que os tridngulos OUA e OBC sdo idénticos, ou seja [BC| = [UA].

Resultando que a -1 = [BC| = [UA] = a.

2. Comutatividade: Seja OU A o triangulo retangulo em U, com [OU]| =1 e [UA] = a.

Seja B tal que A —U — B, com [UB] = b.

Figura 10 — Produto de segmentos: a-b=0b"-a

«®

Fonte: A autora (2018).

Pelo axioma (IV.4), seja UBD = AOU tal que O — U — D. Como AUO = DUB
(opostos pelo vértice), o tridngulo DU B ¢é retangulo em U. Logo, resulta que UD =
a-b.

Entdo, o tridngulo BUO é retdngulo em U, com [OU] =1 e [BU] = b. E o tridngulo
DUA é retangulo em U com [AU] =a e DAU = @, pois como A0D = @,
temos que AOBD é um quadrilatero inscrito numa circunferéncia, assim os angulos

DAU e UOB enxergam o mesmo arco e, portanto, sdo congruentes.

Assim, temos que [UD] =b-a.

Como ja tinhamos que [UD] = a - b, entao concluimos que a-b =10 - a.

3. Associatividade: Construa tridngulos com catetos 1 e a e 1 e ¢, obtendo os angulos «
e 7, respectivamente. Construa o tridngulo ABC de modo que [BC| = a - b. Pelos
axiomas (I1.2) e (IV.1), seja D € [C'B) tal que C' — B — D tal que BAD = ~. Assim,

|BD] = c-b. Seja E € [AB) tal que A— B— E e BDE = a.
Ora, desta forma, [BE] representa a - (c - b).
Como CAE = C/IE, ACDE é um quadrilatero inscritivel, logo ECB =BAD = .

Portanto, [BE] = c¢- (a - b).

Pela comutatividade, temos
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Figura 11 — Associatividade do produto: a- (b-¢) = (a-b) - ¢

a- (e b

o

Fonte: A autora (2018).

4. Elemento inverso: Seja OU A o tridngulo retangulo cujos catetos sao 1 e a, denotemos
AOU = a e UAO = B. Seja DEF um triangulo retangulo em E., com EDF = g

e [DE| = 1. Pela defini¢ao de produto, temos que [DE]| = a - b, onde [FE] = b.

Portanto, resulta que dado a existe b tal que a - b = 1.

5. Distributividade: Seja ABC' construido de modo a obter o produto a - b. Por (11.2)

e (IV.1), seja D tal que A— B — D e [BD] = c. Pelo Axioma das Paralelas, seja
(CE) || (AB). Por (11.2), existe F' tal que A—C —F. Seja (DF’) a reta perpendicular a
(CE) e [FD]n(CFE) = E. Pelo teorema dos dngulos alternos internos, ECF = BAC.

Ora, entao [FE| = a-c. Como BCDE é um paralelogramo, [CE]| = ce [DE] = a-b.

Figura 12 — Distributividade: a- (b+¢) =a-b+a-c

a-b a-b

A B c

Fonte: A autora (2018).

Por outro lado, [AD] = b+c e [DF] = a-b+a-c. Porém, como FAD = o e ADF ¢

um angulo reto, [ DF] representa também o produto a - (b+ ¢). Portanto, concluimos
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quea-(b+c)=a-b+a-c

2.3.3 Os pontos n3o pertencentes a semi-reta positiva

Definicao 2.17. A antipoda de A com relacao ao ponto O € o ponto ~ Ao tal que:
“Ao — O — A com [ ApO] = [OA]. Notagio: ~A =" Ap.

As classes de equivaléncia foram definidas e existem devido a relagao de con-
gruéncia entre segmentos, a qual independe se os extremos do segmento estao ou nao na

semi-reta [OX). Assim, adotaremos a partir deste momento a seguinte notagao:

lal := [AB] = {[OP] | [AB] = [OP]}

Como O divide a reta £ em exatamente dois subconjuntos, associaremos, entao,

a cada ponto P € ¢ uma abcissa (simbolo), da seguinte forma:

e Se P = O, associaremos ao ponto P o simbolo 0;

« (Caso contrario, diremos que a abcissa de P é a, ou seja, P = a, se P € { tal que

[OP] = |a| e a antipoda de P associaremos a abcissa —a.

Definicao 2.18. Chamaremos por P o conjunto das abcissas a associadas aos pontos

P e [OX) e por "P o conjunto das abcissas das antipodas de P.

Desta maneira, definimos que o ponto U € ¢ sera associado ao simbolo 1. Como
U € [OX), entao 1 € P. J4 a antipoda de U, "U ¢ [OX) estard associado ao simbolo
—le P

Figura 13 — Reta ¢ com as escolhas [OX) e 1

Fonte: A autora (2018).

Proposicao 2.13. Dado o ponto A € [OX) a antipoda existe e é inica.
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Demonstragao. Sabemos que a semi-reta [OX) divide ¢ em exatamente dois subcontjuntos.
Suponhamos que A" e A” sejam as antipodas de A € [OX). Logo, temos que A" ¢ [OX)
com [OA'] = [0OA] e A" ¢ [OX) com [OA"] = [OA]. Pelo axioma (IV.1), resulta que
A=A O

Proposicao 2.14. "(TA) = A

Demonstragio. Seja A € [OX), por definicao, A ¢ [OX) tal que "A — O — A com
[TAO] = [OA].

A antipoda de ~ A seria, entdo, o ponto (" A) tal que "A— O — (" A) com
|7 (TA)O] = [T AO]. Assim, temos

[0A] =["A0] =["(CA)0],
com A e (~A) pertencentes a semi-reta [OX). Portanto, pelo axioma (IV.1), resulta que
(A=A O
Como consequéncia direta deste resultado temos que se A = a entdo —(—a) = a.
Corolario 2.3. —(—a) = a.

Defini¢ao 2.19. Sejam os pontos A e B tais que A = a, ou seja, A € [OX) com
[OA] = |a| e B = —b, ou seja, B ¢ [OX) tal que [OB] = |b|. Tome C € [OX) tal que
O — A—C com [AC] = |BO]. Define-se:

a+(=b):=a—b:=D

onde D ¢ a antipoda de C' com relacao ao ponto A, isto é, D = Cjy.

Além disso,

(—a) + (=b) := —(a+b)
O primeiro item da defini¢do acima nos leva a concluir que:

e Se |OA] < [AC], entao D ¢ [OX) =a—be P;
e Se [OA] > [AC], entdao D € [OX) = a —be P;

« Caso D = O, significa que [OA] = [AC], ou seja, D = O entdao a — b = 0.
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Figura 14 —a —b

Fonte: A autora (2018).

Uma vez que (—a) + (—b) estd definido como a antipoda de (a + b) e, como
visto, a antipoda é unica, entao a operacao (—a) + (—b) herda todas as propriedades ja
provadas para a soma (a + b), o mesmo também ocorre para a + (—b). Além disso, como

~(=b) =,

a—(=b)y=a+b
Proposigao 2.15. 1. a+ (—b) é bem definida;
2. Comutatividade: a + (—b) = (—=b) + a.
3. Associatividade:

(@+(=0) + (=¢) = a+ ((=b) + (—¢))

(a+b)+ (—c)=a+ (b+(—0))
Proposigao 2.16. a + (—a) =0

Demonstragio. Seja A = a. De acordo com a defini¢ao da construcao de a + (—a), tome
B e [OX) tal que [AB] = |a|. Assim, ~B4 é tal que ~Ba € [AO) e | BaA] = [AB]. Mas,
como A = a, entdo [OA] = [AB], ou seja, [ BaA] = [OA]. Assim, pelo axioma (IV.1),

resulta que “ B4 = O, ou seja

la + (—a)| = [ BA0] = [00] = .

Proposicao 2.17. (Elemento neutro da soma): a + 0 = a.
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Demonstragio. Pela definigao, 0 = [OO], assim, a +0 = [OA] + [OO]. Uma vez que [OO]

representa um ponto, tem-se que

a+0=[0A]+[00] = [OA].
Ou seja, a + 0 = a. m

Proposicao 2.18. (Unicidade do elemento simétrico) Dado A = a existe um dnico ponto
B =0 tal que a+b=0.

Demonstracio. Suponha que existam b; e by elementos simétricos de a. Assim, pela

associatividade da soma, tem-se que
by =0+b=(ba+a)+b, =by+ (a+b1) =by+0=by.
m

Definigao 2.20. A soma a + (—b) € chamada diferenca entre a e b e pode ser denotada

como a — b.

Definicao 2.21. Definimos:
(—a)-b:=—(a-b)
onde a-b ¢ o produto entre classes de equivaléncia jd definido.

Assim, para obtermos (—a) - b, construimos a - b e encontramos D € [OX) tal
que D tenha abcissa a-b. Em seguida, tomamos D’ como a antipoda de D e, entao teremos

D' = (—a) - b, como na figura abaixo:
Proposicao 2.19. A operacio definida acima € distributiva.

Proposicao 2.20. a-0 = 0.
Demonstragio. Sabemos que dado a existe —a tal que a + (—a) = 0. Assim,

a-0=a-(a+(—a))=a-a+a-(—a)=a-a+(—(a-a))=0.

Proposigao 2.21. (—1)-a = —a.

Demonstragio. Sabemos que 1-a = a. Assim, pela defini¢ao de a - (—b) temos:

(-)-a=a-(-1)=—(a-1) = —a.
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Figura 15 — (—a) - b

Fonte: A autora (2018).

Proposicao 2.22. O produto é comutativo.

Demonstragio. Se A = a e B = b sdo tais que A e B sao pontos da semi-reta [OX), entao

sabemos que o produto a - b é comutativo e associativo. Assim,

(—a)-b=—(a-b)=—(0b-a)=(=1)-b-a=b-((-1)-a)=b-(—a).

Proposigao 2.23. (—a) - (—b) = a-b.

Demonstracao.

]

Proposigao 2.24. (Elemento inverso) Dado —a existe P € { com P = z tal que (—a)-x =
1.

Demonstragio. Sabemos que, dado (—a) existe a tal que a + (—a) = 0. Pelo quinto item

da proposigao (2.12), existe b tal que b-a = 1. Tome = = —b. Entéo,

]

No préximo capitulo, abordaremos com maior detalhe a construcao do inverso

do elemento a.
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Proposicao 2.25. Para todo a, o elemento inverso b é unico.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que b; e by sejam os inversos multiplicativos de a.

Assim,

blzl'blz(bg'a)'blzbz'(&'bl):bg'lsz.

2.3.4 O corpo ordenado completo

Defini¢ao 2.22. (LIMA, 1995, p. 61) “Um corpo é um conjunto K, munido de duas
operacoes, chamadas adi¢io e multiplicagdo, as quais satisfazem aos axiomas de corpo,

listados abaizo.

A adicao faz corresponder a cada par de elementos x e y pertencentes a K
sua soma x +y € K, enquanto a multiplicacdo associa a esses elementos o seu produto

x-ye K.

Axiomas da adigao

Associatividade: quaisquer que sejam x,y, z € K, tem-se
(x4+y)+z=a+ (y+2).

o Comutatividade: quaisquer que sejam x,y € K, tem-se

r+y=y+wx

e Elemento neutro: eziste 0 € K tal que v + 0 = x, seja qual for x € K. O elemento

neutro chama-se zero.

e Elemento simétrico: todo elemento x € K possui —x € K tal que
xz+ (—z) =0.
Axiomas da multiplicagao
e Associatividade: dados quaisquer x,y, z elementos de K, tem-se:
(@-y)-z=x-(y-2)
o Comutatividade: sejam quais forem x,y em K,

T-Yy=19y-.
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o Elemento neutro: existe 1 € K tal que 1 # 0 e x -1 = x, para todo x € K.

e Inverso multiplicativo: todo x # 0 em K possui um inverso ' € K tal que

rox =1

Axioma da distributividade: Dados x,y e z elementos de K,
r-(y+z)=z-y+az-2"
Exemplo 2.4. O conjunto Zs = {0,1} com as operagoes
0+1=1+0=1,

0+0=1+1=0,

1=1-0

1-1=1

Y

no qual o simétrico e o inverso de cada elemento é ele proprio. Com estas definicoes, temos

que Ziy € um corpo.

Conforme as defini¢oes e propriedades comprovadas nas se¢oes anteriores, temos
que o conjunto dos pontos da reta ¢, onde foram fixados a semi-reta positiva [OX), a
unidade [OU] e as operagoes de soma e produto foram definidas, formam um corpo, ou
seja, o conjunto P u {0} U™ P munido das operagoes de adi¢ao e multiplicagao definidas

neste capitulo é um corpo.

Definicao 2.23. Dado um conjunto K e uma relacao < entre seus elementos, dizemos

que < € uma relagao de ordem se, dados x,y e z elementos de K, tem-se:

Transitividade: se x <y ey < z, entdo x < z.

Tricotomia: valem apenas uma das opgoes:

1. x=y
2. x <y
3. x>y

Monotonicidade da adicao: r <y=z+z<y+ =z
e Monotonicidade da multiplicagao:

— Para todo z > 0, tem-se que se x <y entdo x -z <y- 2.
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— Para todo z < 0, tem-se que se x <y entao x -z >y - 2.

Revisitemos a defini¢do de ordem entre pontos (Definigao 2.6). Uma vez que a
cada ponto da reta ¢ associamos um simbolo do conjunto P U {0} U™ P, queremos que esta

definicao também seja estendida para os elementos deste conjunto.

Assim, dados a e b pertencentes a P U {0} U™ P, tomamos A e B na reta /¢ tais
que A =a e B = b, ou seja,
e sea€lP, entdo A€ [OX) com [OA] € |al;
e sea€c” P entao A€l com A¢[OX) tal que [OA] € |al;

« se a€ {0}, entdo A = O.

O mesmo processo ¢é valido para B. Entao, podemos comparar os pontos A e B de acordo
com a definicdo de ordem entre pontos, de forma que se A < Bentaoa<bese A > B

entao a > b.

Gostariamos de encontrar uma maneira de relacionar os subconjuntos P e ~IP
com a definicdo de ordem comentada acima.

Da defini¢ao 2.6, temos que B > A se:

e O€|BA), caso Be [0OX);

e O € [AB), caso contrério.

Analisemos, entao, separadamente cada um destes casos em que B > A:

1. Be|OX):
Como [OX) divide os pontos de ¢ em exatamente dois conjuntos, podemos ter
Ae|OX)ou A¢[OX). Vejamos:
a) Se A€ [OX) tem-se O — A — B, ou seja, [OA] < [OB]. Entao, se C' é o ponto
tal que C'=b — a, entdo C' € [OX), ou seja, b —a € P.
b) Se A ¢ [OX), entao “A = —a € [OX) (—a enquanto simétrico de a). Como
be [0OX), tem-se que b+ (—a) =b—a € [0OX), ou de outra forma, b — a € P.
2. B¢ [0X):

Ja que O € [AB), entao temos a seguinte configuraggo A— B -0 e A— B — X e,
portanto, [AO] > [BO]. Como A e B nao sao pontos da semi-reta [OX), temos que

as abcissas sa0 A = —a e B = —b. Assim,

B—A=(-b)—(-a)=—-b+a=a—0
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Como [OA] > [OB], entao |a| > |b|. Logo, se D = a — b, entdao D € [OX), ou seja,
b—ael.

Por tudo isso, resulta que

a<beb—acelP.

Resta-nos agora provar que esta relagao é, de fato, uma relagdo de ordem no

conjunto P u {0} U™ P.

Proposicao 2.26. A relacio definida acima é uma relagio de ordem.
Demonstragio. Sejam a,b e ¢ elementos de P u {0} u™ P.
Transitividade: Suponha que a < b e b < c¢. Entao, por definicao,

a<b=b—aclP

b<c=b—celP
Assim, como P é fechado para a adi¢do, temos que (b —a) + (¢ —b) € P.
Logo,
(b—a)+(c—b)=(c—a)+(b—b)=(c—a)+0=c—a
Portanto, c — a € P e, entao, a < c.
o Monotonicidade da adi¢do: Seja a < b, entao, b — a € P. Logo,
b—a=b—a+0=b—a+c+(—c)=(0b+c)—(a+c).
Portanto, (b+¢) — (a +¢) € P.
e Monotonicidade do produto: Seja a < b, ou seja b — a € P.

— Se c € P, entao, pela definicao do produto,
c-(b—a)=c-b—c-acP.

Portanto, tem-se que ¢-a < ¢ - b.

— Se ce” P, tem-se que —c € P. Logo, pela definicao de produto,
—c-(b—a)eP=—c-b+(—¢)-(—a)=—c-b+c-a=c-a—c-beP.

Portanto, concluimos que ¢-a > ¢ - b.
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Por tudo isso, temos que a relagao definida em P u {0} U™ P ¢, de fato, uma relagao

de ordem.

]

Definig¢ao 2.24. (LIMA, 1995, p. 65) “Um corpo ordenado é um conjunto K, no qual se
destacou um subconjunto P < K, chamado o conjunto dos elementos positivos de K, tal

que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos. Ou seja,

r,yeP=x+yeP er-yeP.

2. Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas sequintes ocorre:

a) t=0
b) teP
c) —xeP”

Algumas consequéncias decorrem desta defini¢ado. Sao elas:

e Se P for definido como o conjunto dos elementos —z, onde x € P, teremos
K=Pu{0}uP,
sendo P, {0} e “P conjuntos dois a dois disjuntos.

e Sea#0entdo a’e P, ji quesendoa#0,ouaeP ouae P.

aeEP=a-a=d’€P

—a€eP = (—a) (—a)=a*cP
e 1-1=1¢sempre positivoe —1 e~ P

Exemplo 2.5. Q é um corpo ordenado, em que P é formado pelos racionais P oem que p
q

e q sao inteiros ou ambos negativos ou ambos positivos.

Exemplo 2.6. O corpo Zy ndao é um corpo ordenado, pois 1 +1 =0, enquanto que num
corpo ordenado sempre 1 € P e a soma de dois elementos positivos deveria ainda ser

POSILIVO.

Uma vez escolhido o ponto O e a semi-reta [OX), qualquer ponto P € ¢ tem
como tUnicas opgoes: P = O, P € [0OX) e P ¢ [OX) e, entdo a antipoda ~P € [OX).
Associando uma abcissa p ao ponto P, isto significa que p = 0 ou pe P ou —p € P. Ou

seja, o conjunto P u {0} U™ P é um corpo ordenado.
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Proposicao 2.27. O conjunto P u {0} o™ P é um corpo ordenado.

Definigao 2.25. (LIMA, 1995, p. 80) “Um corpo ordenado K chama-se completo quando

todo subconjunto nao-vazio, limitado superiormente, X < K, possui supremo em K.”

Desta defini¢ao, temos que num corpo ordenado completo todo conjunto nao-
vazio, limitado inferiormente, Y < K, possui infimo. Ja que podemos definir X = —-Y,
isto é, X = {—y|y € Y}. Entao, X ¢ ndo vazio e limitado superiormente, logo existe a, o

supremo de X, e —a, o infimo de Y.

Exemplo 2.7. O corpo ordenado Q ndo é completo, pois se X = {x € Qlz =0 e 2* < 2}.
Entao X é um conjunto limitado tanto inferiormente quanto superiormente. Mas o supremo

de X év2¢ Q.

Sejam [F; com as operagoes @ e ® e a relagdo de ordem < e Fy onde estao

definidas as operagoes + e - e a relacao de ordem <, definimos:

Definicao 2.26. Um isomorfismo de F; para Fy é uma funcao ¢ : F; — Fy com as

sequintes propriedades:

Injetividade: se z,y € Fy com x # y entdo p(x) # p(y);

Sobrejetividade: dado z € Fy entdao z = ¢(x) para algum x € Fy;

Preserva as operagoes: se x e y sdo elementos de Fy, entao
plz@y) = e(x) +¢(y) €

p(rQy) = ¢(r) - p(y).

Preserva a ordem: Caso Fy e Fy sejam corpos ordenados, é preciso também que caso

x <y entdo p(x) < p(y).

Definicao 2.27. Dois corpos Fy e Fy sdo chamados isormofos se existe um isormorfismo

QOIIE‘1—>]F2.

Teorema 2.6. (LOPES, 2006, p. 140) Se F é um corpo ordenado completo, entio F é

isomorfo a R.

O conjunto P u {0} U™ P foi construido de forma biunivoca com os pontos da
reta ¢, fixando uma escolha de semi-reta [OX). Nesta secao, pudemos comprovar que
este conjunto forma um corpo ordenado. O axioma da completude de Dedekind (V.2)
e da propriedade arquimediana (V.1) garantem que a reta ¢ é continua. De forma nao
rigorosa, podemos intuir que P U {0} U™ IP é um corpo ordenado completo e que, portanto,

é isomorfo a R.
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De fato, esta intui¢dao é comprovada e conhecida por muitos como Postulado
da Régua. Enunciaremos aqui como o Teorema da Régua e maiores detalhes quanto a

demonstragao deste resultado pode ser observado em Amaro e S4 Earp (2014).

Teorema 2.7. (Postulado da Régua) Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados
em correspondéncia biunivoca com os Numeros Reais, de modo que a diferenca entre estes

numeros mega a distancia entre os pontos correspondentes.

Este enunciado afirma que os pontos de uma reta formam uma bije¢do com
os numeros reais. Assim, as abcissas que associamos aos pontos da reta ¢ podem ser

representadas pelos niimeros reais, ou seja,

Pu{0}u"P=R.

2.3.5 Semelhanca de tridngulos

Uma vez que podemos multiplicar segmentos, podemos agora tratar de trian-

gulos semelhantes.

Definigao 2.28. Os segmentos [AB] e [C'D] sao ditos proporcionais aos segmentos [A'B']

e [C'D'], o que denotaremos por

[AB]  [CD]

[A/B/] [C/D/]

se

[AB]-[C'D] = [CD] - [A'B].

Definicao 2.29. Dois triangulos ABC e A'B'C' sdo denominados semelhantes se 0s
respectivos angulos internos sao congruentes e os respectivos lados sao proporcionais. Ou

seja, se verificam:

~ ~

e A=B=Ce¢
[AB]  [AC]  [BC]

[A/B/] [A/C/] [B’C’]

Teorema 2.8. (Caso de semelhanca - AAA) Se dois triangulos possuem os trés angulos

congruentes, entdo estes sao semelhantes.

Demonstragio. No triangulo ABC' seja I o ponto em que as bissetrizes dos trés angulos
se encontram. O ponto I é chamado baricentro do tridngulo ABC' e é sempre interno ao

triangulo. Além disso, I é o centro da circunferéncia inscrita em ABC.



Capitulo 2. Aritmética de segmentos 52

Marque os pontos D, E/ e F' pertencentes a cada um dos lados do triangulo,
tais que

[ID] L [AC],[IE] L [AB] e [IF] L [BC]

Figura 16 — Caso de semelhanca - (AAA)

Fonte: A autora (2018).

Uma vez que I é o centro da circunferéncia inscrita em ABC', entao

[ID] = [IE] = [IF] = h.

Logo, pelo critério cateto-hipotenusa,

IFA=IDA,IDB=IEBelEC=1FC.

Assim,

[AF] = [AD] = «
[BD] = [BE] = y
|[EC| = [FC]| =z

Repita o mesmo processo em A’B’'C’, obtendo

[AF] =[AD] =

[E'C7] = [F'C] = 2

em que [['D'| = [I'E'| = [I'F'| =1/,

Seja OUG o triangulo retdngulo em U, tal que [OU] = 1 e U0G = IFA.

Denote [UG| = ry. Desta maneira, o tridngulo ADI é tal que [DI]| = x - ry, ou seja,

h=x-r.
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Como, por hipédtese, CAD = C%, entdo 'A'D' = TAD. Logo, pelo argumento anterior,
concluimos que

N =a"-r,

ou seja,

y oz
oy
Entao,
[AB] _ [BC]  [AC]
[A'B'] [B/C'] [A’C/] ’
Portanto, concluimos que ABC e A'B'C’ sao semelhantes. O

Uma vez que a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre constante e
que angulo-angulo-angulo é um caso de semelhanca, entao basta que dois pares de angulos

sejam congruentes.

Corolario 2.4. (Caso de semelhanca - AA) Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos tais
que A= A e B=C, entido ABC e AB'C' sio tridngulos semelhantes.

Teorema 2.9. (AMARO; SA EARP, 2014, p. 107) (Teorema de Tales) “Se uma reta
paralela a um dos lados do triangulo ABC intersecta os outros dois lados, entdo ela os
divide na mesma razao. Inversamente, se B' € [AB] e C' € [AC] sao pontos que dividem

0s segmentos na mesma propor¢do, entio (B'C") || (BC).”

Figura 17 — Teorema de Tales

Fonte: A autora (2018).

Demonstragio. Uma vez que (B'C") é paralelo a (BC), pelo teorema dos dngulos alternos

internos (Teorema 2.4),

m’E@erE@.
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Entao, pelo caso de semelhanca AA, resulta que ABC e AB'C’ sao semelhantes.

Portanto, seus lados sao proporcionais.

Por outro lado, sejam B’ e C' tais que AD] = [AC]. Tome D e [AC] tal
[AB] [AC]
que [B'D] || [BC]. Logo, pelo caso anterior, temos
[AB']  [AD]
[AB]  [ACT
Por consequéncia, temos que [AD)] = [AC], ou seja [AD] = [AC"]. Pelo axioma (IV.1),
[AC]  [AC]
resulta que D = C'; ou seja (BC") || (BC). O

Observemos que uma vez construida a reta real e notada a bijecao existente
entre os Numeros Reais e os pontos de uma reta, o Teorema de Tales, como demonstrado

acima, também inclui os segmentos [AC incomensuraveis.

Proposigao 2.28. (Caso de semelhanga - LLL) Sejam ABC e A'B'C’. Se
[AB]  [AC]  [BC]

[A/B/] [A/C/] [B’C’] !
entao ABC e A'B'C" sao semelhantes.

Teorema 2.10. (Teorema de Pitdgoras) Seja o triangulo retangulo ABC com catetos

|BC| = a e [AC] = b e hipotenusa |AB] = c. Entao,

a’ +b* =

Demonstragio. Seja |[C'D] a altura relativa a [AB], ouseja, D € [AB] tal que [CD] L [AB].
Assim, como ADC' é retangulo, tem-se A — D — B.

Se [AD] = z, entao [BD]| = ¢ — x. Por (AA) os tridngulos ADC e ACB sao

semelhantes. Logo,

Figura 18 — Teorema de Pitagoras

Fonte: A autora (2018).

x
b c

=-<cx=0
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Analogamente, C DB e ACB sao semelhantes, assim,

c—r a 9
=-sc —-cr=a
a c

2 2

@C'IE:CZ—G.

Portanto,

V=F—-ded+hP=-d+d° e+ =732
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3 Proposta de abordagem para os Nimeros

Reais na Educacao Basica

Entendemos que o Conjunto dos Numeros Reais ¢ um assunto complexo para
ser abordado com toda a sua riqueza de detalhes e demonstracoes na Educagao Basica,
uma vez que demanda conceitos como limites, supremos e infimos. Contudo, percebemos
no estudo da Aritmética de Segmentos apresentada no capitulo anterior uma forma de
abordar alguns aspectos referentes a este assunto no Ensino Médio, onde os estudantes ja
tomaram contato com os Reais ao longo do Ensino Fundamental e agora revisitam o tema
com o objetivo de compreendé-lo com maior maturidade para tratar das fungoes reais,

estudadas no primeiro ano.

A Aritmética de Segmentos possibilita uma compreensao, ao menos visual, do
conjunto dos Numeros Reais e, assim como Lima et al. (2006), entendemos que esta seja
uma maneira adequada de apresentar este contetido de forma mais madura e desenvolver

a intuicdo para conceitos mais aprofundados a serem estudados posteriormente.

E verdade que a apresentacio rigorosa da teoria dos nimeros reais
(conforme feita nos cursos de Anélise) foge inteiramente ao nivel e aos ob-
jetivos do ensino médio. Mas isto nao deve ser motivo para escamoteacgoes.
Pelo contrario, quando se tem que falar sobre niimeros reais para uma
audiéncia matematicamente imatura, tem-se ai uma boa oportunidade
para fazer a ligagdo entre a Matematica e o cotidiano, apresentando-os
como resultados de medigoes (LIMA et al., 2006, p. 82).

Esta proposta foi elaborada para as aulas de Matematica do primeiro ano do
Ensino Médio. Portanto, destina-se a revisao dos Numeros Reais. Desta maneira, seria
exaustivo e talvez inconveniente fazer a construcao dos nimeros reais via Aritmética
de Segmentos como fizemos no capitulo anterior. Entendemos que este tépico deve ser
revisitado com olhar mais maduro de modo que os alunos possam compreender lacunas
deixadas ao longo do Ensino Fundamental. Por isso, fizemos a escolha de seguir a seguinte

ordem:

1. Revisar a semelhanca de tridngulos e, com isso, definir a soma e o produto de

segmentos;

2. Construir os Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais, revisitando cada um

destes conjuntos e concluir a bijecao entre os Nimeros Reais e os pontos da reta.

Ressaltamos que este material é destinado a auxiliar o professor interessado

em preparar suas aulas por meio desta abordagem, mas de acordo com as possibilidades
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disponiveis em sua realidade escolar. As construcoes propostas, por exemplo, podem ser
feitas tanto com régua e compasso no papel ou com softwares geométricos, tais como
o GeoGebra. Por este motivo, optamos por nao trazer um plano de aula detalhado e
fechado, mas apresentamos uma re-leitura da teoria apresentada no capitulo anterior, com
observagoes e sugestoes baseadas no experimento realizado para que o educador possa

preparar suas aulas.

Este material serviu como base para as aulas propostas para turmas do primeiro
ano do Ensino Médio de uma escola federal. Neste experimento as aulas foram elaboradas
de forma expositiva dialogada, em que a professora/pesquisadora conduzia as discussoes
de modo que os estudantes chegassem as conclusoes esperadas. As construgoes foram
feitas utilizando régua nao graduada, compasso, transferidor, barbante e papel, pois nao
havia computadores em niimero suficiente. Alguns estudantes refizeram as construgoes do
caderno no GeoGebra e apresentaram a turma, utilizando o projetor e o inico computador

disponivel em sala. A analise deste experimento encontra-se no préximo capitulo.

3.1 Construcoes basicas com régua e compasso

Notamos que muitos estudantes chegam ao Ensino Médio sem nunca ter utili-
zado o compasso. Como a abordagem proposta utiliza muito deste recurso, inclusive de
algumas propriedades dos circulos, por exemplo, optamos em fazer uma aula introdutoria
com construgoes mais simples. Também com o objetivo de introduzir as demonstragoes
matematicas, todas as construgoes foram trabalhadas na seguinte ordem: elaboracao do
objeto desejado, indagacgao se a construcao feita produziu, de fato, o que se propunha e

justificativa da construcao respondendo a este questionamento.

Definigao 3.1. Fizado um ponto do plano O e um segmento |OA], chamamos circunfe-

réncia de centro O e raio [OA], denotada por Cooa) 0 conjunto de pontos P do plano

tais que [OP] = [OA].

Os axiomas da Geometria Euclidiana Plana sao validos nas construgdes com
régua e compasso, porém alguns deles sao mais usados e, por este motivo, preferimos
apresentarmos-os aos estudantes como pressupostos béasicos para estas construgoes. Sao

eles:

« Dados dois pontos é possivel tragar uma tnica reta;

e Definidos um ponto como centro e um segmento como raio é possivel tracar uma

unica circunferéncia, utilizando o compasso.

« E permitido marcar os pontos de intersecao entre retas e/ou circunferéncias.



Capitulo 3. Proposta de abordagem para os Numeros Reais na Educa¢io Basica 58

Construcao 1. Triangulo equildtero

« Construa o segmento [AB].

o Construa as circunferéncias Ca[ap) € Cp,[p4]-

e Seja C' um dos pontos de intersecao entre as circunferéncias.
« Trace os segmentos [AC] e [BC].

Figura 19 — Construgao com régua e compasso: triangulo equilatero

Fonte: A autora (2018).

o Afirmacio: ABC' é um tridngulo equilatero.

Demonstragio. Como C' € Cyap entao [AC| = [AB], analogamente, [BC| = [AB].
Portanto, [AB] = [AC] = [BC]. O

Definig¢ao 3.2. Dado um segmento [AB| chamamos mediatriz de [AB] d reta ¢ tal que
¢ L [AB] com M € {, sendo M o ponto médio de [AB].

Construgao 2. Mediatriz do segmento [AB].

» Construa Caap) e Cpap]- Sejam C' e D os pontos de intersegao entre estas circun-

feréncias;
o Trace areta (CD) = /.

o Afirmagio: £ é a mediatriz do segmento [AB].

Demonstragio. Seja M = { n [AB]. Os tridngulos ACD e BC'D séao isbsceles, pois, por

construcgao,
[AC| = |[AD] = |BD] = [CB]
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Figura 20 — Construcao com régua e compasso: reta mediatriz do segmento [AB]

Fonte: A autora (2018).

Logo,
ACD = ADC = CDB = BCD

Entao, como
[AD] = [BD],ADM = BDM e [DM] = [DM],

por LAL, AMD = BMD. Portanto, como [AM]| = |[BM]|, entao M é o ponto médio

de [AB] e como AMD = BMD e sdo suplementares, temos que estes angulos sao retos.

Assim, resulta que ¢ é a mediatriz de [AB]. O

Construcao 3. Reta perpendicular a ¢ passando por um ponto A € (.

o Com centro em A e raio qualquer, r, trace a circunferéncia C,,. Marque os pontos
B e C' de intersegao entre Cy4, € ¢;

» Trace a mediatriz, t, do segmento | BC/.

o Afirmacdo:t L le A€et.

Demonstracao. Na construcao anterior, verificamos que t L ¢. Como, por construcao,

[BA] = [CA], e o ponto médio de um segmento é tnico, concluimos que A € t.

]

Construcao 4. Reta perpendicular a ¢ passando por A ¢ (.

o Trace a circunferéncia centro em A e raio maior que a distancia entre o ponto A e a

reta £, ou seja,
CA,r Nl = {B,C}

e Sejam B e C as intercessoes entre Cy, e /.
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Figura 21 — Construcao com régua e compasso: reta perpendicular a ¢ passando por um
ponto A e/
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Fonte: A autora (2018).

e Trace CC,[AC’] (§] CB,[BA]-
e Seja D = Ceoac) N Cr,pa}, com D # A.
o Trace a reta (DA).

o Afirmacao: (DA) L /.

Figura 22 — Construgao com régua e compasso: reta perpendicular a ¢ passando por A ¢ ¢
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Fonte: A autora (2018).
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Demonstragio. Por construgao |[AB] = [AC]. Logo,
[AB] = [BD] = [AC] = [CD].

Assim, pelo caso de congruéncia LLL, resulta que BAD = CAD.
Sendo E = (AD) n (, pelo caso de congruéncia LAL, temos ABE = ACE. Portanto,

AEB = @4, 0s quais sao suplementares. Logo, concluimos que estes angulos sao retos e
(AD) L ¢. O]

Construcao 5. Reta paralela a ¢ passando por A.

o Trace aretat L ¢ com A€t
o Construa areta ¢ tal que ¢’ Lte Ac /.
o Afirmagao: (|| €.
Figura 23 — Construgao com régua e compasso: reta paralela a ¢ passando por A
:
|

+L

f/

Fonte: A autora (2018).

Demonstracdo. Por construcao, os angulos alternos internos sao congruentes. Assim, pelo

Teorema dos Angulos Alternos Internos (Teorema 2.4), resulta que ¢ || £'. O

Exercicios sugeridos

Exercicio 1. Descreva como construir um quadrado a partir de um de seus lados. Justifique

a sua construcao.

Exercicio 2. Construa um triangulo isésceles tal que:

1. sejam dados a base e os lados.

2. sejam dados a base e a altura.
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3. seja um triangulo retangulo.

Exercicio 3. Sabendo que a semi-reta [OX) que divide o dngulo AOB em duas partes

——
tguais € chamada bissetriz, descreva como construir a reta bissetriz do angulo AOB.

3.2 Soma e produto de segmentos

Feita a revisao da defini¢do de tridngulos semelhantes, dos casos de semelhanca,
do Teorema de Tales (Teorema 2.9) e do Teorema de Pitagoras (Teorema 2.10), propomos
a definicao da soma e do produto de segmentos, sem utilizar a nocao de medida. Muitos
estudantes estao habituados a fazer construgoes geométricas sempre com base em medigoes.
A ideia, neste momento, é que este habito seja desfeito por meio da utilizagdo de uma
régua nao graduada ou, se as atividades forem impressas, que os segmentos nao tenham

medidas Racionais.

Definicao 3.3. Dados os segmentos [AB] e |CD], a soma |[AB] + [CD] é o segmento
[AE] tal que A— B — E e [BE] =[CD].

Figura 24 — [AB] + [CD]

Fonte: A autora (2018).

Definigao 3.4. O produto dos segmentos [AB] e [CD] serd construido como:

e Tome a semi-reta [OX) e seja U € [OX) tal que [OU] seja o segmento unitdrio.
(Neste momento é interessante que o professor discuta com os alunos o sentido
de ‘unidade’ relacionando com unidade de medida e as unidades de medidas mais

utilizadas).
e Sejat a reta perpendicular a [OX) passando por U.
e Tome M €t tal que [UM] = [AB].
e Trace a semi-reta [OM).
e Em|0OX), seja N tal que [ON] = [CD].

e Por N sejat’ a reta perpendicular a [OX). Tome P a intersecio de t' com [OM).
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Definimos [MN| = [AB] - [CD].

Figura 25 — [AB] - [CD] = [UM] - [ON]

/

WM -|ON

Fonte: A autora (2018).

Alguns alunos notaram que os triangulos OUM e ON P tém dois pares de
angulos congruentes, a saber: o angulo em comum no vértice O e o angulo reto em U e
em N. Assim, por AA, estes tridngulos sao semelhantes e, considerando que ja sabem
que 1-[MN] = [MN], notaram que esta defini¢do estd de acordo com o que sabem
sobre aritmética. Contudo, a nossa abordagem visa partir desta definicao para comprovar
geometricamente que, de fato, 1 é o elemento neutro da multiplicacao. Se esta observacao
ocorrer, sugerimos que o professor valorize a colocagao dos estudantes e aguge a curiosidade

da turma “perguntando como comprovariamos que 1-[MN]| = [MN]?".

3.3 Nuimeros Naturais

A medida que a humanidade civilizava-se, ela desenvolveu um modelo abstrado

de contagem (um, dois, trés, - - - ), simbolos estes que chamamos de Numeros Naturais.

A defini¢ao precisa e concisa dos Naturais foi feita por Giuseppe Peano, no
século XX. Esta defini¢ao basea-se em trés elementos primitivos - Numero Natural, sucessor

e zero - correlacionados pelos seguintes axiomas:

e Todo Numero Natural tem um tinico sucessor;
o Numeros Naturais diferentes tem sucessores diferentes;

o Existe um tinico Nimero Natural, chamado zero e representado pelo simbolo 0, que

nao é sucessor de nenhum outro nimero;

e Seja X um conjunto de Numeros Naturais (isto é, X < N). Se 0 € X e se, além disso,

o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.
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A escolha de considerar o zero como um Numero Natural baseia-se na afirmacao
de Lima et al. (2006):

Nao se deve dar muita importancia & eterna questdo de saber se 0 (zero)
deve ou nao ser incluido entre os nimeros naturais. Praticamente todos os
livros de Matematica usados nas escolas brasileiras consideram 0 como o
primeiro niimero natural (consequentemente 1 é o segundo, 2 é o terceiro,
etc.) [...] Trata-se, evidentemente, de uma questao de preferéncia (LIMA
et al., 2006, p. 36).

Assim, preferimos considerar 0 € N e fazer aqui a discussao sobre o fato de que

um ponto divide uma reta em exatamente dois subconjuntos (Corolario 2.1).

Nos axiomas de Peano, encontramos a nogao intutitiva de sucessor. Dizemos
que m ¢é sucessor de n quando m vem logo apds n, nao havendo outros Numeros Naturais

entre eles.

A operacgao tomar o sucessor pode ser entendida como s : N — N e, entao,
denotaremos o sucessor de n por s(n). Pelo segundo axioma de Peano, temos que esta

funcao é injetiva. E, ainda por definicao, teremos:

5(0) =: 1(a unidade)

s(n)=n+1

Assim, como pelo Teorema 2.2, ao fixarmos o ponto 0 e a unidade 1, estaremos
escolhendo uma orientacgao privilegiada, que chamaremos de sentido positivo. Ao ponto O
da origem associaremos o simbolo 0, ao ponto U tal que W é a unidade associaremos o
simbolo da unidade, 1. Ao ponto D € [OU) tal que [OD] = [OU] + [OU] associaremos o

simbolo 2, a quem chamaremos dois - o sucessor de 1 e assim por diante.

Para facilitar a escrita chamaremos 1 de abcissa do ponto U. Quando quisermos
referir ao tamanho do segmento [OU] denotaremos [OU] = |1|. E importante que o
professor construa essa reflexao sobre a relacao existente entre o simbolo e como foi
construido o que ele representa, assim como qual a relagdo entre este simbolo x e o

tamanho do segmento [OX]. Repetindo este processo, teremos a ‘reta’ dos Naturais:

Figura 26 - N

Fonte: A autora (2018).

Ou seja, construimos os pontos associados aos Numeros Naturais fazendo uma

soma finita da unidade, obtendo, assim,

s(0):=1
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s(1):=141:=2

s(2):=2+4+1:=3

Desta maneira, definimos:

N = {m | m = [OM]sendo M um ponto da reta dos Naturais}

Ou seja, todo elemento de N estéd associado a um ponto que foi obtido por meio
da soma finita da unidade [OU] realizada no sentido positivo eleito. Com isso, podemos
entender a soma dos Naturais m e n como a soma dos segmentos [OM] e [ON], em que

m e n sao as abcissas dos pontos M e N.

Proposicao 3.1. A soma € bem definida em N.

Demonstragio. Sejam m,n € N abcissas dos pontos M e N pertecentes a semi-reta [OU).
Entéao, por defini¢do, m + n é a abcissa do ponto P tal que [OP] = [OM] + [ON], onde
O — M — P com [MP] = [ON]. Desta forma, concluimos que a soma entre naturais é
bem definida.

Além disso, como m € N entao

m=1+1+1---+1
mpa‘lgelas

n=14+14+---+1.
M_\/_/
nparcelas
Entao,
[OM]+[ON]=1+1+---+1.
—_
m+n parcelas
Assim, m + n é obtido por meio de uma soma finita da unidade e, portanto, m + n € N.

Devido a este fato dizemos que os Naturais sao fechados para soma. O

Também do produto de segmentos advém o produto dos Naturais, ou seja m -n
é a abcissa do ponto P, tal que [OP'] = [NP], onde [NP] = [OM]-[ON] sendo m e n

associados aos pontos M e N.

Proposicao 3.2. Se me N entaom -1 =m.

Demonstracio. Ao seguirmos os passos descritos na definicdo para construirmos m - 1
terfamos U = N e, portanto, M = P e [NP] = [UM]. Logo, concluimos que m-1 =m. [
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Figura 27 - m-1=m

Fonte: A autora (2018).

Proposicao 3.3. Sejame N, m-0=0.

Demonstrag¢do. Para construirmos m -0, construiriamos o tridngulo OUM com [UM] = m.
Em [OU) marcariamos o ponto N = 0, logo N = O. Por O tomariamos a reta perpencicular
a [OU) e marcariamos P a intersegao entre estas retas, assim obteriamos P = O. E, entao,

por defini¢do, teriamos |m - 0| = [OO], ou seja, m -0 = 0. O

Proposicao 3.4. Se m e n sao elementos de N, entao m -n € N.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, ja sabemos que se n = 1, entdo m - n € N. Se
m = 2, entdo m ¢é a abcissa do ponto D tal que D € [OU) com [OD] = [OU] + [OU].
Na construgao do produto m - n, [MU]| = [OD]. Portanto, existe M; € [MU] tal que
[UM,] = [M;M] = [OU].

Figura 28 ~2-n=n+n

[} 1 u

Fonte: A autora (2018).

Tome a semi-reta [OM;) e seja N1 = [OM;) n [NP]. Notemos que OUM; e
ON Nj sao retangulos com o angulo em comum no vértice O. Logo, por AA, sdo semelhantes.
E, uma vez que OU M, ¢é is6sceles (pois [OU] = [UM,]), entdo ON N; também é isésceles.

Portanto, [ON] = [NNy] e [NN{] = |n].

Além disso,

OM,U = ON;N = OM; M = ON, P.
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E, como por AA, os triangulos OM; M e ON; P sao semelhantes,

[MiM] — h
[N\P] R’
onde h e h' sdo as alturas dos tridngulos OM; M e ON, P, respectivamente. Ou seja,
1 1 —_—
= — < [N P] = |n|.
[MP] 0

Portanto, se m = 1 + 1, entao m - n = n + n, pois

m-n = [NP]=[NN;]+ [N, P].

Por indugao, suponha que se m = I+1+---+1entao

kparcelas

m-n=n+n+---+n.
o -7
Y
kparcelas

Figura29 -m-n=n+n+---+n

Fonte: A autora (2018).

Sejam =1+ 1+ ---+ 1. Assim, podemos marcar os pontos M; € [UM] tais
;_\f_/

k+1parcelas

que [OU] = [M;Mi+ 1] para 0 < i < k, onde My = U e My, = M. Por hipétese de
induc¢ao, OMy_1 M, semelhante a ONj_1 N, entao Oﬂk\]\/l = O/]—V\,CP Assim, OMM e
ON} P sao semelhantes pelo caso AA. Logo,
1 [MM] 1 1
s — =
In|  [NyP] In|  [NyP]

< |n| = [N,P].
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Portanto, se m =1+ 14 ---+ 1 entao |m|-|n| = [NP] =b+4+0b+---b e, pela proposigao
—_— —

k+1parcelas k+1parcelas
anterior, é natural. Assim, concluimos que o produto de dois Naturais é, ainda um

Natural. O

Nesta demonstracao, percebemos que a no¢ao de multiplicacdo entre Naturais
como uma soma finita de parcelas iguais pode ser observada como consequéncia do fato de
m € N na definicdo de produto entre classes de equivaléncia, como tratado no capitulo

anterior.

Apos realizar algumas construgoes do produto de Niumeros Naturais conhecidos
(tais como 2 - 3, por exemplo) desconsiderando as graduagoes da régua, alguns estudantes
tiveram a curiosidade de verificar se este processo realmente estava condizente. Eles, entao,
mediram a unidade adotada e mediram os segmentos obtidos como resposta verificando
que, de fato, esta construcao ‘funciona’. Na adicdo de segmentos com medida Natural,
os estudantes nao apresentaram esta mesma desconfiancga, talvez porque a soma como

concatenacao de segmentos seja mais intuitiva do que a construcao do produto.

Definicao 3.5. Dados a,b € N dizemos que a é menor que b, a <b se O — A — B, onde

A=aeB=b, ouseja, [OA] = |al|, [OB] = |b] e A, Be [OU).

Figura 30 —a < b

Fonte: A autora (2018).

Desta defini¢cao decorre que se a < b, entdo [OB] = [OA] + [AB]. Assim, se
lc| = [AB], c€ N, pois [AB] é, também, uma soma finita de [OU]. Portanto, tem-se que

a < b= existe ce Ntal que b=a+c.

Proposicao 3.5. Dados a,b e ¢ Naturais. A relacio < tem as sequintes propriedades:

1. Transitividade: se a < b e b < ¢ entdo a < c¢;
2. Tricotomia: vale apenas uma das alternativas: ou a =b ou a <b ou a > b;

3. Monotonicidade: sea < b entdoa+c<b+cea-c<b-c.

Demonstracao. 1. Sea < bentao O — A— B. Ese b < centdao O — B — C. Logo,
O — A — (C e, portanto, a < c.

2. Dados os pontos A, B € [OU), com [OA] = |a| e [OB] = |b|, temos como opgoes:
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a) A=B=|0A]=|0OB]=a
b) O—A—B= [OA] <[OB]=a<b.
¢) O—B—-A=[OB] <[OA]=b<a.

=b.

Figura 3l —~a<b=a+c<b+c

L & @ ® ®

0 il a4 b h+pe

Fonte: A autora (2018).

De acordo com a definicdo do produto de segmentos, sejam as construgoes de a - ¢ e

b - ¢ conforme a figura:

Figura32 ~a<b=a-c<b-c

Fonte: A autora (2018).

Como os tridangulos OU A e OU B sao retangulos com cateto [OU]| em comum. Como,
por hipdtese, a > b, entdo como o maior angulo enxerga o maior lado e vice-versa,

tem-se a < (3. E, portanto, a-c < b-c.

[]

Considerando N como o conjunto universo, dados os Naturais a e b, qual seria

a construcao de a — b? E isto ¢ possivel sempre?

Recordemos do capitulo anterior, como a diferenca a — b é construida: Seja
A = at com A € [0OX), tomamos B tal que O — A — B com [AB] = |b|. Tome B’ a
antipoda de B com relacdo a A. O segmento [OB'] representa a diferenca a — b. No caso

dos Naturais, temos:
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Figura 33 —a —b
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Fonte: A autora (2018).

Ao considerarmos a diferenca a — b, a tricotomia da ordem fornece trés possibi-
lidades:

3. Se a>bentdo a — b= B, com B' € [OU).
e Sea=0b, Bs=0,logo,a—0b=0.
e Se a < b, aantipoda de B com relagdo a A é tal que B4 — O — A. Logo, se Bj = b,

bé N.

Para que a subtracao também seja comutativa é necessario que os pontos
P ¢ |OU) sejam definidos e que as operagoes de soma e produto sejam estendidas para
estes casos. Comecgaremos, entao, tomando as antipodas de todos os pontos P de abcissas

Naturais, dando origem a um novo conjunto.

3.4 Ndmeros Inteiros

Defini¢ao 3.6. O ponto Q (ou o simbolo a ele associado) tal que Q@ — O — P com
|OP] = [0OQ)] é chamado simétrico do ponto P (ou do simbolo a ele associado), ou seja, o

simétrico de P é ~ P, a antipoda com rela¢ao ao ponto O.

Tomando os simétricos dos pontos da reta dos Naturais com relagao ao ponto

O, construiremos os pontos cujos simbolos formarao o Conjunto dos Numeros Inteiros (Z).

Figura 34 - Z

Oy 5 g el @ T D U Q u D T «Q « K S o

Fonte: A autora (2018).
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Novamente, recordemos a definicao das classes de equivaléncia de segmentos,

de onde definimos a soma e o produto de segmentos:

la] = [AB] = {[A'B||[A'B'] = [AB]}.

Assim, o simbolo |a| serve para denotar o tamanho do segmento [AB]. Quando os pontos

estiverem na reta fixada (OU), representaremos o ponto A tal que A € [OU) com [OA] =

la|, por a, como fizemos na se¢ao anterior, criando os simbolos que chamamos Naturais.

Agora, com a definicao dos simétricos dos pontos obtidos na reta dos Naturais,

associaremos ao ponto A € (OU) tal que A ¢ [OU) com [OA] = a o simbolo —a.

Defini¢ao 3.7. Diremos que A = a se A € (OU) tal que |[OA] = |a|. Assim, definimos
A= —a.

Cada um dos simbolos associados aos pontos A e ~ A de acordo com estes

critérios é chamado abcissa dos pontos A e ~A.

Notemos que associar o simbolo 2 ao ponto D, por exemplo, é uma notagao mais
eficiente, pois informa que D € [OU) tal que [OD] = |2|, ou seja, [OD] = [OU] + [OU].
Assim, a antipoda de D, o ponto ~ D, esté associado ao simbolo —2. Vale ressaltar que a
distdncia de D e ~D ao ponto O é a mesma, por isso [OD] = [O~D] = |2].

Para construirmos a subtracio a + (—b) = a — b, faremos:

1. Seja A e [OU) tal que [OA] = |af;

2. Tome B € [OU) tal que O — A — B com [AB] = |b|;

3. Construa, com o auxilio do compasso, o ponto ~ B4, a antipoda de B com relacao

ao ponto A. Ou seja ~ By ¢é tal que [T BsA] = [AB].

4. ° B A= b—a.
Desta construcao decorrem dois fatos interessantes:

1. —(—a) =a
O simétrico de “A é o ponto ~(TA) tal que “A — O— ~(TA) tal que [O”A4] =
[O7(TA)]. Mas como o ponto O divide a reta em exatamente dois subconjuntos e,
considerando o axioma (IV.1) e a definicao de A, temos que (" A) = A, ou seja,
—(—a) = a.
Deste fato decorre a conhecida regra “menos com menos da mais”. E, para que toda

a teoria seja condizente influenciara na definicdo do produto envolvendo —a.
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Figura 35 —a+ (=b) =a—0b
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Fonte: A autora (2018).

Figura 36 — —(—a) = a

Fonte: A autora (2018).

2. a+(—a)=0:

De acordo com a definigdo, seja A = a tal que [OA] = |a| e A" € [OU) tal que

O—A— A com [AA] = [OA]. Entdo a + (—a) =~ A}.

Mas ~A’, é tal que “A"y, — A — A" com [TA,A] =[AA']. As mesmas condigdes sao

verificadas pelo ponto O. Logo, pela unicidade do axioma (IV.1), temos ~A’y = O.

Logo, ~ A’y = 0 e, portanto, a + (—a) = 0.
Definimos também que:
—a+b=b—a

—a—b=—(a+0).

Do produto entre Naturais, ja sabemos se A, B,C' € [OU) com A =a, B=be

C = ¢, tem-se:
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4. (a+b)-c=a-c+b-c

Para os pontos X ¢ [OU) tal que X = —z, definimos:

Assim, para construirmos o produto a - (—x), construiremos a - z, com o auxilio
da abertura do compasso, encontraremos o ponto Y € [OU) com Y = a - x e, por fim,

teremos que Y = a - (—x).

Fonte: A autora (2018).

Proposigao 3.6. a- (—1) = —a.
Demonstracao. Por definicao,
a-(=1)=—(a-1) = —a,
pois ja provamos que a - 1 = a. ]

Ou seja, ao multiplicarmos a por —1 obtemos o simétrico de a. Logo, temos o

resultado seguinte:
Corolério 3.1. (—a) - (—1) = a.

Proposigao 3.7. (—a)-(-=b) =a-b

Demonstra¢io. Como —a = (—1) - a, entao
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Pela proposicao 3.4, o produto entre naturais é ainda um natural. Logo, temos
que o produto de inteiros ainda é um inteiro, visto os resultados e defini¢bes anteriores.
Ou seja, fazendo as operagoes de soma e multiplicacao envolvendo inteiros, ainda obtemos
como resultado um ponto P € (OU) tal que [OP] é congruente a uma soma finita do
segmento [OU].

Proposicao 3.8. O conjunto Z ¢ fechado para as operacoes de soma e produto, ou seja,

se a e b sao elementos de Z entdo a +beZ ea-beZ.

Para definicado de ordem entre os elementos de Z, recordemos que a notagao
A — B — C significa que o ponto B esta interposto aos pontos A e C, podendo ocorrer em
qualquer ordem, ou seja, A — B — C' é o mesmo que C'— B — A. Por este motivo, a relagao
de ordem como definida para os naturais nao serve aos inteiros. Faremos, entdao, uma
re-leitura desta definicdo de modo que esta seja valida para todos os Inteiros (e, portanto,
aos Naturais também). Veremos adiante que esta defini¢ao servird para todos os pontos

associados aos Reais.

Revisando a defini¢do de ordem entre pontos na reta (2.6) e considerando a

associacao entre simbolos e pontos criada, temos a defini¢ao:

Definigao 3.8. Se A =a e¢ B = b, diremos que b > a se:

e O€|BA), caso B € [OU);
e O€|AB), caso contrdrio.

Exemplo 3.1. Afirmamos que 2 > —4 pois, chamando B = 2 e A = —4, temos que
Be[OU) e O€[BA).

Figura 38 — 2 > —4

L ]
®
o
®
L ]
o
L]
L ]
ro-@—
L ]
o
®
L ]
®

Fonte: A autora (2018).

Exemplo 3.2. Se B = -3 ¢ A = =8, como B ¢ [OU) e verificamos que O € [AB),

concluimos que —3 > —8.

A escolha de apresentar a reta dos Inteiros e dos Naturais como nao continua
justifica-se pelo fato de que a construcao dos conjuntos numeéricos sera feita marcando

ponto a ponto, de acordo com as suas propriedades.
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Figura 39 — -3 > —8
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Fonte: A autora (2018).

Com a construcao da reta dos Inteiros, sugerimos que o professor faca a discussao
da densidade dos Inteiros. Ou seja, dados dois Inteiros a e b é sempre possivel encontrar ¢

Inteiro tal que a < ¢ < b?

Falta-nos investigar se dado a € Z é possivel construir |b| = [AB] tal que
a-b=1

3.5 Divisao entre segmentos

Inicialmente, vamos construir a operagao inversa do produto, a qual chamaremos

o a ) a
divisao e representaremos por —. Ou seja, queremos encontrar x = — tal que b-x = a.

b b

Construgao 6. 1. Fizada a semi-reta |OU), marque o ponto B = b;

2. Construa uma reta auxiliar r tal que r n (OU) = {O}. Em r escolha um sentido

positivo e tome A € r tal que [OA] = |a].

Se a reta r for perpendicular a (OU), a construgao fica facilitada.
3. Tome a reta (AB).

4. Por U sejat a reta paralela a (AB) - os estudantes podem utilizar o transferidor
e o Teorema dos Angulos Alternos Internos (Teo. 2.4) para fazer esta construcio
ou entao fazer a construcao com régua e compasso como abordado no inicio deste

capitulo.

5. Seja C' a intersecdo entre as retast e r.
— a
Definicao: [OC] := |E|

Se, com o compasso, encontrarmos C' tal que C' € [OU) com [OC'] = [OC],

a
!
teremos C' = —.

b

Alguns questionamentos comuns quanto a divisdo podem, agora, ser respondidos

por meio desta construcao. Sao eles:

Proposicao 3.9. Nao é possivel dividir por zero.
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Figura 40 — %
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b

Fonte: A autora (2018).

a

b

Figura 41 —
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Fonte: A autora (2018).

. . a ; -
Demonstragao. Se fossemos construir 0’ terfamos na reta auxiliar r, [OA] = a. Na reta

(OU) teriamos que encontrar B tal que [OB] = 0, logo B = O.

Ao tragarmos (AB), terfamos (AB) = r. Por U a reta t || (AB) é também

paralela a r e, por isso, t N r = . Assim, ndo é possivel determinar C' para que
a

Proposicao 3.10. 0 = 0.
a

Demonstragio. Na reta auxiliar r marcamos apenas O, ja que [OO] = 0.

Em [OU) seja A = a. Por U tragamos a reta t tal que ¢ || (OA). Pela definigao

de retas paralelas (definigdo 2.7), temos que, neste caso, t = (OU). Assim, a interse¢ao C
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Figura 42 — Impossibilidade de construir %

/)_13 1

Fonte: A autora (2018).

Figura 43 — v
a

Fonte: A autora (2018).

entre t e r é o proprio ponto O. Logo,

%) =[0c] = [00] = 0.

0
Portanto, — = O. O
a

Proposicao 3.11. ¢ 1.
a

a
Demonstracio. Na construcao de —, obtemos a figura:
a

Por construgao, temos que [OA'] = [OA]. Logo, o tridngulo A’OA é isésceles
e, portanto, OAA = OA'A, Porém, como construgao, (AA") || (UB), entéo

OBU = OA’A = A7/A0 = OUB.
Dessa forma, também o tridngulo OBU é is6sceles, ou seja, [OB]| = [OU], logo, [OB] = [1].

Portanto,
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Proposicao 3.12. % =a.

Demonstracio. Seguindo os passos para a construcao de

B =U e, portanto, t = (AB). Logo, (AB)

Figura 44 — g
a

Fonte: A autora (2018).

b

Figura 45 — % =a

1

B a

Fonte: A autora (2018).

Mas, como construiremos a divisao envolvendo A = —a?

. a
Nnr=Ae, porisso, A=CeC' = - =a.

1

a
—, tomando b = 1, teremos

a
Recordemos que a operacao 5 foi defenida de modo a encontrar x tal que

b-x = a. Entao, a ‘regra de sinais’ da divisao deve estar alinhada com a defini¢ao de sinais

utilizada no produto:

Sejam A =a, B=0be X = z. Assim,

e Se Be [OU) e A€ [OU), entao, necessariamente X € [OU);

e Se B¢ |[OU) e Ae|OU), entao, tendo em vista que (—m) - (—n) = m - n, devemos

ter X ¢ [OU).
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e Se B¢ |OU)e A¢ |[OU), como (—m)-n=—(m-n), X € [OU).

« Se Be[OU)e A¢[OU), ja que (—m)-n = —(m-n), entdo X ¢ [OU).

. T . a
Assim como fizemos na multiplicagdo, ao construir 7 encontramos [OC] € r e

a
marcamos C' = 7 € (OU) considerando a observagao anterior.
Definicao 3.9. Dado a definimos o inverso multiplicativo de a como sendo x tal que

a-xr=1.

. a . .. . ,
De acordo com a defini¢ao de x = 7 o inverso multiplicativo de a é — e, para
a

construi-lo, basta construir a divisdo de 1 por a. Mas serd que se a € Z, — € Z?
a

Exemplo 3.3. Construa o inverso multiplicativo de 2 € 7.

1
Figura 46 — Construgao de 5

Fonte: A autora (2018).

1 < ) -
Percebemos que 0 < 3 < 1, entao concluimos que este ponto nao correponde

_ 1
a nenhum dos pontos da reta dos Inteiros, ou seja, 5 ¢ 7. Mas sera que este é um caso

particular ou sempre ocorre?

Recordemos que 0 - a = 0 para qualquer a € Z (Proposi¢ao 3.3). Assim, nao é

possivel encontrar x € Z tal que 0 -z = 1. Disto resulta que 0 ndo admite inverso.

1
Corolario 3.2. 1= 1, ou seja, o inverso multiplicativo de 1 € 1.

Demonstrag¢io. Tomando a = 1, a Proposigao (3.12) nos garante que 1~ 1.

1
Proposicao 3.13. Sea€Z com a # 1 entao — ¢ 7Z.
a

Demonstragio. Suponha, sem perda de generalidade, que A € [OU) com A # O. Na

construgao de —, seja U’ o ponto da reta auxiliar r tal que [OU’] = |1| e B =r nt, onde
a
t|| (AU") e U € t.
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1
Figura 47 — Construcao de 1

Fonte: A autora (2018).

Seja A = a. Entao, como a € [OU) com a € Z e a # 0, U € [OA]. Pelo
Teorema de Pasch (Teorema 2.1), a semi-reta [UB) intersecta [OU'] ou [AU’']. Mas, ja
que (UB) || (AU"), entdao (UB) n [OU'] = B.

Assim, tem-se como resultado a configuracao O — B — U’. Logo, [OB] < [OU'],

1
ou seja, 0 < — < 1. Como todos os pontos da reta dos Inteiros sdo obtidos pela concatenacao
a

1
nos dois sentidos (em [OU) ou com os pontos P ¢ [OU)), concluimos que — ¢ Z. O
a

Desta maneira, se procuramos um conjunto onde temos todos os simbolos para
os pontos e seus inversos e para todas as divisoes, precisamos ampliar Z, obtendo, entao,

o conjunto dos Numeros Racionais.

3.6 Ndmeros Racionais

Definicao 3.10. Definimos o conjunto dos Racionais como:
p
Q:= {§|p,q € Z com q # 0}.

Ou seja, o conjunto Q € formado por todas as abcissas dos pontos da reta (OU) obtidos

pela divisao de dois niumeros inteiros.

Pela Proposicao (3.12), temos que todos os pontos com abcissas inteiras per-

tencem a reta dos racionais, ou seja, Z < Q.

2
Exemplo 3.4. Qual o ponto P € (OU) tal que P = 3 ?

2 2
Basta construirmos a divisao 3 e teremos que C' = 3

Exemplo 3.5. Vamos encontrar T

3
De acordo com a definicio de divisdo, encontraremos C' = — e tomaremos a

antipoda deste ponto, C'.
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2
Figura 48 — Construcao de 3

=

Fonte: A autora (2018).

-3
Figura 49 — Construcao de e

Fonte: A autora (2018).

Notemos que os pontos em azul, a saber, e R sao pontos que devem ser

A~ w

2
ga
acrescentados a reta dos Inteiros (pontos em preto).
As operagoes de soma, diferenca, produto e divisdo e a relacdo de ordem
continuam sendo vélidas neste novo conjunto tais como ja estao definidas, uma vez que

sdo construidas por meio dos pontos P € (OU).

) 2 3 .
Exemplo 3.6. Uma vez que construimos 3 e 7 construiremos 3 + 1
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. . 2 3
Figura 50 — Construgao de — + 1

° ° . e o o ° ° °

-3 _9 —1 2 1 2 4 2 3 4

3 3"
| 3 |
1

Fonte: A autora (2018).

Sera que o ponto — 4+ — coincide com = para algum p e g Inteiros com g # 07
q
Vejamos:

1 1 1
Exemplo 3.7. Vamos construir — + 3 + 3"

1 1 1
Figura 51 — Construcgao de 3 + 3 + 3

Fonte: A autora (2018).

Como B = 3, entio [OB] = [OU] + [UD] + [DB] com [OU] = [UD] =

[DB] = |1]. Por D seja t' a reta paralela a (AB). Seja D' =t n (OA). Pelo Teorema de
Tales (Teorema 2.9), temos [U'D'|

|OD'] = |§| e |[D'A] = |;| Ou seja,

1 1 1
=2+
3

w

a

Sabemos que para qualquer a € Z, com a # 0, — = 1 (Proposi¢io 3.11). Assim, podemos
a

reescrever a igualdade acima como:

Sugerimos que o professor saliente a contradi¢ao presente em somar os nu-
meradores com numeradores e denominadores com denominadores ao efetuar a soma de
fragoes.
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Explorando o fato de que a € Z significa que a é uma soma (ou subtragao)

sucessivas de 1, concluimos que se a # 0,

1 1 1

L

a a a

apa:"(celas
Além disso,

1 1 1 m
St =me s =
a a a, a a

m parcelas

Com isso, temos que dividir por a é o mesmo que multiplicar pelo inverso de a.

Mas e quando a soma, for % + % com b # d?

- N . , a ~ .
Falaremos, entao, de fracoes equivalentes, simbolos 7 mas que estao associados
ao mesmo ponto na reta (OU). Para tanto, sugerimos que o professor proponha a construgao

de varios grupos de fragoes equivalentes para que os estudantes percebam o padrao existente.

a

Na construcao de 7 tragamos a reta (AB) e sua paralela, ¢, passando pelo
ponto U. Marcamos o ponto de intersecao, C', entre t e a reta auxiliar . Assim, temos uma
familia de retas paralelas a (UC), onde cada uma delas determina os pontos A" € (OC) e

B’ € (OU). E, entdo, pela construgao da divisdao, representam

9] _jocr.
OB’

—
[S—]

Encontrando A” € (OU) com [OA'] = [OA"] teremos o' = A" e B' = V.
/
Chamaremos todas as divisoes % de fragoes equivalentes a %.

/

Definicao 3.11. % e % sdo chamadas fragdes equivalentes se:
a a
b b

a 1 1
Exemplo 3.8. Desta maneira, ao encontrar 773 + 3’ tentaremos encontrar fragoes

equivalentes a 3 €73 cujos denominadores sejam iguais, uma vez que pela observacao

anterior esta mudanga na simbologia ndao altera o tamanho do segmento a ele relacionado.
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Figura 52 — Fracgoes equivalentes
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Fonte: A autora (2018).

a c
Para o caso geral 3 + p temos que como a, b, c e d sdao Inteiros e Z é fechado

- o _a-d, . . a c- : .
para a adicao e multiplicacao, entao —— é equivalente a fracao 7 e 1D equivalente a 7
E, portanto,

c a-d+c-b
d  b-d

_l’_

Sl

Sugerimos que esta conclusdo somente seja feita apés construidos varios exem-

plos numéricos.

A construcao geométrica da adicao, subtracao, multiplicacao e divisao conti-
nuam sendo a mesma para os Racionais, visto que cada racional estd associado a um ponto
da reta (OU) e, portanto, a um segmento. Para a manipulagao dos simbolos numéricos na

multiplicacdo, sugerimos as atividades presentes no artigo de Silva e Almouloud (2008). Na

divisao, sugerimos que seja ressaltado que dividir ¢ o mesmo que multiplicar pelo inverso.

Proposicao 3.14. (Densidade dos Racionais) Se a e b sao Racionais tais que a < b, entdo

existe r € Q tal que a < r < b.

Seja A =ae B =b. Como a < b, temos os seguintes casos:

« Se A¢ [OU) e Be[OU):

0
Desta maneira, temos A — O — B. Logo, r =0 = O, pois 0 = z para qualquer k € Z
com k # 0.
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« Se A,Be|OU):

h—
Seja d = Ta‘ Como Q é fechado para a subtracdo e divisao, d € Q. Além disso,

d < b—a. Considere X = {x € N|z-r > a} e seja k 0o menor elemento de X. Afirmamos

que se [OC| =k -d, entdao A — C — B.

De fato, se A— B — C, entao terfamos kd > b e como (k — 1) - d < a, terfamos
k-d—(k—1)-dz2b—a<d=b-—a,

resultando numa contradicao. Portanto, r = C.

Geometricamente, encontramos D; tal que [OD;] = |%a| Se A — Dy — B, temos
que Dy = r; se nao, encontramos Dy tal que [ODs| = [OD1]+[OD;]. Se A— Dy — B,
Dy = r; se ndo encontramos D3 tal que [ODs]| = [ODsy] + [OD,]. Se A — D3 — B,
D3 = r; se nao encontramos D, tal que [OD4] = [ODs] + [OD;] e assim até

encontrarmos um ponto D,, préximo ou igual ao ponto A e, por fim, fazemos
|OD,,11] = [OD,] + [OD,], portanto D, 1 = r.

Figura 53 —a <r < b

Fonte: A autora (2018).

Se A, B ¢ [OU):

Encontramos ~A e B e, pelo item anterior, encontramos D,.;. O ponto

procurado neste caso é ~ D, 1.

Uma vez que Q é fechado para soma, subtracao, multiplicacao e divisao, é
natural nos perguntarmos qual o formato da reta dos racionais? E uma reta completamente

continua ou existem ‘buracos’? E se eles existem, quantos sao?

3.7 Segmentos comensuraveis e incomensuraveis

Para a construcao das operacoes deste texto, precisamos antes fixar a unidade

|OU]| = |1], chamando-o de segmento unitério. Ao concatenar (somar) n segmentos [OU |
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tinhamos B com [OB] = |n|. Como vimos, pode ocorrer que o segmento unitario nao

caiba um nimero exato de vezes em [OB]. E, entdo B nao terd como abcissa um Nimero

Inteiro. Mas, caso

[OU] =[OM] + [OM] + -+ [OM]

. /
~~

n parcelas

[OB] = [OM] + [OM] + ---+ [OM],

“ S

~
m parcelas

onde n e m sao Naturais, [OM] é uma medida comum aos segmentos [OU] e

[OB]. Assim, de acordo com as observagoes feitas quanto & soma de fragoes,

—_— 1
OM]| = |-
O] =|- |
¢ —_— 1 1 1
[OB] = |— 4+ — + -+~ = |2|.
J’L n ’I'E n
mpa‘;elas

Neste caso, dizemos que [OB] e [OU] sao segmentos comensurdveis. Na impos-
sibilidade de realizar esta construcao, dizemos que [OB] e [OU] sao segmentos incomen-

surduveis.

Com esta definicao, podemos reescrever a definicdo do conjunto Q como:

Q={P =p|[OP] e [OU] sao comensuraveis}.

Consideremos, entao a seguinte construcao:

Construcao 7. Construcdo do triangulo retangulo equilatero de lado 1.

1. Pelo ponto U seja |[BU| L (OU) tal que [BU] = |1].

2. Seja B' € |OU) tal que [OB'] = [OB].

Serd que B’ tem abcissa em Q7

De acordo com o Teorema de Pitagoras,

([0B])* = ([oU])* + ([UB))?
([OB])*=1+1
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Figura 54 — Diagonal de um triangulo retangulo com catetos 1

B

@] 1

([oB])? =2
Supondo que B € Q, entdao [OB] = m, entao
n
2
m m
OB])?*= —  — = —.
oByr ="
Ou seja,
2
m—2=2<:)m2=2-n2.
n

Sendo esta tltima igualdade uma contradicdo, pois se decompusermos m? em
fatores primos, o fator 2 aparece um niimero par de vezes, enquanto que em 2 - n? aparece

um ndmero impar de vezes.

Desta forma, temos que [OB’'] e [OU] sao incomensurdveis, ou seja, B = V' ¢ Q.
Portanto, o conjunto @Q nao dispoe de todos os simbolos para cobrir os pontos da reta

(OU). Mas, serd que B’ é o tinico ponto que podemos construir tal que b’ ¢ Q7

Dado z tal que z - x = p denotaremos = = /p.

Proposicao 3.15. Se pe N ¢ primo entao /p ¢ Q.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que 4/p € Q, entao existem m, n Inteiros, tais que
m
V=

Dada a definicao de fragdes equivalentes, podemos supor, sem perda de generalidade, que

m e n sao primos entre si, ou seja, — ¢é irredutivel. Assim,
n

2

m
p:—2®p-n2:m2.
n
Entdo, m? é multiplo de p. Logo, m é miltiplo de p, pois se a = f1- fo--- - fn € a fatoracao
prima de a, entdo a*> = a-a = fZ- f3----- f2. Portanto, m = k - p, com k € Z. Dessa

2

maneira, se p - n? = m?, entdo

2

p-nf=(k-plepn=k-pPen’=kF )
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Portanto, n? é mltiplo de p e, entdo, n também é miltiplo de p, o que é uma contradicdo,

pois supomos que m e n nao tinham fatores em comum.

Com isso, concluimos que /p ¢ Q para qualquer p € N primo. n

Contudo, serd que as raizes y/p podem ser construidas?

3.8 Espiral pitagérica

Construiremos outras raizes quadradas a partir do triangulo retangulo de

catetos unitarios da seguinte maneira:

Construcao 8. Espiral pitagérica

e Considere a reta (OU) seja OUBy tal que [UB,] = [OU] e [UB;] L [OU]. Tome
[OB1]. Pelo Teorema de Pitdgoras, temos [OB1] = |v2|. Com o uso do compasso,
encontramos B € [OU) tal que [B1B}] e, portanto, teremos B} = v/2.

e Tome By tal que [B1B2] L [OBy] e |[BBy] = |OU], tome |OBs]. Pelo Teorema de
Pitdgoras, [OBy] = |V3|. Seja By € [OU) tal que B = /3.

e Seja Bj tal que [BsBs] L [OBsy] com [BsBs] = [OU]. Tome [OBs]. Pelo Teorema
de Pitdgoras, [OBs] = 4. Seja B} € [OU) tal que By = \/4. Perceberemos que B}
coincide com o ponto D € [OU) tal que [OD] = 2, ou seja, V4 = 2.

e Podemos repetir este processo e obtermos os pontos By, tais que [OB,] = |[vn + 1] e,
com isso, determinar os pontos Bj, € [OU) tais que B, = v/n+ 1, com n € N.

Feita esta construgao é possivel discutir alguns pontos:

a
e Determinar a ordem entre 4/p e outros pontos 7 com b # 0 ja conhecidos.
 Construir as operacoes de soma, subtracao, multiplicagao e divisao envolvendo 4/p.

o Pela distribui¢do dos pontos Bis na reta (OU) discutir o crescimento da fungao raiz

quadrada.

« Discutir a aproximacao Racional das raizes nao Racionais.

Esta discussao pode ser enriquecida se a espiral pitagérica for construida no
GeoGebra. Desta forma, os estudantes poderiam responder, por exemplo, via experimen-
tagao, se em algum momento o segmento os pontos O, B; e B; estarao alinhados e a
resposta negativa a esta questao poderia remeter novamente ao significado de segmentos

incomensuraveis.
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Figura 55 — Espiral pitagoérica

Fonte: A autora (2018).

Desta forma, segue o passo-a-passo da construcao da espiral pitagérica no
GeoGebra:
Construcao 9. Espiral Pitagérica no GeoGebra'

Para tornar a construcao menos trabalhosa, sugerimos o uso dos eixos car-
tesianos. Contudo esta nao é uma condicdo obrigatoria. Caso os estudantes ainda ndao

tenham tido contato com este assunto, a construcao pode ser realizada utilizando o modo

Geometria.

e Considere o eizo x como a reta (OU) e marque os pontos O = (0,0), U = (1,0) e
Bl = (1, 1),

e Trace os segmentos [OU], [UBy] e [OB];

e Com a ferramenta ‘Circulo dados centro e raio’, construa o circulo, C, de centro By

e rato unitdrio;

e Trace a reta, t, perpendicular a (OBy), contendo By,

! Para maiores dividas, recomendamos o tutorial disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=
YOrfFDJE SI>.


https://www.youtube.com/watch?v=Y9rfFDJE_SI
https://www.youtube.com/watch?v=Y9rfFDJE_SI
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Usando a intersecio entre dois objetos marque os pontos By e C' de intersecdao entre
Cet;

e Trace os segmentos [OBsy] e [ByB1];

e Em ‘Ferramentas’, clique em ‘Criar uma nova ferramenta’ Na op¢ao objetos fi-
nais, selecione: Ponto By, segmento |B1Bs| e segmento [OBsy]. Em objetos iniciais,

selecione: Ponto O, ponto U e ponto Bj.
o Coloque um nome para ferramenta e clique em concluir.

e Para encontrar os demais pontos B; 1, basta utilizar a ferramenta criada, selecio-

nando, nesta ordem, os pontos O, B;_1 e B;.

e Para determinar os pontos B, |, marque a intercessao entre o circulo de centro O e

raio [OB;11] € o eizo positivo x.

Figura 56 — Construgao da espiral pitagérica utilizando o GeoGebra

Fonte: A autora (2018).

Sugerimos que seja feita uma revisao das operagoes envolvendo radicais, relaci-

onando a construcao geométrica.
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3.9 Ndmeros Irracionais: muito além das raizes inexatas

Como vimos na Proposicdo 3.15, \/p ¢ Q, todos os pontos B; € (OU) associados
a estas construgoes sao pontos ausentes na reta dos Racionais, ou seja, apesar dos Racionais
serem densos (Proposigao 3.14), eles nao sao suficientes para cobrir toda a reta (OU).
Assim, precisamos, novamente, ampliar o nosso conjunto de simbolos numéricos para que
sejam suficientes a correspondéncia biunivoca entre este conjunto e os pontos de uma reta

continua.

Uma vez que os ‘buracos’ da reta dos Racionais tiveram origem nos segmentos
|OP] incomensuraveis com a unidade escolhida [OU] e, sabendo que dado [OA] ou [OA]
e [OU] sao comensuréaveis ou [OA] e [OU] sdo incomensuraveis e que o conjunto Q é
formado pelos simbolos numéricos associados aos pontos @ € (OU) tais que [OQ] e [OU]
sao comensuraveis, definimos um novo conjunto de simbolos numéricos associados aos
pontos P € (OU) tais que [OP] e [OU] sao incomensuraveis. A este conjunto chamaremos

Irracionais e sera representado por I. Naturalmente, I e Q sdo disjuntos, ou seja, Q1 = .

Definicao 3.12. I := {p = P € (OU)|[OP] e [OU] sao incomensurdveis}.

Assim, pelas contrugoes feitas na escala pitagorica e pela definicdo de elemento
simétrico, temos alguns exemplos de Irracionais, sdo eles: v/2; —v/3; V5 — V7;2 - V11 —

6
Ve e

Mas serd que o conjunto I é formado exclusivamente pelas raizes quadradas

Nao racionais?

3.9.1 Expressoes decimais

Definigao 3.13. (LIMA et al., 2006, p. 67) “Uma expressao decimal é um simbolo da
forma

a:ajo,ala2...an...

onde ag ¢ um Numero Inteiro e ay,as, -« ,a,, -+ sao digitos, isto €, Numeros Inteiros
tais que 0 < a,, < 9. Para cada n € N, tem-se um digito a,, chamado n-ésimo digito da

expressao decimal . O Numero Natural ag chama-se a parte inteira de «.”

Exemplo 3.9. a = 21,3281000--- ; 8 = 3,121212--- e 7 = 3,14159265 - - - .

«

No caso de o e 5 sabemos prever como os “-- 7 continuam, diferentemente do
que ocorre com T, que com o auxilio de potentes computadores, sao conhecidas 56 bilhoes

de suas casas decimais sem encontrar um padrao.
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. a . . . )
Recordando que a notagao — com a e b Inteiros e b # 0 simboliza também
. . ~ ~ b . ~ .
a divisao de a por b. Temos, entao, o caminho para encontrar a expressao decimal dos

, a .
numeros da forma b Vejamos alguns exemplos:

1
Exemplo 3.10. -Z=1+4=O,25000---
1—1'5—02000
5 07
1
. ?=1+7=O,14285714285714---
i—1'10—01000
o
i—3;100—003000
w0 7
Tendo em vista que ﬁ = 0,00---a,---, com a, = a, percebemos que a

expressao decimal de a pode ser escrita como a soma de Racionais:

T L. A
G0 0T 102 107

As reticiéncias no final da soma dao a entender que estas parcelas continuam
infinitamente. Porém, quando a; = 0 para todo ¢ > n, temos que « é uma soma finita de

Numeros racionais e, portanto, ¢ Racional.

oz—ao—l—f—i-

10 102+ g

107’

tendo sua expressdo decimal escrita na forma:

Q= Aag,A142 "+ * Qp,.

Quando a; # 0 para todo 7 > n, temos que « é uma soma de infinitos Niimeros

Racionais e, se fizermos

an =0+ 35 g5+ g

estaremos obtendo uma aproximacdo para « e o erro cometido sera:

a
n+1+“.)

(07
O‘_O‘"_(a‘”r10+1T)2Jr ) T (a0+10+102+ +10n+1on+1

Ap+1 i Ap 42
10n+1 10n+2

a—q, =
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) 1
Ou seja, a — a;, < Ton-
. , . ;. ay . s
Assim, a; é o maior digito tal que ay = ag + 0 < «; ap 0 maior digito tal que
a a
= ag + — + — < a e assim por diante, obtendo

10~ 10?

0SS SO S-S

Ou seja, mesmo que a tenha uma expressao decimal infinita, o pode ser
aproximado tanto quanto se queira por Racionais «;. De outra maneira, podemos entender

« como o limite de uma sequéncia de Racionais (as).

No exemplo 3.9, notamos diferentes tipos de expressoes decimais e, entao,
nos questionamos se existe alguma relagao entre os tipos de expressoes decimais com a

classificagdo entre Racionais e Irracionais. Vamos analisar estes casos:
Se a = ag, ayas - - - a,0---0. Entao,

+a1+a2+ an ap-10"+ay - 10"+ .- +a,
a:a :CL,(ICL"'CL :a —_— —_— « .. —_— .
I TR T(E 107 107

a
Como Z é fechado para soma e multiplicagdo, temos que « é da forma 7 com

a e b Inteiros, com b # 0. Logo, a € Q. No exemplo 3.9,

a_21+i+l+ 8 N 1 213281
B 10~ 100 ~ 1000 ~ 10000 10000 °

3.9.2 Dizimas periddicas

Definigao 3.14. (RORIZ, 2014, p. 36) “Dizemos que uma expressio decimal é uma dizima
periodica se existem Naturais k e d tais que a;q = a; para todo i > k. Neste caso, a

expressao decimal € escrita como

"
Q= Gp, @142 * * - AgAk+1 "~ - A+ dA41 " "~ Ak4d " " °

Teorema 3.1. (RORIZ, 2014, p. 36) “Uma expressio decimal pode ser representada por

um Numero Racional se, e somente se, for uma dizima periodica.”

Demonstracdo. Seja
Q= Qp, 102 * * - AgAr+1 " A4 dQ+1 "~ Aktd " "~

Entao,

k
10" - o = aparag + -+ A, Qi1+ Ay d oyt~ Alrd "+

k+d
10777 a0 = aparaz - - - ApGri1 -+ Qkrdy ki1 " * Qe d@ks1 - Qkd "
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Logo,

105 o —10% . o = apa1asg * + * Qplpyl * - Qprd — OG0 * * * A

E, assim, obtemos:

QpA1ag - AkQk+1 * ° ° Akg4d — QoA1A2 * - - Qf
10% - (10d — 1)

a
Como a; € Z para todo i e k,d € Z, entao, resulta que a = 7 com a,be Z eb #0.

Portanto, o é Racional.

. . d m
Reciprocamente, verifiquemos que qualquer ntimero da forma — pode ser
n

representado por uma dizima periddica.

Primeiramente, notemos que na divisao por m os restos possiveis, r, sao tais
que 0 < r < m. Logo, ha apenas m possibilidades de restos na divisao por m. Desta
maneira, podemos encontrar Inteiros k e k + d tais que 10* e 105 deixem o mesmo resto

na divisao por m. Assim, existe h € Z tal que
1054 — 10% = h - m.

Entao,
n n-h n-h

m  m-h  10Fd — 108
Pelo algoritmo da divisao, existem Inteiros a e b tais que

m-h=a-(10"—1) +b,

onde 0 < b < 109 — 1. Podemos, entdo, escrever b da seguinte forma bybs - - - by, sendo b;

digitos. Entao,

m m-n _a-(10d—1)+b_i+ b _
n o 10F. (104 —1)  10%-(10¢—1) — 10* = 10%- (104 —1)
1 b-10"¢ 0,b1by---b

) =107 (a+ ——2—1)

=10 A0y 104

Notemos que o termo

0,012 - - - ba
1—-10-¢
pode ser entendido como a soma dos termos infinitos da progressao geométrica de razao
10~% e primeiro termo 0, bybs - - - by. Assim, concluimos que
k m
10" — =a+0,b1by - - bgbibg - - - bgb1by - - - bg - - -
n

]

A ideia contida na primeira parte da demonstracao deste teorema nos permite
. , . s , ~ . , . a
concluir que toda dizima peridédica é a expressao decimal de um Numero Racional 5 com

b # 0, chamado fracdo geratriz da expansao decimal o e nos fornece um algoritmo para

determina-la.
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Exemplo 3.11. Determinar a fragcio geratriz da dizima periodica o = 0,333 - - -.

Sea=0,333---, entdo 10 - o = 3,333 --. Logo,

1
a— o <9« sa=g=3
1
Assim, para encontrarmos P € (OU) tal que P = 0,333 --- basta construirmos —. Con-

tudo, se fossemos tentar encontrar o ponto P dividindo [OU| por 10 repetidas vezes,

encontrariamos apenas pontos muito prozimos de P, mas ndo exatamente P.

Exemplo 3.12. Determinar a fragcao geratriz de 3,123121212---.
Seja v = 3,123121212- - -. Entdo, neste caso k = 3 e d = 2. Assim,

10% -2 =10% - = 3123,121212- - - .

105t . ¢ =105 - 1 = 312312, 121212 - --

Fazendo

309189
105 -2 —10% - ¢ = 1 = )
0°-x 0% -2z = 309189,000--- <z 99000

Os estudantes podem, com o auxilio da calculadora, conferir os resultados
obtidos. E importante que o professor aborde fra¢oes cujas dizimas periddicas tém periodos

grandes, tais como:

134 = 0,2142857142857142857 - - -

1
T 0,02325581395348837209302325581395 - - -

Mesmo que o periodo da dizima periédica seja formado por muitos digitos, o
algoritmo apresentado no teorema 3.1 pode ser aplicado e este garante que sempre ha uma

fracdo associada a uma expressao decimal periédica. 2

2 Recomendamos as atividades presentes em <http://www.uff.br/cdme/edn/edn-html/edn-br.html>.

Nesta pagina sao disponibilizados dois aplicativos interativos que podem ser utilizados também no
formato offfine. O primeiro (na forma de um jogo) explora a relagdo entre a expansao decimal e sua
representacao geométrica. O segundo permite calcular os primeiros 2000 digitos da expansao decimal de
um Numero Racional. Além disso, a pagina sugere trés modulos de atividades em que estes aplicativos
sdo utilizados, com manual para o professor e folha de orientacdes para os estudantes.


http://www.uff.br/cdme/edn/edn-html/edn-br.html
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3.9.3 Numeros lrracionais

O Teorema 3.1 também nos garante que uma expressao decimal infinita nao-
peridédica nao pode ser representada sob a forma % com a e b inteiros e b # 0. Como o
axioma da completude (V.2) garante que nao ha pontos a serem acrescentados na reta
(OU), ou seja, a reta (OU) é continua, existem pontos P € (OU) associados a estas
expressoes decimais nao-periddicas. Logo, estes pontos sdao tais que [OP] e [OU] sdo

incomensuraveis.

Tendo em vista a definicao do conjunto I, resulta que as expressoes decimais
infinitas nao-periddicas pertecem a este conjunto. Entao, podemos exibir outros Nimeros

Irracionais que nao sejam as raizes quadradas nao Racionais. Por exemplo,

a = 0,101001000100001 - - -

b=1,23456789101112131415- - -

E importante lembrar que a e b serdo Irracionais apenas se houver a afirmacao
da auséncia de um periodo com nimero de digitos maior do que a parte exibida. Pois,

caso contrario, teriamos que a e b seriam Racionais.

Muitos estudantes confundem o periodo com a observagao de um padrao. Por
exemplo, a = 1,234523452345 - - - é uma dizima peridédica porque o periodo 2345 se repete
e, portanto, a € Q. Mas b = 0, 1234567891011121314 - - - nao apresenta um periodo apds a

virgula e sim um padrao e, portanto, nao é uma dizima periddica e b € I.

Como comentamos no Exemplo 3.9, ja sao conhecidos mais de 56 bilhoes de
casas decimais da expansdao decimal de m sem encontrar um periodo, o que pode nos
fazer desconfiar que m ¢ um Numero Irracional, mas o que garante que o periodo de
7 nao tem 57 bilhoes de digitos e, com isso, 7 seria Racional? H4 uma demonstragao
matematica encontrada com detalhe em Oliveira (2013), porém, esta prova demanda
conceitos nao acessiveis aos estudantes da Educacao Basica. Assim, o professor pode
apresentar a expansao decimal de 7 com um numero significativo de digitos e comentar
que isto nao garante a sua irracionalidade, o que é feito por meio de uma demonstracao
matemadtica assim como apresentado no caso de v/2, mas que nio é possivel compreendé-la

neste momento.

Contudo, de onde surgiu o 77 O nimero 7 é definido como a razdo entre o

comprimento de uma circunferéncia, ¢, e o seu didmetro, d. Assim,
c
= -

Sabendo que 7 é Irracional, sabemos que se P € (OU) com P = m, [OP] e [OU] sao

. ‘o . ~ . a .
incomensuraveis, ou seja, 7 nao pode ser escrito na forma G comae b Inteiros com b # 0.
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Assim, tendo em vista a definicdo do niimero m, temos que ¢ e d nao podem ser ambos
Racionais, uma vez que a divisao de Racionais ainda é Racional. Todavia, mesmo sendo 7

um Numero Irracional, conseguimos encontrar P € (OU) tal que P = 7.

Construgao 10. P € (OU) tal que P = .

1
Fizada a unidade [OU], encontre o ponto @ = 3"

Com o compasso, construa a circunferéncia de centro O e raio [OQ].

Cologque um barbante exatamente sob a circunferéncia desenhada, cobrindo o seu

tracado do inicio ao fim. Marque onde as duas pontas se encontram.

Coloque uma das pontas no ponto O e estique o pedaco de barbante. Na ponta final

do barbante, marque o ponto P.

1
P = 7, pois se o raio da circunferéncia desenhada é 3 temos d = 1 e, portanto, ¢ = 7. Ora,

¢ é o tamanho do barbante.

Assim, com 7 € (OU), podemos fazer comparagoes deste niimero com os
demais valores ja conhecidos, além de construir a soma, subtracao, multiplicacdo e divisao

envolvendo 7 apenas seguindo os passos ja descritos na definicao destas operagoes.

3.10 Ndmeros Reais

Definimos o conjunto dos Numeros Reais, R, como sendo a unido entre I e Q,
ou seja,

R=Qul

Assim, como fixada a reta (OU), a unidade [OU] e o sentido positivo, [OU), para todo
ponto P = p e (OU) tem-se que [OP] e [OU] sao comensuraveis e, portanto, p € Q ou
[OP] e [OU] sdo incomensuréveis e, entdo, p € I, temos que existe uma correspondéncia

bijetiva que associa a cada ponto da reta (OU) a um elemento de R.

Em R ja estao definidas as operagoes de soma, subtracao, multiplicagao e
divisao, além da relacao de ordem e todas as propriedades construidas ao longo das
definigbes dos conjuntos numéricos. Os axiomas da continuidade e da completude (V.1)
e (V.2) garantem que R é um corpo ordenado completo, ou seja, diferentemente da reta
dos Naturais, dos Inteiros e da reta dos Racionais, a reta real nao tem ‘furos’, é uma reta

continua:

Além disso, das defini¢bes dos conjuntos como apresentamos temos: N ¢ Z <
QcRelcR.
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Figura 57 — Reta real
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Fonte: A autora (2018).

Ressaltamos que, diferentemente dos Irracionais /p, com p primo e 7, nao
conseguimos encontrar, via construgdo geométrica, os pontos Irracionais a, conhecendo
parte de sua expansao decimal infinita. Além destes, também nao é possivel construir,

1. 2’ 7 . . 3
utilizando régua e compasso, Numeros Reais tais como V2, v/7 e v/3, mas podemos

encontrar aproximacoes racionais com controle da ordem de grandeza do erro cometido.

Outra discussao interessante é quanto a medida encontrada ao utilizar uma
régua graduada. Quantas graduagoes seriam necessarias para marcar o ponto P = p € (OU)
tal que p = 0,555 --7 Ha alguma construcao geométrica que determinaria este ponto com
exatidao? E o ponto ¢ = 0,1011011101111 ---. H& alguma construgao geométrica para

determina-lo? Quantas graduacoes seriam necessarias para atingi-lo?

Quando falamos que o segmento [AB] = [OA], com A = a, usamos a notagao

|AB] = |a|. A esta notacao chamamos mddulo de a. Ao procurarmos z € R tal que |z| = m

estamos em busca do(s) ponto(s) tais que X = z e [OX] = |m|. Com o auxilio do compasso,

encontrariamos que X = m ou X = —m.

Figura 58 — Modulo de m

I I

Fonte: A autora (2018).
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4 Descricao do experimento

De posse da proposta de abordagem dos Numeros Reais com base na Aritmética
de Segmentos apresentada no capitulo anterior, nos indagavamos se, de fato, esta abordagem
era acessivel aos estudantes da educacao basica e se as suas discussoes proporcionariam
situagoes de ensino e de aprendizagem significativas. Nos questiondvamos se com a nova
abordagem os estudantes conseguiriam entender os conceitos relacionados aos Ntuimeros
Reais de forma mais significativa ou, no minimo, equivalente & compreensao obtida através

da abordagem essencialmente aritmética, usualmente utilizada.

Movidos por estes questionamentos, partimos para a parte experimental da
pesquisa. Entendendo que o ensino e a aprendizagem estao intimamente ligados e que uma
das maneiras de investigar este processo ¢ por meio de avaliacoes e considerando a opiniao
dos estudantes, elaboramos um plano de pesquisa experimental em que a abordagem

elaborada seria proposta aos alunos do primeiro ano do ensino médio.

Como sugere o préprio nome, a pesquisa em ensino tem como foco o
ensino. Todavia, embora nao haja, necessariamente, uma relacgao de causa
e efeito entre ensino e aprendizagem, nao faz muito sentido falar em ensino
sem relacionar essa atividade a de aprender. Ou seja, o ensino tem sempre
como objetivo a aprendizagem e, como tal, perde significado se for tratado
isoladamente. Entretanto, aprendizagem é uma atividade idiossincratica
que pode nao ser consequéncia necessaria do ensino recebido. Por outro
lado, para saber se houve aprendizagem é preciso avalid-la. A avaliagdo
da aprendizagem pode, em principio, prover evidéncias nao s6 sobre o que
foi aprendido mas também sobre até que ponto o ensino foi responsével
por isso. Naturalmente, é possivel também avaliar o ensino de outras
maneiras como, por exemplo, através da opinido do aluno (MOREIRA,
2003, p. 104).

De acordo com Canhota (2008), a pesquisa piloto constitui-se um meio muito
util de elaborar e testar um protocolo de investigagao e seus resultados sao muito tteis
por suas indicagoes, mas estes nao podem ser tomados como base para generalizagoes. Por
definicdo, um estudo piloto é como um teste, em pequena escala, dos procedimentos e

métodos propostos para determinada pesquisa, uma versao menor de um estudo completo
(BAILER C.; TOMITCH, 2011).

Devido a facil acessibilidade e como o intuito era uma pesquisa piloto, selecio-
namos como participantes da pesquisa os estudantes do primeiro ano dos cursos técnicos
integrados ao ensino médio de uma escola federal no interior do Estado de Sao Paulo, na
qual o ingresso ocorre por meio de um processo seletivo. O experimento ocorreu durante as

aulas regulares de Matematica no periodo de fevereiro a marco de 2017. As aulas tinham
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duracao de cinquenta minutos, cinco aulas por semana, distribuidas em trés dias: duas

aulas duplas e uma aula individual. O experimento teve duragao total de quinze aulas.

Como o nosso objetivo era nao sé investigar o entendimento que os alunos
tinham acerca dos Numeros Reais a priori e testar a nova abordagem, mas também
compara-la com a forma como usualmente os Numeros Reais sdo tratados neste nivel de

ensino, dividimos os estudantes em dois grupos: grupo experimental e grupo controle.

Ao contrario da observacdo cotidiana (ou de qualquer abordagem de
pesquisa), o experimento distingue-se pelo grau de controle que um
pesquisador pode aplicar a situacao de pesquisa. Em um experimento,
os pesquisadores manipulam efetivamente uma ou mais das varidveis
independentes as quais seus individuos estao expostos. A manipulacao
ocorre quando um pesquisador atribui uma variavel independente a um
grupo de pessoas (chamado grupo ezperimental), mas nega essa varidvel
ao outro grupo de pessoas (chamado grupo controle). Idealmente, todas
as outras diferencas iniciais entre o grupo experimental e o de controle
sao eliminadas ao designarmos aleatoriamente os individuos as condigoes
experimentais e de controle (LEVIN J. ; FOX, 2004, p. 03).

Tendo em vista a organizagao posta na escola, visando nao alterar a rotina dos
estudantes, e considerando os diferentes perfis de cada curso técnico, fizemos a divisao de
forma que estas particularidades fossem minimizadas. Assim, os participantes da pesquisa

foram divididos em:

o Grupo Controle, composto por 20 estudantes da turma A do curso M1;
o Grupo Experimental A, composto por 40 alunos da turma tnica do curso I;

o Grupo Experimental B, composto por 25 alunos da turma B do curso M1.

Durante o experimento, o grupo controle participou das aulas segundo a me-
todologia usualmente proposta pelos materiais didaticos, utilizando como livro texto as
apostilas do Sistema Anglo de Ensino (MARMO et al., 2002; JUNIOR; GLENN; TEI-
XEIRA, 2016), nas quais hd um controle maior sobre as escolhas do professor, visando uma
maior neutralidade da pesquisadora/professora, e os grupos experimentais participaram
das aulas organizadas segundo a abordagem apresentada no capitulo anterior. Em nenhum
grupo foram abordados os exercicios que compunham as avaliagoes diagnéstica e final. Os
participantes da pesquisa foram orientados a nao trocarem informacoes sobre as aulas,
uma vez que encerrada a fase experimental, os grupos conheceriam a abordagem feita no

grupo adverso.

De acordo com os apontamentos realizados até o momento e utilizando como fun-
damento os estudos de Gil (2002), este estudo pode ser classificado como quase-experimental,

uma vez que apesar da pesquisa propor a manipulagao de uma das caracteristicas dos
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elementos estudados e dividir a amostra em grupo experimental e controle, ndo ha a
garantia da aleatoridade da amostra estudada, uma vez que a populagao considerada é

muito numerosa - todos os estudantes do primeiro ano do ensino médio do Brasil.

Em muitas pesquisas, procede-se & manipulacao de uma variavel indepen-
dente. Nem sempre, porém, verifica-se o pleno controle da aplicacdo dos
estimulos experimentais ou a distribuigcao aleatéria dos elementos que
compdem os grupos. Nesses casos, nao se tem rigorosamente uma pes-
quisa experimental, mas quase-experimental (Campbell, Stanley, 1979).
Por exemplo, em populagoes grandes, como as de cidades, industrias,
escolas e quartéis, nem sempre se torna possivel selecionar aleatoriamente
subgrupos para tratamentos experimentais diferenciais, mas torna-se
possivel exercer, por exemplo, o completo controle experimental sobre
esses subgrupos. Esses delineamentos quase-experimentais sao substan-
cialmente mais fracos, porque sem a distribui¢do aleatéria nao se pode
garantir que os grupos experimentais e de controle sejam iguais no inicio
do estudo. Nao séo, no entanto, destituidos de valor. O importante nestes
casos é que o pesquisador apresente seus resultados esclarecendo o que
seu estudo deixou de controlar (GIL, 2002, p. 48).

Uma vez que os processos de ensino e de aprendizagem envolvem miltiplas
variaveis, sendo um processo complexo, nossa pesquisa precisava ir além da simples anélise
de avaliagbes, mas sem abrir mao delas. Gatti (2006) trata de alguns pontos sobre a
pesquisa em educagao, dentre estes o que se entende por pesquisa e discute que, de fato, a
pesquisa em educacgdo é uma pesquisa cientifica. Além disso, a autora aponta que a andlise

quantitativa é fundamental para a pesquisa nesta area tanto quanto a analise qualitativa.

Os métodos de andlise de dados que se traduzem por niimeros podem ser
muito tteis na compreensao de diversos problemas educacionais. Mais
ainda, a combinagao deste tipo de dados oriundos de metodologias quali-
tativas pode vir a enriquecer a compreensao de eventos, fatos, processos.
As duas abordagens demandam, no entanto, o esforco de reflexao do
pesquisador para dar sentido ao material levantado e analisado (GATTI,
2006, p. 30).

A investigacao voltada para a andlise quantitativa se apoia predominantemente
em dados estatisticos, visando gerar medidas precisas e confidveis para descrever um deter-
minado fendmeno ou para fazer inferéncias. Gatti (2004) define os métodos quantitativos
de analise como recursos, em que se incluem tratamento de dados e testes de inferéncia,
para o pesquisador que, por sua vez, precisa saber lidar com estes em seu contexto de

reflexdo e nao submeter-se cegamente a eles.

Falcao e Régnier (2007) afirmam que, no campo das pesquisas em ciéncias
humanas, a analise inferencial de dados nos for¢a a abrir mao da ambigdo da “verdade” e
a nos contentarmos com os vislumbres da “verossimilhanca”, do que “é” para o que “pode
ser”, com margem de erro varidavel. Assim como estes autores e Gatti (2004), entendemos

que em pesquisas educacionais a analise quantitativa fornece indicios sobre as questoes
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tratadas e nao verdades, fazendo aflorar semelhancas, proximidades, plausibilidades e nao

certezas.

Esta anélise, a partir de dados quantificados, contextualizados por pers-
pectivas tedricas com escolhas metodoldgicas cuidadosas, trazem subsidios
concretos para a compreensao de fenémenos educacionais indo além dos
causismos e contribuindo para a producdo/enfrentamento de politicas
educacionais, para planejamento, administragio/gestao da educagéo, po-
dendo ainda orientar agdes pedagdgicas de cunho mais geral ou especifico.
Permitem ainda desmistificar representagoes, preconceitos, “achémetros”
sobre fendmenos educacionais, construidos apenas a partir do senso
comum do cotidiano, ou do marketing (GATTI, 2004, p. 26).

A abordagem qualitativa tem como objetivo analisar aspectos que nao podem ser
traduzidos de forma numérica, ou seja, dedica-se a compreender de forma mais aprofundada
os fendomenos interpretando-os sob a perspectiva dos proprios sujeitos investigados sem
preocupar-se com a representatividade numérica ou generalizacoes estatisticas. O que
interessa a pesquisa qualitativa nao sao apenas os resultados, mas como o processo se

desenvolve.

O verbo principal da andlise qualitativa é compreender. Compreender é
exercer a capacidade de colocar-se no lugar do outro, tendo em vista que,
como seres humanos, temos condi¢oes de exercitar esse entendimento.
Para compreender, é preciso levar em conta a singularidade do individuo,
porque sua subjetividade é uma manifestacao do viver total. Mas também
é preciso saber que a experiéncia e a vivéncia de uma pessoa ocorrem
no ambito da histéria coletiva e sdo contextualizadas e envolvidas pela
cultura do grupo em que ela se insere (MINAYO, 2012, p. 621).

Assim, o termo “pesquisa qualitativa” refere-se a abordagem que produz desco-
bertas que nao resultaram de procedimentos estatisticos ou outros meios de quantificagao.
Incialmente, a pesquisa qualitativa era caracteristica de estudos de Antropologia e Socio-

logia, mas, atualmente, tem se estendido a outras areas, tais como a Psicologia e a Educagao.

A pesquisa quantitativa estd baseada em uma filosofia positivista que
supoe a existéncia de fatos sociais com uma realidade objetiva indepen-
dente das crencas dos individuos, enquanto que a qualitativa tem raizes
em um paradigma segundo o qual a realidade é socialmente construida
[...] A pesquisa quantitativa procura explicar as causas de mudangas
em fatos sociais, primordialmente através de medigdo objetiva e anélise
quantitativa, enquanto a qualitativa se preocupa mais com a compre-
ensao do fenémeno social, segundo a perspectiva dos atores, através de
participacdo na vida desses atores [...] A pesquisa quantitativa tipi-
camente emprega delineamentos experimentais ou correlacionais para
reduzir erros, viéses e outros ruidos que impedem a clara percepc¢ao dos
fatos sociais, enquanto o prototipo do estudo qualitativo é a etnografia
[...] O pesquisador quantitativo ideal é desprendido para evitar viés,
enquanto o pesquisador qualitativo fica ‘imerso’ no fenémeno de interesse
(FIRESTONE, 1987 apud MOREIRA, 2003, p. 121).
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Moreira (2003) afirma que o pesquisador qualitativo também utiliza a estatistica
descritiva, uma vez que ele nao esta preocupado em fazer inferéncias, mas descrever e
interpretar os dados do ponto de vista de significados - significados do pesquisador e

significados dos sujeitos.

Existe uma discussao sobre a compatibilidade ou incompatibilidade das abor-
dagens qualitativas e quantitativas, na qual, segundo Gatti (2006), incorporou-se mais

aspectos ideoldgicos do que andlises metodoldgicas e de fundamentos tedricos.

Na discussao em torno das abordagens qualitativas x quantitativas encon-
tramos uma polariza¢do de argumentos que nem sempre leva em conta os
limites e as limitagoes de ambas na producao de conhecimentos. Precon-
ceitos erigidos em conceitos levaram a area a privilegiar estudos chamados
“qualitativos”, que desembocam em muitos cauismos e sdo, em geral, de
escopo muito limitado. Este tipo de abordagem - as qualitativas - tem
grande valor, porém as dificuldades metodolégicas de seu emprego nem
sempre sao consideradas e sua abrangéncia interpretativa nem sempre
respeitada, levando a generalizagoes impréprias. O mesmo pode ocorrer
com trabalhos que usam quantificagoes. Nem todo trabalho deste tipo
tem a abrangéncia que muitas vezes lhe é atribuida e a significagdo que
lhe é concedida (GATTI, 2006, p. 28).

A autora entende que os conceitos de quantidade e qualidade nao sao totalmente
dissociados, pois a quantidade é um significado que é atribuido a grandeza com que um
fenomeno se manifesta e que precisa ser interpretada qualitativamente, ja que, em si, seu
significado é restrito e, nas abordagens qualitativas, também hé a associagao de grandezas,
pois é preciso que o evento e o fato se manifestem em uma grandeza suficiente para sua

detectacao.

Assim como Moreira (2003) e Gatti (2006), entendemos que quando estudos
usando diferentes médotos se complementam, pode-se ter mais certeza de que os resultados

nao foram influenciados pela metodologia.

Cada abordagem ao estudo de situagoes educacionais prové de maneira
Unica sua propria perspectiva. Cada uma ilumina a seu modo as situacoes
que os seres humanos procuram compreender. O campo da educagao
em particular precisa evitar o monismo metodolégico. Nossos problemas
devem ser atacados de todas as maneiras que forem frutiferas [...] A
questao nao é contrastar qualitativo e ndo qualitativo, mas como abordar
o mundo educacional. E para o artistico que devemos nos voltar nio
como uma rejeicao ao cientifico, mas porque com ambos podemos atingir
visdo binocular. Olhar através de um s6 olho nunca proporcionou muita
profundidade de campo (EISNER, 1981 apud MOREIRA, 2003, p. 132).

De acordo com Moreira (2003), na pesquisa em ensino hé multiplos objetos de
estudo e maneiras de coletar dados. Dentre os objetos de estudo, o autor lista uma aula,
um procedimento de avaliagdo, um novo curriculo, a influéncia de uma certa variavel sobre

a aprendizagem, um experimento de laboratorio, entre outros. Dentre as formas de coletar
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dados o autor destaca as gravagoes de uma aula ou de parte dela, anotacoes de observacao,
gravagoes de entrevistas, mapas conceituais, respostas a testes. Todos estes registros sao
transformados e analisados - qualitativamente ou quantitativamente - de modo a produzir

conclusoes acerca do fendmeno de interesse.

E o conjunto de diferentes pontos de vista, e diferentes maneiras de
coletar e analisar os dados (qualitativa e quantitativamente), que permite
uma ideia mais ampla e inteligivel da complexidade de um problema
(GOLDENBERG, 2004, p. 62).

Visando enxergar o tema com maior profundidade, o experimento sera analisado
sob os enfoques quantitativos e qualitativos, cujos métodos de coleta e analise de dados

detalharemos a seguir.

4.1 Metodologia de analise quantitativa

Antes do experimento, todos os participantes da pesquisa fizeram uma Avaliacao
Diagnéstica. Com este registro investigamos o que os estudantes haviam compreendido
durante o estudo dos Nuimeros Reais ao longo do Ensino Fundamental II. Esta avaliacao
foi arquivada e todos os estudantes nao tiveram, neste momento, acesso a corre¢do ou aos

gabaritos.

Ao final destas aulas, os grupos foram submetidos a uma Avaliacdo Final
idéntica a Avaliagdo Diagnéstica. Cada questao destas avaliagoes diz respeito a uma
competéncia/habilidade diferente, presente nos documentos oficiais (BRASIL, 1999),
(BRASIL, 1998), e (SAO PAULO, 2008). Elaboramos uma pauta de correcio e a cada

questao foi atribuida uma nota de 0 a 2 pontos.

Aplica-se um pré-teste O; a um grupo, submete-se esse grupo a um
tratamento X e aplica-se, entdo, um pos-teste Oz. O1 e Og significam que
0 mesmo grupo é observado antes e depois do tratamento que pode ser, por
exemplo, um novo método de ensino ou um recurso didatico alternativo.
Diferencas entre O2 e O1 (que podem ser simples testes de conhecimento)
evidenciariam a eficdcia (ou ineficicia) do tratamento X. O problema
com este delineamento é que nao controla outras variaveis, além de X,
que poderiam explicar diferengas entre Oy e O1. Por exemplo, os alunos
poderiam ter melhores resultados no pés-teste porque amadureceram
durante o curso e nao porque o tratamento X tenha sido eficiente. Um
delineamento experimental muito usado é o seguinte (Campbell e Stanley
1979, p. 26): O1 x O3 e O3 x O4. Neste delineamento, trabalha-se com dois
grupos e os sujeitos da pesquisa sao designados aleatoriamente a um deles.
Aplica-se um pré-teste a ambos os grupos (07 = O3), i.e., “observa-se”
os grupos antes de manipular a variavel independente X. Um dos grupos
(grupo experimental) é entdao submetido ao tratamento X e o outro
(grupo controle) ndo. Apoés, aplica-se um pos-teste (O2 = O4) a ambos
os grupos. Na pratica, o pré e o pés-teste podem ser iguais; diferengas
entre os resultados do pré e pés-testes em ambos os grupos (Oy — O
e O4 — O3) podem fornecer evidéncias sobre o efeito do tratamento X.
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Este delineamento controla variaveis, exceto X, na medida em que elas
influenciardo igualmente ambos os grupos e, portanto, seu efeito nao
pesard na comparacgao das diferengas Oy — O1 e Oy — O3. Além disso, a
aleatoriedade da designagao dos sujeitos a um dos grupos, embora nao
garanta equivaléncia entre os grupos, reduz ao minimo a probabilidade
de que sejam diferentes (MOREIRA, 2003, p. 111).

Esta pratica também é justificavel segundo a literatura relativa aos métodos
estatisticos. Witte e Witte (2005) afirmam que focalizando as diferengas entre pares de
resultados correspondentes a cada sujeito, o investigador efetivamente elimina, pelo simples

ato da subtracao, o impacto exclusivo de cada individuo em relacao a ambos os resultados.

Como nossa amostra ¢ muito particular e que algumas habilidades podem nao
ter sido consideradas nestas avaliacoes, portanto, por estes e outros motivos, entendemos
que esta analise nao traz conclusoes que possam ser generalizadas. Todavia, ela cumpre
0 nosso objetivo de, por meio desta pesquisa quase-experimental, aprimorar o material
elaborado, verificando a significincia de sua contribuicao no grupo analisado e identificando
alguns questionamentos e defasagens apresentados pelos estudantes deste nivel de ensino

acerca do tema.

A inferéncia estatistica fornece um processo de andlise chamado teste de hipo-
teses, que permite a tomada de decisao entre duas hipéteses formuladas, com grau de risco

conhecido. Segundo Morettin (2010), o procedimento padrao de um teste de hipdteses é:

o definir as hipoteses do teste - hipotese nula Hy e hipdtese alternativa Hy;

o fixar um nivel de significancia «, que é a probabilidade de rejeitar Hy, quando
esta é a hipdtese verdadeira. De acordo com Witte e Witte (2005, p. 208), "o nivel
de significincia mais registrado nos relatérios de cunho profissional é o = 0,05"e,

portanto, serd este o nivel de significancia adotado nos testes deste experimento;

o selecionar uma amostra de tamanho n e calcular uma estimativa 6y do parametro 6,

o qual deseja-se estudar;

o usar para cada tipo de teste uma variavel cuja distribuicdo amostral do estimador

do parametro seja a mais concentrada em torno do verdadeiro valor do parametro;

e calcular o valor do parametro 6y, dado por Hy, o valor critico e o valor observado na

amostra;

o fixar duas regioes: uma de nao rejeicao de Hy e uma de rejeicao de Hy, por meio do
valor critico fornecido pela padronizagao do teste, as quais dependerao do nivel de

significancia adotado e do tamanho da amostra;

o tomar a decisao: se o valor observado pertencer a regiao de nao rejeicao, a decisao é

a de nao rejeitar Hy, caso contrario, a decisao é rejeitar Hy.
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Tendo em vista que:

« em cada um dos grupos, as notas das avalia¢oes diagnosticas e finais sdo amostras
relacionadas, pois dizem respeito a mensuragao de um mesmo participante, antes e

depois da interferéncia do pesquisador;

» estamos interessados em analisar os efeitos produzidos por cada uma das abordagens

medidos pela pontuacao de cada uma das questoes;

Witte e Witte (2005, p. 267) afirmam que o Teste t-pareado é destinado para
duas amostras relacionadas, sendo um teste relativamente simples e direto em decorréncia
de seu foco em valores de diferencas e que, “sob circunstancias apropriadas, trata-se de

um teste mais eficaz - ou seja, mais passivel de rejeitar uma hipdtese nula falsa”.

Fazemos testes de comparagdo de médias para dados emparelhados
quando os resultados das duas amostras sao relacionados dois a dois, de
acordo com algum critério que fornece os valores de cada par. Para cada
par definido, o valor da primeira amostra esta claramente associado ao
respectivo valor da segunda amostra (MORETTIN, 2010, p. 277).

Assim, o teste de hipdteses mais indicado para nossos objetivos é o Teste
t-pareado, avaliando as médias das diferencas entre a pontuacao de cada questao nas duas
avaliagoes. Porém, uma premissa necessaria para este teste é que estas diferencas sejam
normalmente distribuidas, mas, de acordo com Witte e Witte (2005), esta premissa pode

ser descartada de acordo com o tamanho da amostra.

O teste t-pareado presume que a populagio relativa a valores de diferenca
seja normalmente distribuida. Vocé ndo precisa ficar muito preocupado em
relagdo a violacoes dessa premissa, contanto que o tamanho da amostra
seja relativamente grande (maior do que cerca de 10 pares) (WITTE;
WITTE, 2005, p. 272).

Tomando como fundamento o fato de que os grupos tém mais de vinte parti-
cipantes, com base neste argumento, podemos descartar a premissa da normalidade das

diferencas e utilizar o Teste t-pareado, cujos parametros utilizados sao:

d = média das diferencas da amostra
g = valor das diferencas entre as médias das populagoes a ser testado
sq = desvio padrao da amostra das diferencas

n = tamanho da amostra

O valor-T observado pelo teste é dado por:
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Valor-T = w
537

S
Vn

Para cada grupo - experimental A, experimental B e controle - e, em cada

onde s; =

questao, calcularemos a diferenca entre as médias obtidas na questao quando proposta na

avaliacao final e quando proposta na avaliagdo diagnostica, ou seja:

Hd = Hfinal — MUdiagnéstica-

Entao, aplicaremos o Teste t-pareado as diferencas em cada um dos grupos,

onde as hipdteses serao:

Hy = g = 0, 0u seja, ndo houve diferenga entre as médias
Hy = pg > 0,0u seja, houve diferenca significativa entre as médias

O valor de p é uma probabilidade que mede a evidéncia contra a hipétese nula.
Na pratica comparamos o valor-p com o nivel de significancia. Caso o valor-p < «, devemos

rejeitar Hy, caso valor-p > a: nao devemos rejeitar Hy.

Portanto, a conclusao do Teste-t pareado pode se dar de duas formas analogas:

1. Quanto a comparacao entre o valor-T e o valor-t critico, o qual consta na tabela de

distribuicao t e depende dos graus de liberdade:

e Valor-T observado < valor-t critico = nao rejeita-se Hy;

o Valor-T observado > valor-t critico = rejeita-se H.
2. Quanto a comparacao do valor-p e o nivel de significancia a:

e Valor-p > a = nao rejeita-se Hy;

e Valor-p < a = rejeita-se Hy.

Mantivemos a divisao entre os grupos experimentais A e B para podermos

realizar a comparagao também entre turmas do mesmo curso, com suas especificidades.

Nesta analise utilizaremos o reconhecido software estatistico Minitab ', no qual
inserimos as tabelas com as notas de cada grupo em cada questao, selecionamos os testes

desejados e o nivel de significancia. O software, ao realizar os calculos que detalhamos

! Disponivel em: <http://www.minitab.com/pt-br/>


http://www.minitab.com/pt-br/
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acima, fornece o valor-T e o valor-p. Estes dados serao apresentados no capitulo seguinte
no formato resumido com os valores de interesse para o teste e, entao, analisados. As

tabelas originais fornecidas pelo Minitab encontram-se no Anexo I.

4.2 Metodologia de analise qualitativa

A coleta de dados para a andlise qualitativa é realizada por meio de questio-
narios, estudos de caso, entrevistas estruturadas ou semi-estruturadas e levantamento de
documentos. Segundo Moraes (1999), as andlises textuais tem composto cada vez mais
as pesquisas qualitativas, seja por meio de textos ja existentes ou por meio de material
produzido a partir de entrevistas, de modo que partindo de uma analise rigorosa e criteriosa

deste tipo de registro possamos aprofundar nos fenémenos investigados.

Apés a realizacao da Avaliacao Final, foram realizadas cinco aulas de cinquenta
minutos em que cada grupo tomou contato com a abordagem adotada no grupo oposto.
Para que os participantes da pesquisa nao se sentissem inibidos em relatar seu verdadeiro
ponto de vista, fizemos a coleta dos dados para a andlise qualitativa via relatos anénimos
escritos. Estes depoimentos escritos foram solicitados ao final do experimento, quando todos
os participantes da pesquisa ja conheciam as duas abordagens dos Conjuntos Numéricos

adotadas nos grupos experimentais e de controle.

A proposta era que os relatos deveriam se caracterizar pelo exercicio da subjeti-
vidade e da liberdade de expressao, em que os estudantes pudessem apresentar a percepcao
quanto as duas abordagens, comparando-as. Os participantes tiveram cerca de trés semanas
para elaborarem esta reflexdo de carater pessoal escrita sob a forma de um texto livre,
o qual poderia ser manuscrito ou impresso, mas sem identificagdo. Estes textos foram

utilizados para a andlise qualitativa deste estudo.

D’Ambrosio (2013) afirma que a pesquisa qualitativa tem como foco entender
e interpretar dados e discursos, mesmo quando trata grupos de participantes. Segundo o
autor, esta modalidade de pesquisa foi fundamental para a emergéncia da antropologia e

da psicanélise.

Borba e Aratjo (2013) observam a dificuldade que professores de Matemética,
habituados a lidar com quantidades, tém em lidar com a pesquisa qualitativa e ressaltam
que esta ¢é indicada quando se esta interessado em investigar o processo e pergunta-se nao
“0 que”, mas “como” ou “por qué” determinado fenémeno ocorre. Os autores ainda afirmam
que pesquisas realizadas segundo uma abordagem qualitativa fornecem informacoes mais

descritivas, que priorizam o significado dado as agoes.

Bogdan e Biklen (1994) apresentam uma boa caracterizacio de pesquisas
qualitativas: 1. Na investigacao qualitativa a fonte direta de dados é o
ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento principal (p.
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47); 2. A investigacao qualitativa é descritiva (p. 48); 3. Os investigadores
qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente pelos
resultados ou produtos (p. 49); 4. Os investigadores qualitativos tendem
a analisar os seus dados de forma indutiva (p. 50); 5. O significado é de
importancia vital na abordagem qualitativa (p. 80) (BOGDAN; BIKLEN,
1994 apud BORBA; ARAUJO, 2013, p. 25).

Também Bicudo (2013) ressalta o carater descritivo e reflexivo da andlise
qualitativa, a qual busca a manifestacao de algo que é exposto na percepcao e, por isso,

depende da consciéncia que, por sua vez, ¢ movimento.

E por isso que esse modo de pesquisar d4 destaque & descricdo. Descricao
dos estados de consciéncia, o que significa dos atos vivenciais aos quais se
estd atento, percebendo-os em agdo. Sempre é uma descrigdo daquele que
percebe e para quem o mundo faz sentido. Trata-se, portanto, de uma
investigagdo que ao mesmo tempo pesquisa a realidade mediante suas
manifestacoes e torna o sujeito perceptor licido a respeito do sentido que
o mundo faz para si, incluindo nessa lucidez a atentividade para com o
sentido que o mundo faz para os outros com quem estd (BICUDO, 2013,
p. 122).

A autora Goldenberg (2004) alerta que um dos principais problemas da pesquisa
qualitativa é a nao apresentacao dos processos pelos quais as conclusoes foram alcancadas,

destacando a importancia fundamental da descricao para a superacao deste impasse.

Por tudo isso, apresentaremos uma anéalise descritiva dos relatos coletados,

buscando, através da interpretacao destes textos, indicios e conclusdes para nossa pesquisa.
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5 Apresentacao e analise dos dados coletados

5.1 Andlise quantitativa

Nesta secao, apresentaremos os dados coletados analisados pelo Teste ¢-pareado
e faremos a comparacao quantitativa das abordagens dos Conjuntos Numéricos no Ensino

Médio, cujos métodos foram detalhados no capitulo anterior.

Cada subsecao apresenta uma questao que compds a avaliacdo diagndstica e a

avaliacao final, e esta organizada do seguinte modo:

o apresentacao da questao;

o descri¢ao das competéncias e habilidades analisadas;
o comentarios gerais sobre a questao;

o tabela resumida dos dados fornecidos pelo Minitab;

e conclusao da analise dos dados.

Os grupos considerados nos testes sao:

Tabela 1 — Descri¢ao do tamanho das amostras

Grupo Tamanho da amostra | Graus de liberdade
Controle 20 19
Experimental A 40 39
Experimental B 25 24
Experimental (A e B juntos) 65 64

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

De acordo com o suporte do software Minitab, os graus de liberdade sao a
quantidade de informacao que seus dados fornecem que vocé pode “gastar” para estimar
os valores de parametros populacionais desconhecidos, e calcular a variabilidade dessas
estimativas. Esse valor é determinado pelo nimero de observacoes em sua amostra e o
numero de parametros em seu modelo. O Teste t-pareado utiliza os graus de liberdade e o
nivel de significancia para determinar o valor-t critico encontrado na Tabela da Distribuicao
t encontrada em Witte e Witte (2005). Neste caso, os graus de liberdade sao o resultado
do tamanho da amostra menos um, pois estamos analisando apenas um parametro - a

média das diferencas e o nivel de significancia 0, 05.
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Relembramos que, como explicitado no capitulo anterior, adotaremos as seguin-

tes hipoteses:

Hy =g =0

Hy = piqa>0

Assim, ao aceitar H; significa que houve avanco nas notas dos alunos ao
comparar a avaliacao diagnodstica com a avaliagdo final. Rejeitar H; significa que nao houve
este avanco de forma significativa. Nas tabelas apresentadas, a coluna H; é destinada
a conclusao do teste. Se o teste de hipoteses apontar para a rejeicao de Hy e, portanto,
aceitacao de Hy, denotaremos v'. Caso o teste aponte para a aceitagdo de Hy logo, rejeicao

de H,, denotaremos por X.

5.1.1 Questao 01

No texto a seguir hd uma argumentacao e uma conclusao.

Argumentacao: Como
1
3

multiplicando ambos os membros por 3, encontramos

=0,333...

1=0,999....

Conclusao: 0,999 --- = 1.

Assim podemos afirmar que:

) a conclusdo estd incorreta, pois 0,999 - -- < 1.
. N S
) a argumentagao estd incorreta, pois 3 nao ¢é igual a 0,333...
) a argumentagao estd incorreta, pois 3-0,333... nao é igual a 0,999. ..

) a argumentagao e a conclusdo estao corretas.
Competéncias e habilidades analisadas:

o “Conhecer as condic¢oes que fazem com que uma razao entre inteiros possa se expressar
por meio de dizimas periddicas; saber calcular a geratriz de uma dizima” (SAO
PAULO, 2008, p. 61).

Esta questao foi retirada da prova Matematikos da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul (UFRGS). Ao propor esta pergunta, gostariamos de investigar se o estudante
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compreendia de forma segura a relacao entre a fracao geratriz e uma dizima periddica,
uma vez que nesta consta uma afirmacgao que impressiona a maioria dos estudantes:

1=0,999....

Tabela 2 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 01

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,270 0,62 1,729 X
Experimental A 0,001 3,56 1,684 v
Experimental B 0,164 1,00 1,711 X
Experimental (A e B) | 0,001 3,40 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: Segundo os testes estatisticos, houve avanco significativo apenas no Grupo
Experimental A e no Grupo Experimental considerado como tinico, indicando que, possi-
velmente, a abordagem dos Numeros Reais via Aritmética de Segmentos é mais efetiva
com relagao a esta competéncia. O fato de que o avango nao foi significativo no Grupo
Experimental B indica que a anélise da relacao entre o desenvolvimento desta competéncia
e da abordagem via Aritmética de Segmentos requer estudos mais aprofundados. Mas,
podemos concluir que o algoritmo para encontrar as fracoes geratrizes, muito enfatizado
no material utilizado no Grupo Controle, pode nao ser suficiente para que os estudantes

tenham a compreensao da relagao entre as dizimas periddicas e suas fragoes geratrizes.

5.1.2 Questdo 02

Ao realizar determinados cédlculos em meu celular, obtive 0, 12122122212222.
Desconfiada de um padrao, repeti os mesmos calculos numa calculadora com visor de 21
digitos e obtive 0,12122122212222122222.

1. Este nimero é Racional ou Irracional? Como vocé sabe?

2. Se eu lhe disser que a calculadora do meu celular s6 realiza as 4 operagoes (+, —, x, =),

isso modifica sua resposta?
Competéncias e habilidades analisadas:

e “Conhecer as condigbes que fazem com que uma razao entre Inteiros possa se
expressar por meio de dizimas periddicas; saber calcular a geratriz de uma dizima.
Compreender a necessidade das sucessivas ampliagoes dos conjuntos numéricos,
culminando com os niimeros Irracionais” (SAO PAULO, 2008, p. 61).

e “Idenficar um ntimero Irracional como um nimero de representacao decimal infinita
e nao peridédica” (BRASIL, 1999, p. 87).
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Esta questao foi inspirada em um problema presente na pesquisa das autoras
Sirotic e Zazkis (2007), na qual foram analisados questiondrios propostos a quarenta
e seis futuros professores de Matematica em fase final do curso. Este estudo apontou
que a opc¢ao por apresentar os Nimeros Reais através da geometria poderia facilitar o
entedimento dos estudantes, pois promove uma maior distingao entre Ntumeros Irracionais
e suas aproximagoes Racionais e esclarece o conceito de irracionalidade. A andlise dos
dados obtidos pelas pesquisadoras mostrou que 40% dos participantes nao conseguiram
considerar a hipdtese de que o ntimero 0, 12122122212222 ... pudesse ser Irracional.

Na Avaliagao Diagndstica percebemos que alguns estudantes classificaram o
numero 0,12122122212222 como Racional porque notaram a auséncia de “...”, como
normalmente os decimais infinitos sao apresentados. Além disso, muitos mostraram-se
confusos ao classificar o niimero, pois confundiram a observacao de um periodo com a
constatacao de um padrao. Na Avaliagao Final percebemos que esta confusao diminuiu

consideravelmente, mas ainda encontrava-se presente em algumas respostas.

Tabela 3 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 02

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,374 0,33 1,729 X
Experimental A 0,000 8,35 1,684 v
Experimental B 0,002 3,30 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 8,18 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: De acordo com a anélise estatistica apresentada, houve avango
nas notas alcancadas pelos estudantes dos grupos experimentais e nao houve diferenca
significativa entre as notas dos componentes do Grupo Controle. Este resultado evidencia
que a abordagem via Aritmética de Segmentos pode ser mais efetiva quanto ao desenvol-
vimento das competéncias e habilidades analisadas nesta questao quando comparada a

abordagem adotada na maioria das escolas.

5.1.3 Questao 03

Marcamos ao acaso um ponto C' no segmento AB. Comece dividindo o segmento
AB em 10 partes iguais. Depois divida novamente cada uma das 10 partes em 10 partes
iguais e assim por diante. Podemos garantir que em algum momento o ponto C' vai coincidir
com um dos pontos dessa subdivisao? Senao, podemos garantir que isso nunca ocorrera?

Exemplifique.

Competéncias e habilidades analisadas:
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o+ “Saber representar os niimeros reais na reta numerada” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

o “Localizar alguns nimeros reais na reta numérica” (BRASIL, 1998, p. 87).

Esta questao foi inspirada em um dos itens do questionario proposto por Soares,
Ferreira e Moreira (1999) a oitenta e quatro estudantes do curso de Licenciatura em
Matematica da UFMG e da UFSC. Quanto a esta questao, dos quarenta e oito alunos,
apenas dezoito (menos de 38%) foram seguros nas respostas corretas. Esta questdo também
figurou no estudo de Fischbein, Jehiam e Cohen (1995).

No presente experimento, observamos na Avaliagao Diagnostica que alguns
alunos mostraram-se confusos quanto ao nimero finito ou infinito de etapas e a maioria nao
conseguiu relacionar estas divisdes ao conceito de Numeros Reais. Além disso, observamos
que o conceito de infinito nao é claro aos estudantes, como podemos notar em uma das

respostas apresentadas:

Sim, isso ocorrera, sempre. Pois se dividissemos infinitamente os segmen-
tos em 10 partes, haverda um momento em que os espagos entre eles sera
menor, o que impossibilita de uma dessas subdivisdes nao coincidirem
com o ponto C ou qualquer outro (Resposta apresentada por um dos
estudantes do Grupo Experimental na Avaliagdo Diagndstica).

J& na Avaliacdo Final, em ambos os grupos, os estudantes fizeram relagoes
(corretas e incorretas) entre as divisoes e os conceitos dos Reais. Isso pode ter ocorrido
devido a dindmica de memorizagao e repeti¢ao posta na realidade escolar, onde as avaliagoes

estao diretamente relacionadas aos contetdos discutidos em sala.

Tabela 4 — Dados resumidos teste t-pareado - Questao 03

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,417 0,21 1,729 X
Experimental A 0,000 8,16 1,684 v
Experimental B 0,001 3,44 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 8,24 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: Os testes estatisticos indicam que a abordagem dos Numeros
Reais via Aritmética de Segmentos pode ser mais efetiva quanto ao desenvolvimento das
competéncias analisadas nesta questao, uma vez que apenas nos grupos experimentais a
diferenca entre as respostas corretas observadas na Avaliacao Final e as respostas corretas

apresentadas na Avaliagao Diagnostica foi significativa.
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5.1.4 Questao 04

1. Dispondo apenas de régua, compasso, transferidor, barbante e lapis, descreva como

vocé construiria segmentos com as seguintes medidas:

a) V2 ¢) V3 e)

b) V21 d) V6 )

Sl

Competéncias e habilidades analisadas:

« “Constatar que existem situagoes-problema, em particular algumas vinculadas a
Geometria e medidas, cujas solu¢des nao sao dadas por niimeros racionais” (BRASIL,
1999, p. 87).

o “Localizar alguns ntimeros irracionais na reta numérica, com régua e compasso”

(BRASIL, 1999, p. 87).

“Saber representar os niimeros reais na reta numerada” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

“Saber realizar de modo significativo as operagoes de radiciagdo e de potenciagao
com ntimeros reais” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

Elaboramos esta questdo para investigarmos qual o entendimento e/ou signi-
ficado que os estudantes atribuem a estes Niimeros Irracionais. Normalmente, apenas a
construcao de v/2 é apresentada aos estudantes para afirmar a existéncia de nimeros nao
Racionais. Contudo, nao é comum o questionamento de que seria apenas este o tnico
Numero Irracional? Existem outros? De onde e porque eles existem? Gostariamos de

pesquisar se estas perguntas influenciam o entendimento acerca deste tema.

Para a construcao dos Numeros Irracionais, quatro dos oitenta e cinco estudantes
submetidos & Avaliacio Diagndstica construiram /2 de maneira correta, apenas um
conseguiu construir de forma adequada v'2,v/3 ¢ V6 e 65% dos estudantes observados
utilizaram as aproximacoes racionais. Por exemplo, o 7 foi construido por meio de um
segmento de medida 3, 1em. A confusao entre aproximacao e igualdade é observada inclusive

em muitos livros didaticos, onde figuram igualdades como 7 = 3, 14.

Este fato pode sugerir que a habilidade de “incorporar a ideia basica de que os
numeros irracionais somente podem ser utilizados em contextos praticos por meio de suas
aproximagcoes racionais, sabendo calcular a aproximagao racional de um nimero irracional”
(SAO PAULO, 2008, p. 63) pode ter sido trabalhada de maneira incorreta no Ensino
Fundamental, uma vez que os estudantes confundem os ntimeros irracionais com suas

aproximacoes racionais, ou seja, o conceito de aproximacao nao ¢é claro.
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Observamos, também, que a localizagao de alguns Numeros Irracionais na
reta numérica prevista nos PCNs (BRASIL, 1998) nao tem sido desenvolvida no Ensino

Fundamental, pois a grande maioria dos estudantes nao sabia utilizar o compasso e/ou o

transferidor.
Tabela 5 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 04
Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,151 1,06 1,729 X
Experimental A 0,000 10,05 1,684 v
Experimental B 0,000 8,20 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 13,05 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: Podemos concluir, por meio dos resultados dos testes estatisticos
realizados, que os Grupos Experimentais, analisados separadamente e individualmente,
apresentaram avanco significativo quando comparadas as notas da Avalicao Diagnostica
com as notas da Avalicdo Final, diferentemente do que ocorre no Grupo Controle, em que

o Teste t-pareado apontou que o avanco das notas pode nao ter sido significativo.

Mesmo na Avaliagao Final, os estudantes que compunham o Grupo Controle
néo conseguiram construir Irracionais diferentes de v/2, cuja construcao foi mencionada nas
aulas propostas pelo material. Este fato indica que construir exclusivamente v/2 pode nao
ser suficiente para que o estudante deduza, por conta propria, que outras raizes quadradas
podem ser construidas e além destas existem outros Irracionais, cujas construgoes sao

possiveis e outros cuja construgao nao ¢ possivel.

5.1.5 Questao 05

Existe algum Numero Irracional entre 3 e g? Se sim, exemplifique.

Competéncias e habilidades analisadas:

o “Compreender a necessidade das sucessivas ampliagoes, culminando com os Numeros
Irracionais” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

+ “Saber calcular a aproximacao Racional de um niimero Irracional” (SAO PAULO,

2008, p. 63).

o Compreender a densidade dos Racionais e dos Irracionais.

Esta questao foi inspirada no questionario que compde o estudo de Soares,

Ferreira e Moreira (1999). A pergunta original propunha que os participantes encontrassem

um Numero Racional e outro Irracional entre 3 e T Observamos que neste intervalo
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encontra-se o nimero > e gostariamos de excluir respostas prontas obtidas pela apre-
sentacao dos irracionais no Ensino Fundamental como esta, entdo fizemos a alteracao
do intervalo e questionamos apenas a existéncia e exibicdo de um Numero Irracional no

intervalo dado.

Soares, Ferreira e Moreira (1999) observou que apenas 42% dos estudantes de
Matemética da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) e Universidade Federal
de Minas Gerais (UFMG) afirmaram que existem infinitos Racionais e infinitos Irracionais,
computando respostas sem justificativa. Os autores destacaram que muitas das respostas
incorretas associavam dizimas peridédicas com irracionalidade. Esta associagao também foi

observada em mais de 50% das Avaliagdes Diagndsticas analisadas.

Tabela 6 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 05

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,053 1,70 1,729 X
Experimental A 0,000 6,45 1,684 v
Experimental B 0,000 6,18 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 8,85 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: A analise estatistica mostrou que nos Grupos Experimentais houve
avanco significativo das notas desta questao nas avaliagoes, o que nao ocorreu no Grupo
Controle. Este resultado mostra que o uso da Geometria pode contribuir para o melhor

entendimento da densidade dos Racionais e Irracionais na reta real.

5.1.6 Questao 06

Recorde que 7 ¢é a razao entre o comprimento C' de uma circunferéncia e o seu
diametro D:
C

= —.

D

1. Entre todas as circunferéncias com diametro D natural, podemos garantir que existe
pelo menos uma cujo comprimento C' seja também um Numero Natural? Se sim,

exemplifique.
2. Se C' é um Numero Racional, é possivel construir uma circunferéncia de comprimento
C cujo diametro D também seja Racional?

Competéncias e habilidades analisadas:

e “Conhecer o significado do niimero 7 como uma razao constante da Geometria,
sabendo utiliza-lo para realizar calculos simples envolvendo o comprimento da
circunferéncia ou de suas partes” (SAO PAULO, 2008, p. 60).
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Ao propor esta questao gostariamos de avaliar se os estudantes apresentavam
compreensao mais aprofundada da irracionalidade. Desconfidvamos que se perguntassemos
o que era um Numero Irracional muitos responderiam de forma irrefletida que um Numero
Irracional é aquele que nao pode ser escrito como fracao. Por isso, alteramos o formato da
pergunta muito semelhante ao que fizeram os autores Soares, Ferreira e Moreira (1999),
de modo a trazer diversas contradi¢oes as defini¢oes muitas vezes impostas aos estudantes

de forma irrefletiva e avaliar como estes se portavam frente a estas contradicoes.

(Nesta questao) aparece entdo uma contradi¢do: por um lado razéo entre
2 ntimeros (o comprimento e o didmetro da circunferéncia) e, portanto,
deve ser racional. Mas, por outro lado, é sobejadamente conhecido o fato
de ser irracional. O aluno também tende a associar ao nimero irracional a
ideia de imprecisdo, inexatiddo. A falta de significado para a representacio
decimal infinita e ndo periédica é uma das responséveis por isso (“ndo se
sabe o que vem depois da virgula”). Sendo o perimetro da circunferéncia
e seu didmetro entes geométricos cujos comprimentos sao finitos, suas
medidas sdo pensadas como nimeros racionais, o que também leva a
contradigdo mencionada (SOARES; FERREIRA; MOREIRA, 1999, p.
104).

Na Avaliagao Diagnéstica, a grande maioria dos estudantes deixaram esta
questao em branco. Alguns colocaram anotagoes como “aprendi mas ndao me lembro” ou
“estd acima da minha capacidade”. Dez estudantes responderam de forma incorreta porque

consideraram m = 3, 14.

Tabela 7 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 06

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,025 2,09 1,729 v
Experimental A 0,000 5,30 1,684 v
Experimental B 0,005 2,84 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 5,90 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: De acordo com a analise estatistica realizada, ambos os grupos,
experimental e controle, apresentaram avanco significativo nesta questao. Ou seja, os
testes indicam que as duas abordagens podem contribuir para o desenvolvimento das

competéncias relacionadas a esta pergunta.

5.1.7 Questao 07

(Unicamp-SP) Considere duas circunferéncias, uma delas tendo o raio com
medida Racional e outra com medida Irracional. Suponha que essas circunferéncias tém
centros fixos e estao se tocando de modo que a rotagao de uma delas produz uma rotacao

na outra, sem deslizamento. Mostre que os dois pontos (um de cada circunferéncia) que
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coincidem no inicio da rotagao nunca mais voltarao a se encontrar.

Figura 59 — Questao 07

Fonte: Vestibular da Unicamp de 1992

Competéncias e habilidades analisadas:

o “Conhecer o significado do nimero m como uma razao constante da Geometria,
sabendo utilizd-lo para realizar calculos simples envolvendo o comprimento da
circunferéncia ou de suas partes” (SAO PAULO, 2008, p. 60).

o “Compreender a ideia de nimero racional em sua relacao com as fragoes e as razoes”
(SAO PAULO, 2008, p. 61).

o “Compreender a necessidade das sucessivas ampliagoes dos conjuntos numeéricos,
culminando com os niimeros irracionais” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

Esta questao foi retirada do vestibular de 1992 da Universidade Estadual de
Campinas (UNICAMP). Pretendiamos investigar a compreensao dos estudantes quanto
a relagao entre Nuimeros Racionais e Irracionais por meio de uma aplicagao. Na avalia-
cao diagnéstica, 90% dos estudantes nao responderam a esta questao e os outros 10%

responderam de maneira incorreta, apresentando justificativas contraditorias.

Tabela 8 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 07

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle I 1,729

Experimental A 0,000 6,49 1,684 v
Experimental B 0,011 2,44 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 4,10 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

1 Como neste grupo todos os alunos deixaram a questdo em branco ou a responderam incorretamente
tanto na avaliacdo diagnodstica quanto na avaliacdo final, nao tivemos dados suficientes para que o teste
fosse realizado.
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Conclusao: Tanto na Avaliagdo Diagndstica quanto na Avaliagdo Final, todos
os estudantes do Grupo Controle deixaram a questdao em branco (em sua maioria) ou
responderam-na de forma incorreta, por isso nao obtiveram pontuacdo nesta questao.
Porém, assim como na Avaliacdo Final, todos os estudantes do Grupo Controle nao
responderam de forma satisfatoria ou nao responderam a esta questao, evidenciando que a
abordagem adotada neste grupo nao contribuiu para o avanco das competéncias envolvidas.
Observamos que na Avaliagao Final, de modo geral, os estudantes relacionaram o fato de
que os pontos nunca mais voltardao a se encontrar com os raios Racionais e Irracionais,
mas nao conseguiram explicar esta relagao. Nos grupos experimentais, a andlise estatistica
mostrou um avancgo significativo nas notas. Ou seja, a abordagem dos Numeros Reais via
Aritmética de Segmentos contribuiu para que os estudantes desenvolvessem as habilidades

relacionadas a esta questao.

5.1.8 Questdo 08

Dispondo unicamente de régua, compasso, barbante e 1apis, construa, se possivel:

1. uma figura com area m + 1. 2. um circulo com éarea 1.

Competéncias e habilidades analisadas:

o “Conhecer o significado do nimero m como uma razao constante da Geometria,
sabendo utilizd-lo para realizar calculos simples envolvendo o comprimento da
circunferéncia ou de suas partes” (SAO PAULO, 2008, p. 60).

I

o “Compreender a ideia de niimero racional em sua relacdo com as fracoes e as razoes’

(SAO PAULO, 2008, p. 61).

o “Compreender a necessidade das sucessivas ampliagoes dos conjuntos numéricos,

culminando com os niimeros irracionais” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

Tabela 9 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 08

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 2 1,729

Experimental A 0,000 8,11 1,684 v
Experimental B 0,000 3,95 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 6,34 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Como neste grupo todos os alunos deixaram a questdo em branco ou a responderam incorretamente
tanto na avaliacdo diagnodstica quanto na avaliacdo final, nao tivemos dados suficientes para que o teste
fosse realizado.
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Conclusao: Assim como aconteceu na questao anterior, os estudantes que
compunham o Grupo Controle nao produziram dados suficientes para que o Teste de
Hipoteses fosse realizado, pois tanto na Avaliagdo Diagnostica quanta na Avaliagdo Final
os indices de respostas em branco ou completamente incorretas foram elevados. Contudo,
mesmo sem a conclusao via Teste t-pareado, este fato evidencia que a maioria dos es-
tudantes concluiu o Ensino Fundamental sem desenvolver as competéncias listadas que
envolvem esta questao e que a abordagem adotada neste grupo nao colaborou para que
este desenvolvimento fosse significativo. Nos Grupos Experimentais, tanto quando foram
analisados em separado quanto analisados em conjunto, o Teste de Hipoteses evidencia que
houve diferenga significativa da pontuagao dos estudantes quando comparamos a Avaliacao
Diagnostica e a Avaliacao Final. Isto nos dé indicios de que a proposta de abordagem
dos Numeros Reais desenvolvida nesta pesquisa é mais efetiva no desenvolvimento destas

competéncias quando comparada a abordagem usualmente adotada no Ensino Médio.

5.1.9 Questao 09

Gostariamos de construir um segmento AB com certa medida:

(Caso I): AB = V2 (Caso I1):AB = 2V3
Em cada caso, responda as questoes a seguir:

1. Quanto a construcao:

a) é possivel e eu saberia construir.
b) é possivel, mas eu ndo saberia construir.
¢) nao é possivel fazer esta construcao.
2. E possivel encontrar um valor aproximado de AB com precisao de duas casas
decimais?
a) Sim. O valor aproximado é: ...... para o (CasoI)e...... para o (Caso II).

b) Sim, mas néo sei determinar ou nao é praticéavel.

c¢) Nao.
Competéncias e habilidades analisadas:

o “Incorporar a ideia basica de que os niimeros irracionais somente podem ser utilizados
em contextos praticos por meio de suas aproximagcoes racionais, sabendo calcular a

aproximacio racional de um nimero irracional” (SAO PAULO, 2008, p. 63).
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o “Saber realizar de modo significativo as operacoes de radiciacao e de potenciagao
com niimeros reais” (SAO PAULO, 2008, p. 63).

Tabela 10 — Dados resumidos Teste t-pareado - Questao 09

Grupo valor-p | valor-T | valor-t critico | H;
Controle 0,948 | -1,71 1,729 x
Experimental A 0,000 6,36 1,684 v
Experimental B 0,000 5,04 1,711 v
Experimental (A e B) | 0,000 8,00 1,671 v

Fonte: Elaborada pela autora com base nos dados fornecidos pelo software Minitab.

Conclusao: Assim como nas questoes anteriores, o Teste t-pareado mostrou
que houve diferenca significativa entre as pontuagoes das Avaliacdes Diagndstica e Final
apenas nos Grupos Experimentais, tanto quando analisados em separado quanto em
conjunto. Este fato nos da indicios de que a compreensao da construcao dos nimeros reais
e de suas propriedades colabora para o desenvolvimento de competéncias e habilidades
que, nao necessariamente, estao relacionadas a construgoes geométricas ou encontro de

pontos na reta real, como poderiamos supor.

5.2 Andlise qualitativa

5.2.1 Relato dos participantes da pesquisa

Por meio da leitura dos relatos, notamos que estes podiam ser separados em
unidades de contetido (frases, expressoes ou o préprio texto) e estas unidades, por sua vez,

foram classificadas em:

o A abordagem dos Numeros Reais via Aritmética de Segmentos como inferior a

abordagem usual,

o A abordagem dos Numeros Reais via Aritmética de Segmentos como superior a

abordagem usual;

o As duas abordagens nao diferem.

Se analisdssemos cada relato como uma unidade de conteudo teriamos que 95%
classificam, de forma geral, a abordagem dos Nuimeros Reais via Aritmética de Segmentos
como superior & abordagem aritmética/algébrica. Em 70% dos relatos a avaliagdo dos
métodos de ensino ocorre escolhendo o método que possibilita o melhor entendimento,
sendo a Aritmética de Segmentos a abordagem eleita. Nas transcrigoes utilizaremos o
codigo E; para o aluno ¢ do grupo experimental e C; para o aluno j do grupo controle,

seguem algumas delas:
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FE1: Gostei da forma com que os contetidos foram aplicados, muitas coisas
que eu ndo entendia desde o 62 ano foram muito bem explicadas [...] com
as representacos graficas ficaram muito mais simples e esclarecido.

FE5: Senti uma certa alegria em compreender a matéria muito mais
facilmente, comparando com o método do ano passado (que tive muitos
problemas de compreensio) eu achei este método novo muito melhor e
eficaz.

E3: Eu gostei muito das aulas. Aprendi em poucas aulas contetidos que
nao consegui compreender nos sexto, sétimo e oitavo anos.

Ey: [...] Nunca tinha aprendido sobre isso e consegui aprender bem,
foi uma coisa que realmente aprendi. Foi uma forma clara e de facil
entendimento para mim.

Ao propor a construgao dos Numeros Reais por meio da medicdo exata de
segmentos a uma turma de 8° do Ensino Fundamental, Boff (2006) concluiu que a
visualizagdo geométrica traz maior compreensao acerca deste tema na Educacao Basica.
Também no Ensino Superior, Pasquini (2007) constatou, via pesquisa qualitativa, que a
interpretacao geométrica dos Niimeros Reais proporciona o melhor entendimento acerca

do tema.

Percebemos também que o entendimento esta muito relacionado a compreensao
dos processos que envolvem os algoritmos. Os estudantes nao entendem as operagoes envol-
vendo Numeros Reais como conseguir reproduzir o algoritmo, mas sim, como compreender

0s processos que explicam o porque destas operagoes serem realizadas desta maneira.

Cy: “Gostei da forma que a matematica foi ensinada utilizando esses méto-
dos de colocar e representar por retas, pois, além de ser algo novo, mostra
a razdo por tras de operagoes basicas que aprendemos nos primeiros anos
da escola.

Em 20% dos relatos que avaliaram de forma positiva a nova abordagem, os
estudantes afirmam que entenderam os contetdos e que o método contribuiu para isso,

porém apresentam, ainda, algumas duvidas.

E;: [...] Ainda tenho algumas dividas, mas bem pequenas.
Es: [...] Sinto falta de mais exercicios numéricos durante a aula, pois
nao se estuda Matemadtica sem a pratica de exercicios na aula.

Estes relatos mostram que seria interessante que as Notas de Aula propostas
incorporassem, de alguma forma, mais exercicios nimericos. Mas, por outro lado, estas
colocagoes podem evidenciar que a forma como se constituem as aulas de Matematica
na Educacao Basica contribuem para a formacao tecnicista do individuo. Quanto ao
melhor entendimento proporcionado pela Aritmética de Segmentos, 20% dos relatos
foram explicitos de que esta compreensao fora consequéncia da visualizagao grafica que a

abordagem promove.
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E7: Achei que facilitou, a visibilidade ficou muito maior e os conteidos
muito mais claros.

Ejs: Foi uma experiéncia muito boa, foi um jeito mais facil de enxergar e
entender o que acontece em cada operagao e também uma nova forma
de entender conjuntos e as operagoes.

Cs: O ‘segmento aritmético’ por si s6 é uma forma mais facil de se
entender a matéria e a légica da mesma. E uma forma mais ilustrativa e
exemplificada de se apresentar os valores.

Apesar de a nova proposta obter 95% de aprovacao dos participantes da
pesquisa, gostariamos de entender os argumentos colocados na avaliacao negativa de modo

a aprimorar o nosso método.

FEy: A minha experiéncia com conjuntos numéricos e construgoes geomé-
ticas nao foi tdo boa, achei um pouco chato o contetido, apesar da boa
explicagao. Estou ancioso para mudar de contetido, pois ndo sou muito
‘chegado’ neste. Preciso me dedicar mais a essa matéria de conjuntos.

Uma possivel razao para que a abordagem proposta com base na Aritmética de
Segmentos afaste os estudantes é o distanciamento da Geometria que os alunos sofreram
durante todo o Ensino Fundamental. Lorenzato (2006) afirma que, por varias razoes, a
Geometria nao tem ocupado o seu devido lugar no ensino da Matematica. Porém, o autor
enfatiza que é possivel, desejavel e necessario que o ensino desta parte importante da
matematica seja fortemente entafizado. A visao deste pesquisador é a mesma de um dos

participantes desta pesquisa.

FE: Aprendendo conjuntos numeéricos através de aritmética de segmentos
foi possivel compreender melhor o porqué dos conjuntos e como representa-
los geometricamente. [...] A espirial pitagdrica é incrivel, como é possivel
construir exatamente v/2 e ndo um valor aproximado, como 1,47 Gostei
de (re)aprender conjuntos dessa forma e para ter uma melhor base em
geometria no ensino médio, seria interessante aprender os conjuntos dessa
maneira ja no ensino fundamental.

Percebemos que o participante ainda ressalta em sua analise que a integragao
das dreas da Matematica por meio da Aritmética de Segmentos contribuiria para o melhor
entendimento nao s6 dos Numeros Reais de que trata, mas também da Geometria como

um todo, visao esta defendia também por Lorenzato (2006):

A proposta de ensinar aritmética, geometria e algebra integradamente
pode ser 1til também para atender o curriculo em espirial, que recomenda
voltar ao mesmo assunto varias vezes, embora com diferentes enfoques.
[. . ] Nesta integragao, a presenca de figuras exerce importante papel
na aprendizagem matematica, porque elas possibilitam aos alunos a
visualizacdo do todo, bem como das partes que o compdem e, assim,
facilita o desenvolvimento da habilidade mental de operar com as partes
sem perder de vista o todo. Este é um movimento de ida e volta, de
composigio e decomposicio (LORENZATO, 2006, p. 70).
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5.2.2 Relato de uma estudante do curso de Licenciatura

No decorrer do experimento, uma estudante do curso de Licenciatura em
Matematica iniciou as suas observagoes previstas em seu periodo de estagio. No mesmo
periodo, a estudante estava cursando a disciplina intitulada “Introducao a Anéalise Real”
(Andlise) e ao conhecer a abordagem adotada nos grupos experimentais, ela vislumbrou
uma maior compreensao acerca do tema e levou a sua experiéncia para disciplina de
Anélise, apresentando e discutindo a proposta com os seus colegas de turma. Abaixo,
transcrevo o relato escrito desta estudante, apds o término de seu periodo de estagio e

aprovacao de seu relatorio:

“Ao realizar a ultima etapa de estdgio acompanhei as aulas dos trés primeiros
anos do Ensino Médio e passei a conhecer uma maneira diferente de representar os Numeros
Reais, dando significado geométrico as operagoes com estes numeros - a Aritmética de
Segmentos. Digo diferente, pois, geralmente nos livros diddticos os Numeros Reais sao
tratados a partir de definicoes e exemplos simples. Porém, esta nova abordagem trabalhou
a visualizacao grifica das definicoes e operacoes com os alunos, a partir de construgoes

com régua € compasso.

Achei bem interessante esse método de representar os niumeros, pois € possivel
visualizar as operacgoes através das construcoes, trazendo sentido, dispensando a memori-
zagao de formulas e regras. Porém, devido ao hordrio que eu dispunha para acompanhar
as aulas no estagio, nao pude presenciar todas as aulas de construgoes geométricas. Com
isso, pensei que todos os Numeros Reais poderiam ser construidos a partir desse modo de

construgao.

Em uma das aulas da disciplina de Introdugdo a Andlise Real, comentei com a
turma que tive acesso a essa abordagem de representar os numeros e o professor pediu-me
para apresentd-la, brevemente, aos colegas, explicando as operagoes que observei serem
construidas nas aulas do estagio. Ele também sugeriu que eu mostrasse algumas das
propriedades dessas operacoes, a saber, comutatividade, associatividade, existéncia de
elemento neutro e de oposto e distributividade da multiplicacao em relagdo a adig¢do. Por
conta da dificuldade em fazer as construcoes na lousa, o professor sugeriu que eu as fizesse

29

no software Geogebra.

A experiéncia desta licencianda evidencia o que as pesquisas de Pasquini (2007)
defendem: um tratamento diferenciado dos Numeros Reais nos cursos de licenciatura,
uma vez que o tratamento axiomético dos Ntumeros Reais nas disciplinas de Analise nao
proporcionam aos futuros professores um entendimento suficiente para ensinar o tema aos

estudantes da Educagao Baésica.
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5.3 Conclusao do experimento

No caso analisado, notamos que a abordagem dos Nimeros Reais via Aritmética
de Segmentos promoveu desempenho superior em todas as competéncias consideradas nas
avaliagoes elaboradas. Isto comprova que, no caso estudado, a visualizagao geométrica nao so
influenciou no desenvolvimento das habilidades relativas a Geometria, como era esperado,
mas também colaborou para o entendimento das demais competéncias e habilidades

envolvidas no estudo dos Numeros Reais.

Assim como indicavam os autores Lima et al. (2006) e Boff (2006), a Geometria
parece ser um caminho adequado para tratar dos Numeros Reais na Educacao Basica, uma
vez que além de possibilitar a visualizacao de suas propriedades e operagoes, o tratamento
geométrico parece agucar a intuicao dos estudantes quanto a temas como densidade e

limites de fungoes Reais, estudadas apenas no nivel superior.

Evidentemente, este experimento concebido como uma pesquisa piloto, nao
pode afirmar generalizagdes, mas colabora para o desenvolvimento de pesquisas futuras na

area.
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6 Consideracoes Finais

Com o objetivo de elaborar uma proposta de abordagem dos Conjuntos
Numéricos para o Ensino Médio, realizamos a releitura da Aritmética de Segmentos
(HARTSHORNE;, 2000) e, entéo, tivemos a oportunidade de aliar este estudo as pesquisas
envolvendo ensino da Matematica. Assim, pudemos conhecer, mesmo que de forma muito
especifica, para suprir as necessidades de nossa pesquisa, autores que abordam concepgoes
que estudantes e professores apresentam sobre este tema, metodologias de pesquisa em
ensino e diferentes abordagens e tipos de andlise de experimentos. Aprendemos, assim,
que o caminho de aliar diferentes areas traz maior profundidade as pesquisas e, com isso,

enriquece-as.

O estudo de pesquisas em ensino mostrou que a compreensao dos Numeros
Reais, suas propriedades e operagoes sao problematicas tanto na Educagao Basica quanto
na Educacao Superior, situacao agravada quando nao se propoe abordagens voltadas para
o estudo dos Reais na formacao de professores. A releitura da Aritmética de Segmentos nos
mostrou que seria possivel visualizar e construir os conjuntos numéricos, suas operagoes e
propriedades na Educacao Bésica. As metodologias de pesquisa em ensino e as técnicas de

analise de dados nos levaram a elaborar um teste piloto desta nova proposta.

A fim de investigar os efeitos e a aceitagao da proposta elaborada, além de
compara-la a abordagem usualmente adotada acerca do tema, realizamos uma pesquisa
quase-experimental com turmas do primeiro ano do Ensino Médio. Este estudo, analisado
qualitativamente e quantitativamente, apontou que a abordagem dos Conjuntos Numéricos
via Aritmética de Segmentos pode contribuir nao sé para o desenvolvimento/esclarecimento
de habilidades e competéncias diretamente relacionadas a Geometria, mas também as
demais. Concluimos que as discussoes proporcionadas por esta nova abordagem podem
agucar a intuicao dos estudantes acerca de conceitos mais aprofundados, tais como limites
de sequéncias numéricas. Além disso, neste caso especifico, esta abordagem diferente da
usual obteve grande aceitacao dos estudantes, que sentiram-se satisfeitos com a elucidacgao

de regras, teoremas e conceitos que por muito tempo foram aceitos sem questionamentos.

Dando destaque as colocagbes “senti uma certa alegria em compreender a
matéria” e “aprendi em poucas aulas conteidos que nao consegui compreender”, tais
trechos podem indicar que a nao compreensao dos conteudos abordados pela Matematica
pode ser um dos fatores que afastam os estudantes desta disciplina e que estes ainda nao
adquiriram a postura questionadora em sala de aula, nao expondo suas duvidas, sendo
auto-reprimidos por este motivo e assumindo completamente a culpa pela sua dificuldade,

como podemos observar em um dos relatos: Es5: “As aulas foram dadas de forma que eu
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pude entender, embora na hora de aplicar nos exercicios nao consegui executa-los, mas

creio que este seja meu problema’”.

Fazemos a ressalva de que este experimento nao traz generalizagoes, contudo,
pode auxiliar pesquisas futuras acerca deste tema. Além disso, este estudo mostra que
sua hipotese de pesquisa é promissora. Assim, caso o objetivo seja ampliar o escopo da

pesquisa, pensamos que 0S passos sejam:
o Consultar um pesquisador da area de Educagao Matematica e um pesquisador da
area de Estatistica para orientagoes;

« Criar uma amostra significativa dos estudantes do estado de Sao Paulo, por meio de

técnicas de amostragem:;
o Avaliar a validade e fidedignidade das Avaliagoes Diagnésticos e Finais;

o Analisar qualitativamente as respostas produzidas pelos participantes da pesquisa
nas Avaliagdes Diagnoésticas e Finais, procurando entender as maneiras como foram

produzidas, fazendo uma analise de contetido das respostas;

» Colocar em pratica esta proposta e avaliar os resultados quali-quantitativamente.
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APENDICE A - Modelo dos termos de

consentimento de participacao na pesquisa

Uma vez que os participantes da pesquisa eram alunos do Ensino Médio e,
portanto, nao tinham atingido a maioridade legal, informamos aos seus responsaveis sobre
o experimento dando-lhes total descricao dos métodos utilizados, esclarecendo suas dividas.
Apos esta etapa, recolhemos as assinaturas dos termos de consentimento livre e esclarecido
dos responsaveis legais e o termo de assentimento assinado pelo menor, cujos os modelos

estao transcritos abaixo e os originais estao arquivados.
TERMO DE ASSENTIMENTO DO MENOR

Vocé esta sendo convidado a participar da pesquisa Aritmética de segmentos:
uma abordagem dos Niumeros Reais para o Ensino Médio. Nesta pesquisa pretendemos
investigar a eficacia de uma proposta inédita de abordagem dos Nuimeros Reais baseada na
Geometria voltada para alunos do Ensino Médio elaborada pela pesquisadora. O motivo
que nos leva a investigar esse assunto é por notar que pesquisas ja realizadas apontam a
grande dificuldade que alunos, tanto da educacao basica quanto do nivel superior, tem
com relagao ao Conjunto dos Niimeros Reais e suas propriedades. Sendo estes niimeros
a base fundamental para todo o desenvolvimento na Matematica, a compreensao dos
mesmos ¢ de fundamental importancia e suspeitamos que a Geometria possa colaborar em
muito no melhor entendimento deste tema. Para esta pesquisa adotaremos os seguintes
procedimentos: investigacao inicial sobre conhecimento prévio por meio de uma avaliacao
diagnostica escrita, desenvolvimento das aulas sobre Nimeros Reais, avaliagdo final escrita
e analise dos resultados. Para participar desta pesquisa, o responsavel por vocé devera
autorizar e assinar um termo de consentimento. Vocé nao tera nenhum custo, nem recebera
qualquer vantagem financeira. Apesar disso, caso sejam identificados e comprovados danos
provenientes desta pesquisa, vocé tem assegurado o direito a indenizacdo. Vocé sera
esclarecido(a) em qualquer aspecto que desejar e estard livre para participar ou recusar-se.
O responsavel por vocé podera retirar o consentimento ou interromper sua participacao a
qualquer momento. A sua participacao é voluntéria e a recusa em participar nao acarretard
qualquer penalidade ou modificagdo na forma em que é atendido(a) pela pesquisadora que
ird tratar a sua identidade com padroes profissionais de sigilo. Vocé nao serd identificado(a)
em nenhuma publicacao. Os riscos envolvidos na pesquisa referem-se a, por ventura de
alguma distragao ou mau uso do instrumento, machucar-se utilizando o compasso, régua

e/ou barbante ou ter dividas acerca do tema trabalhado. De maneira a diminuir os danos
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citados acima, a pesquisadora responsavel compromete-se a orientar, previamente, os
participantes quanto ao bom uso dos materiais utilizados (compasso, régua, barbante,
papel, etc.) e se disponibilizard a esclarecimentos de dividas sobre o contetido trabalhado
em horarios extraclasse. A pesquisa contribuird para a pesquisa na area do ensino de
matematica e para desenvolver as competéncias e habilidades esperadas no estudo do
conjunto dos ntimeros reais e contetudos relativos a geometria euclidiana plana, melhorando
assim a sua compreensao sobre estes conteudos matematicos. Os resultados estarao a
sua disposicao quando a pesquisa for finalizada. Seu nome ou o material que indique sua
participagao nao sera liberado sem a permissao do responsavel por vocé. Os pesquisadores
tratarao sua identidade com padrdes profissionais de sigilo, atendendo a legislagdo brasileira
(Resolugao N° 466/12 do Conselho Nacional de Saide), utilizando as informagoes somente

para os fins académicos e cientificos.
Assinatura e o e-mail da pesquisadora

Eu, nome do participante, portador(a) do documento de identidade nimero
do documento , fui informado(a) dos objetivos da presente pesquisa, de maneira clara e
detalhada e esclareci minhas davidas. Sei que a qualquer momento poderei solicitar novas
informagoes, e o meu responsavel poderda modificar a decisdo de participar se assim o
desejar. Tendo o consentimento do meu responsavel ja assinado, declaro que concordo em
participar dessa pesquisa. Recebi o termo de assentimento e me foi dada a oportunidade

de ler e esclarecer as minhas duvidas.

Data e assinatura do participante
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

O aluno sob sua responsabilidade estd sendo convidado a participar da pesquisa
Aritmética de segmentos: uma abordagem dos Niimeros Reais para o Ensino Médio. Ele
foi selecionado por ser aluno do Primeiro Ano do Curso Técnico Integrado ao Ensino
Médio e sua participacdo nao é obrigatéria. A qualquer momento ele pode desistir de
participar e vocé podera retirar seu consentimento. A recusa em participar nao trara
nenhum prejuizo na relacao do aluno com os pesquisadores ou com a instituicao. O
objetivo deste estudo ¢ investigar a eficicia de uma proposta inédita de abordagem dos
Numeros Reais baseada na Geometria voltada para alunos do Ensino Médio elaborada
pela pesquisadora. A participagao do estudante nesta pesquisa consistird em envolver-
se nas atividades propostas baseadas na abordagem dos ntmeros reais desenvolvidas
pelos pesquisadores com base no estudo de ?7?). Estas agoes acontecerdo na sala de aula,
durante as aulas de matematica. Durante o experimento, o estudante fara avaliagoes escritas
diagnédsticas (antes das aulas que tratam do tema), avaliagoes finais (apds estas aulas) e um
relato escrito anonimo ao final do experimento relatando a sua percepgao. O experimento

terd duragao de duas semanas (dez aulas). Os riscos relacionados a participagdo sao
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muito pequenos. Os participantes podem, por ventura de alguma distragdo ou mau uso
do instrumento, machucar-se utilizando o compasso, régua e/ou barbante ou ter duvidas
acerca do tema trabalhado. De maneira a diminuir os danos citados acima, a pesquisadora
responsavel compromete-se a orientar, previamente, os participantes quanto ao bom uso
dos materiais utilizados (compasso, régua, barbante, papel, etc.) e se disponibilizara
a esclarecimentos de duvidas sobre o contetdo trabalhado em horarios extraclasse. Os
beneficios relacionados a participacao referem-se a contribui¢cdo para a pesquisa na area
do ensino de matemaética e para desenvolver as competéncias e habilidades esperadas
no estudo do conjunto dos niimeros reais e contetidos relativos a geometria euclidiana
plana, melhorando assim a compreensao do participante sobre estes temas. Os dados serao
utilizados em uma dissertacao de mestrado e num possivel artigo. As informacoes obtidas
através desta pesquisa serao confidenciais e asseguramos o sigilo sobre a participagao do
aluno. Os dados nao serao divulgados de forma a possibilitar a identificacao do aluno e
serao utilizados nomes ficticios se for necessario cita-lo no texto da pesquisa. Vocé recebera
uma via deste termo onde consta o telefone e o e-mail institucional do pesquisador principal,

podendo tirar dividas sobre o projeto e sua participagao, agora ou a qualquer momento.
Assinatura e e-mails da pesquisadora e do orientador da pesquisa

Declaro que entendi os objetivos, riscos e beneficios da participacao do estudante

na pesquisa e concordo que ele participe.

Assinatura do responsdvel
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ANEXO A - Dados originais gerados pelo
Minitab

A.1 Questao 01

o Teste t-pareado - Grupo Controle:

Figura 60 — Teste t-pareado - Questao 01 - Grupo Controle
Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliagdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Awvaliagdo Final 20 1,400 0,940 0210
Avaliagdo Diagnostica 20 1,200 1,005 0,225

Estimativa da diferenca pareada
Limite inferior
de 95% para a
Media DesvPad EP Madia diferenga_p
0,200 1,436 0,321 -0,355

diferenga_u: média de (Avaliacdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipdtese nula He: diferenca_p = 0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_y = 0

Valor-T  Valor-p
062 0,270

Fonte: MINITAB INC®

o Teste t-pareado - Grupo Experimental A:
Figura 61 — Teste t-pareado - Questao 01 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N  Meédia DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 40 1,700 0,723 0114
Avaliagdo Diagnostica 40 1,000 1,013 0,160

Estimativa da diferenca pareada
Limite inferior
de 95% para a
Média DesvPad EP Média diferenga_p
0,700 1,244 0,197 0,368

difzrenca_u: média de (Avaliagdo Final - Avaliocdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_pu =0
Hipétese alternativa  Ha: diferenga_p = 0

Valor-T  Valor-p
3,56 0001

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 62 — Teste t-pareado - Questao 01 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas
Amostra N Média DesvPad EP Média

25 1,040 1,020
Avaliagdo Diagnostica 25 0,800 1,000

Avaliagdo Final 0,204
0,200

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a

diferenga_p
0,240 0,171

Media DesvPad EP Média
0,240 1,200

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipétese nula

He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa

Ha: diferenga_p = 0
Valor-T  Valor-p

1,00 0,164

Fonte: MINITAB INC®
« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 63 — Teste t pareado - Questao 01 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnédstica

Estatisticas Descritivas

Amostra

M Méedia DesvPad EP Madia
Awvaliagdo Final 65 1446 0,902 0112
Avaliagdo Diagnostica 65 0,923 1,005 0,125

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 93% para a

diferenga_y
0,154 0,267

Média DesvPad EP Média
0,523 1,239

diferenga_u: média de (Avaliacdo Final - Avaliscdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p = 0
Hipotese zlternativa

Hq: diferenga_p > 0
Valor-T  Valor-p
340 0,001

Fonte: MINITAB INC®

A.2 Questdo 02

» Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 64 — Teste t-pareado - Questao 02 - Grupo Controle
Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnédstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Madia
Awvaliagdo Final 20 0,1250 03183 0,0714
Awvaliagdo Diagnostica 20 0,1000 03078 0,0688

Estimativa da diferenca pareada
Limite inferior
de 95% para a
Média DesvPad EP Méadia diferenca_p
00250 03432 0,0767 -0,1077

diferenga_u: média de (Avaliacdo Final - Avaliagdo Diagnostica)
Teste

Hipotese nula He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa Hy: diferenga_p » 0

Valor-T  Valor-p
033 0374

Fonte: MINITAB INC®

o Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 65 — Teste t-pareado - Questao 02 - Grupo Experimental A
Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas

Amaostra N Meédia DesvPad EP Média
Avaliagio Final 40 1,150 0,794 0,126
Avaliagdo Diagndstica 40 0,050 0,221 0,035

Estimativa da diferenca pareada
Limite inferior
ce 95% para 2
Média DesvPad EP Média diferenga_p
1100 0,834 0132 0,878

diferenca_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula Ho: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_p > 0

Valor-T Valor-p
835 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 66 — Teste t-pareado - Questao 02 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagio Final 25 0440 0,666 0,133

Avaliagdo Diagnostica 25 0,000 0,000 0,000

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 953% para 3
diferenga_p

0212

Média DesvPad EP Média
0,440 0,666 0,133

diferenga_w: média de {Avaliacdo Final - Avaliogdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa

Hi: diferenga_p > 0
Valor-T  Valor-p
330 0,002

Fonte: MINITAB INC®

« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 67 — Teste t-pareado - Questao 02 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Méadia DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 65 0877 0820 0,102
Avaliagio Diagnostica 65 0,031 0174 0,022

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,674

Média DesvPad EP Média
0,846 0833 0,103

diferenga_w média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa

Hy: diferenga_p » 0
Valor-T  Walor-p
818 0,000

Fonte: MINITAB INC®

A.3 Questao 03

o Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 68 — Teste t-pareado - Questao 03 - Grupo Controle

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliagdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Madia

Avaliagdo Final 20 01250 0,3932 0,0879
Avaliagio Diagnodstica 20 0,1000 0,3078 0,0688

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,178

Média DesvPad EP Media
0,025 0,525 0,117

diferenga_p médio de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p = 0
Hipdtese alternativa

Hy: diferenga_p » 0
Valor-T  walor-p
021 0417

Fonte: MINITAB INC®
e Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 69 — Teste t-pareado - Questao 03 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média

0,786 0,124
Avaliacdo Diagndstica 40 0,025 0,158 0,025

Avaliagdo Final 40 1,063

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,823

Média DesvPad EP Média
1,038 0,804 0,127

diferenca_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferencga_yu =0
Hipotese alternativa

Hq: diferenga_p = 0
Valor-T  Walor-p
816 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 70 — Teste t-pareado - Questao 03 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 25 0520 0,757 0,151
Avaliagio Diagnostica 25 0,000 0,000 0,000

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,261

Média DesvPad EP Média
0,520 0,757 0,151

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipétese nula

Ho: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa

Hq: diferenga p = 0
Valor-T  Walor-p
3,44 0,001

Fonte: MINITAB INC®
« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 71 — Teste t-pareado - Questao 03 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 65 0854 0814 0,101

Avaliagdo Diagnostica 65 0015 0,124 0,015

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,669

Média DesvPad EP Média
0838 0,820 0,102

diferenca_w: média de (Avaliacdo Final - Avaliacdo Diagndstica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_y = 0
Hipotese alternativa

Hq: diferenga_p = 0
Valor-T  valor-p
8,24 0,000

Fonte: MINITAB INC®
A.4 Questao 04

o Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 72 — Teste t-pareado - Questao 04 - Grupo Controle

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 20 00625 02276 00509

Avaliagdo Diagnostica 20 0,0073 0,0335 00075

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
WMédia DesvPad EP Méadia diferenga_y

00550 02322 00519 -0,0348

difersnca_wk média de (Avalingdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_pu =0

Hipétese alternativa  Ha: diferenga_p = 0

Valor-T  valor-p
106 0151

Fonte: MINITAB INC®
o Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 73 — Teste t-pareado - Questao 04 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Meédia DesvPad EP Média
Avaliagio Final 40 1,269 0777 0,123
Avaliagdo Diagnostica 40 0,056 0,208 0,033

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
ce 95% para a
diferenga_p
1,009

Média DesvPad EP Média
1212 0763 0,121

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa  Hy diferenga_p = 0

Valor-T  Walor-p
1005 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 74 — Teste t-pareado - Questao 04 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliagdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagio Final 25 1,180 0,724 0,145
Avaliagdo Diagnostica 25 0,010 0,050 0,010

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a

diferenga_p
1170 0713 0,143 0,926

Média DesvPad EP Media

diferenga_w: média de {Avaliacdo Final - Avaliogdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_p = 0

Valor-T  Valor-p
820 0,000

Fonte: MINITAB INC®

« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 75 — Teste t-pareado - Questao 04 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 63 12346 07524 00833

Avaliagdo Diagnostica 65 0,0385 0,16867 0,0207

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
Média DesvPad EP Media diferenga_p

1,1962 0,7388 0,0916 10432

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipdtese nula He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_p > 0

Valor-T  Valor-p
13,05 0,000

Fonte: MINITAB INC®

A5 Questdo 05

» Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 76 — Teste t-pareado - Questao 05 - Grupo Controle

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 20 08350 0,587 0,131
Avaliagdo Diagnostica 20 0,600 0,620 0,139

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
-0,005

Media DesvPad EP Média
0,250 0,659 0,147

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste
Hipétese nula He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_p » 0

Valor-T  Valor-p
1,70 0,053

Fonte: MINITAB INC®
o Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 77 — Teste t-pareado - Questao 05 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Meédia DesvPad EP Média

Avaliagio Final 40 0,850 0,700 0,111
Avaliagdo Diagnostica 40 0,150 0,362 0,057

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
ce 95% para a
diferenga_p
0517

Média DesvPad EP Média
0,700 0687 0,109

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa

Hq: diferenga_p = 0
Valor-T  Walor-p
545 0,000

Fonte: MINITAB INC®

« Teste t-pareado - Grupo Experimental B:
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Figura 78 — Teste t-pareado - Questao 05 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas
Amostra M Media DesvPad EP Média
Awaliagdo Final 25 0980 0,797 0,158
Awaliagio Diagnéstica 25 0,010 0,050 0,010

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenca_p
0,701

Média DesvPad EP Média
0,970 0,785 0,157

diferenca_u: média de (Avaliogo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipétese nula

He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa

Ha: diferenga p = 0
Valor-T  Walor-p
618 0,000

Fonte: MINITAB INC®
« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 79 — Teste t-pareado - Questao 05 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacao Final; Avaliagdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média

65 09000 07353 0,0912
Avaliagdo Diagnostica 63 00962 02921 0,0362

Avaliagdo Final

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,6523

Média DesvPad EP Média
03038 07322 0,0008

diferenca_u: média de (Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotesze nula

He: diferenga_u =0
Hipotese alternativa

Hq: diferenga_p > 0
Valor-T  valor-p
885 0,000

Fonte: MINITAB INC®
A6 Questio 06

o Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 80 — Teste t-pareado - Questao 06 - Grupo Controle

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 20 0500 0,827 0,185

Avaliagio Diagnostica 20 0212 0,508 0,114

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
Média DesvPad EP Média diferenga_p

0287 0614 0,137 0,050

diferenga_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste
Hipétese nula Ho: diferenga_p = 0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_p » 0
Valor-T  Walor-p

200 0025

Fonte: MINITAB INC®
e Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 81 — Teste t-pareado - Questao 06 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliagdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Média
Avaliagdeo Final 40 0,775 0,869 0,137

Avaliagio Diagnodstica 40 0,100 0,379 0,060

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,451

Média DesvPad EP Média
0,675 0,805 0,127

diferenca_w: média de (Avaliacdo Final - Avaliocde Diagndstica)

Teste
Hipotese nula He: diferenga_p =0
Hipétese alternativa  H.: diferenga_p = 0

Valor-T  Valor-p
530 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 82 — Teste t-pareado - Questao 06 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagio Final 25 0340 0,572 0,114
Avaliagdo Diagnostica 25 0,010 0,050 0,010

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
Média DesvPad EP Média diferenga_p

0,330 0,581 0116 0131

diferenga_w média de {Avaliacdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipdtese nula

He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa

H.: diferenga_p = 0
Valor-T  Valor-p
284 0,005

Fonte: MINITAB INC®

« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 83 — Teste t-pareado - Questao 06 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N  Média DesvPad EP Média

0,7930 00924
Avaliagdo Diagnostica 65 0,0654  0,3006 00373

Avaliagio Final 65 0,8077

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 83% para a
diferenga_p
0,3888

Média DesvPad EP Média
05423 07416 00920

diferenga_w: média de {Avaliacdo Final - Avaliogdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_p =0

Hipotese alternativa  H,: diferenga_p > 0

Valor-T  Valor-p
590 0,000

Fonte: MINITAB INC®

A7 Questao 07

o Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 84 — Teste t-pareado - Questao 07 - Grupo Controle

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Madia

20 0000000 0000000 O000000
20 0,000000 0000000 O,000000

Avaliagdo Final
Avaliagio Diagnostica

Estimativa da diferenca pareada

IC de 95% da
diferenga_p
0,000000 0,000000 0©,000000 (0,000000; 0,000000)

Média DesvPad EP Media

diferenga_p: média de {Avaliagdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p = 0
Hipodtese alternativa

Hq: diferenga_y 2 0
Valor-T  valor-p

* *

Histograma de Diferengas

* NOTA * Todos os valores na coluna sdo idénticos.

Fonte: MINITAB INC®
o Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 85 — Teste t-pareado - Questao 07 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Media DesvPad EP Média
Avaliagde Final 40 0875 0,853 0,135

Avaliagio Diagnodstica 40 0,000 0,000 0,000

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
0,648

Média DesvPad EP Média
0,875 0,853 0,135

diferenca_ médio de {Avoliacdo Final - Avaliacdo Diagndstica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_pu =0
Hipotese alternativa

Hq: diferenga_p = 0
Valor-T  valor-p
549 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 86 — Teste t-pareado - Questao 07 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média

Avaliagdo Final 25 0320 0,627 0,125
Avaliagio Diagnostica 25 0,010 0,050 0,010

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior

de 95% para a
Méedia DesvPad EP Media diferenga_p

0,310 0,634 0127 0,093

diferenga_wt média de {Avaliacdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_p =0

Hipotese alternativa  H.: diferenga_p » 0

Valor-T  Valor-p
244 0,011

Fonte: MINITAB INC®

» Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 87 — Teste t-pareado - Questao 07 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnostica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 63 03231 06151 00763
Avaliagdo Diagnostica 65 0,0077 0,0435 0,0054

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a

diferenga_p
03154 0,6207 00770 01869

Media DesvPad EP Madia

diferenga_w média de {Avaliacdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipdtese nula He: diferenga_p =0

Hipotese alternativa  H,: diferenga_p > 0
Valor-T  Valor-p
410 0,000

Fonte: MINITAB INC®

A.8 Questdo 08

o Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 88 — Teste t-pareado - Questao 08 - Grupo Controle
Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas
Amostra M Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 20 00250 01118 00250
Avaliagdo Diagnostica 20 0,0250 0,1118 0,0250

Estimativa da diferenca pareada
Limite inferior
de 95% para a
Média  DesvPad EP Media diferenca_p
0,000000 0000000 O0,000000 0,000000

difsrenga_w: média de (Avaliacdo Final - Avaliogdo Diagnostica)

Teste
Hip&tese nula He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa  H.: diferenga_p » 0

Valor-T  Valor-p

* NOTA * Todos os valores na coluna sdo idénticos.

Fonte: MINITAB INC®

o Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 89 — Teste t-pareado - Questao 08 - Grupo Experimental A
Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas
Amostra N Média DesvPad EP Média
Awvaliagdo Final 40 0,7300 0,5883 0,0930
Avaliagdo Diagnodstica 40 0,0250 0,1104 0,0174

Estimativa da diferenca pareada
Limite inferior
de 95% para a
Meédia DesvPad EP Madia diferenca_p
07250  0,5656 0,0894 0,5743

diferenga_u: média de (Avaliacdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipdtese nula He: diferenca_p = 0
Hipotese alternativa  H,: diferenga_ju > 0

Valor-T  Valor-p
811 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 90 — Teste t-pareado - Questao 08 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacao Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 25 0,600 0,764 0,153
Avaliagdo Diagnostica 25 0010 0,050 0,010

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
Média DesvPad EP Média diferenga_p

0,590 0,746 0,149 0,335

diferenca_w: média de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_pu =0
Hipotese alternativa  Ha: diferenga_p > 0

Valor-T  valor-p
3,95 0,000

Fonte: MINITAB INC®

o Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 91 — Teste t-pareado - Questao 08 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média

Avaliagdo Final 63 0,5692 0,7282 00903
Avaliagdo Diagnostica 65 0,0077 0,0433 0,0054

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior

de 95% para a
WMédia DesvPad EP Méadia diferenga_y

0,5615 0,7140 0,0886 04137

difersnca_wk média de (Avalingdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula He: diferenga_pu =0

Hipétese alternativa  Ha: diferenga_p = 0

Valor-T  valor-p
6,34 0,000

Fonte: MINITAB INC®

A.9 Questdo 09

o Teste t-pareado - Grupo Controle:
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Figura 92 — Teste t-pareado - Questao 09 - Grupo Controle

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliagdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 20 0,200 0441 0,089
Avaliagio Diagnostica 20 0,300 0470 0,105

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
-0,2011

Média DesvPad EP Media
-0,1000 02616  0,0585

diferenga_p médio de {Avaliagdo Final - Avaliagdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p = 0
Hipdtese alternativa

Hy: diferenga_p » 0
Valor-T  walor-p
-171 0948

Fonte: MINITAB INC®
e Teste t-pareado - Grupo Experimental A:

Figura 93 — Teste t-pareado - Questao 09 - Grupo Experimental A

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagio Final 40 0,813 0814 0,129

Avaliagdo Diagnostica 40 0,025 0,110 0,017

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 5% para a
diferenga_p

0,579

Média DesvPad EP Média
0,787 0784 0124

diferenca_w: média de {Avaliacdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa

Hi: diferenga_p > 0
Valor-T  Valor-p
536 0000

Fonte: MINITAB INC®



ANEXO A. Dados originais gerados pelo Minitab 156

o Teste t-pareado - Grupo Experimental B:

Figura 94 — Teste t-pareado - Questao 09 - Grupo Experimental B

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagnéstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
0,764 0,153
Avaliagdo Diagnostica 25 0,200 0,382 0,076

Avaliagio Final 25 0800

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 5% para a
Média DesvPad EP Média diferenga_p

0,600 0,595 0118 0,396

diferenca_w: média de {Avaliacdo Final - Avaliacdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_p =0
Hipotese alternativa

Hi: diferenga_p > 0
Valor-T  Valor-p
504 0,000

Fonte: MINITAB INC®

« Teste t-pareado - Grupo Experimental (A e B):

Figura 95 — Teste t-pareado - Questao 09 - Grupo Experimental

Teste T Pareado e IC: Avaliacdo Final; Avaliacdo Diagndstica

Estatisticas Descritivas

Amostra N Média DesvPad EP Média
Avaliagdo Final 65 07615 0,7401 00918

Avaliagdo Diagnostica 65 0,1846 0,3598 0,0445

Estimativa da diferenca pareada

Limite inferior
de 95% para a
diferenga_p
04566

Média DesvPad EP Média
05769 05812 0,0721

difzrenca_u: média de (Avaliagdo Final - Avaliocdo Diagnostica)

Teste

Hipotese nula

He: diferenga_pu =0
Hipotese alternativa

Ha: diferenga_p = 0
Valor-T  Valor-p
800 0,000

Fonte: MINITAB INC®
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ANEXO B - Aritmética de segmentos para

solucionar uma questao de olimpiada

Cerca de um més apos a conclusao do experimento, os estudantes participantes

da pesquisa realizaram a prova escrita da Olimpiada Internacional Matematica sem

Fronteiras, uma competicao criada na Franca em 1989 e organizada, no Brasil, pela Rede

POC. A olimpiada tem fase tinica e os estudantes competem em equipes, os grupos de

melhor desempenho sao convidados a representar o pais em determinados eventos cientificos

no exterior.

Dentre todos os grupos do Ensino Médio na escola, uma das questoes foi

resolvida exclusivamente por uma das equipes, o qual baseou sua resolucao na Aritmética de

Segmentos. Esta resolugao foi construida pelos alunos participantes do Grupo Experimental

B, a transcri¢do do enunciado da questao e a resolugao original elaborada pelos estudantes

encontram-se abaixo:

2017:

ponto E.

Questao 10 - Olimpiada Internacional Matemdtica sem Fronteiras - Edicao

Viva Tales!
Desenhe um triangulo isésceles ABD de maneira que AB = AD = 1.

Marque um ponto C' sobre a linha AB. Nao coloque C sobre os vértices A ou

Trace o segmento C'D.

Trace uma reta pelo ponto B, paralela a C'D, que intersecta a reta AD no

1
Most AE = —.
ostre que e

Sobre uma nova figura usando o mesmo triangulo ABD e um ponto C', obtenha

uma construcao de modo que AF = AC?. Justifique sua resposta.
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Figura 96 — Resolugao feita pelos estudantes - Parte I
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Fonte: Elaborado pelos participantes da pesquisa.
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Figura 97 — Resolucao feita pelos estudantes - Parte II
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Fonte: Elaborado pelos participantes da pesquisa.
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