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RESUMO

Robinson Antéo da Cruz Filho. Ndmeros complexos para professores de matematica da educacéao
béasica que atuam no ensino médio. 2018. 97p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de

Computacéo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2018.

Um texto sobre o corpo dos nimeros complexos abordando-os de uma forma integrada e direcionada
para professores de educacdo basica que atuam no ensino médio. Apresenta de forma bem
fundamentada varios aspectos dos nimeros complexos: par ordenado, vetor do plano, forma algébrica,
forma trigonométrica e matricial. Todos os resultados essenciais foram demonstrados. H4 um capitulo

com alguns problemas resolvidos.

Palavras-chave: NuUmeros complexos, par ordenado, vetor do plano, forma algébrica dos niumeros
complexos, forma trigonométrica dos niameros complexos, forma matricial dos nimeros complexos,

ensino médio.






ABSTRACT

Robinson Antdo da Cruz Filho. Complex numbers for high school teachers. 2018. 97p. Dissertagédo
(Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagéo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP,

2018.

A text on the field of complex numbers in an integrated way and directed to teachers of basic education
who work in high school. It presents in a well-founded form several aspects of the complex numbers:
ordered pair, plane vector, algebraic form, trigonometric and matrix form. For every essential result,

there is a proof. There is a chapter with some solved problems.

Keywords: Complex numbers, ordered pair, vector in the plane, algebraic form of complex numbers,

trigonometric form of complex numbers, matrix form of complex numbers, high school.
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1 INTRODUCAO

O presente texto tem como origem a experiéncia do autor com o ensino dos numeros
complexos em educacgdo bésica, especificamente no ensino médio, em escolas publicas ou
privadas, em cidades como S&o Carlos, Valinhos, Mogi Guacu € Mogi Mirim. O autor atuou
tanto no ensino médio regular quanto em pré-vestibulares. Neste Gltimo caso, em particular,
lecionando para turmas de aprofundamento para vestibulandos do Instituto Tecnoldgico da
Aerondutica (ITA), do Instituto Militar de Engenharia (IME), além de turmas de preparacao
para competicOes de matematica, a saber, a Olimpiada Paulista de Matematica (OPM) e a
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM).

A sequéncia dos capitulos é aquela tradicionalmente seguida pela maioria
(esmagadora) das obras sobre os fundamentos béasicos dos nimeros complexos, exceto o
capitulo sobre a forma matricial. O corpo dos nUmeros complexos, interpretacdo geométrica e
conjugado de um numero complexo (surge um novo tipo de fungdo). As poténcias inteiras da
unidade imaginaria ja apresentam uma primeira ligacdo com as rotacdes no plano (vejam as
poténcias de inteiras de i). O proximo topico € a multiplicacdo por nimero real (homotetias).
Em seguida, ha a forma trigonométrica. A ligacao entre todos esses aspectos fica para a forma

matricial.

O autor desistiu de escrever um capitulo especifico sobre as transformacdes
geométricas no plano. Pois, ha pelo menos uma dissertacdo excelente sobre o tema. Aquela
escrita pelo profmatiano Robson Coelho Neves (NEVES, 2014), orientado pelo professor Dr.
Eduardo Wagner. Da mesma forma, desistimos de uma abordagem historica do surgimento dos

nameros complexos, por si s6, um tema de dissertacdo em nivel de mestrado ou doutorado.

O texto utiliza livremente resultados da algebra e da algebra linear, da geometria
euclidiana plana e da geometria analitica plana para iluminar varios aspectos dos numeros
complexos. Oferecemos uma abordagem mais profunda de um assunto do ensino medio. A
abordagem é original no seguinte sentido: ela trata de modo suficientemente rigoroso todos 0s
aspectos importantes dos nimeros complexos para um professor de educacdo bésica; por
exemplo, aimersdo de Rem C, as poténcias de i bem como as equivaléncias entre as diversas

formas dos numeros complexos.
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Além disso, sempre que foi possivel, houve um intercdmbio entre duas categorias que
se superpdem dialeticamente, o saber matematico e o saber pedagdgico. Todo texto tem uma

trama, uma urdidura: ha inumeras sugestdes nas entrelinhas.

Uma visdo abrangente dos numeros complexos tem indmeros defensores, todos
ilustres professores de matematica com larga experiéncia em preparacdo de jovens alunos para
competi¢cdes de matematica ou que simplesmente atuam como formadores de professores. Ela
propicia uma enorme quantidade de bons argumentos para justificar uma infinidade de
estratégias de ensino que podem ser consideradas inovadoras. O autor teve uma grande
variedade de experiéncias no ensino dos numeros complexos. As mais desafiadoras foram
aquelas turmas que tinham uma motivacdo maior para um aprendizado mais aprofundado de
matematica; aquelas turmas cujos alunos tinham a intengdo de seguir seus estudos superiores
nas areas de engenharia, ciéncias naturais, notadamente, a Fisica; uma quantidade desprezivel
intencionava seguir para a area de matematica. Nenhuma dessas vivéncias tém registros. O
professor de educacao basica, em geral, ndo escreve sobre suas aulas e nem as registra: um tipo

de cultura profissional que precisa mudar radicalmente.

Os nameros complexos tém um papel integrador de varios assuntos da matematica do
ensino médio: geometria euclidiana plana, geometria analitica no plano, matrizes, equacdes
algébricas, polinbmios e trigonometria. Porém, uma adverténcia: topicos de matematica
elementar ndo sdo, necessariamente, topicos faceis. Por exemplo, ha problemas de competicdes
matematicas extremamente dificeis. Mesmo um professor experiente ira enfrentar dificuldades

para encontrar uma solucdo completa.

Neste trabalho veremos varias faces dos nUmeros complexos. A estrutura de corpo. A
estrutura de espaco vetorial. A estrutura de espago métrico, especificamente uma forma de
medir distancias, sem entrar nos aspectos topoldgicos (mas a base estara 1a). Um isomorfismo
entre 0s numeros complexos e um conjunto de matrizes reais quadradas de ordem dois. Também

resolveremos alguns problemas usando esses varios aspectos.

Do ponto de vista metodologico, esta dissertacdo poderia ser enquadrada como uma
revisao bibliogréafica. O presente texto tem como fundamento diversas fontes, mas procurou-se
estabelecer uma escrita pessoal, que reflete a experiéncia do autor como docente de matematica

do ensino médio. Exatamente aquilo que os alunos ndo veem, mas que serve de guia para todo
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professor: uma mesa, uma cadeira, papel, lapiseira e tempo. H& fontes que s&o imateriais; aulas
que o autor assistiu ou mesmo conversas com outros professores. Por exemplo, as elegantes
aulas de Funcdes de Uma Variavel Complexa do professor Luiz Augusto da Costa Ladeira, ou
as aulas do professor José Gaspar Ruas Filho, as aulas do professor Henrique Lazari ou da
professora Nilze Silveira de Almeida, a primeira pessoa a nos mostrar um nimero complexo

como um par ordenado de nimeros reais.

Nas escolas (publicas ou privadas) hd muitos alunos que gostam de matemaética, que
gostam e sentem-se desafiados por problemas de matematica. O trabalho com turmas especiais,
ou, especificamente, com alunos que participam de competicGes em matematica, exige muita
dedicacdo e estudo do professor de matematica. Aos sabados, por dois anos consecutivos, 0
autor trabalhou com alunos do Programa de Iniciacdo Cientifica da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (PIC OBMEP). Séo alunos do nivel 2 (8° e 9° anos do ensino
fundamental) e do nivel 3 (ensino médio); ha alunos brilhantes! Com muita aptiddo para a
matematica. A maioria deles declara que aulas do PIC OBMEP séo interessantes por dois
motivos: a) as demonstracOes de resultados que séo feitas, b) a metodologia de ensino aplicada
e ¢) a disposicdo dos professores do PIC OBMEP para atuarem de forma significativa (por

exemplo, aplicando a metodologia de resolucéo de problemas).

A experiéncia também indica que um professor ndo ensina aquilo que ndo sabe. Para
ensinar bem sobre numeros complexos é preciso estudar e conhecer 0s numeros complexos.
Portanto, uma outra caracteristica deste texto é a de ser um depoimento de amor e dedicacgdo a
docéncia. Um texto que retrata uma postura profissional de profundo respeito ao alunado,

principalmente, das escolas publicas.

Todas as figuras desta dissertacao foram elaboradas pelo autor com auxilio do software

GeoGebra®.
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2 O CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo caracterizaremos o0 conjunto dos nlimeros complexos como corpo,
como espaco vetorial de dimensdo dois sobre R e como espaco métrico. Duas caracteristicas
fundamentais dos nimeros complexos: uma algébrica e outra topoldgica. Os varios modos de
utilizacdo dessas caracteristicas produzem formas diversas de integracdo de conteudos da
propria Matematica.

2.1 ALGEBRA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Consideremos o conjunto R? =R xR = {(x y);xeRAye R} .

Paratodos z, =(X,Y,)€R* e z, =(X,,Y,) € R?, definiremos

Igualdade
X =%
21=22<:>(X11Y1):(X2'y2)<:> e . ()
Yi=Y,
Adicéo
zl+22:(xl,y1)+(x2,yz):(xl+x2,y1+y2). (A)
Multiplicacéo
1, :(Xy yl)'(X21 yz): (X1X2 —YiYo XY, + Y1X2)- (M)

Os elementos z, +2z, e z,-z, de R* sdo denominados, respectivamente, de soma e

produto de z, e z,.Tradicionalmente, escreve-se z,z, emvez dez, -z,.

Observemos que tanto a adicdo quanto a multiplicacdo em R’foram definidas em

termos da adi¢do e da multiplicagdo de nimeros reais.
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Definic¢éo 2.1 Conjunto dos nimeros complexos

Denomina-se Conjunto dos Numeros Complexos, denotado por €, ao conjunto de
todos os pares ordenados de nimeros reais que seguem as definicdes de igualdade (1), de adicéo
(A) e de multiplicacdo (M) definidas anteriormente. Cada elemento de C sera chamado de

ndmero complexo.
Teorema 2.1 Estrutura de corpo
C é um corpo.
Demonstracéo:
Propriedades da adi¢éo
(A.0) A adicéo esta bem definida e é fechadaem C.

(A.1) A adicdo em C é comutativa.

Sejam z,=(x,¥;)eC e z,=(X,,Y,) e C, entdo

2+, :(X11y1)+(X2'yz)(f)(x1+X2'y1+y2) Aadig__éoem (X2+X1'y2+y1)zzz+21 '
R é comutativa

(A.2) A adicdo em C é associativa.
Sejam z,=(X,Y,), Z=(%,.Y,) e Z;=(X;,¥;) € C, entdo:

2+(2,+2) = 04, Y1) +((%, ¥2) + 0%, ¥3)) 5 060 Y + (06 4%, Yo + %5 )) =

(f)(ler(xz+x3),yl+(y2+y3))=((X1+X2)+X3,(y1+y2)+ys):

pos (% %)+ %, (Vi +Y,)+ y3)(i)((x1+x2),(yl+ Y,))+ (X ¥s) =
emR é
associatva

(f)((xv Y1)+(X2’ yz))"‘(xsv Y3)(j)(21+ 2,)+12; .
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(A3) Existéncia de elemento neutro para a adicao

Queremos determinar um numero complexo €, com e:(el,ez), tal que, para todo

z=(xy)eC, e+z=z+e=1.

Entéo,
e +X=X
e+z:(el,e2)+(x,y)(i)(e1+x,e2+y):(x,y)<(l:)> e ©e=6=0
E,+y=Yy

O elemento neutro da adicdo de nimeros complexos sera denotado, neste capitulo, por

0. e nos capitulos posteriores, simplesmente, por 0. Portanto, e = (0, O) =0,.
(A4) Todo elemento de € tem inverso aditivo ou oposto
Dado 2 :(X, y) e C, queremos determinar z'=(x",y")eC , tal que
Z+2'=2'+2=0..
Entéo,
X+Xx'=0 X'=-X
z+z':(x,y)+(x',y')(f)(x+x',y+y'):(0,0)c> e <4 e
y+y'=0 y'=-y

Portanto, (—X,—Y) é 0 oposto de (X, Y), para cada (X, y)eC .

Se z=(x,y) entdo —z=(-x,~y) € o opostode z=(X,y) , para cada z=(xy).
Além disso, z+(-z)=(-z)+z=0,.
Propriedades da multiplicacdo
(MO0) A multiplicagdo esta bem definida e é fechadaem C.

(M1) A multiplicagdo em C é comutativa.
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De fato, sejam 2, =(X,,Y,) € Z, =(X,,¥,) € C, entdo:

7, = (X1' Y1)'(X2’ Y2)J)(X1X2 — V1Yo XY, + leZ)AmultipTcagéoem(szi — YoV, Yo X + X2y1) =
R é comutativa

(M)

= (XZI yz)'(Xv yl) =1,1,.
(M2) A multiplicagdo em C ¢é associativa.
Com efeito, sejam 2, =(X,Y,), Z,=(%,,Y,) € Z, =(X;,y;) € C, entéo:

21(2223) :(Xl’ yl)'((XZ’ yg)'(X3, YS))(Z)(Xv y1)'<(X2X3 — VoY XY+ yzxs)) =

M)
= (X1(X2X3 - yzys)_ Y1(X2y3 + yzxs))’(x1(xzy3 - y2X3)+ yl(X2X3 - yzys)):

Amultipliagéo ((X1X2 V1Y ) X3 _()(1y2 + Y% ) Y3s (X1X2 +Y1Y, ) Yz X% (XIXZ + 1Y, )) =
emR ¢é distributiva

com relagéo a adigdo

e associativa

(M)

= ((Xv Y1)'(X21 yz))'(xsf Y3):(21'Zz)'23-
(M3) Existéncia de elemento neutro da multiplicagéo

Dado z=(x,y)eC queremos determinar um elemento e" =(e1*,e;‘) eC-{(0,0)}, tal

que:

Vejamos,
(% y)- (el € ) = (xef - ve;, xe; + ye ) =(x,)
Xe, — ye, = X X(ef—l)—ye’;:O

Portanto, e N e N {X —yj(el *_1] - (gj . (S)
.. X ) y x ) e
Y& +Xe, =Yy y(el —1)+xe2:0 o



X
Comoz=(x,Y)#(0,0), entdo o determinante da matriz M :[ ij é diferente de

zero, isto €, X2+ y2=0; consequentemente, o sistema (S) é possivel e determinado; portanto,
teremos € =1ee, =0 .
Entfo, € =(1,0) é o elemento neutro da multiplicago.

Observemos que também foi demonstrado, como era de se esperar, que tanto o

elemento neutro da adigdo quanto o elemento neutro da multiplicagdo s&o Unicos. Daqui por

diante também utilizaremos a seguinte notagdo: C" =C —{(O, O)} Entdo, C” é o conjunto dos

nimeros complexos ndo nulos.
(M4) Existéncia de inverso multiplicativo para todo nimero complexo zeC™ .

Seja z=(X,y)eC". Queremos encontrar um nimero complexo z'=(x"y')eC , tal

que z-2'=2"2=(10) .

Entdo,
Xxl_yyl:]' X y X' 1
22=(0) () 5 (0w e ) =(L0) <y e ‘:’( ][ MOJ
yx+xy'=0 g ’

Notemos que x2+y2=0, pois Z# (0,0) e, portanto, o sistema acima é possivel e

determinado, entdo

XI_ X e yI:— y

X2_|_y2 X2_|_y2.

Logo, para cada z=(X, y)#(0,0), existe um dnico nimero complexo

AR PR S | talque z-z'=z"z=(10).
X2+y2 X2+y2
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Doravante, o Unico inverso multiplicativo de um nudmero complexo néo nulo,

z=(X,y) , seré denotado por

= e S |
z \x2+y2' x24y2

(D) A multiplicacdo é distributiva em relacéo a adicao
Sejam z,=(X.Y,), Z,=(%.Y,) e Z,=(X,¥,) € C. Entfo,

2,-(2,+12,) :(Xp yl)'((XZ’ y2)+(X31 y3)):

500 ¥) (e +%, ¥, +Ys ) =

M):(Xl(xz +X3)_y1(y2 +y3),x1(y2 +y3)—yl(x2 +X3)):
= (X1X2 XX =YY, = ViYs X Y, X Y5+ Y X, + Y1X3) =

A multiplicacdo
de niimeros reais
é distributiva em
relacdo a adigao
de niimeros reais

A multi;icacéo (( XX =YY, ) + (X1X3 —Y1¥s ) ) (X1Y2 + Y1 X, ) + (X1y3 + Y1 X5 )) =
de nimeros reais
é associativa

= (%%, = YoYa0 XY+ Y% )+ (%% = VoY, Y5 + Y1) =

=27,7,+17,7
) 172 173

Logo, a tripla ((C,+,-) € um anel comutativo com elemento unidade, em que todo

elemento ndo nulo admite inverso multiplicativo. Isto €, (C,+)é um corpo.

0

Em seguida, apresentamos duas consequéncias importantes da estrutura de corpo dos

nimeros complexos.

Corolario 2.1 Multiplicacdo por 0.

0.-2=2-0.=0.,,vVzeC .
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Demonstracéo.

De fato, sejam z=(x,y)eC e 0. =(0,0) , entdo:

(0.0)-(xy)=(xy)-(0.0)

(0-x-0-y,0-y+0-x)=(0,0) .

Corolario 2.2 Integridade

Para todos z,, z, e C, temos z,-Z, =0, < ou

Demonstracao.

Sejam z,=(X.Y;) e Z,=(X,,Y,)€C. Suponhamos que zz,=0. e que z, 0.
Entdo, multiplicando os dois lados de z,z, =0, por z,* (por hipdtese, z, =0, e, portanto, z,

tem inverso multiplicativo em C), temos:
-1 -1
(z-2,)z;' =0,-2," =0,.
Como a multiplicacdo de numeros complexos € associativa, segue-se que:

-1 *
(z,-2,)- 7, :zl-(z‘,_-z2 ):zl-e =2, =0,..

Defini¢cdo 2.2 Subtracdo de nimeros complexos

A subtracdo em C sera definida em termos da adicdo de nimeros complexos. Dados

z,=(x.Y,) e z,=(x,,¥,)eC, denomina-se diferenca entrez,ez,0 nimero complexo

z=(X,y),tal que z, +z=2z,. Escreve-se: z=2,-2,.

25



Determinemos z .

() + (X Y) =% ) S (XX +Y) = (%, y,) <=

X+ X=X, X=X,—X

= (S] = €
Definicéo de

yl +y= y2 subtraﬂ%éo em y= y2 _ yl

Portanto,
z :(Xz =X, Y, — yl) :(Xz +(_X1)1 Y, +(_y1)) :(XZ’ y2)+(_xl’_yl): Z, +(_Zl) '

Notemos que, como era esperado, Z, —2, =2, +(—2,) . Subtrair 2, de >, & 0 mesmo

gue somar z, ao oposto de z,.

Definicéo 2.3 Divisdo de nimeros complexos

A divisdo em C, por sua vez, serd uma consequéncia da multiplicacdo de nimeros
complexos. Dados z, =(X,, ¥;)e Z,=(%,Y,) € C, chama-se quociente de z, por z, o nimero

complexo z ,tal que z,-z=2 .
Determinemos z .

(%2, ¥2)- (X, y) =(x, yl)(ﬁ(xzx— VoY, %Y+ Y,X) = (X, Y, ) <

XX—Y, Y =X
el -
M Yo %)UY Y1

Y. X+X, Y=Y,

= JXo Yy
X2+ y?
e

— XY= XY,
X2+ y?

X2 +y2=0
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X X, Y, —

Portanto, z = XXt V1Y, , Y1~ %Y, , COM X2+ y220 .
X2+ y2 X2_|_ y2

Notemos que:

Zzzl-zz’l, com z, #0..

De fato,

z:(xl,yz)_( X, Yo J:(Xlxz+yly2’x2yl_x1y2}

2 27 2 2
XKtY, X+tY; X2+ y2 X2+y2

. u Z , .
Adotaremos a seguinte notagdo: Z=—-, com z, =0, é 0 quociente de z, por z,.
Z2

o z 1 _
Além disso, Z=—1=Zl-—221'221, com z, #0. .

Z, Z,

Teorema 2.2 C ={(x,0)eC;xeR} éum subcorpo de C

O conjunto C = {(x 0)eC;xe R}, munido das operagdes de adi¢do de multiplicacéo

em C, é um subcorpo de C.

Demonstracao.

Sejam z,=(x,0) e z, =(x,,0) € C, entdo:

0 z-z =(X1,0)—(X2,0):(xi_XZ'O)EC;

(ii) Sez,=0entdo (x,,0)=(0,0) e, portanto, 7, - z,* =(x1,0)~(i,0j=

XZ
=EE,OJ eC
X2
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Teorema 2.3 Imersdo de R em C

A aplicagio f:R—C; x> f(x)=(x,0) é um isomorfismo entre corpos.
Demonstracéo.

Sejam, x,x, e R, entdo:

0 (%)= +%.0) = (%,0)+(%,,0)= f (x )+ f (x,)

(i) F(%:%)=(%%.0) = (%,0)-(3,0) = f (1) (x,)

0
i) f(x)="f(x)e(%.0)=(x,,0)=x =X, . Portanto, & injetiva.

(iv) Observe que dado (XO,O)EC, entdo x,€R € o Unico elemento de R tal que

f(X)=(%0). Logo, f também é sobrejetiva.

0

Uma consequéncia imediata desses teoremas é que R é isomorfo a um subcorpo de
C. Podemos, portanto, escrever R~C. Isto é, o conjunto dos nimeros complexos com
segunda componente nula é (estruturalmente) uma cépia dos nimeros reais. Portanto, C é uma

extensdo de R.Também se diz que R esta imersoem C.

Notemos também que toda a estrutura algébrica dos nimeros complexos vista até o

momento esta profundamente baseada na estrutura algébrica dos nimeros reais.

O isomorfismo descrito anteriormente permitird que facamos um abuso de notacé&o.

Escreveremos,
x=(x,0).

Isto &, identificaremos cada nmero complexo (X,0) com o Gnico correspondente nimero real

X.
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Definicdo 2.4 Unidade imaginaria
Chama-se unidade imagindria o nimero complexo i=(0,1).
Notemos que
i?=i-i=(0,1):(0,1)=(0-0-11,0-1+1-0)=(-10)

Logo,

Teorema 2.4 Uma nova forma dos nimeros complexos
Cada numero complexo Z = (X, y) pode ser univocamente representado na forma
Z=X+YVi,
onde X,y sdo nimeros reais, onde i é a unidade imaginariae iz =—1.

Demonstracéo.
z=(%Y)=(x0)+(0,y)=(x,0)+(y,0)(1L,0)=x+yi.

Notemos que se x +yi for uma outra representagdo de z, teremos z=(x',y') e,

portanto, por igualdade de nimeros complexos, x=x € y =y

Defini¢do 2.5 Forma algébrica os nimeros complexos
Chama-se forma algébrica do nimero complexo Z = (x, y) a expressao
Z=X+Yyi=Xx+ly ,onde x,yeR;
x € a parte real de z (denotada por Re(z)) e y é a parte imaginaria de z (denotada por Im(z) ).

Isto é, x=Re(z) e y=Im(2).
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Resumidamente, para cada nimero complexo z, z=x+yi, com x,yeR, entdo
Re(z)=x e Im(z)=y.
Definigdo 2.6 Imaginario puro

Os numeros complexos da forma (O, y) =Yi, com y € R séo chamados de imaginarios
puros.
As definigBes de igualdade, (1), de adigdo, (A), e de multiplicagdo, (M) de nimeros

complexos escritos como pares ordenados tém suas correspondentes formas algébricas:

X =X
(1) x+yi=x+yicd e
Yi=Y,

(A) (x1+yli)+(X2+y2i):(x1+x2)+(yl+y2)i;
(M) (X1+y1i)(xz +yzi):X1X2 +y1y2i+x1y2i+y1X2i =(X1X2—yly2)+(X1y2 +y1X2)i .
Exemplo 2.1 Resolver a equacdo x*>+1=0.

Resolucao.

X +1=0x -(-1)=0 X" -i’ =0 (x+i)(x-1)=0&

X+i=0 X=I
<! ou &4 ou oo S={H,i}.

Exemplo 2.2 Resolver a equacéo do segundo grauax?+bx+c=0 , onde {a,b,c}cR com

az0e A=bh2—-4ac<0

Resolucéo.

b ¢ b b* ¢ b
ax’ +bx+c=a[x2+—x+—}=a X+ =Xt —+——— |=
a a a 4a° a 4a
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o) o))

2 2
. ax’+bx+c=0¢€ A—b24ac<0<:>a[(x+£j —iz(—‘_Aj ]—0<:>

2a 2a

_—b+iv-A

%= 2a

= ou
. _—b-iv-A
27 2a
. “b+iv=A -b-iy=A
2a = 2a '

Notemos que:

a{(x+2£ajz—i2(2£ﬁfl0<:>a(x—x1)(x—x2)0

e, portanto, a forma fatorada da equacdo do segundo grau continua valida mesmo quando A <0.
Definicéo 2.7 Multiplicacdo de um nimero complexo por um ndmero real

Sejam aeR e z=x+yieC , entdo
a-Z:a-(X+yi):(a-X)+(a-y)i:ax+ayie(C

Portanto, esta definia sobre € uma multiplicacdo por nimero real (um caso particular
da definicdo de multiplicacdo (M) da estrutura de corpo. Em seguida, veremos a motivagéo para

esta definicao.

Propriedades 2.1 Consequéncias da multiplicacdo de um nimero complexo por um ndmero

real

Sejam a,BeR, z=X+Yi, ;=X + Vi € z,=X,+Y,i.Entdo:
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(M8) a(z,+2,) =a((X +¥ii)+(% + Yo )) = (% + %) +(v, + ¥, )i) =
—a(X+ %)+ a(y+Y, )i =a(x+yi)+a(x +yi)=az +az,
w a(y+1,)=az,+az,,VaeR,vz,z,eC.
(M6) ar(fiz) =ax((x+yi)) = cx(Bx+ Byi) = x(Bx) +(ex(BY) )i =
=(aB)x+((aB)Y)i =(aB)(x+yi)=(aB)z
- a(p1)=(aB)z,Va,feR evz, eC.
(M7) (a+B)z=(a+B)(x+yi)=(a+p)x+((a+p)y)i=
=(ax+px)+(ay)i+(By)i=ax+a(yi)+px+ B(yi)=
= a(x+yi)+B(x+y)i=az+ 1
. (a+B)z=az+pz,Va,feRV1eC.
(M8) 1-2=1(x+yi)=1-Xx+(L-y)i=x+yi=z. . 1z=2,vz<C.

Nas propriedades acima ja utilizamos a forma algébrica dos nimeros complexos, uma

forma mais versatil para a multiplicacdo do que aquela definida originalmente.

O conjunto dos nimeros complexos, €, munido das operacdes de adicdo (A) e de
multiplicacdo por um numero real goza das seguintes propriedades (A0), (Al), (A2), (A3),
(A4), (M5), (M6), (M7) e (M8). Portanto, C é um espaco vetorial sobre R .

Notemos que, para todo (X, Y) € C, temos:

(x,¥)=(x,0)+(0,y)=(x,0)+(0,y)-(0,1)=x(L0)+y(0,1), com x,y e R .
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Assim, (10)=1e (0,1)=i formam um conjunto de geradores para C. Além disso, (1,0) e
(0,1) sao linearmente independentes. Vamos formalizar esses aspectos num Gnico teorema.
Teorema 2.5 Estrutura de espaco vetorial

O conjunto dos numeros complexos, €, munido das operacdes de adicdo, (A) e de

multiplicacdo por um nimero real € um espaco vetorial de dimensao dois sobre R .

Uma consequéncia imediata do teorema 2.5 é que, como espaco vetorial, C , é
isomorfo ao R* . Assim, um nimero complexo pode ser visto como um vetor do plano, e vice-

versa.
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3 INTERPRETACAO GEOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO

Um ndmero complexo z=(X,y)=X+Yi foi definido como um par de nimeros reais
(x,y)eR?. O teorema 2.5 permite identificar o nimero complexo z = (x,y) = x+yi com 0

ponto M (X, Y) do plano RxR = R?,

Portanto, seja P o conjunto de todos os pontos de um plano 7 munido de um sistema

de coordenadas cartesianas xOy .

Teorema 3.1

A aplicagio ¢:C —P; ©(2)=¢(X,yY)=@(X+Yi)=M(X,y)é uma correspondéncia
biunivoca.
Demonstracao.
(i) ¢ é sobrejetiva.

De fato, dado My(X, Y,)€P, existe e é Gnico o nimero complexo
2= X + Yo 9(20) = Mo (%, Y0) § 9(Z) =My (X0, ¥o )
(i) @ éinjetiva.

Com efeito, dados M,(x,Y;,) e M,(X,,Y,)€P tais que M;(x,¥;)=M,(X,Y,) ,
entdo (X, ;) =(%,, Y, ). Portanto, z, = (X, ;) =X + Yii =% + Y,i =(%,, ,) = 2,.

Logo, ¢(z,) =¢(z,) =12, =12,,V2,2,€C.

[

Definig&o 3.1 Dado um ndmero complexo Z=(X,y)=X+Yi, o ponto M (X, y) é denominado
de imagem geométrica do nimero complexo z . Por sua vez, o nimero complexo z=X+yi €
denominado de coordenada complexa do ponto M (X,y). Notagdo: M(z) representara a

coordenada complexa do nimero complexo z .
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Figural— M(x,y) € aimagem geometricade z = x+yi

)

<.

Y
|

Fonte: elaborada pelo autor.

Observemos que a correspondéncia biunivoca ¢ aplica o conjunto dos nimeros reais,

R, sobre o eixo dos x. Portanto, o eixo dos x ser4 denominado de eixo real. Analogamente,

@ aplica o conjunto dos nimeros complexos imaginarios (imaginarios puros) no eixo dos vy,

que, dessa forma, sera chamado de eixo imaginario. O plano =z, cujos pontos estdo

biunivocamente associados com os nimeros complexos, é denominado de plano complexo.

H& uma segunda forma de caracterizar geometricamente o conjunto dos nimeros

complexos decorrente da sua estrutura de R —espaco vetorial de dimensdo dois. Basta

identificar um ndmero complexo Z=(X,y)=X+Yicom o vetor v=0M , onde M(xy) é a

imagem geométrica do numero complexo z e O € a origem do sistema cartesiano ortogonal

xOy (ver figura 1).

Seja V o conjunto de vetores do plano z cuja origem é a origem O do sistema xOy.

Entdo, podemos definir a aplicagao:
y:CoV; y(z)=OM =V=Xi +yj

onde i e j s&o os versores, respectivamente, do eixo x e do eixo vy .
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Teorema 3.2

A aplicacdo y é uma correspondéncia biunivoca entre C e V .

Demonstracéo.

De fato, dado um vetor V, =X 1 +Y,], com origem em O, a extremidade do vetor v, €0

ponto M (Xo, yo), imagem geometrica do numero complexo Z, :(XO, y0)= X, + Yl e, portanto,
w € uma aplicacdo sobrejetiva. Além disso, sejam z —x + y,i z, = x, + y,i «C tais que

z, = z, - ENtdo,

X=X
=2, X+yi=%+Y,i=>] e =M/ (z)=M,(z,)=0M,=0M.=>y(z,)=vy(z,).
Y=Y,

Neste momento temos as seguintes caracteristicas do conjunto dos numeros
complexos:

1. € é um corpo.

2. C éum R —espaco vetorial de dimenséo dois; f = {1, i} é a base canonica de C com

relacdoa R.
3. CoR?*e CeV,onde V ¢éo conjunto de vetores do plano.

Falta-nos ainda uma forma de medir distancias entre nimeros complexos.

Definicdo 3.3 O médulo de um nimero complexo

O modulo de um namero complexo Z = (x, y) =X+VYi ¢ adistancia (euclidiana) entre

sua imagem geométrica, M (X, y), e aorigem, O, do plano complexo.
Notagao: |z|=d(M,0); |z| é o médulo do nimero complexo -
Segue imediatamente da definicéo que |z| = UE+y2.
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Observemos que |z|=/x* + y* >0,vz. Além disso |Z| =0 se, e somente se,
,/2 2-0 =y=0 .Entdo [z2|=0=X=y=0<12=0
X“+y e, consequentemente, x =y . Entdo y :
Definicdo 3.4 Distancia entre numeros complexos
Sejam z, =x +V,i e z, =X, +Y,i dois nUmeros complexos arbitrarios, a distancia,
entre z,e z, € d(z,2,)=|z, -2z, (ver figura 2).

Figura 2 — Distancia entre dois numeros complexos

1 Ma(w2,y2)

d(z1,z2) = |z1 — 22|

Mi(z1,3)

Fonte: elaborada pelo autor.

Notemos que:

d(2,2,) = (% =% ) +(%-¥2) = =% +(v,- %) =d(2,,2,).

- d(z,2,)=d(2,,2,),V2,,2, € Z e, por definigdo, d(z,2,)>0,vz,2,eC e d(z,2,)=0

se, e somente se, z, =z,.

Sejam z,,z, e z, nimeros complexos, entéo
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d(21’22):‘21_22‘=‘21_23+Z3_22‘:

:‘(21_23)+(23_22)‘S‘21‘23‘+‘Z3‘22‘=d(21’23)+d(23’22)
- d(z,2,)<d(z,2,)+d(2,,2,),V2,2,,2, € C,

Além disso, temos d(z,,2,)=d(z,2,)+d(z,,2,) se, e somente se, M,,M, eM, ,
as imagens geométricas de z,,z,e z,, respectivamente, sdo pontos colineares no plano

complexo. Logo, se, e somente se, Z, -7, = k(z2 — 23) , paraalgum k e R,k > 0.
Portanto, esté definida sobre C uma distancia,
d:CxC—[0,%);d(z,2,)=|z,-7,/,
gue goza das seguintes propriedades:
(D1) Positividade e ndo degeneréncia
d(z,2,)>0,vz,2,eC e d(z,2,)=0 se, e somente se, z, = z,.
(D2) Simetria
d(z,2,)=d(z,,2),vz,2,eC.
(D3) Desigualdade triangular
d(z,2,)<d(z,2,)+d(z,,2,),V2,2,,2,€C.

Portanto, temos o seguinte

Teorema 3.3

O par (C,d) é um espago métrico.
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4 CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Definicéo 4.1 Conjugado de um nimero complexo

Considereafungdo f:C —C; f(2)=x-yi,VzeC, z=x+yi.Afungio f recebe

0 nome de conjugacao do nimero complexo z; indica-se o conjugado de um numero complexo

Z por Z.
f:c»cC; f(2)=7,istoé, z=x+yi=x—yi.

Figura 3 — Conjugacéo

y p

—y

Fonte: elaborada pelo autor.

Seja M (X, y) a imagem geometrica de z=x+yi. Observemos que a imagem
geométrica de z=x—vyi é o ponto M ' (x,—y). Isto é, M € a reflexdo de M em relacéo ao
eixo real do plano complexo.

Além disso, f ¢ bijetiva. De fato, dado M (X, Y), imagem geométrica do nimero

complexo z=x+Yi entdo M, (X,—Y), imagem geométrica do nimero complexo z'=x—yi,

étal que f(z')=z'=x—yi=x—(-y)i=x+yi=2z Logo, fésobrejetiva.
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Sejam 2, e 2, dois nGmeros complexos tais que f(z)=f(z,), entdo

X,—% =0
=2, X% - Yi=%—Y,i =(X,—%)+(y,-y,)i=0= e =
Y=Y, =0
X =%
=< €& =1 =1, e portanto, f €& injetiva.
Yi=Y,

Observemos também que:

2= X +Y? = ,/xz +(—y)2 =[7|
Portanto, |z| =|z|, VzeC.
Logo, a conjugacdo em C preserva o modulo de um nimero complexo.

Vamos, agora, retornar ao conceito de divisdo em C.

Dados 2, =(X, ¥;) =X+ Yii & Z,=(X,,¥,) =% +Y,i € C, com , -0 , entdo o nimero
complexo Z :(X, y) =X+Yi chama-se quociente de z, por z, se, esomentese, z,-2=z €

Z

indica-se z=-1%
ZZ

VVamos rever a obtencéo de z , usando-nos da conjugacao:
Z,"1=1 1)

Como z, =0 , vamos multiplicar (1), dos dois lados, por Z,:

2,(2,2)=2,-2,=>(%,-2,)2=12-2,=|z,| 1=2,-7, > 2=
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Observe que:

Z—l_l_ X5 Y, -_Xz_yzi_ 2
, =—

) 2 2 272 2 2"
Z, %+Y, X%+Y, X+Y, |z

Consequentemente,
z:i:zl.i—zl.zgl Zl.222
2 Z, |Zz|
Exemplo 4.1
Calcular z = 5+'_+ 1 —.
3-4i 4+3i
Resolucao.
,_ 5+, 1 _ (5+1)(3+4i) (4-3i))  11+23  4-3i _

T34 443 (3-4i)(3+4i) (4+3)(4-31) 9-167 16-9i°

(11428 4-3i _15+20i _ 5(3+4i) 3+4i
25 25 25 25 5

3 4.
==+—i
5 5

Teorema 4.1 Propriedades do conjugado de um numero complexo
(1) Z=1Z se,esomente se, ZeR;

(2) z=17,Vz e C (aconjugacio é idempotente);
(3) z-7=|z|2 VzeC;
4) z,+2,=7,+7,,v2,2, € C (0 conjugado da soma € a soma dos conjugados);

() z,-2,=7,-7,,Vz,,z, € C (0 conjugado do produto € o produto dos conjugados);

(6) 2= (7)71,Vz e C” (o conjugado do inverso é o inverso do conjugado);
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(7) [

(8) Re(z)= Zf e Im(z):%,VZEC.

)| 1, . R, :
—1j =-1,vz,2,eC, com z, #0 (o conjugado da diviséo € a divisdo dos conjugados);
Z JR—
2 Z
2

Demonstracéo.

(1) Seja zeC; z=x+yi entdo z=7 = x+yi=x—yi <= 2yi=0<=y=0<=zeR;
(2) Seja 2eC; z=x+yi entdo Z=x—yi e Z=X—(-y)i=X+yi=2;
(3)Seja zeC; z=x+yi entdo Z =x—vi;

Logo 2-7=(x+yi)(x—yi)=x2—(yi)z=x2+y =|z

(4) Sejam z, —=x +vy,i € z, =x, +y,i+ 2,2, «C;

Entdo 2,+2, = (X + %)+ (Vi +¥,)i = (X + %)= (Yo + ¥, ) i=(X = Vi) + (X, =¥, )i=z+72,.

(5) Sejam z=x+VYi €z, =x+yi 2,2z, eC, entédo

7,2, = (X1+ yli)(xz + yzi): (X1X2 _y1y2)+(X1y2 _X2y1)i :(Xlxz _ylyZ)_(leZ +X2y1)i =

:(Xl_yli)(xz _yzi)zz_l'z_z ;

(6) Seja z=x+Yi,zeC\{0}, entdo L _1 e pelos itens (1) e (5), temos:
Z
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(7)[—1J=(zl-i]:_l-(ij=z_l.lz_l.i:;_
N A

(8) Seja z=x+yi,zeC, entdo:

Z+7=X+Yyi+x—-yi=2x=2Re(z) .. Re(z)=%;

e

2-Z=x+Yyi—(x—yi)=2yi=2Im(z)i .. Im(z)= Zz_ii'

Teorema 4.2 Propriedades do médulo de um nimero complexo

O modulo de um ndmero complexo goza das seguintes propriedades:
(1) —|z|<Re(z)<|7| e -|z|<Im(2)<|z|, vzeC;
(2) |2|=0, vzeC. Além disso, || =0 se, e somente se, z=0;
3) |z|=|-7|=|z| vzeC;
(@) 22| =[2] vzeC;
G) |2-2,|=|z|"|z,|. vz, 2, e C;
6) |z|-|z,|<|z+ 2| <|z|+|z,| vz, 2, € C;
@) 27 =7 * vzeC;

—EVZZECZ;ka'
- 1 Ve &2 1 &2 '

12,

4

(8)

Z;

) |z]-|z,|<|z - 2,| <|z|+|z,| . V7,2, € C.
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Demonstracéo.

Sejam z=x+yi, z, =x +y,i € z, =x, + y,i, t0dos nimeros complexos. Entao:
Dy 20= X +y2 > = +y? 2 = 72| = —|z| < x<|7] =—|z|<Re(z)<]7
x220:>x2+y22y2:WZF:|Z|Z|y|:>—|Z|SyS|Z|:>
=—|z|<Im(z)<]z].
(2) Ja foi demonstrado.

) |z|=|7], vzeC. Ja foi demonstrado. Vamos mostrar que |z|=|-z|. Com efeito,

7=y = (=) + () =],

(4) Ja foi demonstrado.
(5) |lez|2 Z(X1X2 -YiY )2 +(X1y2 + X2y1)2 =
= X X5 = 2% %Y, Yo + Vi Y5 +XCY; +2X XYY, + X5 Vf =

=X (8 4y )+ 97 (6 +92) = (¢ +0) (6 +v2) <[ [z

Portanto, |2,2,|=|z|z,|.

(6) |zl+22|2 =(zl+zz)(zl+zzj=(zl+22)(2_1+ z_zjz 2,0+, 2,42,1,+1,1, =

=|zl|2+z_lzz+z_lzz+|zz|2=|zl|2+2Re(z_lzzj+|zz|2s|zl|2+2

- 2
leZ | -

+|z,

:(|Zl|+|22|)2

Portanto, |2, +2,|<|z,|+|z,| (1)
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|z,| =‘(zl+22)+(—zz)‘£|zl+22|+|—z2|=|zl+zz|+|22|:>|zl|—|22|£|zl+22| ()
De (1) e (1), temos:

|2,|~|2,| €|z, + 2,| <[z | +|2,].

9) |z =‘(zl—zz)+22‘s|zl—22|+|22|:>|zl|—|22|£|zl—zz|
|zl—zz|=‘zl+(—zz)‘s|zl|+|—22|=|zl|+|zz|

AR AR R ARSTARSIA

Observacdo importante.

|zl+zz|=|zl|+|zz|<:>Re(leZJ=|zl||zz|<:>zlzt-zz, onde t é um ndmero real néo
negativo.

Demonstracao.

Sejam 7,2, eC tais que |2, +2,|=|z|+|z,|]. Se =0 ou z,=0 , a cadeia de

implicacOes segue imediatamente. Portanto, suponhamos que z, #0 ez, # 0. Entéo,

z+2l=(z+2 Wz +2)=(z.+2,) 2+2 |=2. 242, 2,+2 2, + 2,7, =
|1 2| 1 2 1 2 1 2 1 2 11 152 152 2 =2

-[af 2B folf [ 2l
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Portanto, Z,Z,+12, 2, =2|z)||z,)|

Notemos que 2, Z,+2,2, =2, Z,+ 2, Z, =2 Re(z1 ZzJ e, consequentemente,

Re(z1 z_2j=|zl||zz| (1

Suponhamos que z, =Xx+Yi € Z,=X+VY,i, com X,X,Y,,y,eR , entdo

Z Z_2 :()(1 + yli)(XZ _Y2i) :(X1X2 + y1y2)+(xzy1_X1Y2)i . Por (1), segue-se que

XX+ YyYs =X Y2+ YE = (%Y, —%Y,) =0=> XY, —X,y; =0

Portanto, z, z, e R

Por sua vez, Z,Z, =|z|z,|=k >0, pois z, 20 e z,=0.

Entdo, (2, Z,|-Z, =Kz,

7,20

2
Portanto, z,-|z,| =kz, = 2, =— -2,

|22|2

t>0

Fazendo t = ﬁ cR e t>0, temos:
Z2

2, =1z,

Reciprocamente, se z, =tz,, com t >0, temos:

(i)Se t=0entdo z,=z,=0 e Re(zlz_zjzo; portanto, |z,+2,|=z|+|z,];
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(ii) Se t >0, entdo

° Z1 :tZZ

Py
D
VR
N

)
N
N
N
|
N[

S oo ey )

|2

.
5(t|z2|"-+t|zz }tw=t|zz||z2|=|t||zz||zz|=|tz2||z2|=|z1||zz|.

Finalmente,

2+, =(zl+zz)(zl+zz)=(zl+zz)(z_1+ z_zjz 2,7,+2,1,+2,2,+1,1,

:|Zl|2 +2,2,+2,7, "’|22|2 :|Zl|2 +2|Zl||22|+|22|2 :(|Zl|"'|22|)2
2Re[z@}

Portanto, |z, +2,|=|z,|+|z,.
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5 POTENCIAS INTEIRAS DE UM NUMERO COMPLEXO NAO NULO

Definigdo 5.1 Seja ze C; z =0, entdo:

2° =1
'=1z
"=z-2"*'VneZ,n>2

" :(z‘l)_n ¥YneZn<0
Além disso, para todo inteiro m, m>1, temos:
0" =0.
Teorema 5.1 Propriedades das poténcias inteiras de um ndmero complexo
Para todos 0s nimeros complexos Z,Z;,Z, € C'e para todos os inteirosmen :
PLz"-z"=z"",

m
n

7 )
(P2) P ™"

(P3)(z") =2 ;

Demonstracéao:

Observemos que mesmo quando neZ e n<0, paratodo Z € C = (C—{O} ,

n

=z-72"". Com efeito, se neZ e n<0, entdo —n= p >0 e, portanto

peten () <o () ) ) ()

z
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(P1) Suponhamos que um dos expoentes € inteiro e ndo negativo. Por exemplo, n>0 e

fixemos m. Por inducéo sobre n, temos:
eSe n=0,entdo z"-z°=z"-1=2"",

e Suponhamos que para algum inteiro r,r >0, tenhamos

Entdo,

m+r)+1
"2 =z"(2"-2) = (zm-zr)-z = ™.z =zMm7,
a muliplicagdo Hipdtese
emC é
associativa

Por Gltimo, se m,neZ ,com m<0en<0 ,entdo m+n <0 e, consequentemente,
Jmen Z(Z_l)*m*” =(Z_1)(*m)+(*") =(z‘1)7m _(Z_l)*“ g

Também notemos que

(z”)_1 =(z’1)n =Gjﬂ =7"vzeC evVneZ.

De fato, pela propriedade (P1), temos:

(i) z"-z"=z""=z°=1. Portanto, (z”)_1 =z" e (z’” )_l = 2" (inversos muliplicativos) .

(i) (') =(2")
Por inducdo finita, temos:

eSe n=0, entdo (zo)_1 =1t :1:(2’1)0.

e Suponhamos que (zr)_1 = (zfl)r .reZ:r>0. Entio,

(2_1)”1 _ (Z—l)r ,(2_1) _ (Zr)fl‘z_lzz_r P U G :(Zwl)*l
(P1) Hipotese (0 (PD) '



Se neRen<0, entdo
n\ 1 1\ " -1 _1\n
(Z ) Pord;nigéoli(z ) i| (|:)(Z ) '
(P2) ﬁ _gm Lo (ljn =z" (Zfl)n ="z =" =
z yA

(P3)
) mneZ,comn>0.
Fixemos M e provemos por inducéo sobrel.

Para n=0, temos:
(zm)o =1=2"°
Suponhamos que para reZ, r >0, temos:
() =em
Entdo, multiplicando os dois lados de (1) por a™, temos:
zm -(z"‘)Ir =zm.z™" :(zm)r+1 — g — gmreem — M)

(i) mnez,comm>0e n<0



(P4) Se n=0, entdo
(z-7,) =1e z)=lez =1

- (z-2,) =202

Suponhamos que (z,-2z,) =z -z;, reZ,r>0. Ento
(z-2,)" =(-2,) (z-2,)=(4 ) (z-2,)=(4 -2) (5 -2,) =2, 3"
Se n<0, entdo

() (z,-2,) =7"-2,"; de fato,

_ 1 1
(21'22)1: - 'Z_:le'zzl
2
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5.1 POTENCIAS INTEIRAS DE i

Observemos a tabua de multiplicacdo (de numeros complexos) do conjunto
G ={Li,~1,—i}. Como todos tém mddulo unitério, suas imagens geométricas sdo os vértices
de um quadrado inscrito na circunferéncia unitaria (circunferéncia de centro na origem e raio

unitario).

Tabela 1 — Tabua de multiplicacdo do conjunto G = {1, 1,—1, —i}

[ 1 | _1 _I
111 (01 |-1)-
[ I -1]-1 1
111|111
1= {11 |-
Fonte: elaborada pelo autor.
Observemos que:
(i) —i e i sdo inversos multiplicativos um do outro, j& que (—i)-i=i-(-i)=1
(i) i°=1;it=i;i*=-1;i*=—i; i*=1

() =15 ()" =i () =2 () =3 () =1
(iii) Como G = {1, i,—l,—i} é fechado para a multiplicacdo de nimeros complexos, entdo

i"eG ,VneZ.
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Pelo algoritmo euclidiano de divisdo, segue-se que i" =i***", com keZ e r=0,1,2

ou 3.
Se r=0,entdoi" =i* :(i4)k =1;
Se r=1, entdoi" =i** =(i*)" i =L-i=i;
. N
Se r=2,entioi" = i*+2 =(|4) 2 =1(-1)=-1;
Se r =3, entdoi" :i4k+3:(i4)k-i3:1~(—i):—i;

Figura 4 — Poténcias inteiras de i

,::ZO=1+0i

Fonte: elaborada pelo autor.
Demonstramos, portanto, o teorema seguinte.
Teorema 5.2.1 Poténcias inteiras de i

Para qualquer nimero inteiro, n, i" e{l,i,—l,—i},onde I é aunidade imaginaria. Além

disso:

onde r € o (Unico) resto da divisdo euclidiana de n por 4.
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Exemplos

Um fato importante sobre as poténcias inteiras de i refere-se a estrutura algébrica do

par (G) que é um grupo ciclico de ordem 4.

Observemos que multiplicar um nimero complexo z=Xx+Yyi , z=0, pela unidade
imaginaria, i, é equivalente a uma rotacdo do nimero complexo z de % radianos em torno

da origem no sentido anti-horario. Analogamente, a multiplicacdo de um namero complexo por

—i € equivalente a uma rotagdo do niimero complexo z de % radianos em torno da origem no
sentido horario.

Portanto, i? pode ser interpretado como duas multiplicagdes consecutivas do nimero

complexo z =1 por i, isto é, duas rotacdes consecutivas de % radianos do nimero complexo

z =1 em torno da origem no sentido anti-horario. Assim, i* =—1.
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6 INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS OPERACOES DE ADICAO E
MULTIPLICACAO POR NUMERO REAL

6.1 ADICAO E SUBTRACAO

Sejam z, =x +Yy,i € z,=X,+Y,i numeros complexos tais que V,=Xi+V,] e

— .

V, =X,i +Y,], s40, respectivamente, seus vetores associados. Ento,

Z+2, =(X +%)+( Y +Y,)i

-1, :()(1_X2)+(y1_y2)i

A soma e a diferenca dos vetores séo:

\71+\72:(><1+x2)f+(y1+y2)1 eV, =V, ==X )i + (Y, =Y, ) ]

Logo, z, +2,corresponde a V, +V, ez —z,, por sua vez, corresponde a V, —V, (ver

figura 5).

Figura 5 — Adicéo e subtracdo de nimeros complexos

Fonte: elaborada pelo autor.
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Portanto, a adicdo e a subtracdo de numeros complexos correspondem,
geometricamente, a adi¢do e a subtracdo de vetores do plano (regra do paralelogramo).

6.2 MULTIPLICACAO POR UM NUMERO REAL

Seja z =X+ Yyi um nimero complexo. Entdo vV = Xxi +Yj € seu vetor correspondente.

Se k é um namero real, entdo kz = kx + kyi , Cujo vetor correspondente é
kv = (k)i +(ky) ]

Observemos que se k >0, entdo os vetores kv e Vv tém mesma dire¢cdo e mesmo

sentido, além disso
[kv] =[K[[v] =K.

Por sua vez, se k <0, entdo os vetores kv e v tém mesma direcdo e sentidos opostos,

|kv| =|k|[V|=-k|V| (ver figura 6).

Se k=0, entdokv =0.

Figura 6 — Multiplicagdo de um nimero complexo por um ndmero real

k-z;k>0

k-z k<0

Fonte: elaborada pelo autor.
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7 FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR DOS NUMEROS COMPLEXOS

Definic¢éo 7.1 Dado um nimero complexo ndo nulo z = x+ yi , chama-se argumento principal
dez, 0 angulod, 0 <@ <27, determinado pelo semieixo real positivo e o vetor om , onde M

¢ a imagem geométrica de Z. Notagdo: & =arg(z) (ver figura 7). Se z =0, entdo M =(0,0);

portanto, OM =0 e ndo se define & =arg(z).

Figura 7 — Forma trigonométrica ou polar de um nimero complexo

y = rsenf |

6= arg(zé)

T = rcost

Fonte: elaborada pelo autor.

Definicdo 7.2 Forma trigonométrica ou polar dos nimeros complexos

Consideremos o numero complexo ndo nulo, z = x +yi , cuja imagem geométrica é o

ponto M (x,

y) , representado na figura 8. O tridngulo OMM, é retdngulo em M, logo:

o r=yx*+y? =|z|

cosf =

OM, _x _x

OM |z r [x=rcosd
e = e
MM, vy vy y=rsend
oM |z r
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Portanto,

z=r(cosf+isend) ou z=r ,

onde r e [O,oo) e fe [O, 27r), sdo as coordenadas polares da imagem geométrica, M , de z.

Notemos que 6&=argz € a menor determinacdo positiva de um arco
00 =0+2kr keZ Isto & z=r(cos6 +isend)=r(cosO+isend), uma vez que

0—-0 =2kr,keZ (0 e o sdocdngruos moédulo 2r).

Se z=0, entdo z=0(cosf+isend)=0,VOeR. Portanto, se z=0,

r=|z| e 6=argz estdo univocamente determinados.
Assim, dois nimeros complexos ndo nulos, z, e z, , onde
2, =r,(cosg, +isend,) e z,=r,(cosd, +isend,),
sdo iguais se, e somente se,
h=rn
e

6,—-6,=2kr, keZ

Exemplo 7.1 Vamos encontrar a forma trigonométrica do seguintes nimero complexo:

z2=-2+2i. .
r1:|zl|:,/(—2)2+22:\/§:2ﬁ
Cosgl:ﬁ:__zz_ﬁ

rl 2\/5 2 6,€2’ quadrante T 37
= g=r-2=
y_ 2 N2 4 4
senf, =—==—==——
o222 2
Portanto,
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3r . 3w
7, = 22| cos==+isen =" | .
4 4
Figura 8 — Forma trigonométrica do nimero complexo z = -2+ 2i

3

M(=2,2) = M(2V2, %W)Z

Fonte: elaborada pelo autor.

. 11z 117 .
Exemplo 7.2 Dado o niimero complexo zZ =2 Cos?+sen ?I , vamos escrevé-lo na forma

algébrica.

117 117 .
72=2 COS?+Sen?| , mas

7 _\B3

11~
C0S@ =C0S—— =C0S — = —
6 6 2

T

11x 1
senfd=sen—=—-sen=—=-—=
6 6 2
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Exemplo 7.3 Casos notaveis
® 1=cosO+senOi ;
. T 7T .
L d I =C0S—+Sen—I
2 2
® —l=cosxz+senri ;
. 3z 3r.
® —J=Ccos—+sen—1I .
2 2
7.1 MULTIPLICACAO E DIVISAO NA FORMA TRIGONOMETRICA
7.1.1 Multiplicacéo
Dados z, =, (cosg, +isend,) e z, =r,(cosé, +isend, ), temos:
2,-7,=[1,(cosd, +isend)) |-[ 1, (cos 6, +isend, ) | =

=11, (cos 6, +isend, ) (cos b, +isend, ) = 1, (cos (6, +6, ) +isen (6, +6,)) (1)

Notemos que, novamente, |2,,|=|z|-|z,|. Além disso, a multiplicagdo de ndmeros
complexos pode ser estendida para um nimero de fatores N, neZ e n>2. Isto €, seja

z, =t (cos6, +icosh, ), k =1,2,....n. Entdo
22y Z =1y 6 (COS(6,+ 6, +...+ 0, ) +isen (6, + 6, +...+6,)),

cuja demonstracdo faremos por inducéo finita.

Ja justificamos que a formula é valida para n=2. Portanto, suponhamos que ela é

vélida para algum neZ, n>2, isto é, se z, =1, (cos@, +isend, ), k =1,2,...,n, entdo

2,2y Z =10y K (COS(6,+ 6, +...+ 0, ) +isen (6, + 6, +...+6, ).
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22y Ly L = (24 2y Ty ) Ly =
=601 (COSO, +6, +...+ 6, ) +isen(c0s 6, + 6, +...+ 6, ) [ ., (cos b, +isend, ;) | =
= (5 by b ) [ COS(O,+ 6, +..+ 6, )+ Oy |+isen[ (6, +60,+...+0,)+ 6, | =
=00, [ COS(0+ 6, ..+ 6, ) +isen (6, + 60, +...+ 6, ) |
Provamos, portanto, os dois teoremas seguintes.
Teorema 7.1 Sejam z,,z, e C taisque z, =1, (C0s6, +isend,) e z, =T, (cos 6, +isend, ), entdo
2,-2,=1,-1,(cos(6, +6,)+isen(6,+6,)) (1)

Teorema 7.2 Sejamz, e C , k =1,2,3,...,n, cOm n > 2, numeros complexos. Entéo

n

z.=[1r (cosZ@k + isenZ@k] 2)
k=1 k=1 k=1

k=1

Exemplo 7.4 Sejam z, =1+i ez, =+/3—i . Entdo

T . T 11z . 1l1r
Z, =+/2| COS—+Iisen— |, z, =2| COS—— +1Sen —
1 \/_( 4 4ja 2 ( 6 6 ]l

7 1lz) . 7 11z 257 . 257
Z -2, =22| COS| —+—— |[+1Sen| —+—— | |=2+/2| COS——+1iSen—— |=
1% =22 (4 6 J (4 6 D I( 12 J

12

T . T
=24/2| cOS—+1isen — |.
J_ 12 12j

Teorema 7.3 (12 Férmula de De Moivre) Para Z = r(0059+ isen@), z#0 e neZ,temos:
2" =r"(cos(n@)+isen(ng)).

Demonstragdo: Suponhamos que neZ e n>0, apliquemos a férmula (2) com
=72 =1,=...=1 , e obteremos
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2"=r-r-. r(cos(0+ 0+...+0)+isen(9+9+...+0)): rn (cos(n0)+isen(n6’)).

Notemos que para n=0, z° =r°(cosO+isen0)=1. Para neZ e n<0, temos N=—p, para

algum p >o0. Entdo

cos( pg)—isen(pd))

n__ ,-p _ P 7l—i: 1 .
=27 =(2") 27 1 (cos(po)+isen(po))

cos( p@)—isen( pd))

— |~

cos( pd)—isen(pd)
cos’(pd)+sen®( po)

=r*P

=r?[cos(—pd)+isen(—po) | =

=r" [cos(ne) +isen (ne)] .
Notemos que:

(1) Novamente, provamos que |z"

-l
(ii) Se |Z| =1, entdo (cos@+isend)" =cos(nd)+isen(nd), VneZ.
7.1.2 Divisao
Sejam z, =1, (cos, +isend,) e z, =t,(cosd, +isend, ), com Z, %0 . Entdo:

z, n(cos@ +isend) r, cos, +isend, cosd,—isend,
z, r,(cos@,+isend,) r, cosd,+isend, cosb,—isend,

r, (cosd,+isend,)(cosd, —isend, )
r, sen’d, +cos’ 6,

r, (cosd,cosd, +sendsend,)+(send, cosd, —send, cos b, )i
I, 1 -

I

1
g

(cos(6,-6,)+isen(6,-6,)).

66



Provamos, portanto, o préximo teorema.

Teorema 7.4 Sejamz,,z, € C, comz, # 0, tais que
2, =r,(cosg, +isend,) e z, =r,(cos b, +isend, ), entdo

Z T

Z—Z—r—z(cos(01—92)+isen(91—02)).

Observemos que,

b
22|

L |z,
2

6 1_ 1 McosO+ |.sen0) _ E(COS(—9)+ isen (—0)) = L coso—isens. ,
z r(cos@+isend r r

7.1.3 Interpretacdo geométrica

Sejamz,,z, e C , tais que z =r,(cos6, +isend,) e z,=r,(cosd, +isend,), e nas
respectivas imagens geométricas em coordenadas polares, M,(r,6,) e M,(r,,6,). Sejam
P, eP, os pontos de interseccdo da circunferéncia S*'(cujo centro é a origem do plano
cartesiano e de raio unitario) com os raios OM, eOM, . Tome sobre S* o ponto P, tal que
6, + 6, seja seu argumento principal; marque sobre o raio OP, um segmento OM,, tal que
OM,=0M,-OM,. Seja z, 0 numero complexo cuja imagem geométrica € o ponto

M, (1, -1,,6,+6,), isto é Z; é aimagem geométrica do produto Z,Z,.

Seja A(l 0) a imagem geomeétrica do numero complexol=1+0i. Observemos que

(ver figura 9):

OM, OM, .. , OM, OM,
=——= ||IStoe = .
oM, 1 oM, OA

Além disso, M,OM, =AOM,. Consequentemente, os tridngulos OAM, e OM,M, sfo

semelhantes.
67



Figura 9 — Multiplicacdo de nimeros complexos na forma trigonométrica

23

Fonte: elaborada pelo autor.

Ainda, notemos que (veja figura 9):

(i) ‘91:93_‘92

. OM |7,
oM, =—2 =131

(i) 1= oM, :>|zl| |Zz|

Z3

Portanto, Z, =—
ZZ

Definicdo 7.3 Radiciagdo em C

Dado o ndmero complexo Z, = p, (0S8, +isend, ), z, #0, queremos determinar o

nimero complexo Z = p(cosé+isend), tal que

onde neZ, n>2. 0 numero complexo z é denominado de raiz enésima de Z;, e escreve-se
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Entéo, por (1), temos:

p" (cos(nd)+isen(nd)) = p, (cos G, +isend, ),

e, por definicdo de igualdade entre nUmeros complexos, segue-se que

P =py=p=3p,

cos(nfd)=cosf, nP=6,+2kz keZ

e = 0 k-2rx
S 0=—+
sen(ng) =send,

Como 0<@<2x, entdo ke{O,LZ,...,(n—l)}, pois os valores de k>n-1

fornecerdo argumentos congruos, modulo 2z, aos anteriores.

Portanto, um nimero complexo ndo nulo tem exatamente n raizes enésimas distintas.

Notemos que 0s argumentos principais das raizes enésimas do ndmero complexo
Z, = p, (C0S 6, +isend, ) séo:

% K27 com k=0,12,...,(n-1).
n n

Entao,

para k=0, elzﬁ
n

para k=1, o, _% 27
n n

para k=2, g, =247

n n
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para k=(n-1), o, :§+¢'

Assim, os argumentos principais das raizes enésimas de z, constituem uma progressao

o . 27 . n , .
aritmética de razdo — . Mais ainda, todas elas tém o mesmo maodulo, p/po . Logo, suas imagens
n

geomeétricas estdo sobre uma circunferéncia de centro na origem do plano complexo e raio Q/%;

o0 fato dos argumentos estarem igualmente espacados sobre esta circunferéncia, implica numa
divisdo dessa circunferéncia em n partes iguais. Também podemos inferir que os argumentos
principais das raizes enésimas de um nimero complexo diferente de zero s&o os vértices de um

poligono regular inscrito numa circunferéncia de centro na origem do plano complexo e raio
n'po .
Provamos, portanto, o proximo teorema.

Teorema 7.5 Seja Z, = p, (0S8, +isend,) um nimero complexo com p, >0 e 6, [0;27).

O ndmero z, tem exatamente n raizes enésimas distintas, dadas por:

z = Q/E(COS HO +k27z +isen (90 + kZﬂ'] |

n n
k=012,..,(n-1).

Exemplo 7.5 Encontrar as raizes quartas do niUmero complexo z =—2—2i e representa-las

no plano complexo e interpretar geometricamente.

No ensino médio, no Gltimo ano, abordar a radiciacdo em C é sempre algo desafiador

(principalmente em turma heterogéneas). Dar énfase a formula (1) é desastroso.
Uma boa estratégia consiste em utilizar a simetria do problema proposto.

Em primeiro lugar, escrevemos z =—2—2i na forma trigonométrica:
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p= ,/(—2)2 +(-2) =B=2\2
__ 2 _ 2 L pbm
cosf = Zﬁ_ 5 9_4
senez%:—%

Estamos procurando um namero complexo, Z, = p, (Cos 0, + isen@o) , tal que:
20 = py (cos 46, +isendd, ) =z = 24/2 (cos O +isend).

Portanto, uma das raizes procuradas é:

1 . .
Z, = : 2\/5 COS _._57Z +1Sen 1-—5” = g/g COS—SE +1Sen —57[ .
O 4 4 4 4 16 16
raiz quarta o d
fo 5oy a_“zg_“é”ieé‘z&dideo
por

Hé& outras? Observemos que (um 6timo momento para uma revisdo de trigonometria

geral!):

Notemos que todos os arcos da lista acima séo congruos (médulo 27). Logo, ha outras raizes

quartas de —2—2i, a saber:

z = &8 [cos 13; +isen 13”)

16
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217 . 217
z, =3/8| cos +isen
? J_( 16 16}

297 . 297
z. =%/8] cos +isen .
’ \/_( 16 16)

Os argumentos principais de z,,z,,z, € z, (nesta ordem) formam uma progresséo
aritmética de razéo ZT”:%, cujo primeiro termo é %.57”(0 argumento principal de z
dividido por 4).

Figura 10 — Raizes quartas de z =—2—2i

Fonte: elaborada pelo autor.

As imagens geomeétricas das raizes quartas de —2—2i pertencem a uma circunferéncia

de raio /8 e centro na origem do plano complexo; sdo vértices de um quadrado, pois 0s

argumentos principais dessas raizes formam uma progressao aritmética de razao % radianos.
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8 FORMA MATRICIAL DOS NUMEROS COMPLEXOS

Consideremos o anel das matrizes quadradas reais de ordem dois munido das
operacOes usuais de adicdo e multiplicacdo (além, é 6bvio, da definicdo de igualdade entre

matrizes), M, (IR). Entdo, provemos o seguinte

Teorema 8.1 Um subconjunto das matrizes reais que € um corpo.
O conjunto K ={[ ab bJ eM, (R)}, munido das operagdes de adicdo e
— a
multiplicagdo de matrizes de M, (IR) é um corpo.

Demonstracéo.

Observemos que K CMZ(IR%) e as operacOes definidas em K sdo as mesmas

operagdes definidasem M, (R) . Portanto, a adicdo em K é comutativa, associativa, a matriz

a b
nula de ordem 2 é o elemento neutro da adi¢do e, dado ( b aj e K , seu oposto é a matriz
ekK .
b -a

_ 10 , e e (s
Além disso, |, = [O 1] e K é o elemento neutro da multiplicacdo ; a multiplicacdo também é

associativa e distributiva (a esquerda e a direita) com relacdo a adicdo de matrizes. Todas essas
propriedades sdo herdadas da estrutura de anel com elemento unidade de M 2(IR%). Vamos

provar que a multiplicacdo em K é comutativa e que todo elemento ndo nulo de K tem inverso

multiplicativo. Com efeito,

N[ 2 by(c d) (ac-bd ad+bc) (c d)(fa b
W1 aflca o) \—ad—bec ac-bd)~l-d c/l-b a)’
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a b

b . 2. h2 2. h2 i )
eK, coma2+b2=0, entdo | & +bb a?+b? | _ 1 & seu inverso
a a

a?+b? az+b?

.. . a
(ii) Seja [—b

multiplicativo, pois:

a B b az+b2 ab-ab
a b)laztbz az+b2|_| a2+b2 az+b2 | (1 O
b a b a | ab—ab a2+b2 | |0 1
a?+b?  az+b? a?2+b? a?+b?

Seja y aaplicacéo:

v:Co Ky (z)=w(x+ yi)=(_xy Zj .

Teorema 8.1 w € um isomorfismo entre corpos.
Demonstracao.
Sejam z, =x +V,i ez, =X, +VY,i ,entdo

e 7 é¢ um homomorfismo entre C e K .

X+ X, y1+sz:
Y=Y, X t+X

(

13 G e
(
|

XX =YY, XY, + ylxzj
_lez - Y1X2 X1X2 - ylyZ
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e | é uma aplicacdo bijetiva .

Vamos calcular  ker(y); ker(!//)Z{ZE(C;I//(Z)Z(O Oj}. Entdo, seja

z=(x+yi)eC tal que w(z)=0 .

V/(Z):!//(X+yi)=l//[ ' yj:(o 0]@X=y=0-

-y X 00

Logo, ker () =0, consequentemente, y & injetiva.

Além disso, para cada matriz ( o Yo e K , existe um unico nimero complexo
Yo %

Z, =% + Yo, talque y(z,)= (_X; yOJ e K €&, consequentemente, i é sobrejetiva.
0

Portanto, i € um homomorfismo bijetor entre corpos, isto é, C~ K

Portanto, podemos escrever.

S EHN R PR GRS

Corresponde Corresponde
a(1,0)=1 a(0,1)=i

( X yj !
Portanto, =X+ Vyi.

. X 'y 0 0 . . X vy, . ; .
Seja z= # , entdo, como a matriz é invertivel, pois seu
-y X 0 0 -y X

determinante é x2+y20 , temos:

X Y
-y X x2+y2ly X y X X2+y2 x24+y2
1 x-yi=z X2+y2  X+y?
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. . x Xy
Novamente, consideremos um nimero complexo néo nulo, z :( ,

entédo

X .y
\/x2+y2 \/x2+y2
[z 2
Z=X"+y y

X
\/xz +y° \/xz +y°

Observemos que:

ochose e y

x* +y? m
o |z]={X*+y?

=send, onde @ =arg(z)

coséd send cosd send
Logo, z:(’o r jz ( J

—psend pcosé P —send cosé

Ry

onde R, é uma matriz de rotagdo no plano (matriz ortogonal).

Isto €, um numero complexo z pode ser caracterizado como uma rotacdo de @

radianos, seguida de uma homotetia, caracterizada por p.

Por exemplo, 1 , a unidade imaginaria pode ser identificada com a acdo geométrica de uma

rotacdo de 90° no sentido anti-horario. Além disso,

oS (S O3 92

Esta explicacdo é, certamente, muito melhor o que escrever i =+/—1 , uma prética
muito comum em livros que tratam de calculo com funcdes de varaveis complexas. Nesse

sentido, essa pratica acaba reafirmando conceitos que sdo incorretos ou obscuros.
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Portanto, um nmero complexo

M = N A T

corresponde a acdo geometrica no plano de trés transformaces, duas homotetias, caracterizadas

x 0
por X ey, respectivamente, [0 ] e (2)/ yj, além de uma rotacao de 90° no sentido anti-
X

. x 0 y O 0 1 o .
horério. Notemos que e . atuam em dire¢des ortogonais.
0 x 0 y){-1 0
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9. UMA COLETANEA DE PROBLEMAS RESOLVIDOS

Esta coletanea de problemas resolvidos € um exemplo de proposta de trabalho com os
nameros complexos. Ha problemas tipicos dos vestibulares do Instituto Tecnoldgico da
Aeronautica (ITA) e do Instituto Militar de Engenharia (IME), por exemplo, os problemas 9.1,
9.2, 9.3,9.4 e 9.5. O problema 9.6 é um classico sobre trigonometria plana (férmulas de arco
duplo) e o problema 9.7 envolve as formulas de arco metade. O problema 9.8 refere-se a um
outro problema classico, desta vez de geometria analitica plana do ensino médio, que também
pode ser resolvido por numeros complexos. O problema 9.9 aborda uma caracteristica dos
triangulos equilateros segundo as transformacgdes geométricas no plano complexo, trata-se de
um lema para a demonstracdo do Teorema de Napoledo, o problema 9.10. Finalmente, os
problemas 9.11, 9.12 sdo, ambos, de nivel de olimpico; em particular, sdo baseados nas raizes
da unidade. O problema 9.13 é uma questdo do ultimo vestibular para ingressantes da USP em
2018. Observemos que cada problema, quando € necessario, tem uma numeracdo de equacdes

prépria.
9.1 Prove que |z, +2,|" +|z, - 2,|" = 2(|21|2 +|22|2) para todos os niimeros complexos z,,z, .

Demonstracao.

|zl+22|2 +|zl—22|2 =(z,+2,)(2,+2,)+(2,-2,)(z,-2,) =
=(Zl+22)(Z_1+Z_2)+(Zl—22)(2_1—2_2)=

=5L4+2,+,2,+2,.,+ 7, -2, - 1,+ 7,7, =

=22,2,+22,2, = 2(|zl|2 +|22|2) :

Z—W
1-zw

9.2 Sejam z e w numeros complexos, onde |Z| =1 ez=w . Mostre que =1.

Demonstracéo.
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Z,+1,

9.3 Prove que se |z,|=|z,|=1 ez-z, #—1, entdo é um nimero real.

1+z2,

Demonstracao.

) Z,+1, _
Seja Z=——"—",vamos mostrar que Z=7Z. De fato
1+2z-2,

= @

1+z,-2, 1+z,-z, 1+7z,-7,

[zl+z2 j_ L+2, L+1, L,+1,
2

Observemos que, se peC e|p|=1, entdo
_ 2 _ 1
p-Pp=|p| =1e, portanto, p = 3

Usando este resultado em (1), temos:

I S S L )

L+, 1, 1, 1,71, _ L +1,

1+Z—1'_2_]_+£.i_1+271'22_1+21'22
4, 7, Z,° 7,

4ty :[ Z,+1, ]
1+z,-z, \1+7-z,
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1
lz+=

= a}. Encontre o menor e o0 maior valor de
Z

9.4 Sejaaum nimero real e M, = {z eC

|z| quando z e M,.

Resolucédo

Elevando ao quadrado os dois lados da igualdade |Z +% =a, obtemos:

, |o1f 1 1 z 7 11 . 22+f7 1

a’=|z+= =(z+—j(7+;j:z-7+:+—+—-::|z| e

Z z Z 7 71 11 -7 |z|

|z|4+22+|2|2+1_|z|4+22+22~7+|7|2—22~7+1_|z|4+(z+7)2—2|z|2+1
- 7 7

Logo,

7' -(a®+2) [z +1:—[z+7] <0 (1)

=Re(z)

M

Notemos que (1) é uma funcdo quadréatica de |z|2 que, pela desigualdade (1), é nao-

a’+2-+a*+4a’ - _a’+2++ya'+4a’

positiva. As raizes de (1) séo «, = 5 , >

242
>0,umavezque a>0,e

Observemos que (1) tem um minimo que ocorre em

que

a’+2 +a*+4a’ a’+2 +a*+4a’
== ea,= 5 + ;o

Consequentemente, a, < a, e, portanto,

|z|2e a?+2-+a*+4a? a’+2++a*+4a’

2 ' 2
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Notemos que:
o |2| serd méximo quando \z\z for maximo;
. |z| sera minimo quando \z\z for minimo.

Assim

|Z|2 _a’+2+vat+4a® 22’ +4+2Va'+4a®  a’+2aya’+4+a’+4
max 2 - 4 - 4 -

{a+x/a2+4J2 Sl = a++a’+4

2 - 2
Analogamente,

a—+a’+4
o, =2

Além disso, como «, e «, sdo raizes de (I) entdo, pela desigualdade (1), segue-se

que
—(2+7)" =0 Z =~z <>z éum imaginario puro (por hipétese z € C"),
9.5 Seja z € C. Determine as solugdes para a equacao:
2 +|z]=0 (1)
Resolucao.
Sejaz =r(cos@+isend) , onde r =|z|. Entdo
2° =[r(cos6+ isen49)]2 =’ (cos 20 +isen26)

Portanto, substituindo o resultado anterior em (1), temos:
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r=0
r*(cos20+isen26)+r =0« ou =N
r(cos26+isen26)=—-1=cosr +isenz

z|=1 e 0:%+k7z, k=0,1

S={-i,0,i}.

9.6 Utilizando-se do teorema binomial e da 12 formula de De Moivre, expresse sen 26 e cos26

em funcdo de sené e cosé.

Resolucao.

Seja z=r(cos@+isend), entdo

e 2% =1? [cos2 6+ 2sen @ cos b +(isen6?)2} =r? [(cos2 0—sen2<9)+(2$en<9c03<9)i] :
segundo o bindmio de Newton.

« Pela formula de De Moivre, temos:

z* =r?(cosf+ isené?)2 =r?(cos20+isen26) .

Consequentemente, por igualdade de nimeros complexos, temos:

c0s 20 = cos® 6 —sen?@
r?(cos20 +isen26) = (0052 9—3en20)+(25en6?cos 9)i = e

sen26 = 2sen@cos @

9.7 Prove que

-recosgsong =z § s ) o 3|
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e
) . 0 0 . 0
w=1-cosf—isend = —2isen > cosE+|sen§ ,com 0¢€(0,27).

Demonstracao.

Lembrando que:

(9.6) sen?6+cos? 0=1
« COSH =cos 2-2 = €0 4 —sen’ 4 = —1+2c0s 4
2 2 2 2

(9.6)
e SEend =sen (2 . Qj = 2sen (gj cosS (gj
2 2 2

Entao,

z=1+c0s6+isend =1—1+2cos? (ngr 12sen (gjcos(g] =

o3 gom(2]

w=1-cos@d—isend =1+1—-2cos’ (gj —i2sen (gj co{gj =

=2-2c0s? 9 —i2sen 9 cos 4 = 2sen? 9 —2isen 9 oS 9]
2 2 2 2 2 2

| —

Zsenz(gj
2

oY g ol 2 (2] 0
o (g3 (2]
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9.8 Dados A(5,-2) e B(4,—1), vértices consecutivos de um quadrado , determine os outros

dois vértices.

Resolucéo.

Seja z=A-B, entdo C—B=—i-(A—B), pois multiplicar o nimero complexo
z=A—B por —i equivale a uma rotagéo de % radianos, em torno de B, no sentido horario.

Como A-B=1-i,entdo —i(A-B)=—i(1-i)=—1-i e, portanto, C-B=-1-i.

C:B+(C—B):4—i+(—1—i):3—2i

translagdo de
B pelo numero
complexo (C-B)

~ C(3-2).
Como (C—B)//(D- A), entéo
D=A+(C-B)=D=A+(D-A)=5-2i+(-1-i)=4-3
- D(4,-3).

H& um outro par de pares ordenados, pois poderiamos ter girado z = A—B no sentido
anti-horario. Vejamos,

z=A-B=1-i

i-z=i(1-i)=+1+i, entdo:
C'=B+(B-C')=4—-i+(+1+i)=5
D':A+(B—C'):5—2i+(1+i):6—i

- C'=(50) e D'=(6,-1).
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Figura 11 — Problema resolvido 9.8

Fonte: elaborada pelo autor.

D' = (8, -1)

D=(4,-3)

9.9 As imagens geométricas dos nimeros complexos z,,z, e z, formam um trinémio equilatero

se, e somente se, z, +Wz, +W*z, =0, onde w é uma raiz cbica da unidade diferente de 1.

Figura 12 — Problema resolvido 9.9

Fonte: elaborada pelo autor.
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Demonstracéo.

As imagens geométricas de z,,z, e z, sdo vértices de um triangulo equilatero < (zl - 22) e

(z,—2,) formam um angulo de i% radianos &
o . T
7,1, :(23—22)[cos—i|sen—j<:>
3 3

V2 T T T
< 7,+12,| cos—+isen ——1|-z,| cos = *isen = |=0<> z, + 2,0+ Z,0° = 0.
3 3 3 3

() (2)

(1) iJ_r—3|—1:—li—3|:cos—J_rsen2—7r_a)
2 2 2 2 3
(2) —coszisenzi:—liﬁi=—1$ﬁi=cos—”isen—”i:a)2
3 3 2 2 2 2

0

9.10 (Teorema de Napoledo) Seja ABC um triangulo qualquer. Sejam BCD, ACE e ABF
triangulos equilateros externos ao triangulo ABC . Entdo, os baricentros dos tridngulos BCD,

ACE e ABF sdo vértices de um triangulo equilatero.
Demonstracao.

Figura 13 — Problema resolvido 9.10

Fonte: elaborada pelo autor.
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Como os triangulos BCD, ACE e ABF sdo triangulos equilateros, entdo (ver
problema 9.9):

D+wWC+WB=0:C+WE+WA=0:B+WA+WF =0.

Além disso,
Gl=A+B+F;GZ=A+C+E;G3=B+C+F
3 3 3
Para os pontos G,,G,,G,, dados acima, temos:
A+C+E A+F+B
Gl+WGz+W263:B+C:;+D+( 2 )W+( 3 )W2=

:%(D+WC =WZB)+%(C+WE :WZA)+%(B+WA:WZF):

=1-0+1-0+1-0:0.
3 3 3

Entdo, G,,G,,G, sdo os vertices de um triangulo equilatero.

0

9.11 Se A, A,...A,, sdo vertices de um poligono regular convexo inscrito em uma

circunferéncia de raio unitario, prove que
(AA)-(AA) (AA)- (AAL)=n.
Demonstracao.

Denominam-se raizes n-ésimas da unidade as raizes da equacdo z"—-1=0. Como

1=cos0+isen0, segue-se que as raizes da unidade sdo
& = cosZK—”Jr isen2k—”, ke {0,1, 2,...,(n —1)}
n n

Observemos que:
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&, =C€0s0+isen0=1;

2T . 2
& =CO0S—+Isen — =g,
n n

A . A7 2.
&, =COS— + 1SN — =&
n n

2(n—1)7r .
1 = C0S———"—+isen =¢

&

Notagdo: U, :{1,5,52,...,5(”‘1)}.
O conjunto U,, é gerado pelo elemento &; os elementos de U, sdo poténcias de ¢.

J& observamos esse comportamento nas poténcias inteiras de i: U, ={Li,—1i},

cujos elementos sdo as raizes quartas da unidade.

Portanto, z" —1 admite a seguinte fatorag&o:
z" —1=(z—1)(z—g)(z—52)(2—53)~...~(z—g”‘1). (1)
Por outro lado,

72" -1
7-1"

14z2+2%+..+2" = (z#1)

-. z”—1=(z—1)(1+z+22+...+z”‘1) 2)
Igualando (1) e (2), temos:
(z—g)(z—gz)(z—(c:3)-...-(z—g”’l):1+z+22+...+z”’l (3)

Observagdo: vale a pena ressaltar que se ¢, é uma raiz enésima da unidade, diferente de 1,

entao
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2 _ — —
1+ +e +..+5 = = =0

Logo,
1+& +& +..+& ' =0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que
A=LA=sA=¢ A, ="
Em (3), acima (neste mesmo exercicio) fazendo z=1, temos:
2 3 n-1\__ —
(1-5)(1-&")(1-&%)-r(1-&"Y) =114+ +1=n (4)
Aplicando 0 modulo dos dois lados de (4), temos:
‘(1—8)(1—82)(1—83)'...~(1—8n_1)‘ =ne |1—8Hl—82H1—83‘~...~‘1—8n_l =n
— —
AA AR AA Ao
-~ (AA)(AA)(AA)-(AA)=n.
n-1
9.12 Prove que senz-senz—”-...~sen( )ﬁ = nn_l :
n n n 2
Demonstracao.
. . . . 2k . 2k
Considere o enunciado do problema resolvido 11. Seja e, =cos—— +isen —— .
n n
Entéo,
) (\Veja o problema resolvido 7) 3
1— gk —1—cos ZKT _jgen 2Kz P 25en? KZ _oisen K7 cos K7 _
n n n n n
kﬁ( kzr . kﬁj
=2sen—| sen——1cos— |.
n n n
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kz

‘1—gk‘ — 2sen
n

Finalmente, temos:
T
[1—¢&|=2sen=
n

‘1—52‘ = ZSenz—”
n

‘1— 83‘ _2sen >
n

-1
‘1—5“‘1:25en(n i
n
- [Zsenzj(Zsenz—ﬂj(ZSeng—”j-...-(Zsen(n_l)ﬂ}:|1—g”1—52H1—g3‘....-‘1—5”‘1 =n
n n n n
n-1 n-1
2-2-2-...-2(senz-senz—ﬂ-...-sen( )ﬂj:n©sen£-sen2—”-...-3en( )”: :]_1-
(n-1) vezes n n n n n n 2
O

9.13 Uma questéo proposta aos vestibulandos 2018 da USP — Universidade de S&o Paulo.

Considere o polindmio p(X)=X"+a, X" +..+aX+3a,,emquea,,...,a, , € R . Sabe-

se que suas n raizes estéo sobre a circunferéncia unitaria e quea, <0.

O produto das n raizes de p(X), para qualquer inteiro n>1 é:

n+1

(A) -1 (B) i (©) i D) (-1)" (E) (-1)
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Resolucéo.

Duas caracteristicas deste problema merecem atencdo: o préprio tema (polinémios,
relagbes entre coeficientes e raizes e numeros complexos), bem como a auséncia de
contextualizacdo (que ndo é um item obrigatorio para se elaborar questdes). Alias, uma

belissima questéo.

Sejam, entdo,r,,r,,r,,...T, as n raizes de P(X). Como todas estdo sobre a

circunferéncia unitaria, temos:
6 =|n| =[5 =...=[r|=1.

Logo, rl-rz-...-rn|=1 e, consequentemente, I, -r,-...-1, =lour -r,-...-r, ==1. Por

outro lado, pelas relacGes entre coeficientes e raizes (relagcdes de Girard), temos:

Resposta: I, -1, ....1, = (—1)””, que corresponde a alternativa (E).
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10 CONSIDERACOES FINAIS

Comecamos destacando um grande mérito do PROFMAT: a promocéo da melhoria da
qualidade do ensino de matematica fortemente baseada na melhoria da formacdo de seus
egressos. O PROFMAT tem uma proposta de trabalho para onde convergem muitos professores

de matematica que buscam qualificacéo profissional diferenciada.

Portanto, o presente texto reflete uma caracteristica da carreira docente do autor: uma
busca constante por integracao entre conhecimentos especificos e conhecimentos pedagdgicos,
uma busca incessante por aprimoramento profissional. Todas essas facetas convivem juntas,

como num tipo de simbiose, uma beneficiando a outra.

Quando se questiona sobre aplicacfes dos numeros complexos surgem quase
imediatamente as respostas: circuitos elétricos, séries de Fourier e aerodindmica! Para o ensino
médio? Para formagc&o de licenciados em matematica? E claro, é 6bvio, que néo trilhamos este

caminho.

Durante a fase da pesquisa bibliografica ndo encontramos nenhum texto nacional
abrangente sobre o tema (nUmeros complexos) destinado a formacdo de professores de
matematica que atuam na educacdo béasica. Frequentemente, esta algebra dos ndmeros
complexos é encontrada em um capitulo que antecede o estudo dos polindmios e das equacdes
algébricas ou em um capitulo que antecede o céalculo em uma varidvel complexa. Um livro,
porém, foi inspirador: Complex numbers from A...to Z. Extremamente Util ao licenciando em
matematica e aquele professor que atua com alunos de competices de matematica (ver
ANDREESCU, 2014). Andreescu, logo no inicio do seu livro, trata os nUmeros complexos
como vetores. Também ha um topico sobre as transformacdes geométricas no plano complexo.
N&o é um livro moderno. Trata-se de um livro coerente com uma proposta de ensino da
matematica. Para o ensino médio brasileiro tradicional, vetores € um assunto da fisica, ndo da
matematica! Os alunos sdo submetidos a uma infinidade de assuntos em geometria analitica e
ndo se fala em vetores. Ndo h& ligacdo alguma desses ultimos, vetores, com matrizes ou
transformacdes no plano. Apesar de todo o conteudo de trigonometria geral, matrizes,

determinantes e sistemas lineares!

Em 1980 a Professora Nilze Silveira de Almeida, da Pontificia Universidade Catélica

de S&o Paulo, lecionou nimeros complexos para os calouros do curso de fisica. H4 uma
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lembranca muito presente, muito viva, das suas aulas sobre nimeros complexos. Em particular,
o0 impacto causado pela justificativa da forma algébrica dos numeros complexos a partir da
abordagem baseada em pares ordenados. Uma outra situa¢do igualmente marcante aconteceu
quando o autor era docente num colégio particular. As aulas olimpicas e as aulas de preparacédo
para vestibulares exigiram que se fizesse a “descoberta” da forma matricial dos nidmeros
complexos e sua interpretacdo via transformacgdes geométricas do plano, em particular,
homotetias e rotacbes. Isto €, cada formalismo apresentado neste texto tem caracteristicas
préprias. Para o professor de matematica que atua na educacéo basica, por exemplo, aquele que
vai lecionar os nimeros complexos para alunos do ensino medio, € muito provavel que uma
abordagem geométrica seja muito mais produtiva. Por outro lado, as transformacGes
geométricas no plano ndo sdo abordadas no ensino medio. Mas matrizes e trigonometria geral,
sim! Entdo, cabe ao professor escolher como e qual caminho vai trilhar com seus alunos. Por

outro lado, se o professor ndo sabe, ndo conhece, um determinado tema, entdo ndo vai ensinar!

“Cada topico apresentado na sala de aula, cada novo assunto tratado no curso, cada
tema estudado deve ser visto sob esses trés aspectos: o conceitual, 0 manipulativo e o aplicativo.
O professor deve submeter-se ao desafio de compor esse trio a cada nova etapa do seu trabalho.
Nem sempre vai ser facil; por isso é um desafio. As vezes até parece impossivel: ndo ha muitas
fontes bibliograficas nas quais se apoiar. No comego, ndo se vai sempre poder apresentar cada
assunto sob essa triplice abordagem. Mas anote a dificuldade e busque, com diligéncia e
determinacdo, supera-la mais tarde. Pesquise, indague, olhe em torno de si, procure exemplos,
exerca sua autocritica. No decorrer do processo terd muitas alegrias. Cada éxito € um nutriente
para a autoestima; cada lacuna € uma motivagdo para estudos e pesquisa adicionais” (LIMA,
2001, p. 191).
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