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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre cilindros obliquos e troncos de cilindros.
Analisamos as curvas que delimitam as sec¢oes de cilindros determinadas por planos nao
paralelos ao seu eixo, que sao elipses, e apresentamos uma forma de calcular o perimetro e a
area de elipses. Estudamos parametrizacoes de curvas no plano e no espago, e de superficies
no espaco. Realizamos construcoes de cilindros e de suas planificagoes com o auxilio do
GeoGebra. Propomos sequéncias de planos de aulas, para o ensino fundamental II, ou
ensino médio, envolvendo o estudo de cilindros obliquos e troncos de cilindros, e a utilizacao
do software GeoGebra em sala de aula. Finalizamos este trabalho relatando como ocorreu a

aplicacao da sequéncia de planos de aulas, os procedimentos adotados e os resultados obtidos.

Palavras-chave: Cilindro. Célculo de Area. Célculo de Perimetro. Parametrizagao.

Construcao de Tronco de Cilindro. Construcao de Cilindro Obliquo.



Abstract

In this work we present a study on oblique cylinders and cylinder trunks . We analyse
the curves that delimit the sections of a cylinder determined by planes not parallel to its
axis, which are ellipses, and we present a way to calculate the perimeter and the area of
ellipses. We study parameterizations of curves in the plane and in the space, and of surfaces
in space. We construct cylinders and their planifications with the aid of GeoGebra. We
propose sequences of lesson plans, for middle or high school, involving the study of oblique
cylinders and cylinder trunks and the use of GeoGebra software in the classroom. We finish
this work by reporting how the application of the suggested sequence of lesson plans occurred,

the procedures adopted and the results achieved.

Keywords: Cylinder. Area Calculation. Perimeter Calculation. Parameterization.

Truncated Cylinder Construction. Oblique Cylinder Construction.



Lista de Figuras

(1.1 Cilindro com duas esferas posicionadas em seu interior.| . . . . . . . . .. .. 25
(1.2 Curva formada pela interseccao do plano e o cilindro.f . . . . . . . . . . . .. 25
[1.3  Segmento de reta ligando o ponto M aoponto J.|. . . . . .. ... ... ... 26
(.4 Plano MGD.. . . . . . .0 26
(1.5 Triangulos formados no plano MGD.| . . . .. ... ... ... 26
(1.6 Elipse com centro na origem.|. . . . . . . . .. ... ... L. 27
[L.7  Circunferencia em folha quadriculada.f. . . . . . . .. .. ... ... ... .. 29
[I.8 Circunferencia alongada. . . . . . . .. ... ... ... L. 30
(1.9 Calculo aproximado do perimetro da elipse.] . . . . . . ... ... ... ... 34
2.1 Reta ABnoplano| . . . . . . . . ... 36
2.2 Reta AB N0 €SPACO| . . . . v i 38
(2.3 Circunferéncia de centro C'(a, b) eraio Rl . . . . . .. ... ... ... .... 39
[2.4  Circunferencia de centro C'(0,0) eraior| . . . . .. ... ... ... .. ... 40
(2.5  Circunferéncia de centro C' = (z¢,yc) eraior| . . . . . . . ... ... ... 41
[2.6 Elipse € de centro na origem.|. . . . . . ... ... 0oL 43
[2.7  Circunferencia paralela ao plano OXY| . . . .. ... .. ... ... ... .. 43
[2.8  Elipse que projeta uma circunterencia sobre o plano OXY| . . . . . . . . .. 44
|2.9 Angulo de inclinacao da elipse.| .......................... 45
[2.10 Cicloide sobre o eixo OX e passando pela origem. . . . . . . ... ... ... 45
[2.11 Ponto P na cicloide de raio r e passando pela origem.| . . . . . . . .. .. .. 46
RI2HENCE . . . oo 47
2.13 Cilindro circular retol . . . . . . ..o oo 49
[2.14 Cilindro elipticoreto] . . . . . . . . . . . . ... 50




[3.1 Maior angulo entre os planos.| . . . . . . ... ... Lo 53

[3.2  Comando para a construcao da base inferior.|. . . . . . . . . ... ... ... 54
(3.3 Base inferior do tronco de cilindrolJ . . . . . . ..o oo o000 54
[3.4 Comando para a construcao da base superior.| . . . . . . .. ... ... ... 56
[3.5 Bases inferior e superior do tronco de cilindro.f . . . . . .. ... 56
[3.6 Comando para a construcao da superticie lateral.| . . . . . . ... ... ... 57
[3.7 Superticie lateral do tronco de cilindro.| . . . . . .. ... 57
[3.8 Planificacao da superticie lateral do tronco de cilindro.| . . . . . . .. . . .. 60
[3.9 Comando para a construcao da planificacao da base inferior.| . . . . . . . .. 61
[3.10 Planificacao da base inferior do tronco de cilindro.f. . . . . . . . . . . . ... 61
[3.11 Comando para a construcao da planificacao da base superior.. . . . . . . .. 62

[3.12 Planificacao completa do tronco de cilindro, incluindo as bases superior e |

inferior) . . ..o 62
[3.13 Circunferencia e elipse de mesmo centro.| . . . . . . . . ... ... ... ... 63
[3.14 Circunferencia e elipse de mesmo centro.| . . . . . . . . . . . ... ... ... 63
[3.15 Circunferencia e elipse de mesmo centro.| . . . . . . . . . . . ... ... ... 64
[3.16 Tronco de cilindro, suas alturas e o angulo de inclinacao.| . . . . . . . .. .. 66
M1 Controles deslizantes) . . . . . . .. . ... o 68
4.2 Eixo de iclinacao do cilindro obliquo.| . . . . . . .. ... ..o 69
4.3 Base inferior do cilindro obliquo.f. . . . . . .. ... o000 71
4.4 Superticie lateral do cilindro obliquo.f . . . . . ... ... o000 72
4.5 Comando para a construcao da base superior.| . . . . . ... ... ... ... 73
4.6 Cilindro obliquo.| . . . . . . . . .. 73
4.7  Eixos auxiliares para planificacao do cilindro obliquo.| . . . . . . . . .. . .. 75
4.8  Comando para a construcao da circunterencia.| . . . . . . . . ... ... ... 76
4.9  Comando para a construcao da elipse|. . . . . . ... .. ... ... ... .. 7
[4.10 Seccoes do cilindro obliquo.| . . . . . . . . ..o 0oL 7
[4.11 Seccoes do cilindro obliquo.| . . . . . . .. .. ... oL 78
[4.12 Curva inferior da planificacao.| . . . . . . . . . ... .. ... ... 79
[4.13 Planificacao da superficie lateral do cilindro obliquo.|. . . . . . . ... . . .. 80

[4.14 Triangulo C"PQ.| . . . . . . . . . 81




[4.15 Planificacao do cilindro obliquo.| . . . . . . . . .. ... ... 82

[4.16 Planificacao da superficie lateral do cilindro obliquo.|. . . . . . . . . . . . .. 83
[4.17 Seccao meridiana do cilinndro obliquo.| . . . . . . . ... .00 84
[4.18 Seccao meridiana do cilinndro obliquo.f . . . . . . . ... ..o 85
5.1 Janela de Algebra e Janela de Visualizacao do GeoGebra. . . . . . . . . . .. 88

) 1 zeoGebral . ... oo 90
(5.3  Configuracao do controle deslizante no GeoGebra.| . . . . . . . . . . .. ... 91

[>.4 Reta tracada utilizando os controles deslizantes como coeficiente angular e [

Lmear . . . . . . 91
[b.5 Ferramentas a serem utilizadas na construcao de um circulo.| . . . . . . . .. 93
[>.6 Construcao de um circulo a partir da barra de entrada.f . . . . . .. . .. .. 94
[>.7 Comando curva no tracado de uma reta.| . . . . . . . . ... ... ... ... 94
b.8  Comando curva na barra de entradal . . . . . ... ... .00 95
5.9 Comando curva no tracado de um circulo.| . . . . . . . .. . ... ... ... 96
[5.10 Comando curva no tracado de um circulo.| . . . . . . . .. .. ... .. ... 97
[5.11 Comando curva no tracado de um circulo utilizando senecos.| . . . . . . .. 97
[5.12 Comando curva com tres intervalos de expressao na barra de entrada.| . . . . 98
[>.13 Circulos no espaco.| . . . . . . . . . ..o 99
[>.14 Circulos inclinado no espaco.. . . . . . . . . .. . ... oL 99
[>.15 Elipse que projeta um circulo sobre o plano OXY. . . . . . . ... ... ... 100
[5.16 Comando superticie na barra de entrada.| . . . . . . . . ... ... ... ... 101
[>.17 Comando supertficie com parametrizacao de uma reta. . . . . . . . . . . ... 102
[>.18 Comando supertficie com parametrizacao de um circulo.f . . . . . . . . . . .. 102
(.19 Cilindro Circular RetoJ . . . . . . . . oo oo oo 103
[>.20 Coordenada do Centro da Base Superior.| . . . . . . .. ... ... ... ... 105
[>.21 Bases do Cilindro Obliquo.| . . . . . . . ... ... ... .. ... ... ... . 105
[>.22 Cilindro Obliquo.| . . . . . . . . . . . . . 106
[0.23 Bases do Tronco de CilindrolJ. . . . . . . . ... oo 107
[H.24 Tronco de Cilindrol . . . . . . . . .. 108
[6.1 Aluno analisando um cilindro obliquo.f . . . . . . . .. ... ... ... ... 112

[6.2  Aluno analisando a planificacao do cilindro obliquo.| . . . . . . . ... .. .. 112




[6.3 Aluno enrolando a planificacao sobre um cilindro obliquo.|. . . . . . . . . .. 113

[6.4 Aluno descobrindo que a planificacao da superticie lateral do cilindro obliquo |

forma uma retangulo.|. . . . . . . ... oo o 114
6.5 _Alunos analisando tronco de cilindrol . . . . . . .. ... ..o 114
[6.6 Pontos renomeados pelos alunos.| . . . ... ... ... ... 115
[6.7 Da construcao de uma reta teita por aluno durante aula.| . . . . . . . . . .. 116
[6.8 Retas tracadas na barra de entrada.|. . . . . . ... ... ... ... .. 118
6.9 Alunos construindo circulo com comando curval . . . . . . ... ... 120
[6.10 Circulo construido por alunos durante aula.| . . . . . . . ... .. ... ... 121
6.11 Aluno observando o tronco de cilindro verticalmentel . . . . .. .. ... .. 121
[6.12 Desenho usado para explicar a inclinacao de uma elipse no espaco.|. . . . . . 122
[6.13 Disco com furo construido pelos alunos durante a aula.| . . . . . . . .. ... 123
[6.14 Tubo construido pelos alunos durante a aula.|. . . . . . . ... ... ... .. 124
[6.15 Cilindro reto criado por aluno durante a aula.| . . . . . . ... ... ... .. 125
[6.16 Cilindro reto, apos movimentacao feita por aluno durante a aula.|. . . . . . . 126
[6.17 Cilindro obliquo construido por alunos durante aula.| . . . . . . . ... ... 127
[6.18 Tronco de Cilindro construido por alunos durante aula.| . . . . . . .. .. .. 128
[6.19 Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo| . . . . . ... .. ... ... ... 130
[6.20 Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo| . . . . . . . ... ... ... ... 131
[6.21 Atividade realizada pelo aluno Hiram| . . . . . . ... .. ... ... ... .. 132
[6.22 Atividade realizada pelo aluno Hiram| . . . . . . ... .. ... ... . ... . 133
[6.23 Atividade realizada pelo aluno Denis| . . . . . ... .. ... ... ... ... 134
[6.24 Atividade realizada pelo aluno Denas| . . . . . . ... .. ... ... .. ... 135
[6.25 Atividade realizada pela aluna Tainara) . . . . . ... ... ... ... ... . 136
[6.26 Atividade realizada pela aluna Tainara] . . . . ... ... ... ... ... .. 137
[6.27 Comando comprimento na barra de entrada do GeoGebra.| . . . . . . . . .. 139
[0.28 Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo] . . . . . ... ... ... ... .. 140
[6.29 Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo| . . . . . ... ... ... ... . 141
[6.30 Atividade realizada pelo aluno Joao Paulo| . . . . . . . ... ... ... ... 142
[6.31 Atividade realizada pelo aluno Hiram| . . . . . . . ... ... ... ... ... 143
[6.32 Atividade realizada pelo aluno Hiram| . . . . . . .. ... ... ... ... .. 144

[6.33 Atividade realizada pelo aluno Denis| . . . . . ... ... .. ... ... ... 145




[6.34 Atividade realizada pelo aluno Denis| . . . . . ... ... .. ... ... ... 146

[6.35 Atividade realizada pelo aluno Denas| . . . . . . . . ... .. ... ... ... 147
[6.36 Atividade realizada pela aluna Tainara) . . . . . .. ... ... .. .. ... . 148
[6.37 Atividade realizada pela aluna Tainara] . . . . ... ... .. ... ... ... 149
[6.38 Atividade realizada pela aluna Tainaral . . . . . . ... ... ... ... ... 150
[C.1 Molde Para Cilindro Obliquo.| . . . . . .. . ... ... ... .. ... .... 161
[C.2 Molde Para Tronco de Cilindrold . . . . . .. . . . ... ... .. .. .. 162
[D.1 Molde Para Cilindro Obliquo.| . . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 163

[D.2  Molde Para Cilindro Obliquo.| . . . . . .. . ... ... .. ... .. ..... 164




Lista de Abreviaturas e Siglas

UNICAMP Universidade Estadual de Campinas

IMECC Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
OBMEP Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
CAPES Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior

IMPA Instituto de Matematica Pura e Aplicada



Lista de Simbolos

AB Segmento de reta unindo A a B.

jﬁ Reta que passa pelos pontos A e B.
AB Comprimento do segmento AB

{P Arco de circunferéncia unindo A e P.
R* =Rx IR

R} =RxRxIR

ACB Angulo com vértice no ponto C, cujos lados contém respectivamente A e B.



Sumario

ntroducao

[2 Parametrizacao|

21

[1 Seccao Plana de Cilindro| 24
(1.1 Interseccao de cilindroe plano.| . . . . ... . .. ... ... ... ..., 24
1.2 Area de uma elipsel . . . . . . . 27
[1.3  Area de uma elipse por intwicao| . . . . . . . . ... 28
(1.4 Perimetro de uma elipse] . . . . . . . . ... L 31
35

BT Curvad . . . . o oo 35
[2.1.1 Parametrizacao de retas no plano OXY|. . . . . . . ... .. ... .. 36
[2.1.2  Parametrizacao de retas no espaco OXYZ| . . . . . . ... ... ... 37
[2.1.3  Parametrizacao de circunferencia no plano OXY|. . . . . . . . . . .. 39
[2.1.4  Parametrizacao de elipse no plano OXY| . . . . . .. ... ... ... 41
[2.1.5 Parametrizacao de circunferencia paralela ao plano OXY e centro no [

elxo OX| . . . . . 43

[2.1.6 Parametrizacao de elipse no espaco, que projeta uma circunferencia |
sobre o plano OXY| . . . . . . . . ... 44

[2.1.7  Parametrizacao da Cicloide no plano OXY| . . . . .. ... ... ... 45
[2.1.8 Parametrizacao de Hélice Circular Retal. . . . . . . . . ... ... .. 46

[2.2  Parametrizacao de superticies| . . . . . . . ... oL 48
[2.2.1 Parametrizacao de Esferal . . . . . . . ... ... 48
[2.2.2  Parametrizacao de Cilindro| . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 49
3__Tronco de Cilindrol 52
...................................... 52

[3.1 Definicao]




B.7 Volume do Tronco de CilindrolJ. . . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 66
[4  Cilindro Obliquo| 68
4.1 Definicaol. . . . . . . . . 68
4.2 Construindo um Cilindro Obliquo.|. . . . . . . .. ... ... ... ... ... 68
4.3 Planificacao de um Cilindro Obliquo.| . . . . . . . ... ... ... ... ... 73
4.4 Area do Cilindro Obliquo . . . . . . . . . . 82
14.4.1 Area da Base do Cilindro Obliquo, . . . . . .. ... .. ....... 83
|4.4.2 Area Lateral do Cilindro Obh’quo.| .................... 83
14.4.3  Area Total do Cilindro Obliquo. . . . . . . . . . . ... ... .. ... 84

4.5 Volume do Cilindro Obliquo.f. . . . . . .. .. .. ... ... ... ... ... 84
[> Propostas de Planos de Aulas| 86
[>.1 Analise de Diterentes Tipos de Cilindros| . . . . . . . . ... ... ... ... 86
[0.1.1 Orientacoes.| . . . . . . . . . . . e 86
[5.1.2  Objetivos: . . . . . . . . 86
b3 Atividade 1 . . . . . . oL 87

5.2  Explorando o Software GeoGebral . . . . . . . ... ... 88
[5.2.1 Ornentacoes.| . . . . . . . . . 88
[5.2.2° Objetivos:| . . . . . . . . 88
(.23 Atividade Il . . . . . . . .. 88
(24 Atividade 2| . . . . . ... 89

[>.3  Apresentacao do Comando Curval . . . . . . .. ... .. ... .. ...... 92
[5.3.1 Orientacoes.| . . . . . . . . . . 92
[5.3.2  Objetivos:] . . . . . . . . 92
H.3.3 Atividade 1 . . . . . . oL 92
b34 Atividade 21 . . . ... oL 93




(.4 Apresentacao do Comando Superficie| . . . . . . . . . .. ... 100

[0.4.1 Orientacoes.| . . . . . . . . . . . e 100
[0.4.2  Objetivo:l . . . . . L 101
H.4.3 Atividade 1l . . . . ..o 101

b.5 Construcao de Cilindro| . . . . . . . . . . .. . ..o 102
[0.5.1 Orientacoes.| . . . . . . . . . . . 102
[5.5.2  Objetivos: . . . . . . . . 102
b.0.3  Atividade 1 . . . . . .00 o 103
Hh.0.4 Atividade 20 . . . .. Lo 106
5.6 Céleulo de Area e Volume de Cilindrogl . . . . . ... ... ... 108
[5.6.1 Orientacoes.| . . . . . . . . . 108
[5.6.2  Objetivos:] . . . . . . . . 108
H.6.3 Atividade 1l . . . . . . ..o 109
Hh.6.4 Atividade 20 . . . . ..o 109

[6 Experiencias com Aplicacoes das Atividades Propostas.| 111
[6.1 Analise de Diterentes Tipos de Cilindros.| . . . . . . . .. ... ... ... .. 111
[6.2  Explorando o Software GeoGebral . . . . . . . .. .. ... ... 114
621 Atividade 1 . . . . . . ..o 114
022 Atividade 20 . . . . . ... oo 116

[6.3 Apresentacao do Comando Curval . . . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 118
6.3.1 Atividade 11 . . . . . . . .. 118
0.3.2 Atividade 20 . . . . . . ..o 119
6.3.3 Atividade 31 . . . . . ... Lo 120

[6.4 Apresentacao do Comando Superficiel . . . . . ... .. ... ... 122
641 Atividade 1 . . . . . . .. oo 122

6.5 Construcao de Cilindros| . . . . . . . . . . . . . . ... 124
6.50.1 Atividade 1l . . . . . . ..o 124
6.5.2 Atividade 20 . . . . ... 126
6.6 Cdlculo de Area e Volume de Cilindros . . . . .. ... .. .......... 129
6.6.1 Atividade 1l . . . . . . .. oo 129




[Consideracoes finais| 151

Bibliog 2 151

A Proposta de Atividade Sobre o Céalculo de Area e Volume de Tronco de |
[_Cilindro.l 154

IB Proposta de Atividade Sobre o Calculo de Area e Volume de Cilindro |

157
[C Moldes Para Construcao de Sélidos| 160
[C.1 Molde para cilindro reto com 2cm de raio e bem de altura, . . . . . . . . .. 160

(C.2  Molde para cilindro obliquo com 2,5cm de raio, 6cm de altura e 30° de inclinacao.[161

(C.3 Molde para tronco de cilindro com 3cm de raio, 7cm de altura media e 30° de [

| inclinacao. . . . . . . e e 162

(D Planificacoes de Superficies Laterais| 163

[D.1  Molde da planificacao da superticie lateral do cilindro obliquo com 2.5cm de |

| raio, bcm de altura e 30° de inclinacao.| . . . . . .. ..o 163

[D.2 Molde da planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro com 2,5cm |

| de raio, 6cm de altura e 30° de inclinacao.| . . . . . . ... ... ... .. .. 164
[E Autorizacoes.| 165
[E.I _Termo de Anuéncial. . . . . . . . . .. 165




21

Introducao

Eu, como professor de matematica ha varios anos atuando no ensino fundamental, e
como professor de geometria no ensino médio, procuro, em minhas aulas além de trazer
conhecimento aos meus alunos incentiva-los a buscar o conhecimento por meio da curiosidade
e de questionamentos.

No ano de 2014, ao desenvolver o conteido de geometria espacial em uma determi-
nada escola que adota um material didatico conhecido, como em todos os anos e seguindo
as orientacoes do proprio material didatico, iniciei com uma introducao a geometria espa-
cial, conceitos, posicoes de retas e planos, e em seguida passei para o estudo dos sélidos
geométricos.

No estudo dos soélidos geométricos, iniciei com o cubo e os prismas de base retangular.
Para ambos, ensinei os alunos a calcular a area da base, a area lateral e a area total, na
sequéncia o volume para isso orientei os alunos com maiores dificuldades de visualizacao
geométrica que planificassem o sélido para facilitar sua compreensao e consequentemente
facilitar os calculos, principalmente da area lateral.

Na sequéncia, passei para os mais variados prismas com bases regulares ou nao, retos ou
obliquos e novamente varios alunos acabavam planificando os sélidos antes de realizarem os
calculos. Isso facilita muito a compreensao, principalmente quando os prismas sao obliquos
e suas laterais, em certos casos, deixam de ser retangulos e passam a ser paralelogramos,
com isso os alunos calculavam a area da base, a area lateral, a area total e posteriormente
seu volume.

Concluido o estudo dos prismas, passei para as piramides, que seguem uma sequéncia
didatica idéntica a dos prismas. Primeiro realizei os calculos de area de base, area lateral,
area total, por fim, o volume. Esses cdlculos sao realizados em piramides retas de bases
regulares, posteriormente em piramides retas de bases irregulares e finalizo em piramides
que nao sao retas. Novamente, a planificagao é essencial para a compreensao dos calculos de
area.

Ao concluir as piramides passei aos corpos redondos, e nesse caso comecei pelo cilindro
reto. Para poder calcular sua area lateral é necessario sua planificacao. Feita a planificacao,
calcular a area lateral, a area da base e a area total se torna tarefa facil, posteriormente

efetuei o calculo do seu volume. Concluido o estudo dos cilindros retos, passei para os cones
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retos que tem sequéncia didatica idéntica a dos cilindros retos. Novamente, a planificacao é
essencial para os calculo de area e nesse caso em especial ainda se faz necessario um estudo
preliminar para o calculo da area lateral.

Terminados os estudos dos cilindros e cones retos, o material didatico passa para o estudo
dos cilindros obliquos, e somente neste caso, a sequéncia didatica é alterada, passando a
calcular somente o volume, sem fazer nenhuma mencao ao calculo de area. Foi neste momento
que um aluno muito critico questionou o porque de somente neste caso, nao realizar os
calculos de area. Entao iniciei um debate em sala para analisarmos o porque desta alteracao.
Durante este debate, os alunos chegaram a conclusao que para calcular a area lateral seria
necessario sua planificacao e a maioria achava que essa planificacao seria um paralelogramo.
Eu, como professor, nesse momento nao sabia com certeza qual seria a planificacao da lateral
do cilindro obliquo, entao disse aos alunos que na aula seguinte terminariamos esse estudo
ja que aquela aula havia terminado.

Chegando em casa, construi um cilindro obliquo bem rudimentar, sem mesmo saber ao
certo o angulo de inclinagao. Para isso, utilizei o centro de um rolo de papel toalha, no qual
fui amassando e recortando as extremidades até conseguir encaixar um circulo, fechando
assim o cilindro. Usei uma folha de sulfite para cobrir exatamente a lateral desse cilindro,
e assim poder posteriormente retirar essa folha e demonstrar como seria a planificacao da
lateral de um cilindro obliquo.

Na aula seguinte, apresentei o cilindro obliquo aos alunos e ao retirar a folha de sulfite que
cobria exatamente a lateral do cilindro, os alunos ficaram surpresos ao ver aquela planificagao
com a parte superior e inferior em formato curvo, com isso entenderam o motivo do material
nao fazer mencao ao calculo da area do cilindro obliquo.

Em conversa com varios professores de matematica que realizavam o Profmat comigo,
percebi que muitos nao sabiam como seria a planificacao de um cilindro obliquo. Com base
nisso, e em conversa com minha orientadora, decidimos escrever um trabalho que pudesse
contribuir para professores de matematica da Educacao Basica, apresentando um referencial
tedrico acerca da construgao e planificacao de troncos de cilindros e cilindros obliquos.

No primeiro capitulo faremos uma demonstracao sobre a formacao de uma elipse quando
um plano intersecta um cilindro, apresentando a definicao e a forma de calcular a area e o
perimetro de elipses.

No segundo capitulo abordaremos as parametrizagoes de curvas no plano e no espaco,
abordaremos também formas de parametrizar superficies. Tais parametrizagoes serao fun-
damentais na construcao do tronco de cilindro e do cilindro obliquo.

No terceiro capitulo apresentaremos a definicao de tronco de cilindro, uma forma de
construir um tronco de cilindro no software GeoGebra e sua planificacao. Encontraremos
qual é a curva formada na planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro, bem como

o calculo da area total e volume.
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No quarto capitulo apresentaremos a defini¢ao de cilindro obliquo, uma forma de construir
um cilindro obliquo no software GeoGebra e sua planificagao. Demonstraremos como calcular
a area total e o volume.

No quinto capitulo apresentaremos propostas de planos de aulas a professores da Educacao
Basica. Tais propostas tem como objetivos principais apresentar as diferencas existentes en-
tre diferentes formas de cilindros, integrar alunos ao uso do software GeoGebra, realizar
construgoes no software GeoGebra e diminuir a distancia existente entre os alunos e a geo-
metria.

As propostas de planos de aulas foram aplicadas em escola ptublica de Ensino Fundamen-

tal. No sexto capitulo relatamos como foram as experiéncias durante as aplicagoes.
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Capitulo 1

Seccao Plana de Cilindro

E comum, em livros e apostilas de matematica, encontrarmos formulas para o cédlculo
de perimetro e area de figuras planas, por exemplo, quadrado, retangulo, triangulo, circulo,
etc. Varias outras figuras planas também possuem férmulas para o calculo de seu perimetro
e sua &rea, e, caso nao possuem, podem ser facilmente decompostas em figuras citadas
anteriormente. Neste capitulo demonstramos que a seccao do corte de um plano em um
cilindro é uma elipse e, ao estudarmos a elipse, notamos que nao é possivel calcular seu
perimetro e sua area com as férmulas ja estudadas.

Por este motivo, neste capitulo também desenvolvemos alguns cédlculos para chegarmos

a uma féormula que permita calcular de forma facil o perimetro e a area de uma elipse.

1.1 Interseccao de cilindro e plano.

Denominamos Cilindro Circular Infinito, o conjunto de pontos em IR?® que distam R de
uma reta e, denominada eixo do cilindro. Denotamos este cilindro infinito por C(e; R).
Dados os planos distintos « e o perpendiculares ao eixo e, temos os pontos O e O e os
circulos I'(O; R) e IV(O'; R), respectivamente como as intersec¢oes dos planos a e o/ com o
Cilindro Circular Infinito C'. Doravante, para evitarmos qualquer confusao, nos referimos
a porcao de C(e; R) contida entre a e o’ como Cilindro de Revolucao de raio R e altura
h=00".

Quando um plano intersecta um cilindro circular infinito de forma nao paralela ao eixo
do cilindro, temos, na interseccao deste plano com o cilindro circular infinito, uma curva.
Vamos demonstrar que tal curva é uma elipse, ou seja, conjunto de pontos de um plano cuja
soma das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante. Para provar isso, vamos
primeiro construir um cilindro circular infinito com duas esferas de raios iguais ao raio do
cilindro e centro sobre o eixo de rotacao do cilindro, formando assim duas circunferéncias na
interseccao do cilindro com as esferas, veja Figura (1.1}

Com as esferas posicionadas, tracamos um plano intersectando o cilindro e tangenciando



25

Figura 1.1: Cilindro com duas esferas posicionadas em seu interior.

as esferas, gerando assim os pontos D e K, e a curva a ser analisada, veja Figura

Figura 1.2: Curva formada pela interseccao do plano e o cilindro.

Com o tracado deste plano, passamos a ter uma curva formada pela interseccao entre o
plano e o cilindro. Consideramos as duas circunferéncias transversais, simultaneamente ao
cilindro e as duas esferas, como na Figura e tragcamos um segmento de reta paralelo ao
eixo de rotacao do cilindro, partindo de uma das circunferéncias, que determina o ponto J,
até a outra circunferéncia, que determina o ponto M. Este segmento de reta ird intersectar
a curva no ponto GG. Com estes pontos determinados, tracamos um segmento de reta ligando
o ponto G ao ponto D e outro segmento ligando o ponto G ao ponto K, veja Figura|1.3

Com os segmentos tragados, podemos notar que a soma dos comprimentos dos segmentos
JG e GM corresponde ao comprimento do segmento JM, que é constante, independente-

mente da posi¢ao que o segmento JM estiver em relagao ao cilindro. Como o segmento JM
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Figura 1.3: Segmento de reta ligando o ponto M ao ponto J.

contém o ponto G, ponto este que forma os segmento GD e GK, podemos afirmar que o
segmento GD é congruente ao segmento G M, pois, os pontos M, G e D formam um plano
e neste plano os segmentos GM e GD sdo tangentes a uma circunferéncia gerada pela inter-
seccao entre o plano MGD e a esfera usada na construgao e contida no cilindro, veja Figura

4

Figura 1.4: Plano MGD.

Como os pontos D e M sao tangentes a circunferéncia, podemos tracar dois segmentos
de reta ligando estes pontos ao centro N da circunferéncia. Tragcamos também um segmento
ligando o ponto G ao ponto N, formando assim os triangulos DGN e MGN, congruentes
j4 que GN ¢é hipotenusa de ambos os triangulos e os segmentos DN e MN sio de mesma,

medida, o raio da circunferéncia, veja Figura [1.5]

Figura 1.5: Triangulos formados no plano MGD.
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O mesmo acontece com os segmentos JG e GK em relacao & outra esfera. Com isso,
temos que a soma das medidas dos segmentos JG e GM é sempre igual & medida de JM,
independentemente da posicao do ponto G. Como G M é congruente a GD e JG é congruente
a GK, entdo a soma das medidas de GD com GK também serd sempre igual a medida de JM.
Portanto, podemos afirmar que a curva se trata de uma elipse com o ponto G pertencendo

a elipse, e focos nos pontos D e K.

1.2 Area de uma elipse

Sabendo que, elipse é um conjunto de pontos de um plano cuja soma das distancias
a dois pontos fixos desse plano, chamados focos, é constante, consideramos uma elipse de
focos F'(—c,0) e F"(c,0), centro O(0,0), e contendo os pontos A’(—a,0), A”(a,0), B'(0,—b) e
B"(0,b), sendo A’A” o eixo maior, de comprimento 2a, e B'B” o eixo menor, de comprimento

2b, como na Figura [1.6]

Figura 1.6: Elipse com centro na origem.

A equacao reduzida dessa elipse é dada por:

$2 y2
S+ 7 =1 asim a® = b+ 2 (1.1)

Isolando a variavel y na equagao ( [1.1)), obtemos:

b b
y=-vVa*—2% ou y=——va®—2x?
a

a
A area da semi elipse, que chamamos aqui de A, correspondente a regiao delimitada
pelo eixo Oz e pela fungao f; : IR — IR dada por fi(z) = 2\/ a? — 22, é dada pela integral:

A= fi(x)dx (1.2)

Assim,

a b b a
A= a\/ot2 — 22dr = . va?z — x2 dx.
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Consultando EDWARDS [I, p. 60] encontramos, de forma bem detalhada, utilizando

substituicao trigonométrica, o calculo da integral indefinida

/\/a2 — 22 dx.

que tem como resultado

a? r oz
/\/@2 — 22dx = 5 arcsin — + Ex/a2 —x2 4+ C.
a
Portanto,

b [ b a b b
Al:a/ \/a2—x2da‘::%[arcsing—i—g\/a?—ﬂ]i :%ﬂ':%.

Chamamos de A, a area da semi-elipse correspondente a regiao delimitada pelo eixo OX e
pela funcdo f, : IR — IR dada por fo(z) = —3\/ a? — x? é dada pela integral:

b a
Ay = —a/ va? — 22 dx.

que calculando de modo analogo ao caso anterior, encontramos:

mab
AQ = T
A area total, que chamamos de A, é dada por:
A=A+ A,
Assim,
A = mab. (1.3)

Observamos que se a = b, a elipse se torna uma circunferéncia, cujo raio é r = a, e a sua

area é dada por:

A = maa = wa?.

1.3 Area de uma elipse por intuicao

Para tratarmos esse tipo de resultado com alunos do ensino fundamental ou médio, que
ainda nao possuem o conhecimento de calculo de integral, podemos usar algumas com-
paragoes de modo intuitivo. Uma elipse pode ser vista como uma circunferéncia que se
alongou em uma direcao e nao na outra. Se pegarmos uma folha com quadradinhos de 1 ¢m

de lado e nela desenharmos uma circunferéncia de raio r, veja Figura [I.7] temos que a drea
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da circunferéncia é composta por N “quadradinhos”, sendo que N pode nao ser um nimero
inteiro, ja que a circunferéncia nao cobre por completo todos os quadradinhos e aqui vamos
considerar todas as partes de quadradinhos que estao dentro da circunferéncia, além dos que

estao inteiramente dentro da circunferéncia.

Figura 1.7: Circunferéncia em folha quadriculada.

Assim, temos:
Acircunf. =N Cm27 (14)

e, como sabemos que a &area da circunferéncia é mr?, temos:

N =772 (1.5)

Agora, alongando a Figura apenas na direcao horizontal, para a direita e esquerda,
por meio de um fator de escala igual a k > 1, é possivel imaginar que a circunferéncia passa
a ter o formato de uma elipse, como na Figura|l.8 e, cada quadradinho passa a ter a forma
de um retangulo.

Denotando por 2a o eixo menor dessa elipse e por 2b o eixo maior e, como a figura foi
alongada apenas na direcao horizontal, para a direita e para a esquerda, a ¢ igual ao raio r
da circunferéncia. Além disso, como a Figura [1.§] sofreu um alongamento por meio de um
fator de escala igual a k, cada quadradinho passou a ser um retangulo de altura 1 cm e
largura k cm.

Supondo que o numero de quadradinhos ao longo do diametro da circunferéncia é igual
a M, o comprimento do eixo menor da elipse é igual a M ¢m e o comprimento do eixo maior
é M k cm.

Assim,

M = 2r = 2a. (1.6)
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T T
..._“‘_‘_’__.-”

Figura 1.8: Circunferéncia alongada.

e
k M = 2b. (1.7)
Dividindo a equacao (1.7) pela equagao (1.6}, temos:
kM 2
M 2
Logo,
b
k=-
,

Assim, a area de cada retangulo sera:

Ay = — em?.
r

Como existem N pequenos retangulos dentro da elipse, a area da elipse é dada por:

b
Actipse = N — em?. (1.8)
r

Substituindo a equacao ((1.4) na equacao (|1.8)), temos que a drea da elipse é:

Aelipse =Tr -

Actipse =TT b em?.

Como no inicio denotamos o eixo menor por 2a e concluimos que ele mede 2r, temos:

Actipse =T ab em?.
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Comentario

A formula da area de uma elipse pode ser demonstrada utilizando o Principio de Ca-
valieri para areas planas, que é uma técnica adequada para alunos do ensino médio. Essa

demonstracao pode ser consultada em Kurokawa [4, p. 38].

1.4 Perimetro de uma elipse

Derivando implicitamente ambos os membros da equagao (|1.1) em relagdo a x, obtemos:

b2
y =22 (1.9)

a’y
E, elevando ambos os membros da equagao ( ao quadrado e somando 1 em ambos os

membros obtemos:

1+ W) =1+—. (1.10)

Isolando y? na equacao ([1.1)),

2
2 = b2 (1 - %) . (1.11)

Substituindo a equagao ([1.11)) na equagao ( [1.10)), temos:

9 bla?

I+ =14 ——-. 1.12

WP =1 (1.12)
Realizando algumas simplificagoes em ( [1.12)), obtemos:
N2 a’ — 6252

L+ ) = (1.13)

com a? = b + 2.

Como a excentricidade da elipse, que denotamos e, ¢ dada por e = £, substituindo e na
equagao (|1.13)), temos:

(12 — 621‘2

L+ (y) = —5—— (1.14)

a? —x
Consultando FLEMMING [2], p. 339] encontramos, que o comprimento de arco de uma

curva plana dada por suas equacgoes paramétricas é dado pela férmula:

c=[1¢wa+waw (1.15)
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Assim, utilizando a equacao ([L.15]), o perimetro procurado é dado pela férmula

C—4/Oa\/1+(y’)2 da. (1.16)

Substituindo a equagao ([1.14) na equagao ( [1.16)), temos

a 2 _ 5242
0:4/ %daa (1.17)
Ve

Para chegarmos a uma expressao mais simples devemos fazer uma substituicao trigo-
nométrica na equacao ([L.17)). Para isso, usamos = = asen(a) e dxr = a cos(«) da. Observa-

mos que para x = 0, temos a = 0. J& para x = a, temos a = 7. Dessa forma,

3] e - e sen2(a)acos a)| da
0_4/0 [\/ et ( )] da. (1.18)

Realizando algumas simplificagoes em ( [1.18]), obtemos:

C= 4a/2 V1 —eZsen?(a) da. (1.19)
0

Portanto,

C= 4a/2 \/1—eZsin®(a) da. (1.20)
0

A equacao ( ¢ uma integral eliptica e ja foi amplamente estudada por grandes
matematicos que mostraram nao ser possivel expressa-la em termos de funcoes elementares.
No entanto, podemos obter boas aproximagoes usando o método, utilizado por SILVA [10],
descrito a seguir.

Usamos a série binomial, que permite expandir poténcias do tipo (1 + x)", para todo

xz,n € R tal que |z| < 1. Assim, com

| — e?sen®(a)| = |€?|| sen*(a)| < 1,
usamos a igualdade

(n —1)a? N n(n—1)(n — 2)23

n n
(I+2)"=14nzx+ 5 i +..., (1.21)
para obtermos uma aproximagao do comprimento da elipse. Fazendon = % exr = —e?sen?(a)
na equagao ( |1.21]), obtemos:
(1—eé? senQ(a))% =1- ¢* sen’(a) — e’ sen’(e) - ¢’ sen’(a) +..., (1.22)

2 8 16
Substituindo a equagao ( [1.22)) na equagao ( [1.20)e integrando termo a termo, obtemos:
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Portanto,

(1.23)

Assim, ( [1.23)) fornece o valor aproximado do perimetro de uma elipse em fungao de sua

excentricidade e do comprimento do seu eixo maior.

Quando e = 0, a elipse torna-se uma circunferéncia de raio r = a = b, cujo perimetro é
2ma.

Exemplo

Usamos a seguir uma elipse de eixo maior 2a = 4, eixo menor 2b = 2, ¢ = /3 ¢
V3
2

excentricidade e = %2, como exemplo, para ilustrar o cédlculo aproximado do perimetro da

elipse, veja Figura |1.9

13 39 527
—or(2-22-2—_ 2 _
24 3216 12864

Assim,

C ~ 21 (2 — 0,375 — 0,052734375 — 0, 016479492)
~ 2 (1,5557861).

Portanto,
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Figura 1.9: Célculo aproximado do perimetro da elipse.

C =~ 9,7752924.

Observamos que, o comprimento aproximado da elipse, de eixo maior 2a = 4 e eixo menor
2b = 2, é maior do que o comprimento da circunferéncia de raio igual a b = 1 e menor do

que o comprimento da circunferéncia de raio igual a a = 2, ou seja,

2rb < C < 2ma

6,2831853 < C < 12,566371.
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Capitulo 2
Parametrizacao

Parametrizacao é o processo de decisao e definicao dos parametros necessarios para uma
especificacdo completa ou relevante de um modelo ou objeto geométrico. Algumas vezes,
pode somente envolver a identificacao de certos parametros ou variaveis. Se, por exemplo,
o modelo é de uma turbina edlica com um interesse particular na eficiéncia de geracao de
energia, entao os parametros de interesse irao incluir o niimero, comprimento e passo entre
as laminas (pds).

Mais frequentemente, parametrizacao é um processo matematico envolvendo a identi-
ficacao de um conjunto completo de coordenadas efetivas ou graus de liberdade do sistema,
processo ou modelo. Parametrizacao de uma curva, superficie ou solido, por exemplo, im-
plica na identificacao de um conjunto de coordenadas que permitem identificar unicamente
qualquer ponto (sobre a curva, superficie, ou sélido) com uma lista ordenada de nimeros.

Neste capitulo descrevemos algumas equacoes paramétricas de curvas no plano ou no
espaco e, também, equacoes paramétricas de algumas superficies no espaco. Algumas dessas
equagoes serao utilizadas, nos proximos capitulos, nas construgoes do tronco de cilindro e do

cilindro obliquo.

2.1 Curvas

E intuitivo pensarmos que uma curva no plano ou espac¢o pode ser considerada como
a trajetoria de uma particula movel que se desloca no plano ou no espaco durante um
intervalo de tempo. Uma forma de estudarmos tais trajetorias consiste em determinarmos
as coordenadas de um ponto da curva em funcao de um sé parametro, como por exemplo, o
tempo t.

Seja

F(z,y) = 0 (2.1)

a equagao de uma curva plana C' em coordenadas retangulares. Sejam x e y fungoes de uma
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terceira variavel t em um subconjunto, A, do conjunto IR, ou seja,

r=f(t) e y=g(t), parat € A (2.2)

Se para qualquer valor da variavel ¢t no subconjunto A, os valores de x e y determina-
dos pelas equagoes ([2.2)) satisfazem (2.1), entdo as equagdes (2.2)) sao chamadas equagoes
paramétricas da curva C' e a variavel independente t é chamada de parametro. Dizemos

também que as equagdes (2.2)) determinam a trajetéria de uma curva C' no plano OXY'.

Podemos estender o conceito de curvas no espaco. Sejam x, y, e z funcoes de uma variavel

t em um subconjunto, A, do conjunto IR, ou seja,
x=f(t), y=g(t) e z=h(t), parat € A (2.3)

Quando ¢ assume todos os valores em A, o ponto (z(t),y(t), z(t)) descreve uma curva C
no espago. As equacoes ([2.3) sao chamadas equagoes paramétricas de C. Estas equagoes

determinam a trajetéria de um ponto da curva C' no espagco OXY Z.

2.1.1 Parametrizagao de retas no plano OXY

Quando falamos de uma reta no plano estamos familiarizados com a equagao y = mx +q

Y2 —

, COIm (xlayl) € (372, y2>
To — X1
pontos distintos da reta, e ¢, o coeficiente linear da reta, ou seja, a ordenada do ponto da

em que m representa o coeficiente angular da reta, isto é, m =

reta pertencente a OY. Lembramos ainda que este tipo de equacao s6 pode ser usado para
representar retas que nao sao paralelas ao eixo OY'.

Quando falamos em equacgoes paramétricas, estamos falando em escrever separadamente
as varidveis x e y em fun¢ao de uma terceira varidvel real, assim, escrevemos x = f(t) e
y = g(t), em que t é a terceira variavel (parametro).

Dados os pontos A = (a,b) e B = (¢, d), temos a reta fﬁ, veja a Figura ﬂ

Figura 2.1: Reta fﬁ no plano.
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As equagoes

t e R (2.4)

r = a+tlc—a)
y = b+t(d—1b)

sao as equagoes paramétricas da reta j@ . Essas equacoes descrevem a trajetoria do ponto
(x,y), em fungao do parametro ¢, que pode ser pensado como o tempo. Para t = 0, temos
(x,y) = (a,b) eparat=1, (x,y) = (¢,d). Com isso, temos duas situagdes possiveis:

Se a = ¢, entdo * = a + t(c — a) = a para qualquer t € IR e temos uma reta vertical, desde
que d # b.

Se a # ¢, como x = a + t(c — a), entao

Tr—a

(2.5)

c—a

Logo, como y = b+ t(d — b), temos

T —a
y=>b+

(d —b) (2.6)

c—a
Portanto, quando ¢ assume todos os valores reais, o ponto (z,y) descreve realmente a reta

que passa pelos pontos A e B.

Podemos também escrever as equacoes paramétricas de determinada reta quando nao
conhecemos dois de seus pontos, mas, conhecemos a sua equacao reduzida ou a sua equagao
geral. Neste caso, basta sustituir uma de suas variaveis, x ou y, por t e posteriormente obter
a outra variavel em funcao de t.

Assim, se tivermos a equacao reduzida da reta y = mx+¢q, para escrevermos suas equagoes
paramétricas, basta adotarmos que x = t e substituirmos x na equacao reduzida, com isso,

temos:

= ¢
{ v t € R (2.7)
y = mt+gq

Caso tenhamos a equacao geral ax+by+c = 0, com b # 0, procedemos de forma andloga

e obtemos

r =t
—at—c t € IR (2.8)
vo=

2.1.2 Parametrizagao de retas no espaco OXYZ

Seja r a reta no espago OXY Z passando pelos pontos A = (a,b,c) e B = (a/,V, ), como
na Figura 2.2
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Figura 2.2: Reta 2@ Nno espago

Se r nao é vertical, ou seja, paralela ao eixo Oz, sua projecao ortogonal sobre o plano
OXY é a reta ry, que passa pelos pontos Ay = (a,b,0) e By = (d/,b',0). As equagoes

paramétricas da reta ry sao:

r = a+tld —a)
rois y = b+t —b) t € R (2.9)
z =0
Caso a reta r nao seja paralela ao eixo Ox, a sua projecao ortogonal sobre o plano OY Z
é a reta r1, que passa pelos pontos A; = (0,b,¢) e By = (0,0, ). As equagdes paramétricas

de reta r; sdo:

r = 0
iy = b+t —0b) t € R. (2.10)
z = c+t(d—-c)
Um ponto P = (z,y, z) pertence a r se, e somente se, sua projecao P» de coordenadas

(x,y,0) no plano OXY pertence a 13, e sua projecao P, de coordenadas (0,y, z) no plano
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OY Z pertence a ri. Logo P = (z,y, z) pertence a r se, e somente se,

r = a+t(d —a)
r:g¢y = b+t —0b) te R. (2.11)
z = c+tld—-c

Estas sao, portanto, equagdes paramétricas da reta que contém os pontos A = (a, b, c) e
B = (d,V,). Quando t varia de 0 a 1, o ponto P = (z,v, ), cujas coordenadas sao dadas
pelas equacdes acima, descreve o segmento de reta AB. Quando t < 0, A se situa entre P e
B e quando t > 1, temos B entre A e P.

2.1.3 Parametrizacao de circunferéncia no plano OXY

Circunferéncia é o conjunto dos pontos de um plano que estao a uma mesma distancia
nao nula de um ponto fixo desse plano. Essa distancia é definida como o raio (R) e o ponto
fixo é definido como o centro (C') da circunferéncia.

Consideremos no plano OXY uma circunferéncia A de centro C' (a, b) e raio R, veja

Figura [2.3

Figura 2.3: Circunferéncia de centro C(a, b) e raio R

Sendo P (x, y) um ponto qualquer de A, temos:

PelNse PC =R.

Calculando a distancia entre P e (', temos:

Viz—a2+(y—0b2 = R, ouseja,
(x—a)+(y—0°> = R*. (2.12)
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A equagao (2.12)) é chamada de equacao reduzida da circunferéncia de centro C' (a, b) e
raio R.
Quando o centro de uma circunferéncia é a origem do plano OXY', temos a seguinte

equacao reduzida:

P +y* = R, (2.13)

A circunferéncia definida em (2.13)), assim como feito para a equagao da reta, pode ter

sua representacao paramétrica definida simplesmente substituindo uma de suas incognitas

pelo parametro t e, em seguida, substituindo esta incégnita em (2.13), obtendo a seguinte
parametrizacao parcial da circunferéncia:

r =t
{ — —a<t<a. (2.14)
y = Va?-

E importante lembrar que parametrizando uma circunferéncia como descrito em {D
temos apenas a parte da circunferéncia que fica acima do eixo OX. Para que obter a parte

da circunferéncia que fica abaixo do eixo OX, é necessario outra parametrizacao:
v=t <t< (2.15)
—a a. )
- 2 _ t2 - =
Y Va
Para que nao tenhamos essa quebra em dois casos, utilizamos as funcoes seno e cosseno.

Assim, se uma circunferéncia A\ possui centro C' = (0,0), raio r = 1, veja Figura , e, nela

o ponto P = (z,y), temos:

P=(z,y) € A & 22 +y* =1 (2.16)

Figura 2.4: Circunferéncia de centro C(0,0) e raio r

Para cada ponto P = (x,y) em A, seja o angulo ¢t entre CX e CP, com t € [0, 27].
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Entao,

e 217

sao equacoes paramétricas da circunferéncia .
Caso a circunferéncia A de raio r # 1, nao tenha centro C' = (z¢, yc) na origem, como

na Figura 2.5 temos, P = (zp,yp) € A se, e somente se, (zp —20)? + (yp —yc)? = 12,

isto é,

(2.18)
Figura 2.5: Circunferéncia de centro C' = (z¢,yc) e raio r
Portanto, para cada ponto <$P — mc, yr — yC) , temos
r r
IPZTC _ cos(t)
. r
DER R : (2.19)
= = sen(t)
r
comt € [0, 27|
Assim, as equacOes paramétricas de A sao
rp = r.cos(t)+x
Al T (t) +2c .t e [0, 27, (2.20)
yp = r.sen(t)+yo

2.1.4 Parametrizacao de elipse no plano OXY

Elipse é o conjunto de pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fi-
xo0s desse plano é constante. A equacao reduzida de uma elipse com centro na origem foi
detalhada em (|1.1)) e é:
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2 2
L4V 1 a40eb#£0

a0
Assim como na circunferéncia, podemos escrever sua equacao paramétrica trocando parte
da equacgao por t, com isso temos a primeira equacao da parametrizacao e posterior-
mente substituimos na equacao e realizando algumas manipulacoes, chegamos a segunda
equacao da parametrizagao.

T
Fazendo — =t, como —a < z < a, temos —1 <t < 1. Logo,

a
x = ta, (2.21)

e, substituindo (2.21)) em (|1.1)), temos:
y==+bv1—1t2 para te€ [—1,1]. (2.22)

Assim, se y > 0, temos y = b1 —12, e, se y <0,y =—b+v1—1t2
Portanto, a parametrizacao da parte da elipse localizada acima do eixo OX é

vo= fa 1<t<1 2.23
y:bm [ A ()

e a parametrizacao da parte da elipse localizada abaixo do eixo OX ¢é

vos e 1<t<1 2.24

Para que nao seja necessario separar em duas partes a elipse para obtermos suas equagoes

paramétricas, podemos utilizar as fungoes seno e cosseno.

Considerando os circulos 22 + y? = a? e 2? + y? = b%, com b < a, conforme Figura ,
seja P = (x,y) um ponto na elipse.
Do triangulo retangulo CM A, temos x = acos(t) e do triangulo retangulo CN B, temos

= bsen(t). Logo,

, 0<t<2rm (2.25)

{x = acos(t)

y = bsen(t)
Caso o centro C' = (z.,y.) da elipse nao seja a origem, sua equacao é:

=z Y — e
" + 7 =1 a#0 e b#0.

Assim, com as translagoes dos centros das circunferéncias, de raios a e b, de (0,0) para
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Figura 2.6: Elipse € de centro na origem.

(e, ye), podemos verificar que as equagoes paramétricas da elipse sao:

xr = acos(t) + x.
, 0<t<or (2.26)

y= bsen(t)+y.

2.1.5 Parametrizacao de circunferéncia paralela ao plano OXY e

centro no eixo OX

Nos casos em que a circunferéncia estd contida em um plano paralelo ao plano OXY e
seu centro pertence ao eixo Z, sua equacao paramétrica é similar a equagao , contendo
apenas uma terceira equagao em sua parametrizagao, equacao esta que conterd a distancia
da circunferéncia ao plano OXY'.

Na Figura[2.7]temos uma circunferéncia C' paralela ao eixo OXY. Em sua parametrizagao

temos a inclusao da variavel z, que sera igual a distancia k£ entre a circunferéncia e o plano

OXY.

Figura 2.7: Circunferéncia paralela ao plano OXY

Se C' é uma circunferéncia de raio R = 1, centro no eixo OZ e paralela ao plano OXY,
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para cada ponto P = (z,y,z) € C, consideramos P’, a projecdo ortogonal do ponto P

sobre o plano OXY, e o angulo t entre OX e OP’, com t € [0, 2x|. Portanto,

r = cos(t)
C:q¢ y = sen(t) , 0<t<2rm (2.27)
z =k

sao equagoes paramétricas da circunferéncia C'.

2.1.6 Parametrizacao de elipse no espaco, que projeta uma cir-
cunferéncia sobre o plano OXY
Na elipse A nao paralela ao eixo OXY e que projeta sobre o eixo O XY uma circunferéncia,

teremos a inclusao da varidvel z que contera a distancia do centro da elipse até o plano OXY

e a inclinacao da elipse A em relacao ao plano OXY, veja Figura [2.8]

Figura 2.8: Elipse que projeta uma circunferéncia sobre o plano OXY

Para cada ponto P = (z,y,2) € A, tomemos P’, que é a projecao ortogonal do ponto P
sobre o plano OXY | e o angulo t entre OX e OP' tal que t € [0, 27, com isso, temos que
as coordenadas x e y sao as mesmas da circunferéncia sobre o plano OXY como ja vimos na
equagao . Ja a variavel z, tera coodenadas bem diferentes, pois necessita ir variando
conforme a variacao de t, veja figura [2.9

A medida da altura k na Figura [2.8] pode ser facilmente calculada utilizando a fungao
tangente. Assim, temos:

cateto oposto
tan a =

cateto adjacente

tana = ——
ralo

L =raio tanao .
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Figura 2.9: Angulo de inclinacao da elipse.

Porém, L nao tem sempre a mesma medida. Como a circunferéncia da base foi criada
usando as fungoes seno e cosseno, podemos usar uma dessas duas funcoes para realizar a
variacdo de L. Com isso, a coordenada da varidvel z é raio cos(t) tan(a) + k, sendo « o
angulo de inclinacao entre, o plano OXY e o plano no qual estd contida a elipse A\, e k é a
distancia entre o centro da elipse e o plano OXY.

Entao, se a circunferéncia tem raio R = 1 e conhecidos « e k,

xr = cos(t)
Aig y = sen(t) , 0<t<27m (2.28)
z = cos(t)tan(a) + k

sao equacoes paramétricas dessa curva.

2.1.7 Parametrizagao da Cicléide no plano OXY

Cicloide é a curva formada pela trajetoria percorrida por um ponto P de um circulo que
rola ao longo de uma linha reta (sem escorregar). Se o circulo tiver raio r e rolar no sentido
horario ao longo do eixo OX, e se uma posicao de P for a origem, temos uma cicléide como

a da Figura [2.10]

Figura 2.10: Cicléide sobre o eixo OX e passando pela origem.

Para definirmos as equacoes paramétricas da cicléide, escolhemos como parametro o
angulo de rotagao 6 do circulo (# = 0 quando P estd na origem). Suponhamos que o circulo

foi rotacionado por # radianos. Como o circulo estd em contato com a reta, vemos na Figura
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2.11| que a distancia obtida a medida que circulo é girado a partir da origem é:

|OT| = arco PT =16 (2.29)

Figura 2.11: Ponto P na cicléide de raio r e passando pela origem.

Dessa forma, o centro do circulo serd C = (1, r). Sejam (z, y) as coordenadas de P

sobre a cicléide. Entao, a partir da Figura [2.11], vemos que:

z = |0T| — |PQ| (2.30)

y = ITCl - 1QC] . (2.31)
Sabendo que PQ = rsenf, QC = rcosf, T'C' = r e substituindo a equagao ([2.29) na
equagao (12.30)), temos:

x=1r0—rsenf =r(0 —send) (2.32)

y=r—rcos =r(l—cosb) (2.33)

Entao

x= 1(0 —senb)
A , 0ER (2.34)

y= r(1—cosb)

sao equacgoes paramétricas da cicléide.

2.1.8 Parametrizacao de Hélice Circular Reta

Considerando um cilindro circular reto de raio a, com eixo de rotagao coincidente com o
eixo OZ e um triangulo retangulo C7 AC, com o vértice A coincidente com a intersecao de
uma das geratrizes do cilindro e o eixo OX, o lado AC coincidente com o eixo OX, o lado

C1C paralelo ao eixo OZ e de comprimento igual a altura do cilindro, ao girarmos o cilindro
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no sentido horario, a hipotenusa do triangulo ira formar sobre a superficie do cilindro uma
curva chamada hélice, conforme Figura

Figura 2.12: Hélice

Para escrevermos as equagoes paramétricas da hélice, devemos encontrar as coordenadas
x, y e z do ponto variavel M, ao deslocar no cilindro. Para isso, denotamos o angulo AOP
por t e o angulo C;AC' por 8. As coordenadas = e y, do ponto variavel M, sao iguais as
coordenadas x e y de sua projecao P no plano OXY. E, com a variagao de t, o ponto P no
plano OXY descreve a trajetéria de uma circunferéncia de raio a. Ja a coordenada z, com
a variacao de t, serd z = PM —AP tanf. Além disso, AP= at. Denotando a tangente de

[ por m, obtemos as seguintes equacoes paramétricas:

x = acos(t)
= asen(t) , telR. (2.35)
z = amt

Nao é dificil eliminarmos o parametro t destas equacoes. Para isto, basta elevarmos
ambos os lados das equacoes de z e y ao quadrado e depois somarmos. Com isso, temos

a equacao 72 + y? = a? do cilindro infinito, no qual a hélice estd contida. E, além disso,
z

J_ tan —.

x am
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2.2 Parametrizacao de superficies

De modo analogo a descricao de curvas, para descrevermos uma superficie serao ne-
cessarios dois parametros, ja que agora estamos falando de um objeto bidimensional, que

possui area. Seja

F(z,y,2)=0 (2.36)

a equacgao de uma superficie S em coordenadas retangulares. Sejam z, y e z fungoes de um

par de varidveis (u, v) numa regidao @) do plano, ou seja,

r = f(u, v)
S:<y = glu,v) .. (2.37)
z = h(u, v)

Se para quaisquer (u, v) € @), os valores de x, y e z determinados pelas equagoes ([2.37))
satisfazem a equagao (2.36)), entdo as equagdes ([2.37)) sdo chamadas equagbes paramétricas

da superficie S e as variaveis independentes u e v sao chamadas de parametros.

2.2.1 Parametrizacao de Esfera

Uma esfera 1) com centro na origem e raio r em IR* é definida por:

v ={(z,y,2) /2> +y*+ " =r* r>0} (2.38)

A esfera 1 pode ser expressa parametricamente pelas equagoes

x = r sen(u)cos(v)
Vi< y = rsen(u)sen(v) , u€l0,7] e vel02n]. (2.39)
= rcos(u)

Elevando ao quadrado cada uma das equacoes (2.39)) e somando os resultados obtemos a
equagao que define a esfera 1) dada em ([2.38)), ou seja,

>+ 7+ 2% = r’sen®(u)cos®(v) + r’sen’(u)sen®(v) + r’cos®(u)
“(u)

= r(sen’*(u

= r?sen®(u)(cos*(v) + sen®(v)) + r’cos*(u)
) + cos?(u)

= 7.
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2.2.2 Parametrizacao de Cilindro

Seja C' uma curva plana e J uma reta que intersecta em um tnico ponto o plano que
contém a curva C. O conjunto de todas as retas paralelas a reta J e que intersectam a
curva C' formam o que chamamos de cilindro. A curva C' ¢ a diretriz do cilindro e cada reta
paralela a J que passa por C' é uma geratriz do cilindro.

Se a parametrizacao de uma curva C' é dada por v(t) = (x(t),y(t)), t € I C IR, entdo

parametrizamos o cilindro com geratriz sendo o eixo z, por:

o(t,z) = (x(t),y(t),z), (t,z) el xIR.

O cilindro sempre terd a “forma” da curva que o descreve. Portanto, se utilizarmos a

equagao de uma circunferéncia no plano OXY que tem parametrizacao:

oz e

entao a parametrizagao do cilindro circular reto, como mostra a Figura [2.13] serd:

x = cos(t)
C=4q vy = sen(t) , 0<t<2me he R (2.40)
= h
|| ——
.l-"-’-—"-“:‘-

Figura 2.13: Cilindro circular reto

Quando utilizamos a equacgao de uma elipse no plano OXY, que tem parametrizacao:



. 0<t<om

{x = acos(t)

y = bsen(t)

as equagoes paramétricas do cilindro eliptico (Figura sera:

x = acos(t)
= bsen(t) , 0<t<2r ehec R
z = h

Figura 2.14: Cilindro eliptico reto
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(2.41)

Como mais um exemplo, podemos ainda utilizar a parametrizacao de uma sendide,

r =t
, 2r<t<2m, telR.
y = sen(t)
Assim, as equagoes paramétricas do cilindro senoidal, sera:

r =t
= sen(t) , —2r<t<2m teclR.
= h

(2.42)

Com isso, temos um cilindro senoidal, que é um cilindro “aberto”. (ver Figura M)



Figura 2.15: Cilindro senoidal reto

o1
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Capitulo 3

Tronco de Cilindro

3.1 Definicao

Em geometria chama-se tronco a uma “fatia” cortada de um sélido geométrico (prisma,
piramide, cilindro ou cone) por um plano que nao intersecta as bases (ou a tnica base, no
caso da piramide e do cone).

No caso de um prisma ou de um cilindro, o plano que corta o sélido formando um tronco
nao pode ser paralelo as bases, caso contrario, ficamos com outros dois prismas ou outros
dois cilindros. O mesmo nao acontece com o cone e a piramide.

Neste capitulo realizamos a construcao de um tronco de cilindro usando o software Geo-
Gebra 5.0.414.0 — d [3]. Também demonstramos uma forma de calcular sua drea total e seu

volume.

3.2 Construindo um Tronco de Cilindro.

Para construirmos um tronco de cilindro com o GeoGebra, criamos, na janela de visua-
lizacao, tres controles deslizantes. O primeiro, que chamamos de r, define o raio do cilindro,
e configuramos para variar no intervalo de 1 até 5 e incremento de 0.1. O segundo, que
chamamos de h, define a altura do cilindro, varia no intervalo de 1 até 10 e incremento de
0.1, e o terceiro, que chamamos de m, define a inclinagao da seccao do tronco. Neste ltimo
controle utilizamos a tangente do angulo formado entre o plano que contem a base inferior
e o plano que intersecta o cilindro formando o tronco. Quando estes planos sao paralelos,
o valor de m sera zero, ja que os planos podem ser coincidentes e o angulo formado é zero,
portanto este é o menor valor a ser utilizado no intervalo do controle deslizante. O maior
valor a ser utilizado no intervalo do controle deslizante serd de h/r ja que por defini¢do a
seccao nao pode cortar a base do cilindro, com isso, o maior angulo formado entre esses
planos terd tangente igual a h/r, veja Figura .

Com os controles deslizantes criados, passamos a construcao do tronco de cilindro pro-
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Figura 3.1: Maior angulo entre os planos.

priamente dito. Para isso, abrimos a janela de visualizacao 3D, e, nesta janela, utilizamos o

comando:

Superficie ( <Expressao>, <FExpressao>, <Expressdo>, <Variavel Parametro 1 >,
<Valor Inicial>, <Valor Final>, <Variavel Parémetro 2 >, <Valor Inicial>,
<Valor Final> ),

Com este comando construimos a superficie lateral, as bases inferior e superior, e a
superficie lateral, que é a parte mais complexa desta construcao, pois, a base superior nao é
paralela a base inferior.

Na construcao da base inferior do tronco de cilindro, utilizamos o comando superficie,

fazendo as seguintes substituigoes:
e <Expressao> por pcos(t)
e <Expressao> por psen(t)
e <Expressao> por 0
e <Variavel Parametro 1 > por ¢
e <Valor Inicial> por 0
e <Valor Final> por 27
e <Variavel Parametro 2 > por p

e <Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por r

Apoés as substitui¢oes o comando fica assim descrito:
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Superficie (pcos(t), psen(t), 0, ¢, 0, 27, p, 0, 7).

Com essas descricoes, estamos inserindo nas expressoes as equacoes da parametrizacao
de um circulo de centro (0,0), raio de medida igual a r e contido no plano OXY conforme

equagao (2.17). Este circulo fica totalmente preenchido e nesta construgao é denotado por
e, veja Figura 3.3

Basico Cor Esfilo Avancado Programacdo

Mome: i

Definicdo: | Superficie[p cos(t), p sen(t), 0, p, 0, 1.1, 0, 2m]
Legenda:

Exibir Objeto

Exibir Rétulo: | Mome

Figura 3.2: Comando para a construcao da base inferior.

'S

£

Figura 3.3: Base inferior do tronco de cilindro.

De forma andloga, efetuamos a construcao da base superior e da superficie lateral. Na

construcao da base superior do tronco de cilindro fazemos as seguintes substituicoes:

e <Expressao> por pcos(t)

e <Expressao> por psen(t)
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<Expressao> por h + mpsen(t)
<Variavel Parametro 1 > por ¢
<Valor Inicial> por 0
<Valor Final> por 27
<Variavel Parametro 2 > por p
<Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por r

Apoés as substitui¢oes o comando fica assim descrito:

Superficie (pcos(t), psen(t), h+ mpsen(t), t, 0, 2w, p, 0, r).

Com essas descricoes, estamos inserindo nas expressoes as equacoes da parametrizacao

de uma elipse de centro (0,0, k) que projeta um circulo de raio r no plano OXY conforme

equagao (2.27). Assim como no circulo, a elipse fica totalmente preenchida, veja Figura (3.5]

Na construgao da superficie lateral, utilizamos a parametrizacao do cilindro reto conforme

equagao (2.40). Porém, como neste caso as bases nao sao paralelas, devemos variar a altura

e também a inclinacao da borda superior. Assim, fazemos as seguintes substituicoes:

<Expressao> por p cos(t)
<Expressao> por psen(t)
<Expressao> por a(h + mrsen(t))
<Variavel Parametro 1 > por a
<Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por 1

<Variavel Parametro 2 > por ¢
<Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por 27

Apoés as substitui¢oes o comando fica assim descrito:

Superficie (pcos(t), psen(t), a(h+ mrsen(t)), a, 0, 1, t, 0, 2m).

Como multiplicamos os valores da terceira expressao pela varidvel a, quando a = 0, os

valores da terceira expressao sao iguais aos valores da terceira expressao da base inferior.

Como a varia de 0 até 1, os valores da terceira expressao sofrem um crescimento até os

valores da terceira expressao da base superior, veja Figura |3.7]
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Bdsico Cor Estilo Avancado Programacio

Mame: k
Definicie: | Superficie[p cos(t), p sen(t), h+ m p sen{t), p, 0, 1,1, 0, 2m]

Legenda:
Exibir Objeto

Exibir Rétulo: |Mome v

Figura 3.4: Comando para a construcao da base superior.

Figura 3.5: Bases inferior e superior do tronco de cilindro.

3.3 Planificacao do Tronco de Cilindro.

Com o tronco de cilindro construido, passamos agora para sua planificacao. Planificar
um tronco de cilindro consiste em planificar a superficie lateral, posteriormente posicionar
esta planificagdo e as bases superior e inferior em um mesmo plano.

Para planificarmos a superficie lateral do tronco de cilindro, marcamos alguns pontos
sobre as margens das bases, pontos estes que nos auxiliam na construcao da planificacao.
Como as bases foram construidas utilizando o comando “superficie”, precisamos em primeiro
lugar construir as margens dessas superficies. Para construirmos a margem da base inferior

utilizamos o comando:

Curva (<Expressao>, <Expressao>, <Expressao>, <Variavel >, <Valor Inicial>,
<Valor Final>)

e fazemos as seguintes substituicoes:



e <Expressao> por r cos(t)
e <Expressao> por rsen(t)
o <Expressao> por 0

e <Variavel> por t

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27
Apoés as substitui¢oes o comando fica assim descrito:

Curva (rcos(t), rsen(t),0,t, 0, 2m).

Basico Cor Estilo Avancado Programacio
Nome: 2
Definicdo: |Superficie[r cos(t), rsen(t), a (h + mrsen(t)), a, 0, 1,1, 0, 2m]

Legenda: |Superficie lateral do tronco de cilindro

[ Exibir Objeto

Mome v

Figura 3.7: Superficie lateral do tronco de cilindro.

o7
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As expressoes substituidas correspondem as equacoes da parametrizacao da base inferior
do tronco de cilindro. Nesta construcao, esta curva fica denotada por b. Devemos proceder
de forma andloga com a margem da base superior, porém, agora utilizamos as equacgoes da
parametrizacao da base superior do tronco de cilindro. Assim, utilizamos o mesmo comando

citado acima e fazemos as seguintes substituicoes:

o <Expressao> por rcos(t)

e <Expressao> por rsen(t)

e <Expressao> por h + mrsen(t)
e <Variavel> por t

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27
Apoés as substituicoes o comando fica assim descrito:
Curva (rcos(t), rsen(t), h +mrsen(t), t, 0, 27).

Nesta construcao, esta curva fica denotada por a.

Com as margens construidas, marcamos sobre a margem da base superior um ponto.
Para isso, utilizamos o comando ponto em objeto na barra de trabalho, e denotamos este
ponto por C'. Na margem da borda inferior, marcamos a projecao ortogonal do ponto C
sobre a base inferior, que denotamos por P. Para isso, digitamos no campo de entrada
P = (z(C),y(C),0). Com isso, o ponto P se desloca em fun¢ao do ponto C. Marcamos
outro ponto sobre a margem da base inferior para indicar o inicio da planificacao. Ele pode
ser marcado em qualquer posicao da margem da base inferior. Nesta construgao, marcamos
este ponto, que denotamos B, na intersec¢ao com o eixo X. Para isso, digitamos no campo
de entrada B = (r,0,0). Utilizamos este ponto também para medir o comprimento do arco
formado entre os pontos B e P.

Todas as construgoes de curvas e pontos devem ser visualizadas apenas na janela 3D.
Para isso, devemos entrar em propriedades avancadas de cada construgao e desativar a
visualizacao da janela de visualizagao 2D.

Com as curvas e pontos definidos, precisamos apenas definir o comprimento do arco PB.

Para isso, utilizamos o comando
Comprimento| < Curva >, < Ponto Inicial >, < Ponto Final > |,

e fazemos as seguintes substituicoes:
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e < C'urva > por b
e < Ponto Inicial > por B

e < Ponto Final > por P.

Este comprimento fica indicado na janela de algebra como um ntimero. Nesta construgao,
este nimero é denotado por d.

Com a medida do comprimento do arco PB definida, passamos a construcao da plani-
ficacao na janela de visualizacao. Assim como, toda a construcao do tronco de cilindro sé
deve ser visualizada na janela 3D, toda a construcao da planificagao s6 deve ser visualizada
na janela de visualizagao 2D. Para isso, todas as construgoes utilizadas na planificacao
devem ter, em suas propriedades avancadas, a janela de visualizacao 3D desativada.

Para iniciarmos a planificacao, marcamos um ponto que serve de referéncia para a borda
inferior da superficie lateral, denotado por P’. Para isso, digitamos no campo de entrada
P’ = (d,0). Dessa forma, este ponto permanece sobre o eixo X e tem deslocamento igual
ao comprimento do arco PB. Lembramos que o comprimento deste arco pode variar de 0
até o comprimento da circunferéncia que define a base inferior do tronco de cilindro. Com o
ponto P’ devidamente marcado, construimos o lugar geométrico deste ponto em relacao ao
ponto C, utilizando o comando Lugar Geométrico da barra de tarefas. Este lugar geométrico
limitara a parte inferior da planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro.

Para construirmos a curva que limitara a parte superior da planificacao da superficie
lateral, procedemos de forma andloga. Assim, marcamos um ponto, que denotamos por
(', digitando na barra de entrada C" = (x(P’), 2(C)). Dessa forma, o ponto C’ se desloca
acompanhando o ponto P’ em relacdo ao eixo X e em relacao ao eixo Y mantem a distancia
PC, definida na construcao do tronco. Finalmente, para termos a visualizacao da curva que
delimita a parte superior, utilizamos novamente o comando Lugar Geométrico da barra de
tarefas, lembrando que o ponto C’ se desloca em funcao do deslocamento do ponto C'.

As linhas laterais sao tragadas utilizando o comando:
Segmento(<Ponto>, <Ponto>)
na barra de entrada. Para tracarmos a lateral esquerda, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por (0,0)

e < Ponto > por (0, h)

pois, ao marcarmos o ponto B na construcao do tronco de cilindro, este ponto é posicionado
de forma que a distancia BC' é igual a altura h. E, este ponto ¢é utilizado como inicio da

planificacao da superficie lateral. J& na lateral esquerda, fazemos as seguintes substituicoes:
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e <Ponto> por (27r,0)

e < Ponto > por (27r, h)

pois o comprimento da curva que define a parte inferior da planificacao da superficie lateral
é dado por uma circunferéncia de raio igual a r. Com as laterais direita e esquerda definidas,

temos a superficie lateral totalmente planificada, veja Figura [3.8|

Figura 3.8: Planificacao da superficie lateral do tronco de cilindro.
A base inferior deve ser construida digitando na barra de entrada o comando:
Circulo( < Ponto >, < Raio >).

Este circulo deve estar localizado abaixo da planificacao da superficie lateral. Como nesta
construcao a superficie lateral é delimitada na sua parte inferior pelo eixo X, temos que a
coordenada Y deve ser —r. J& a coordenada X pode ser qualquer ponto entre 0 e 27r. Nesta

. 3 : : o
construcao utilizamos 27”71' Assim, fazemos as seguintes substituicoes:

e <Ponto> por (27r3/4, —r)

e < Raio > por r

Veja as Figuras 3.9 e [3.10f

A base superior é uma elipse e deve ser construida digitando na barra de entrada o

comando:

Curva( < Expressao >, < Expressao >, < Variavel >, < Valor Inicial >, <
Valor Final >)

Esta elipse deve estar em qualquer localizacao acima da planificacao da superficie lateral.
Porém, como a curva que delimita a parte superior da superficie lateral nesta construcao
apresenta dois pontos criticos, um de maximo a 1/4 do comprimento maximo e outro de

minimo a 3/4 do comprimento maximo, utilizamos o ponto critico de minimo para facilitar
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Basico Cor Estilo .-'ilgebra Avancado Programagéo

MNome:  |c
Definicio: |Circulo[(2mr3 /4, -r), 1]

Legenda:
Exibir Objeto

[] Exibir Rétulo: | Nome v

Figura 3.9: Comando para a construcao da planificacao da base inferior.

Figura 3.10: Planificacao da base inferior do tronco de cilindro.

os célculos. Com isso, a coordenada = do centro dessa elipse é 27r(3/4), que corresponde
ao ponto critico de minimo. A coordenada y deve ser h menos o deslocamento da curva até
o ponto de minimo, que pode ser calculado utilizando a tangente do angulo de inclinacao
entre a base superior e a base inferior, que nesta construcao é definido por m. Assim,
esse deslocamento é dado por (mr) somado ao raio maior da elipse, que pode ser calculado
utilizando o cosseno do angulo formado pelas bases superior e inferior do tronco. Nesta
construgao, este angulo estd denotado por « e, portanto, este raio maior é (r/cos(a)).

Assim, fazemos as seguintes substituicoes:

e < Expressao > por rcos(t) + 2mr 3/4

< Expressao > por (r/cos(a))sen(t) +h —mr + (r/ cos(a))

< Variavel > por t

< Valor Inicial > por 0

< Valor Final > por 2w

Veja as Figuras [3.11] e 3.12
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Basico | Corl Estilo | Avancadao | F'rogramaqﬁ0|

MNome:  |f
Definicdo: |Curva(r cos(t) + 2mr2/4, ricos(a) sent)+h-mr+r/cos(a), t 0, 2m)

Legenda:
Exibir Ohjeto

[ Exibir Ratulo: jNome vj

Figura 3.11: Comando para a construgao da planificacao da base superior.

Figura 3.12: Planificagao completa do tronco de cilindro, incluindo as bases superior e
inferior.

3.4 Curva Formada na Planificacao do Tronco de Ci-

lindro.

Ao planificarmos um tronco de cilindro observamos que temos uma circunferéncia como
sua base inferior, uma elipse como sua base superior e sua superficie lateral é uma figura
plana com a parte superior definida por uma curva que depende do ponto no qual se inicia
a planificacao e o sentido do giro.

Para efeito de estudo, tomamos uma elipse e uma circunferéncia de mesmo centro e com
inclinacao entre elas igual a inclinagao entre a base inferior e a base superior do tronco de
cilindro. A circunferéncia esta contida no plano OXY e iniciamos o estudo da curva partindo
de um dos pontos de interseccao da circunferéncia com a elipse, ponto este que denotamos
por X O centro da circunferéncia denotamos por C' e o raio por r, veja Figura|3.13]

Como o ponto X foi marcado na interseccao da circunferéncia com a elipse e tomamos
um sentido de giro anti-horario, temos uma curva comegando em X, e com inclinacao de
inicio ascendente. Porém, vale lembrar que este ponto X pode ser marcado em qualquer

ponto da circunferéncia.
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Figura 3.13: Circunferéncia e elipse de mesmo centro.

Com o objetivo de sanar a curiosidade e facilitarmos o processo de planificacao desse
objeto, demonstramos por calculos que curva é essa.

Marcamos um ponto A sobre a circunferéncia e marcamos também a projecao ortogonal
do ponto A sobre o eixo X, que denotamos por B. Podemos notar que ao ligarmos os pontos
A, C e B, temos um triangulo retangulo em B, veja Figura e a medida do cateto AB
¢é dada por:

AB = AC'sen ACB. (3.1)

Figura 3.14: Circunferéncia e elipse de mesmo centro.

Sabendo que a medida do angulo ACB é dada pelo comprimento do arco AX , que aqui

denotamos por x, temos:
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ACB
r = 2mr
27
ACB = % (3.2)
r
Substituindo a equacao (3.2)) na equacao (3.1), e lembrando que r = AC, temos:
x
AB = rsen <—> (3.3)
r

A projecao vertical do ponto A sobre a elipse gera um ponto que denotamos por D.
Ligando os pontos A, B e D temos um triangulo retangulo em A. Nesse triangulo, o angulo
do vértice B é dado pelo angulo de formacao do tronco, ou seja, pelo angulo formado pelo
plano da base superior e pelo plano da base inferior. A medida AB é dada pela equacao
(3.3) e, com isso, calculamos a medida AD em funcao de AB, veja Figura m

Figura 3.15: Circunferéncia e elipse de mesmo centro.

~ AD
ABD = —
sen B
AD = AB sen ABD. (3.4)
Usando (3.3)), temos:
AD = 7 sen ABD sen (%) (3.5)

Como na equagao 1) os valores de sen ABD e r sdo constantes, temos que a curva é



65

uma senoide.

3.5 Area Lateral

Para se calcular a area lateral de um tronco de cilindro, usamos a planificacao da superficie
lateral Figura (3.8 e precisamos calcular a altura média A’B’, pois, a curva que estd acima
do segmento A’D’ se encaixa perfeitamente sobre a curva que esta abaixo do segmento A’D’,

formando um retangulo perfeito.

Com a certeza de que a area lateral é igual a de um retangulo, cuja base tem medida
igual ao comprimento da circunferéncia da base do tronco de cilindro e a altura igual a
média entre a maior (H) e a menor altura (h) do tronco do cilindro, e caso conhecemos estas
alturas, temos:

(#H+h)

Alateral = 27r

Alate'ral = 7"—7"(]—1 + h) (36)

Caso nao tenhamos a menor altura do tronco do cilindro, mas tenhamos a inclinagao do
plano que determinou o corte do tronco, o calculo da area lateral sera feito subtraindo, de
sua altura total, a metade da tangente do angulo do plano de corte, multiplicado pelo dobro
do raio, veja Figura|3.16]

Caso conhecemos apenas a maior altura H (altura total) e a inclinagao o do plano que

determina o corte do tronco, podemos obter a altura menor h. Pela Figura [3.16, temos:

y d
an o = —
o’

com d = H — h. Logo,
h=H —d=H —2r tan a.

Usando (i3.6)),
Aaterar = mr(H + H — 2r tan «).

Portanto,
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Figura 3.16: Tronco de cilindro, suas alturas e o angulo de inclinagao.

Aaterat = 2mr(H — 2r tan «). (3.7)

3.6 Area Total do Tronco de Cilindro.

Para calcularmos a area total do tronco de cilindro, basta somarmos a area lateral dada
pela equagao ([3.6), a area da base inferior, que nada mais é do que a drea de um circulo, e
a area da base superior, que é uma elipse e sua drea é dada por ([1.3]). Assim,

Aot = 7r(H + h) + 7r° + mab

com a e b os semi-eixos maior e menor da elipse, respectivamente.

Como a elipse é uma seccao do cilindro, temos que b=1r e a = , entao:
r
Arota = 7r(H + h) + 7r? + 7r .
cosa
Portanto,
,
Argotar = 7T (H +h+r+ ) : (3.8)
cosa

3.7 Volume do Tronco de Cilindro.

Em um cilindro reto, para calcularmos seu volume, basta multiplicarmos a area de sua
base por sua altura.

No caso de um tronco de cilindro, temos um plano seccionando parte da altura deste
cilindro, portanto, para calcularmos seu volume que aqui chamamos de V', basta percebermos
que se isolarmos a parte do cilindro na qual se deu o corte transversal, temos na parte inferior

um cilindro reto e na parte superior, a metade de um cilindro reto, com isso podemos calcular
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os volumes separadamente e posteriormente soma-los ou simplesmente calcularmos o volume

do cilindro considerando a média entre a maior altura H e a menor altura h.

o H+h

V =
r B

(3.9)
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Capitulo 4

Cilindro Obliquo

4.1 Definicao

Cilindro circular obliquo ¢ um cilindro cujas bases sao circulos de mesmo raio, situados
em planos paralelos, e seu eixo é obliquo as bases. A seccao transversal de um cilindro
obliquo ¢ um circulo de raio igual ao raio da base, a sec¢ao meridiana é um paralelogramo.

Neste capitulo realizamos a construgao de um cilindro obliquo usando o software Geo-
Gebra 5.0.414.0 — d. Também demonstramos uma forma de calcular sua area total e seu

volume.

4.2 Construindo um Cilindro Obliquo.

Para construir um cilindro obliquo com o GeoGebra, criamos, na janela de visualizagao,
trés controles deslizantes. O primeiro, que chamamos de r, define o raio do cilindro, e
configuramos para variar no intervalo 0 até 5 e incremento de 0, 1. O segundo, que chamamos
de h, define a altura do cilindro, varia no intervalo de 0 até 15 e incremento de 0, 1, e o terceiro,
que chamamos de 3, define a inclinagao do cilindro. Neste ltimo controle selecionamos a
opcao angulo e configuramos para variar no intervalo de 0 até 90 e incremento de 1, veja a
Figura [£.1] Os controles deslizantes r e h podem ter intervalos maiores que os usados nesta

construcgao.

» Janela de Visualizagao

r=27

=
1
(=

™

1
2]
I
i

Figura 4.1: Controles deslizantes.
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Exibimos agora a janela de visualizacao 3D. Com a janela de visualizacao 3D aberta,
primeiro tracamos o eixo de inclinacao do cilindro, para isso digitamos na barra de entrada

o comando:
Segmento(<Ponto>, <Ponto>).

Com o comando selecionado e levando em consideracao a inclinacao do cilindro, fazemos

as seguintes substituigoes:
e <Ponto> por (—0.2htan(f), 0, —0.2h)
e < Ponto > por (1.2htan(f), 0, 1.2h)
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:

Segmento((—0.2htan(s), 0, —0.2h), (1.2htan(B), 0, 1.2h)).

Definido o segmento, alteramos em suas propriedades o estilo para tracejado. Todos
os comandos utilizados, na construcao do cilindro obliquo, devem ter suas configuracoes

alteradas para serem exibidos apenas na janela de visualizacao 3D, veja Figura

.

Figura 4.2: Eixo de iclinacao do cilindro obliquo.

Com o eixo de inclinagao definido e tracado, utilizamos o comando:

Superficie ( <Expressao>, <FExpressao>, <Expressdo>, <Variavel Parametro 1 >,
<Valor Inicial>, <Valor Final>, <Variavel Parametro 2 >, <Valor Inicial>,
<Valor Final> ),
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para construirmos a superficie lateral e as bases inferior e superior do cilindro obliquo.
Iniciamos pela construgao da base inferior do cilindro obliquo e no comando Superficie,

fazemos as seguintes substituigoes:
e <Expressao> por pcos(t)
e <Expressao> por psen(t)
o <Expressao> por 0
e <Variavel Parametro 1 > por ¢
e <Valor Inicial> por 0
e <Valor Final> por 27
e <Variavel Parametro 2 > por p

e <Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por r
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Superficie (pcos(t), psen(t), 0, t, 0, 2w, p, 0, 7).

Com isso, estamos inserindo nas expressoes os valores da parametrizagao de um circulo
de centro (0,0) e contido no plano OXY conforme equagao . Com a primeira variavel,
garantimos uma volta completa (0 até 27) e com a segunda varidvel garantimos o preenchi-
mento do circulo, veja Figura [£.3]

Na construcao da superficie lateral do cilindro obliquo, utilizamos também o comando
Superficie do GeoGebra. Nele inserimos os valores da parametrizagao do cilindro reto con-
forme equacao . Devemos também tomar o cuidado para que as expressoes tenham os
mesmos valores da parametrizacao do circulo usado na base inferior do cilindro obliquo, com
excecao da primeira expressao na qual é adicionado ztan 5. Com isso, quando o valor de z
variar, o centro do circulo que gera a superficie lateral do cilindro também varia e, assim, o
mesmo fica com inclinagao S.

Fazemos entao as seguintes substituicoes:
e <Expressao> por rcos(t) + ztan
e <Expressao> por r sin(t)

e <Expressao> por z
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e <Variavel Parametro 1 > por ¢

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27

e <Variavel Parametro 2 > por < z >

e <Valor Inicial> por 0

<Valor Final> por < h >
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Superficie (r cos(t) + ztan 3, r sin(t), z, t, 0, 2w, z, 0, h).

Com a primeira varidvel, garantimos uma volta completa (0 até 27) e com a segunda
varidvel garantimos a altura do cilindro, veja Figura [4.4]

Com a superficie lateral pronta partimos para a construcao da base superior do cilindro
obliquo. Para isso, utilizamos novamente o comando Superficie do GeoGebra. As coorde-
nadas, neste caso, sao as mesmas da parametrizacao de um circulo paralelo ao plano OXY
(2.27). Esta construgdo é muito parecida com a da base inferior, tendo como diferencial
que, agora, o centro nao estd mais na origem e sim sobre o eixo de inclinacao do cilindro,
portanto, as coordenadas sao idénticas as usadas na superficie lateral.

Fazemos entao as seguintes substituicoes:

Figura 4.3: Base inferior do cilindro obliquo.
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Figura 4.4: Superficie lateral do cilindro obliquo.

e <Expressao> por pcos(t) + htan 3
e <Expressao> por p sin(t)

e <Expressao> por h

e <Variavel Parametro 1 > por ¢

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por 27

e <Variavel Parametro 2 > por p

e <Valor Inicial> por 0

e <Valor Final> por r
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Superficie (pcos(t) + htan 3, p sin(t), h, t, 0, 2w, <p >, 0, r).

Com a primeira varidvel, garantimos uma volta completa (0 até 27) e com a segunda

varidvel garantimos o preenchimento do circulo, veja Figura
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Basico Cor Estilo Avancado Programacio

Mome: d

Definicie: | Superficielh tg() + p cos(t), p sen(t), h, 1, 0, 2w, p, 0, 1]

Legenda: |Base superior do cilindro 0b||'qu0| @
Exibir Objeto

Exibir Rotulo: | Legenda v

[[] Exibir Rastro

[ Fixar Objeto

[] Definir coma Objeto Auxiliar

Figura 4.5: Comando para a construcao da base superior.

Figura 4.6: Cilindro obliquo.

4.3 Planificagcao de um Cilindro Obliquo.

Para realizarmos a planificagao do cilindro obliquo, temos que planificar a superficie
lateral. Para tornar esse processo mais simples, utilizamos apenas uma seccao paralela a
base do cilindro em qualquer altura, que é uma circunferéncia. Utilizamos também uma
seccao perpendicular ao eixo de inclinagao f, passando pelo centro da circunferéncia gerada
na seccao anterior, que é uma elipse. Essas duas seccoes sao desenhadas fora do cilindro
obliquo, para facilitar a visualizagao.

Antes de construirmos as seccoes do cilindro obliquo, criamos eixos que nos auxiliam

nesta construgao. Criamos entao um novo centro para as secgoes do cilindro obliquo. Para
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isso, marcamos um ponto C” de coordenadas (—3r, 0, 0) e, com este centro definido, passamos
a construcgao dos eixos auxiliares. O eixo X continua sendo o mesmo, o eixo Y, aqui denotado

por Y’, é paralelo ao eixo Y e, para traca-lo, utilizamos, na barra de entrada, o comando:
Reta (<Ponto>, <Reta Paralela>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituicoes:

e <Ponto> por C’

e < Reta Paralela > por FixoY
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Reta (C', FixoY).

O eixo de inclinagao f, aqui denotado por f’, é paralelo ao eixo Z. Para tracd-lo também

utilizamos na barra de entrada o comando:
Reta (<Ponto>, <Reta Paralela>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por '

e < Reta Paralela > por FixoZ
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Reta (C', FizoZ).

J& o eixo Z, aqui denotado por Z’, deve ter uma inclinacao em relacao ao eixo f’ igual

a inclinagao do cilindro obliquo. Para traca-lo, utilizamos na barra de entrada o comando:
Reta (<Ponto>, <Ponto>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:

e <Ponto> por C’

e <Ponto> por (z(C") — sen(p), 0, cos(B))
Apoés as substituicoes, o comando fica assim descrito:

Reta (C’, (z(C") — sen(B), 0, cos(5))).
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Figura 4.7: Eixos auxiliares para planificacao do cilindro obliquo.

Todas essas construgoes estao representadas na Figura|4.7|e devem ser visualizadas apenas
na janela 3D.

Com os eixos auxiliares construidos, passamos a construgao das secgoes. A circunferéncia
é formada pela seccao paralela ao plano OXY no cilindro obliquo, portanto, perpendicular
ao eixo Z, agora, portanto, a secao é perpendicular ao eixo Z’. Para tracéd-la, usamos na

barra de entrada o comando:
Circulo (<Ponto>, <Raio>, <Dire¢ao>).
Com o comando selecionado, fazemos as seguintes substituigoes:
e <Ponto> por C’
e <Raio> por r
e <Diregao> por 2’
Apos as substituicoes, o comando fica assim descrito:
Circulo (C'; r, Z'),

como mostra a Figura [4.8
A elipse é formada 