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Resumo

Esse trabalho apresenta uma abordagem introdutoéria para a dinaminca complexa e
a geometria fractal, em especial o conjunto de Mandelbrot. Com objetivo de facilitar e
motivar a interagao dos alunos com o ensino dos nimeros complexos, a abordagem ado-
tada foi: a definicao do conjunto de Mandelbrot e suas caracteristicas; a relacao entre
o conjunto de Mandelbrot e o conjunto de Julia; a relagao do conjunto de Mandelbrot e
o numero 7. Uma das ferramentas utilizadas para auxiliar o professor foi o Geogeobra,
um software dinamico que permite o aluno a construcao do conjunto de Mandelbrot.
Por meio deste trabalho, espera-se motivar o ensino dos ntimeros complexos através
do fractal obtido pelo estudo da fungao f(z)? + ¢. Obtendo assim, como resultado,
uma forma diferenciada e motivadora do aprendizado do aluno, garantindo um melhor

entendimento e desenvolvimento intelectual.

Palavras-chave

Geometria fractal, Conjunto de Mandelbrot, Conjunto de Julia, Geogebra.



Abstract

The purpose of this dissertation is to present an introductory approach to the
complex dynamics and fractal geometry, especially the Mandelbrot set. With the
goal to simplify and stimulate the introduction of complex number in high school, the
approach adopted was: the definition of the Mandelbrot set and its characteristics;
the relationship between the Mandelbrot set and Julia set; how to find 7 by using the
Mandelbrot set. One of the tools used to help the teaching was Geogeobra, a dynamic
software that allows the student to build the Mandelbrot set. Through this study, it is
expected to motivate the learning of complex numbers by using fractal obtained by the
study of function f(2)?+ c. Obtaining, as a result, a differentiated and motivating way

of learning for a better understanding and intellectual development of the students.

Keywords
Fractal geometry, Mandelbrot set, Julia set, Geogebra.
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Introducao

Geometria ¢ um ramo da matematica preocupado com questoes de forma, tama-
nho e posicao relativa de figuras e com as propriedades do espaco. Um matematico
que trabalha no campo da geometria é denominado geémetra. A geometria surgiu
independentemente em varias culturas antigas como um conjunto de conhecimentos
praticos sobre comprimento, drea e volume, sendo que o aparecimento de elementos
de uma ciéncia matematica formal ¢ no minimo tao antigo quanto Tales (século VI
a.C.). Por volta do século III a.C., a geometria foi posta em uma forma axiomatica
por Euclides, cujo tratamento, chamado de geometria euclidiana, estabeleceu um pa-
drao que perdurou por séculos. O desenvolvimento do plano cartesiano, possibilitou
aos problemas de matematica como por exemplo os de Algebra, serem representados
geometricamente e vice e versa, surgindo assim simplificagoes das solugoes, pois aju-
dava a visualizar as solugoes. A sua influéncia sobre as ciéncias foi enorme em vérios
campos do conhecimento como na Fisica, Quimica, Geologia, Astronomia, Engenharia,
Biologia, Navegagao, Cartografia, Fotografia, entre outros.

O conhecimento geométrico foi, e é fundamental para o desenvolvimento do raci-
ocinio do ser humano. Com ele, podemos perceber sobre as formas geométricas dos
objetos ao nosso redor como em casas, edificios, carros, plantas, entre outros. Tudo a
nossa volta tem uma forma, que pode ser percebida de alguma maneira pela geometria.
Uma bola de futebol, por exemplo, ao ser projetada sobre um plano, sua projecao gera
um circulo, se observar sua sombra sobre uma superficie plana, podera se tornar uma
elipse, e no espaco, ela é uma esfera.

O desenvolvimento do ensino de geometria no decorrer dos anos, necessitou do
entendimento de varios teoremas e defni¢oes que sao ensinadas. Por isso, deve-se
buscar outras formas de ensinar para dinamizar o ensino e tornar a aprendizagem mais
agradavel e significativa, como por exemplo, o uso de jogos, de materiais concretos e
de softwares matematicos.

Na fisica matematica e na matematica, sistema dindmico é um conceito no qual uma
regra fixa descreve como a posi¢ao de um ponto em um espago geométrico, depende do
tempo.

A area de Sistemas Dinamicos estuda processos cuja evolugao é dada por uma lei
matematica, como os que encontramos na fisica, na quimica, na biologia, na economia,
meteorologia e em quase todos os ramos do conhecimento. A lei de evolucao pode ser

uma funcao ou uma equagao diferencial. O objetivo é construir uma teoria matematica
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destes processos que permita compreender e prever sua evolugao. Sao usados métodos
das mais diversas areas da matematica e métodos computacionais.

As décadas de 1960 e 1970 marcaram o renascimento do estudo dos sistemas dina-
micos como uma nova area de investigagao, com caracter proprio, que por ser inovador
deu origem a agitadas polémicas nos meios cientificos. O impulso inovador foi propici-
ado pelo desenvolvimento acelerado dos meios computacionais.

Os pioneiros da nova area dos sistemas dinamicos foram confrontados com rejei¢oes
de publicacao em revistas de renome, e avaliagoes negativas. Mas, por outro lado, a
sua atividade despertou um interesse que foi aumentando exponencialmente e acabou
sendo de grande importancia para a comunidade cientifica, ja que os seus métodos
adaptam-se facilmente a realidade atual do trabalho cientifico.

Neste trabalho vamos apresentar o conjunto de Mandelbrot, pois este faz parte do
contetido de Geometria fractal.

No primeiro capitulo apresentamos uma pesquisa sobre fractais. Tal capitulo foi
dividido em trés se¢oes: a historia dos fractai; as categorias dos fractais; a definicao de
fractal.

No segundo capitulo falaremos sobre a vida de Benoit Mandelbrot o pioneiro em
estudo sobre fractais, e definiremos: o fractal de Mandelbrot; expomos alguns exemplos
de valores que estao no conjunto de Mandelbrot; alguns exemplos de valores que nao
estao no conjunto de Mandelbrot; os periodos do fractal de Mandelbrot e os ciclos
periodicos do fractal de Mandelbrot.

No terceiro capitulo discorremos sobre: o conjunto de Julia; a relacao entre o con-
junto de Julia e o conjunto de Mandelbrot; os bolbos no conjunto de Julia; a relagao
entre os preriodos do conjunto de Mandelbrot e o conjunto de Julia.

No quarto capitulo discorremos sobre a relagao entre o conjunto de Mandelbrot e
o nimero 7, incuindo a demonstracao dessa relacao.

Por fim no quinto capitulo discutiremos sobre a construcao do conjunto de Man-

delbrot no Geogebra.
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Capitulo 1

Fractal

1.1 Histoéria

Este capitulo foi baseado no site[11|

Fractal ¢ uma figura geométrica que pode ser divida em partes, onde cada uma
das partes é semelhante a figura original. Os fractais possuem infinitos detalhes e
geralmente sao autossimilares e de escala. Alguns fractais podem ser gerados através
de um padrao repetido, ou seja, por um processo recorrente ou iterativo.

A partir do adjetivo latino fractus, que significa quebrar, o termo fractal foi criado
em 1975 por Benoit Mandelbrot, que descobriu a geometria fractal na década de 70 no
século XX.

A idéia dos fractais teve sua origem entre os 1857 e 1913 no trabalho de alguns
cientistas, onde o mesmo deu a conhecer alguns objetos catalogados como “demonios”,
que se supunham nao ter grande valor cientifico.

Em 1872, o matematico Karl Weierstrass encontrou uma fungao continua em todo o
seu dominio, mas em nenhuma parte diferenciavel,chamada de funcao de Karl Weiers-
trass. O gréafico dessa funcao é um fractal, conhecido como fractal de Karl Weierstrass.
Em 1904, Helge von Koch deu uma definicao mais geometrica de uma funcao similar a
de Weierstrass, atualmente conhecida como Koch snowflake (ou floco de neve de Koch).

O fractal Koch snowflake é gerado pelo seguinte método: em um triangulo adiciona-
se mais um tridngulo em cada lado, e assim sucessivamente. Cada vez que novos

triangulos sao adicionados o perimetro do triangulo inicial se aproxima do infinito.
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Logo esse fractal abrange uma area finita dentro de um perimetro infinito.

A&
AR

Figura 1.1: Fractal floco de neve de Koch

Foram feitos varios trabalhos sobre esses fractais, mas s6 foi possivel desenvolver
plenamente na década de 60 com o auxilio da computagao. Um dos pioneiros a usar
esse recurso foi Benoit Mandelbrot responsavel pela descoberta de um dos fractais mais

conhecidos, o conjunto de Mandelbrot.

1.2 Categorias

O que determina a categoria de um fractal é o modo em que ele é formado ou

gerado. Essas categorias sao:

e Sistema de funcoes iteradas, possuem regra fixa de substituicao geometrica. Um

exemplo é o fractal floco de neve de Koch.

e Fractais definidos por relagao de recorréncia em cada ponto do espago (tal como
o plano complexo). Esses fractais sdo o conjunto de Mandelbrot e o fractal de

Lyapunov, chamados também de fractais de fuga do tempo.

e Fractais aleatorios, gerados por processos estocasticos ao invés de deterministicos,

como por exemplo o fractal voo de Lévy.
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Os fractais ainda podem ser classificados de acordo com sua autossimilaridade.

e Autossimilaridade exata: o fractal é indéntico em diferentes escalas.

e Quase autossimilaridade: O fractal aparenta ser aproximadamente indéntico em

escalas diferentes.

e Autossimilaridade estatistica: o fractal possui medidas numéricas ou estatisticas
que sao preservadas em diferentes escalas, mas nao sao exatamente nem quase

autossimilares.

1.3 Definicao

Os fractais sao definidos através de algumas caracteristicas intuitivas, pois nao
existe uma definicao geral.

Mandelbrot definiu o fractal sendo um sistema organizado para o qual a dimensao
de Hausdorff Besicovitch excede estritamente a dimensao topoldgica, onde fractais cu-
jas estruturas sao egosemelhante, ou a dimensao de Hausdorff é igual a dimensao de

Minkowski, o todo forma a parte e a parte forma o todo.
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Capitulo 2

Benoit Mandelbrot

Este capitulo foi baseado no livro|12]

Figura 2.1: Benoit Mandelbrot

Benoit Mandelbrot nasceu em 20 de novembro de 1924 em Varsévia e aos 11 anos de
idade mudou-se com sua familia para Paris onde estudou até o inicio da segunda guerra
mudial, quando mudou-se para Tulle. No fim da segunda guerra mundial Mandelbrot

voltou para Paris. Entre 1947 e 1949 Mandelbrot estudou no Instituto de Tecnologia
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da Califérnia nos Estados Unidos, onde obteve o titulo de mestre em aeronautica. Vol-
tando para a Franca ele obteve o doutorado em ciéncias matematicas na Universidade
de Paris em 1952.

Ele passou a maior parte de sua carreira tanto na Franca como nos Estados Unidos,
tendo a dupla cidadania. Em 1958 comegou uma carreira de 35 anos na IBM (Internati-
onal Business Machines), tendo acesso aos computadores da institui¢ao, ele foi um dos
primeiros a usar computacao grafica para criar e exibir imagens geométricas fractais,
consequentemente levando a sua descoberta do fractal de Mandelbrot em 1979.

Durante sua carreira, ele recebeu mais de 15 doutorados honorarios e publicando
em intmeras revistas cientificas ganhando intimeros prémios. Sua autobiografia (The
Fractalist) foi publicado em 2012.
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2.1 Conjunto de Mandelbrot

Este capitulo foi baseado no site [4]

O conjunto de Mandelbrot foi definido pela primeira vez em 1905 por Pierre Fatou,
que estudou recursos como z —3 22 + ¢ , comecando com um ponto qualquer z
no plano convexo. Fatou percebeu que a orbita de zy = 0 sob a transformagao z —
2%+ ¢ forneceria alguma introspeccao sobre o comportamento de tais sistemas. Existem
infinitas 6rbitas uma para cada valor de c¢. Ele nao teve acesso a um computador capaz
de plotar as 6rbitas de todas essas funcoes e portanto tentou fazer a mao, conseguindo
provar que uma vez que um ponto atinge uma distancia da origem maior que 2, a érbita
explode para o infinito. Ou seja, a orbita pode explode para o infinito se |¢| < 2. Ver

Teorema 1.

Teorema 1. Se |z| > 2 e |z]| > |c|, entdo Q.(2) = 2> + ¢ — 00 com n — 0.

Im(z)

Figura 2.2: Grafico

A Figura2.2 apresenta a idéia principal da prova: Se |z| > 2, entao

|Qc(2)] > |2| > 2. Tendo Q.(z) para ser o proximo z, o resultado segue.

Demonstracao. Seja |zg] > 2 e |z| > |c|. Entao, utilizando a desigualdade triangular

temos,
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1] = 1Qc(20)| = |20]* = |20l (Iz0] > |el)
|21l = 1Qc(20)| = |20/(l20] = 1)
Portanto,
|21] = |Qc(20)| = Aolz0|, onde A\g = |2z9] — 1 > 1, e assim

|z1| > |20] > 2. Analogamente

|22] = |Qc(21)] = Ai]21] = Aidolzo] > A3l20], onde A = |2| — 1, usando indugao e
definindo \, = |z,| — 1. Vemos que \, > \,, para n > m e |z,| > \5|z|. O

Para gerar o conjunto de Mandelbrot, deve-se pegar a funcao nao linear complexa
(2n)*+c¢, onde ¢ é uma constante e 2y = 0, e fazer iteragoes. Em outras palavras, calcula-

se as fungbes compostas z(zg),2(2(20)), 2(2(2(20)))..., ou seja, calcula-se a seguinte

sequéncia:
20=0
21 = (20)?+¢
2= (1)’ +c

z3= () +c

Zni1 = (zn)? + ¢

O conjunto dos numeros obtidos pela sequéncia, zg, 21, 22, 23, ..., Zn, * * + , € chamado
de orbita de zp, ou seja, 6rbita de 0 sob iteragao de (z,)?+c. O conjunto de Mandelbrot
é o0 objeto geometrico (fractal) que traz informacao do destino da orbita, ou seja, se
tende ao infinito ou nao.

Vamos observar alguns exemplos:

Exemplo 1. Sendo o valor da constante ¢ = —2, entao a sequéncia zp,.1 = (zn)2 +c
€z2p=0

20 =02-2=-2

2=(-2)2-2=2

= (2)?%-2=2
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Zn41 = 2

Essa orbita permanace fixa em 2, apos a sequnda iteragao. <
Exemplo 2. Sendo o valor da constante ¢ = —1, entdo a sequéncia zp,1 = (2,)? +c¢ €
20 — 0

Hn=02-1=-1

2=(-1-1=0

23=(02—-1=-1

21=(-1)2=1=0

Neste caso a orbita fica oscilando entre O e —1, tal comportamento é chamado de

ciclo de periodo 2. <

Exemplo 3. Sendo o valor da constante ¢ = 3, entio a sequéncia z,41 = (2,)*> + ¢ €

29 = (3)2—|—3: 12
23 = (12)2 + 3 = 147
24 = (147)% + 3 = 21612

Essa orbita tende ao infinito, pois a cada itera¢ao o numero se afasta mais e mais

de 0. N

Se a 6rbita nao tende ao infinito, entao ela se comporta de varias maneiras. Ela pode
ser fixo, ciclico ou se comportar de forma cadtica. Logo, o conjunto de Mandelbrot
¢ o destino da orbita de 0 (20 = 0) sob iteragao de z2 + ¢ cuja 6rbita permanega
limitada (nao tende ao infinito), onde ao invés de considerar valores reais de ¢ também
consideramos que c seja valores complexos.

Nem sempre ¢ possivel determinar se certos valores de ¢ estao no conjunto de
Mandelbrot, pois s6 é possivel iterar um nimero finito de vezes, e tem certos valores
de ¢ que s6 escapam depois de um grande nimero de iteracoes. O Teorema 1 garante
que se o ponto atinge uma distancia da origem maior que 2, a 6rbita explode para o

infinito.
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2.2 Valores de ¢ que estao no conjunto de Mandelbrot

Nesta secao iremos apresentar alguns exemplos dos valores de ¢ que estao no con-
junto de Mandelbrot:

Exemplo 4. Sendo o valor da constante ¢ = 0, temos:
z0=20
27 =024+0=0
2=(04+0=0
23=(0240=0

Zn+1 = 0.
Entao ¢ = 0 estd no conjunto de Mandelbrot, pois a orbita de 0 sob iteragao de

(2,)% +0 € um ponto fizo, ou seja, a sequéncia é limitada. <

Figura 2.3: ¢ =0

Exemplo 5. Sendo o valor da constante ¢ = —1, temos:
z0=20
2n=0—-1=-1
2=(-1)*-1=0
23=02—-1=—1
2= (-1)2?-1=0
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Entao ¢ = —1 estd no conjunto de Mandelbrot, pois a orbita de 0 sob itera¢ao de

2n)? + 0 encontra-se em um ciclo de periodo 2, ou seja, a sequéncia € limitada. N
) )

Zyp=10
Zy=-1
Zy=0
Z;; = _].
Zy=0
Zs=-1
Z(;=0 !

Zrni1 .

@ .

-1 1

Figura 2.4: ¢ = -1

Exemplo 6. Sendo o valor da constante ¢ =1, temos:

=) +i=—1+i

3= (=1+4)>+i=—i
—i)? +i=—i+1
25 = —1+i)2+i:—i

z.

N
P N

Entao ¢ = i estd no conjunto de Mandelbrot, pois a orbita de 0 sob iteracao de

(20)* + 1 comega no ciclo com periodo 2, ou seja, a sequéncia € limitada. N
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@ 1
Zagamt >0
.Zu
-1 1
Q-1
Fonrramt =0

Figura 2.5: ¢ =1

2.3 Valores de ¢ que nao estao no conjunto de Man-

delbrot

Nesta secao exibiremos alguns exemplos de valores de ¢ que nao estao no conjunto

de Mandelbrot, em outras palavras, as iteragdes 22 + ¢ tendem ao infinito.

Exemplo 7. Se o valor da constante for ¢ = 2i, temos:
20=0
2 =0%+2i =2
2o = (20)2 +2i = -4+ 2i

(—4+420)% + 2 =12 — 144

(12 — 144)% + 2i = —52 — 3344

z3

24

Logo ¢ = 2i nao estd no conjunto de Mandelbrot, pois a sequéncia vai para o infinito,

ou seja, a sequéncia nao € limitada. <

Exemplo 8. Se o valor da constante for ¢ =1+ 1, temos:
z0=20
21=024+1+i=1+1
=01+ +1+i=1+3i
(1432 +1+i=-T4+Ti
(=7T+Ti)+1+i=-97+1

zZ3

24
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Logo ¢ = 1 + i nao esta no conjunto de Mandelbrot, pois a sequéncia vai para o

infinito, ou seja, a sequéncia nao € limitada. <

17l

2.4 Periodos

O conjunto de Mandelbrot é composto de vérios enfeites pequenos, observando
essas decoracoes bem de perto veremos que todas elas sao diferentes. Considerando
qualquer uma das decoragoes ligadas ao cardedide principal do conjunto de Mandelbrot,
chamada de bulbo de uma lampada primaria ou decorada. FEssa decoracao possui
infinitas decoracoes menores em anexo o que parece ser antenas. Em particular, a
“antena principal” ligada a cada decoragao possui um nimero de raios que varia de

decoracao para decoracao.

N

Figura 2.6: Ampliagao do fractal

Existe uma relacao entre o ntimero de raios nessas antenas e as dinamicas de 2%+ ¢
para ¢ contido no interior da lampada primaria. Tém-se que ¢ estd no centro de uma
decoracao, em seguida a orbita de 0 é atraido por um ciclo de um determinado periodo

n, 0 namero n é o mesmo para qualquer ¢ no interior da decoragao principal.
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Na tabela abaixo temos alguns exemplos de alguns periodos.

c periodo
—0,12 4 757 3
—0,5 + 56¢ 5
0,28 4 541 4

0,38+ 0,333 5

—0,62 + 431 7

—0,36 + 62 8

—0,67 + 344 9

—0,39 + 22¢ 6

Obsevando o fractal de Mandelbrot, observamos que ele é simétrico sobre o eixo
real. Assim pode-se afirmar que se para um valor de ¢ complexo entao o seu conjugado

também esta na orbita de 0 no mesmo periodo.

Figura 2.7: Periodos no conjunto

Quanto maior for o zoom da figura, mas claramente se nota que existe uma relagao
entre o periodo e o niimero notavel de raios da maior antena conectada a uma decoragao

priméaria. Tal relacao, é de fato, o nimero de antenas igual ao periodo.
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Figura 2.8: Periodo 3 Figura 2.9: Periodo 4

Figura 2.10: Periodo 5 Figura 2.11: Periodo 7

2.5 Ciclos periodicos

Dentro do conjunto de Mandelbrot, a iteragiao da sequéncia z,,1 = (2,)% + ¢ evolui
de modo diferente para diferentes valores de c¢. Para valores de ¢ no centro da grande
cardidide, as iteragoes convergem para um ponto. Para valores de ¢ dentro do grande
bolbo a esquerda do cardidide, as iteragoes convergem para um ciclo de periodo 2. Para

os outros bolbos, as itera¢des convergem para ciclos com diferentes periodos.
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Figura 2.12: Valores dos periodos para os bolbos

O bolbo que fica exatamente no meio entre o bolbo com n = 2 e o bolbo com n = 3,
o periodo do ciclo é n = 2 + 3 = 5; no bolbo entre o bolbo com n = 2 e o bolbo com
n =5, o periodo do ciclo é n =2+ 5 = 7; no bolbo entre o bolbo com n = 2 e o bolbo
com n =7, o periodo do ciclo én=2+7=09.

Observando o movimento dos pontos num ciclo do bolbo com n = 5, para ver que
o ciclo salta sempre 2 componentes no sentido anti-horério em cada iteracao. Podemos
entao designar esse ciclo pelo niimero racional %,onde e dizer que o ciclo roda em torno
de um ponto central numa rotacao de % de revolucao por cada iteracao. E esse bolbo
pode ser designado por bolbo % Assim, podemos encotrar qualquer bolbo central em
relagao o outros dois bolbos. Por exemplo, se quisermos encontrar o bolbo que esté

entre o bolbo n = 2 e o bolbo n = 15, basta somar o nimerador e o denominador da

2
157

Usando esta designagao, torna-se claro que os bolbos priméarios estao ordenados em
1111213231
77675747773 857772
sabermos o nimero de rotagao de um bolbo intermédio, basta somar os numeradores

fracao ou seja, o bolbo que procuramos é o bolbo n = 17, pois 2 + 15 = 17.

ordem crescente em relagao a este numero de rotagao: Para
e os denominadores separadamente

Os bolbos estao ordenados exatamente como os ntimeros racionais pois ha um bolbo
p/q para cada ntimero racional entre 0 e 1 e, além disso, estao ordenados corretamente
a volta do bolbo principal no sentido anti-horario, comecando em zero na ciispide. Na

parte de baixo, os ciclos rodam no sentido horario.
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Capitulo 3

Conjunto de Julia

Este capitulo foi baseado nos sites [4], [1] e no livro [10]

Neste capitulo estudaremos o conjunto de Julia de uma fungao complexa. Tal
conjunto foi nomeado em homenagem ao matematico Francés Gaston Julia, devido ao
descobrimento de diversas propriedades bésicas desse conjunto.

O conjunto de Julia é a fronteira da colecao de pontos do plano complexo cujas
Orbitas escapam para o infinito. Isto significa que pontos em um conjunto de Julia
tém oOrbitas que nao escapam para o infinito, mas arbitrariamente muito perto existem

pontos cujas orbitas escapam.|1]

Figura 3.1: Conjunto de Julia

O conjunto de Julia preenchido ou cheio, é o conjunto de todos os pontos cujas
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orbitas nao escapam para o infinto, e arbitrariarmente muito perto nao existe nenhum
ponto cuja Orbita escapa, mais precisamente preenchendo totalmente a parte interna

da colecao de pontos cujas 6rbitas escapam para o infinito.

Definicao 1. O conjunto K(f) = {z € C a orbita {f"(2)} € limitada } é denominado

de conjunto de Julia cheio.

Figura 3.2: Conjunto de Julia cheio

O conjunto de Julia preenchido para (z,)? + ¢ ¢ o conjunto de todos os pontos
iniciais cuja 6rbita ¢ limitada sob a iteracao (z,)?+c. Assim, h4 um diferente conjunto

de Julia preenchido para cada valor de c.

Figura 3.3: ¢ = (—0.72,0.18:) Figura 3.4: ¢ = (—0.7,0¢)
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Figura 3.5: ¢ = (0.2,0.017) Figura 3.6: ¢ = (0.3,0.057)

3.1 Conjunto de Mandelbrot e o conjunto de Julia

O conjunto de Mandelbrot foi criado por Benoit Mandelbrot como um indice ao
conjunto de Julia: cada ponto no plano complexo corresponde a um conjunto de Julia
diferente. Os pontos que pertencem ao conjunto de Mandelbrot correspondem preci-
samente aos conjuntos de Julia conexos, e os pontos fora do conjunto de Mandelbrot
correspondem aos conjuntos de Julia desconexos.

Intuitivamente, os conjuntos de Julia “interessantes” correspondem aos pontos pro-
ximos a fronteira do conjunto de Mandelbrot; pontos mais internos ao conjunto de
Mandelbrot correspondem a formas geométricas relativamente simples, enquanto os
pontos mais externos lembram poeira rodeada por manchas de cores. Alguns progra-
mas, permitem que o usuario escolha um ponto e veja o conjunto de Julia correspon-
dente, tornando facil a navegacao. Um dos descansos de tela do pacote xscreensaver
apresenta uma animagao dos diversos conjuntos de Julia relativos a um ponto que fica

dancando na tela.

3.2 Bolbos no conjunto de Julia

Conjuntos de Julia para parametros nos bolbos —, =, =, =, = e
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Figura 3.7: Parametros nos bolbos

3.3 Relacao entre o conjunto de Mandelbrot e o con-

junto de Julia

O conjunto de Mandelbrot é uma imagem do complexo. Cada ponto no conjunto
de Mandelbrot representa um valor ¢ para o qual a 6rbita de 0 nao escapa sob iteragao
22+ ¢ . Ao desenhar o correspondente conjunto de Julia preenchidas para este valor de
¢, gera~se o conjunto de Julia cheio assumindo uma das duas tnicas possiveis formas,
dependendo se ¢ é escolhido no conjunto de Mandelbrot ou fora dele. Se ¢ encontra-se
no conjunto de Mandelbrot, em seguida, o correspondente preenchido no conjunto de
Julia esta ligado, o que significa que é apenas uma pega. Se ¢ esta fora do conjunto de
Mandelbrot, entao o conjunto de Julia preenchido defini quebra em infinitas pegas (o
que é conhecido tecnicamente como Cantor set ou, mais popularmente, pro fractal).

O conjunto de Julia cheio definido de dentro do conjunto de Mandelbrot assumi

diversas formas, mas eles estdao todos conectados, ou seja, formam uma tnica pega.|[10]

Exemplo 9. Se ¢c; = —1+ 0t entao o conjunto de Julia cheio estd definido de dentro

do conjunto de Mandelbrot
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Figura 3.8: ¢; em Julia Figura 3.9: ¢; em Mandelbrot

<

Exemplo 10. Se ¢; = —0,12 40,757 entao o conjunto de Julia cheio esta definido de

dentro do conjunto de Mandelbrot

Figura 3.10: ¢y em Julia Figura 3.11: ¢, em Mandelbrot

<

Exemplo 11. Se ¢3 = 0,28 — 0,547 entao o conjunto de Julia cheio estd definido de

dentro do conjunto de Mandelbrot
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Figura 3.12: c3 em Julia Figura 3.13: ¢3 em Mandelbrot

<

O conjunto de Julia definido com valores de ¢ que nao estao dentro do conjunto de
Mandelbrot.

Exemplo 12. Se ¢y = —1,3+ 0,137 entao o conjunto de Julia cheio nao estd definido

de dentro do conjunto de Mandelbrot

Figura 3.14: ¢4 em Julia Figura 3.15: ¢4 em Mandelbrot

N

Exemplo 13. Se c¢; = 0,3 + 0t entao o conjunto de Julia cheio nao esta definido de

dentro do conjunto de Mandelbrot
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Figura 3.16: c; em Julia Figura 3.17: ¢; em Mandelbrot

<

O conjunto de Julia cheio se estilhagam quando ¢ cruza a fronteira do conjunto de
Mandelbrot, ou seja, ¢ nao esta em nenhum bulbo do conjunto de Mandelbrot.

Quando ¢ se move do grande cardidide principal em uma das lampadas menores
ligados ao cardidide pode acontecer duas coisas: Para valores de ¢ dentro do cardioéide,
todas as Orbitas sao atraidos para um ponto fixo atraindo. Quando ¢ cruza uma
lampada menor adjacente (chamada lampada priméria), um novo ciclo de atrair nasce.
Ao mesmo tempo, o Julia preenchido define a parte pintada do conjunto, em varios

pontos de juncao em conjunto de Julia preenchido.

3.4 Periodo do conjunto de Mandelbrot e o conjunto

de Julia

O namero do periodo do conjunto de Mandelbrot, ou seja, o nimero de antenas é o

mesmo numero de figuras semelhantes a parte principal do fractal de Julia preenchido.

Exemplo 14. Se ¢ = 0,38 + 0,33: teremos 5 antenas e 5 figuras semelhantes a parte

principal no conjunto de Julia
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Figura 3.18: Julia referente ao bolbo 5 Figura 3.19: Bolbo 5

<

Exemplo 15. Se ¢ = 0,39 — 0,22i teremos 6 antenas e 6 figuras semelhantes a parte

principal no conjunto de Julia

Figura 3.20: Julia referente ao bolbo 6 Figura 3.21: Bolbo 6

N

Exemplo 16. Se ¢ = 0,12 + 0,61: teremos 7 antenas e 7 figuras semelhantes a parte

principal no conjunto de Julia
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Figura 3.22: Julia referente ao bolbo 7 Figura 3.23: Bolbo 7

q
Exemplo 17. Se ¢ = —0,36 40, 62¢ teremos 8 antenas e 8 figuras semelhantes a parte
principal no conjunto de Julia
Figura 3.24: Julia referente ao bolbo 8 Figura 3.25: Bolbo 8

q
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Capitulo 4

Conjunto de Mandelbrot e o niimero

P1

O conjunto de Mandelbrot para

Qe(2) =2 +c. (4.1)

Sabemos que M (conjunto de Mandelbrot) esta contido no interior do disco |¢| < 2.

Assim, podemos aperfeicoar a nossa definicao de M como segue:

M ={ceC|Q!0)] <2 para todos n=1,273,...}. (4.2)

Considerando o ponto ¢ = (—0, 75, ) do plano complexo, o qual estd em uma reta
paralela no eixo imaginério e que passa sobre o “pescogo” (intersegao do bolbo 1 com
o bolbo 2) do conjunto de Mandelbrot. Seja N o ntumero de iteragoes tal que |zy| > 2
para a sequéncia quadratica z,; = (2,)*> + ¢ com 25 = 0 diverge. Com x sendo cada
vez menor, temos

limaz.N=n«
x—0

Em 1991, David Bolle tentou verificar o estreitamento, podemos ver que no ponto
(—0.75,0) foi realmente infinitamente fina. Isso quer dizer que isso no entanto larga
um zero nao-linha vertical largura seria passando por aquele ponto seria conhecer o

conjunto fractal antes do eixo x.
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Figura 4.1: Ponto (-0,75,0)

E D Bolle, em seguida, teve a ideia de usar o ponto ¢ = (=0, 75, z) para a iteragao

quadratica e fazer x tender a 0, ou seja, fixando a coordenada x e variando a coordenada
y-[4]

Figura 4.2: Ponto ¢ = (—0,75, x)

Quando ele contou o namero de iteragoes para que a série ultrapasse 2, ou seja,

|zn| > 2, descobriu a tabela a seguir:
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X n° de interagoes N
1,0 3
0,1 33
0,01 315
0,001 3143
0,0001 31417
0,00001 314160
0,000001 3141593
0,0000001 31415928

Podemos observar na tabela que quanto mais x se aproxima de zero, mais o niimero
de interagoes se aproxima de 7.
Abordando o mesmo problemas mas com o ponto ¢ = (0,254 z,0), ou seja, fixando

a coordenada y e variando a coordenada .

Figura 4.3: Ponto ¢ = (0,25 + z,0)

Teremos:
. 1
limz2.n =,
x—0

mostrado na tabela:
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X n° de interagoes N
1,0 2
0,1 8
0,01 30
0,001 97
0,0001 312
0,00001 991
0,000001 3140
0,0000001 9933
0, 00000001 31414
0, 000000001 99344
0, 0000000001 314159

Quanto mais = se aproxima de zero, mais o nimero de interacoes se assemelha a 7.
Ao longo do percurso de ¢ = (0,25 + £,0) na proximidade do conjunto de Man-
delbrot, a orbita Q¢(0) é real e pode ser representado por um diagrama. Se € = 0, o

grafico de y = Q.(x) e y = z toca na parte fixa no ponto =z = % Para € > 0 pequeno

1

nao héd nenhum ponto fixo, mas a maioria das iteragoes estao perto de x = 3.
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Figura 4.4: Grafico

Demonstramos o seguinte teorema

Teorema 2. Dado um £ > 0, sendo N(g) € o numero de iteragoes necessarias para a

1
orbita de zero sob o mapa Q1 /44c = r? + 1 + € para ultrapassar 2, ou seja, baseado em
141,
N(g) = min Q7 )4,.(0) > 2 (4.3)
Entao
lim eN(e)=n (4.4)

e—0t
Demonstracao. A maioria das etapas da orbita de 0 sdo gerados perto de 1/2, pois é
o ponto de intersecgao da curva y = 2%+ 1/4 + ¢ e da reta y = x e vai a zero quando

¢ — 0%. Entao a solucao de recorréncia

1
xk—f-l:fﬂkQ‘l’Z“‘E , 29 =0 (4.5)

Completando quadrado temos,

2
Tyl — T = Tg —a:k—l—z—i-g

1\ 2
xk+1—xk:(xk—§) +e ,20=0 (4.6)
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Pode ser bem aproximada pela diferencial da equacao

dz 1\?
= 4.
;= (:E 2) +e ,290=0 (4.7)

Para e pequeno e x perto de 1/2. Com certeza, como reivindicado, a equagao dife-
rencial para z perto de x = 1/2 produz o “resultado 7", resultado analogo a Eq.(4).

O

Lema 1. Se e > 0, o tempo T(g) que leva para a varidvel de estado x(t) que satisfaz

a Equagao (7) para evoluir x(t(e)) = 2 satisfaz

lim /&T(e) = . (4.8)

e—0t

Demonstragao. Se substituir a condigao inicial em (7) com zy = 1/2, em seguida,

x(t) = % + Vetany/et (4.9)

Para provar o lema precisamos mostrar que

2(T_(€) =0 e a(Tu(e)) =2 (4.10)

Implica respectivamente que

: s _ s
m VETL(2) = —% e lim VET,(e) = & (4.11)
De (11) segue-se imediatamente de (9) que
1
o(t) =5
Vet = arctan 72 (4.12)
Substituindo as condigbes (10) em (12), demonstramos o que queriamos. O

Observagao 1. O estado terminal 2 em (10) poderia ser substituido por qualquer
niamero maior do que 1/2 . No6s usamos duas, pois é o raio do circulo menor centrado
na origem que contém o Conjunto de Mandelbrot M. O que resta é mostrar que a
solucao da diferencial Eq.(7) realmente se aproxima da recorréncia inicial Eq.(5).

Sendo a sequéncia

1 1
xk+1:xi+1+€ 0 = 5 (4.13)
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temos as 4 primeiras iteragoes:

1'125—1—6

1
1‘225—1—284—82

1
x3:§+35+5€2+4€3+54

1
x4:§+45+14€2—|—3463+5054+-~-

Reconhecendo um padrao sobre o termo de menor ordem, afim de conjecturar que,

n—1
1 2| 2
xn=§+n€+<§z>5 + e

ou seja,

TIPS L
Tn = - +ne -n°—-n -n|e
2 3 2 6

Fazendo a solucao da equagao diferencial [dado na Eq.(9)| através do polindmio de

" F(R)
Taylor, P(x) = ka—'(xo(x — 20)", temos:
k=0 '

2(n) = % + /atan (v/Zn)

1 1 2
x(n) = 3 +ne + §n352 + En% + - (4.14)

De modo a fazer as comparagoes com recorréncia. Como procuramos escolher o

. ., . . ™ .
maior n possivel, deixamos n = — (com K mas perto possivel de 5 para que n seja

NG

-=(%)
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um nimero inteiro) para obter:

e assim,



x(n):%+\/§(K+—K3+13K5+~~>. (4.15)

Que deve ser comparado com a equagao:

R R RHORHCO S
% \/‘(K+3K3+ 5K5 )+O(a)

7r
Observagéo 2. Nos escolhemos k de modo que ny/e ~ 5 para pequenos € e de modo

l —
el 0 =
1 2
Observagao 3. A expressao (K + 3K3 + 15K5 ) apartir de z(n) em (15) ¢é

a série tangente. Contudo, uma expressao semelhante a partir de x,, em (16) é a soma
parcial de 2n — 1 termos, onde 2n — 1 é o primeiro termo diferente de zero da série da
tangente.

O teorema de Taylor diz que:

tanK = K + — + — w1 K 2
an + 3 + 5 +..ota + 2]

Para 0 < k < K em que tan¥z indica a j-ésima derivada de tan(z), e a; indica o
j-ésimo termo diferente de zero na série tangente. Assim, uma vez podemos mostrar

que (16) contém uma soma parcial para a tan(K), na Equagao (16) tornando-se

tan@"k

1
Tn =5+ Ve (tanK ~ )

K2"> + O(e).

Definindo z,, = 7k, z = 2 em (16) temos

2-1/2 (")
/:tch—tan k

7 @] K* + 0(Ve) (4.16)
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que deve ser constatado com a configuracao da solucao da equacao diferencial x,, =

Tz = 2 em (15) para obter

2—1/2
\/g

Como a série tangente converge, sabemos que, dado qualquer € > 0, existe um valor

= tankK. (4.17)

suficientemente grande de n para o qual a magnitude do termo restante é inferior a e.
De forma equivalente, deve haver um expoente positivo de modo que o termo de erro

¢ menor do que € = . Entao de (17) obtemos

%:tanK—O(aa)—FO(\/g) ya > 0.

Isolando K e substituindo por ny/z, temos:

tanK = 2—\3/5 + 0 (e%) — O(Ve)

Assim, K = arctan (% + O (e%) — O(\/E)), logo

nv/z = arctan (2%5 40— 0(\@) |

Aplicando limite, temos:

e—0t e—0t IS

lim nyE = lim arctan (% L0 — o<\/g))

lim n./e :g

e—0t
Assim, temos como objetivo mostrar que a soma em (19) é realmente a soma par-
cial para a série tangente. Também ¢é preciso mostrar um resultado semelhante para n

negativo. Comecamos com um lema que descreve a forma da solucao de x,,.
Lema 2. A solugao de x,, na Equagdio (13) é

277,71

ro= Y pi(n)e n=123 .. (4.18)
=0
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onde po(n) =1 e p; € um polinémio em n de grau 2j — 1 (para j = 1,2,3,...) que

satisfaz a relagao de recorréncia
pi(n+1) =p;(n)+> _pi(n)p;—i(n)

pi(n)=n ,j=2,3,4,...

1 1
Demonstragao. Desde x; = 5 + ¢, temos po(l) = 3¢ p1(1) = 1 de modo que (19) é

valida para n = 1. Agora vamos supor que (19) é valida para n = m. Entao,

m— 1
Tms1 = (po(m) + pr(m)e + pa(m)e® + ps(m)e® + - - - + pym-1(m)e” 1)2 + 4 +e, (4.19)

ou seja,

1 i :
Tl = [pg(m) + ﬂ + 2po(m)p1(m) + 1le+... 4+ sz-(m)pj_i(m) el 4. (4.20)
i=0
Para j = 2,---,2™ foi agora mostrado que (19) é verdadeira para todos os n =

1,2,3,.... Temos que provar agora as propriedades que p; possui.

Como a nossa hipotese de indugao inclui py = 3 entao,

1

po(m+1) = pi(m) + +

iy = (1) 4]

Polm = \3 1
1 1

1) =>4-

po(m +1) 171
1
po(m+1):§-

1
Provando que py(n) = 5 para todososn=1,2,3,....

Similarmente, assumiu-se que p;(m) = m, de modo que (21) implica,
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pi(m +1) = 2po(m)pi(m) + 1 -

1
pl(m+1):2§m+1 :

p(m+1)=m+1 .

Provando que p;(n) = n para todos n =1,2,3,. ...

1 , 1
Como po(n) = 5 para todo n o coeficiente de ¢/ em z,,; = 2 + 1 + ¢ obtém-se a

relacao de recorréncia

piln 1) = py) + Y pi(m)py () (a.21)

diretamente. Finalmente, (23) é equivalente a

m j—1

pi(n+1) =Y pi(k)pj—i(k). (4.22)

k=1 i=1
Como p;(1), o coeficiente de £/ em x1, é zero e como p;(m) e p,_;(m) sdo polinémios
J ) ’ J

de graus 20 — 1 e 2(j — i) — 1, respectivamente, p;(n)p,;—;(n) é um polinémio de grau
j—1

2j — 2 e por isso é Zpi(k:)pj_i(k).
i=1
Segue entao que o lado direito da Equagao (24) é um polinémio de grau 2j — 1. [
Vimos na Equagao (16) que os termos de ordem mais baixa nos coeficientes poli-
nomiais p;(n) contribuem para O(e) termos, que em tltima analise ndo tém qualquer

efeito sobre o resultado. O que precisamos ¢ do coeficiente a; do termo de maior grau

em p;(n).

Lema 3. Definindo a; como coeficiente do termo de maior grau em p;(n). Entdo a;

satisfaz a relacao de recorréncia

j—1

1
a; = 2] — 1;@&]-1 , 1 = 1. (423)
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Demonstragdao. Por defini¢ao, p;(n) = a;n¥ 1 4+ ¢;n* =2 + .-+ onde ¢; é o coeficiente

2j—2

constante do termo n*~2. A partir da relacao de recorréncia (23) para p;(n), temos

que

(ajn2j_1 + Cjn2j_2 + o )
+emn® ) (a0 U )
=ajin+1D)¥ fein+1)¥ 2 4.

=a;n” '+ (2j — Da;n” >+ cn? 4

Igualando coeficientes de n*~2 obtemos que

1 &
a; = a;5—;
J 2j_1; J

e a; = 1 pois by(n) = 1.n, como queriamos. ]

Agora vamos mostrar que os a; sao os coeficientes para a série tangente.

Lema 4. Os coeficientes diferentes de zero da série tangente também sao gerados por

(25).

Demonstracao. Podemos escrever

o0
tan(x) = chxk ,—g <zr< g,
k=1

. , o ™ 7T , . ..
Pois tan(z) é analitica em —— <z < 7 Além disso, uma vez que tan(x) é impar,

¢, = 0, para k par. Podemos diferenciar a série de poténcias convergente e obter;

—tan(x) = sec’x = 1 + tan’x
o (z)

de modo que
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Zk‘ckmk_l =1+ (chxk) (chxk> ) (4.24)
k=1 k=1 k=1

Igualando os coeficientes de 2" para n = 25 = 2,4,6,..., em (26) temos,

(2] + 1)cgjr = Z CimCl. (4.25)
m+1=2j

Se substituirmos a; = ¢g;_1 em (27), temos que

(2] —|— CLJ+1 Zazaj+1 7

que completa a prova depois de substituir j por j — 1. O

Tendo acabado de mostrar que os coeficientes de lideranca em p;(n) coincidem com
o j’s termo diferente de zero na série tangente, nés completamos a prova de que ele é

valido para substituir a equacao de diferencas, a equacao de recorréncia para 3 < x,,
xz(n) <2,n>0.

1
A seguir, abordaremos o caso de 0 < x,,, z(n) < 5 > 0. Como estamos restritos
1
ax>0,a funcio f(r) = 2> + 17e tem o inverso
1
—1 _ -
f () =]z 1€
Entao, z_,, =y, para > 0, se
1 1
il =A/Yn— = —€ Y= = 4.26
Y1 = \[Yn — 7 Yo =3 (4.26)

As primeiras iteragoes sao (expandido em ¢):

1
Y1 = 4_1_5
1
y1=§—e—52—253—
1
yo=/7 2~
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1
y2:§—25—552 22e3 —
1
ya=1/7 3 -
1 2 3
y3:§—35—14€—1065—---
1
Yy = 1_45_...

1
y4:§—45—3052—34653—---

Convenientemente, vemos padroes semelhantes aos encontrados no caso em que

1
x> 3 Conjecturamos e provando o seguinte Lema.
- ) . : " 1
Lema 5. A solucio para trdas da equacao de diferencas x,,1 = x° + 1 +e, x9g = oL
1 , .
n=0-1,-2,... (com0 <z, < 5) ou equivalente a solu¢ao para a frente de y,.1 =

1 1 L 5
Y=g =g substituindo x_,, =y, €

Yp = qu(n)sj (4.27)

1
onde qo(n) = 5 € ¢;(n) € um polinomio de grau 25 —1 em n (para j =1,2,3,...) que
satisfaz a relacao de recorréncia
j—1
g;(n+1) = ¢;(n) = > _ai(n)g;i(n) + O (n*~9)

i=1

g(n)=-n ,j=234,... (4.28)

onde O (n*=3) denota um polinémio de grau no mdximo 2j — 3. Podemos observar a

semelhanga com o Lema 2.

Demonstracao. Vamos encontra-lo mais conveniente para trabalhar com a equagao de

recorréncia
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1 1

Zn+l = \/zn_g_zl 72021 (429>
1

que ¢ equivalente a (28) através de y, = 2 + 1 modo que (29) se torna
o= o) — L4 S g ) (4.30)
n 4 - g
J:
- 1 . : .
Em primeiro lugar, note que ¢o(n) = 3¢ ¢1(n) = —n segue trivialmente por indugao

mateméatica com base na substituicao das Equagoes (32) para dentro (31) e para igualar

coeficientes de €° e ¢! para obter,

QO(H + 1) qo(n) — = ’qo(l) [

an+1)=q(n) —1 ,q(l)=-1
respectivamente.
Em seguida, buscamos uma relagdo de recorréncia para ¢j(n). A fim de fazer isso,
devemos saber que os primeiros 7+ 1 termos estao na expansao da série de Taylor para

fle) = +/z(e) — e Denotamos a derivada de f ou z por ) ou zU), respectivamente

Afirmagao. Para cada j =2,3,4,..., a j’s derivada de f(e) é

-1 13~ (7 1 |
fle) = T(Z )32 52 22770 4+ 5(2 —e) V2 . (4.31)
=1 \ i

[14 2

onde os termos indicados por sao da forma

aH Bl (4.32)

onde

k k
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depk <J (4.34)
[

ea="y(z— 5)_”/ 2 para algum v constante um nimero natural fmpar 7.

0
Observe que se definimos Z x(i) = 0, entao a afirmagao ¢é valida para j = 1.
i=1
Da afirmagao. Em primeiro lugar, note que os termos do f7(¢) exibido na equagao

(33) nao satisfazem a condicao (35) ou (36). O componente ¢ dos primeiros termos

j — 1 em (33) pode ser escrita por

—11J

2
3 (z — 5)_3/2zizj_i = aH [zd’“]pk
k

v

—1(J 2
com o = — (z—e) 32 di=i,dy=7—i,ep =py= 1. Entéo,Zpk:2<3

8 | .
l i=1

e de = pr = j de modo que (35) e (36) nao ¢ verdadeira. O tultimo termo exibido
i=1
na equagao (33) termo pode ser escrito da forma,

Lo o = a0

L .
comdlzjeplzldemodoqueg pk:1<3€§jdkpk:j.
i=1 i=1

A seguir, mostramos que f*(c) satisfaz a aﬁrmagz{o_ Diferenciando f temos,
fle)=s(z—¢e) 2" = 1)
1
f2e) = - (2 - ) H2(21 — 1) 4 (- £)(-1/2) 2

£2(e) = _Tl(z T %(z o) g %(z o) }l(z _ o)y (4.35)

Tomando j = 2 na primeiro parte de (33) obtemos que o primeiro termo em (37)
tomando j = 2 na segunda parte de (33) temos que o segundo termo em (37). Os dois

ultimos termos em (37) sao da forma (34) e ambos claramente satisfazer a condi¢ao
(36).
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Passamos agora a assumir a afirmagao verdadeira até j e provaremos que vale para

j + 1. Diferenciando (33) obtemos que

j+1 3 —5/2( 1 1~ (4 i j—i
e = S - - [ | A
i=1 \ i
1 (=3/2) 1~ (4 i+l =i i g4l 1 (—3/2)
—(z—¢) = (22T 20T —Z(z—g) 21z
i=1 1

Pl ey L C geumn g
4 2

O primeiro termo pode ser escrito como

3 1] 1 j j—1 3 j—1 2
S -2 - 1) |5 2 =D [T 4" = Y e T [
i=1 7 i=1 k=1 =1 k=1
3 I . o
ondeaizl—ﬁ(z—s) / ,di =1,dy=j—1,d3 =1 p, =1 para k =1,2,3

i

3 2 2

de modo que Z dipr, = j+1e Z pr = 3 (primeira parte) Z dipr = j < j+1
k=1 k=1 k=1

(segunda parte). Além disso, o quarto termo se encaixa a forma

}l(z — )32 =q [zdl}pl

1
de modo que E dppr = 7 < 7+ 1. Tudo que resta é
k=1

. 1 _ 1j_1 j 3 i—1 717 —1
Fie) = _Z(z _ 5)( 3/2) 52 | (2112070 4 i1
i=1 \ 1

+%(Z — )T
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Precisamos, entao, mostrar que

1+ = .
5 Zzzj+1—z _ 52 [Zl+1zj—l + Zzzj—l-l—z] + lej'
i=1 7 i=1 \ 2
Mas,
.
12 J I R .
5 [Zl+1zj—z+zlzj+1—l] _|_le]
i=1 \ 7
( . .
1] j R I R .
_ 5 Z zzz]-i-l—z + Z Zzzj-‘rl—z + P
i=2 \1—1 i=1 \ 2
\
4
1 j ' J-1 7 J o J - )
= 3 220 4 Z + A A 220 42t
1 i=2 1—1 7 7 —1
\
132 [+
_ 1.7 - i ,J+1—1
=(+1)z'z +QZ 2z
1=2 1
1<~ 7+ o
_ Zzzj-i-l i
24

Temos agora de mostrar que a derivada dos termos originalmente da forma (34)

mantém a forma (34) sob a diferenciagdo. Deixando

m

9(6) _ aH [de]m

k=1
com as propriedades de (34), juntamente com as condigoes satisfeitas em (35) e (36).

Entao,

d da - D - D Api—1 441
e (e) = d_e(Z1 — 1)H [2%]™ + QZH [2%]™ p; [2%] Pl

k=1 i=1 itk
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=1 B _i=lik )
Vv Vv N~

g1 g2 g3

LR D | A
3 3

Claramente a parte g; satisfaz a condigao (35) ou (36) que faz com que g implica

m+41 m
em depk < j+ 1. A parte g5 tem depk depk + 1. E se depk = j, entao
k=1 k=1 k=1 k=1

m—+1

Zpk > 3 (desde depk =je Zpk > 3 deve manter) e temos depk =7+ 1
m+1 =

Se, por outro lado, depk < j, entao, depk < j+ 1. O s termo em g3 tem

k=1 k=1

depk +di(p;i—1)+d; +1 = depk + 1 Entao , como para ¢», g3 ainda satisfaz uma
ki k=1
das condigdes (35) ou (36) com j substituido por j+1. Isso completa a prova do crédito.

Lembrando, agora, que

1
z = 1 + q1(n)e + qQ(n)e2 + Q3(n)53 4+ .-

temos,

_ =3/2 1132 [ ~1/2 4
F(0) = jl (;D % ! ilgi(n)(j —9)lgj—i(n) W1 (1> jlb;(n) + ¢’ (0)

=1

_;a{[ 2k Z%( >_r/2 E[dk!qfl’:(n)

Segue-se entao que, para j = 2,3, ...

2
i ok

res;gnte
em que ¢;(n) = —n. Como as somas e produtos de polindémios, ¢;(n) é um polindémio.
Mostramos agora que ¢j(n) é um polinémio de grau 2j — 1 para j = 1,2,3,.... Como
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¢é verdadeiro para ¢ = 1, assumimos que é verdadeiro para ¢ =1,...,7 — 1. Usando a

notacao O(d) para denotar um polindémio de grau d, temos
giin+1)—g¢gj(n)=02i—-1).02(+1)-1)+0 <Z(2dk — 1)pk>

As condigoes (35) e (36) implicam que: nos dois casos, Qdeka — Zpk <25-3.
k k

Assim, o termo que sobra em (38) é, no maximo, um polinémio de grau 2j — 3 e a

diferenca ¢;(n + 1) — ¢;j(n) é um polinémio de grau 2j — 2:

gj(n+1) = g;(n) = in” > 4 Bon® > - -
ou equivalentemente,

n

gi(n+1) = Z (Bin™ 72 + on¥ 5 4 -+

k=1

que é um polindmio de grau 25 — 1. Isso completa a prova do Lema 5.
Finalmente, usamos o fato de que ¢;(n) é um polinémio de grau 2j — 1, juntamente
com o fato de que os termos restantes em (38) sdo, no maximo, um polinémio de grau
j-1
2j — 3 reescrevermos ¢;(n) — Zqi(n)qj_i(n) +---=¢;(n+1) em (38) na forma de
i=1
-1

(an* =t +emn@2 4.0 ) — (an® ' +en® 2+
1

<.

7

. (ajil.n2(j_i)_1 + Cj,in2(‘j_i)_2 + e ) + o o
0(2j—3)

=a;(n+ D)% +¢n+1)% 24
=an¥ 4+ (2j — Dan® 2 +en 2 4. ..

Igualando os coeficientes de n? =2, temos;
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e ja sabemos que a; = —1 pois ¢;(n) = —1n. ]

Assim, mostramos através das demonstracoes de lemas que a solucao da diferencial
Eq.(7) realmente se aproxima da solugdo da equagao de recorréncia Eq.(5). Entao,
no ponto (—0,25 + z,0) quanto mais = se aproxima de zero, o produto entre a raiz
quadrada de z e N (ntimero de iteragoes necessarias para ultrapassar o circulo de raio

. L1
2) se aproxima de 7, ou seja, hrr(1)a:2 n=T.
T—
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Capitulo 5

Construindo o conjunto de

Mandelbrot no Geogebra

O Geogebra é um software matemético que reiine geometria, dlgebra e calculo. Por
outro lado o Geogebra é um sistema de geometria dinamica.

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de matematica
dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matemética nos varios niveis
de ensino (do béasico ao universitario). O GeoGebra retine recursos de geometria,
algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e calculos simboélicos em um tnico
ambiente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo
tempo, representacoes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Além dos
aspectos didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar ilustragoes
profissionais para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no LaTeX.
Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma e, portanto,
ele pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac OS.

Diversos contetidos podem ser trabalhados no geogebra, como: as propriedades
das figuras geométricas; os conceitos de reflexao, translagao e rota¢ao (congruéncia)
e homotetia (semelhanga); calculo de angulos, e varios contetidos algébricos como por
exemplo, as fungoes.

Construgoes que podem ser movimentadas e alteradas e ainda assim retornar a
posi¢ao e a forma inicial sao uma das vantagens desse programa de computador, com

linguagem simples.

61



Para fazer a construcao do fractal de Mandelbrot no Geogebra basta seguir alguns

passos.

1° passo: Abrir a planilha no geogebra e na coluna A digitar 0 na linha 1, = A1+ 1

na linha 2, = A2 4+ 1 na linha 3, = A3 + 1 na linha 4, e assim sucessivamente até

a linha 120.
A
1 0
2 =Al1+1
3 =A24+1
4 =A3+1
120 | = A119+1

2° passo: Criar um controle deslizante com um intervalo de [—2, 1] e incremento de

2 1
3 | 2
-
Controle Deslizante B 4 | 3
— 5 | 4
Nome

@ Numero — 6 | 5
Angulo il | 6
8 | 7

Inteiro - i |
Aleatdrio (F9) 9| s
: . . s 10 9
Intervalo | Controle Desdl:anle_]_kugaginl . —1;_- 10
min: -2 maxc 1 Incremento: 0,001 12 n
= Bl 13| 12
14 13
[ ok || cancetar 15 | 14
e — —  § |16 15
1?—‘ 16
18 | 17

Figura 5.1: Controle deslizante

3° passo: Na coluna B digitar: na linha 1 = (a, A1/120), na linha 2 = (a, A2/120),

na linha 3 = (a, A3/120), e assim sucessivamente até a linha 120.
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B
1 | = (a, A1/120)
2 | = (a, A2/120)
3 | = (a, A3/120)
4 | = (a, A4/120)
120 | = (a, A120/120)

Clicando na coluna B, em seguida em propriedades deve-se colocar para nao
exibir rétulo, estilo igual a 3 e em avancado colocar niimeros complexos. Assim

a coluna B vai ficar em ntimeros complexos.

|22 <)
:'_/'J|v Planilha
filw i m [H~
a=1 | A [ B c
_—. 1 ! (1} 1+0i
[2] 1 1+001
[3] 2 0.02i
4 3 003
|5 | 4 0.03i
|6 | 5 0.04
[ 7 | 6 005
| e | 7 0.06i
s 8

10 | 9 08
1 10 ~ 0.08i
12' 1 0.09i
1 | 12 ~ 0.1
14 | 13 1.0
L ¥ 1 " » " "lis 14 1.012
16 | 15 14013
[ 17 16| 10130
[18 ] 17 1+014i
| 10 18 1+0150
| 20 | 19 10160
|21 | 20 1+047
| 22| 21| 1+0180
| 23 22 1+0180
[ 23| 1+0189

Figura 5.2: Coluna B

4° passo: Digitar na coluna C linha 1 (B1? + $B1), copiar e colar nas colunas até a

coluna Z, em seguida copiar a linha 1 e colar em todas as linhas até a linha 120.
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1+0i[  2+0i  5+0i  26+0i 677+0i 458330.. 2100663.. 4412788. 1947270.. 3791862.. 1437821..

14001 | 2+0.03 5+0.11i 2598+1. 67473+.. 452044.. 1984857.. 3460832 4431705.. -341868.. 8847378..
1+002i| 2+0051 5+022i 2502+2. 66793+.. 433342.. 1649618.. 1006857.. -176472.. 2357539.. -386838..
14003 | 2+008i 499+0.. 2581+3.. 65664+.. 402680.. 1130269.. -190932. -126393.. -777150.. -145705.
1+003i| 24017 499+0.. 2567+4. 64092+. 360847.. 4817405 -404074. 1236118.. -106251.. -147040..
14004i | 2+013i 498+0.. 2548+5. 62085+.. 308860.. -226957.. -445458.. 1891487.. 2840802.. -247587..
1+005i| 24015 497+0.. 2525+6. 59654+.. 248031.. -919706.. -203119. -418754.. -421663. 1469940..
14006 | 240181 496+0.. 2499+7.. 56813+. 179890.. -152105. -741558.. -220021.. 4875763.. 2367817..
1+007i| 2+02i 494+0.. 2468+8. 53576+. 106163.. -196404. 2021190.. -591302.. -458140.. 1409294..
1+008i | 1.99+0... 493+0.. 2433+9. 49962+, 287334. -219723. 4755017.. 2120364.. 3223850.. -124838..
10 1+008i | 199+0... 491+1.. 2304+1. 4509+5. -504065. -219044. 4572847.. 1658878.. -863335.. -390401..
11 1+000i[199+0.. 489+1. 2351+1. 41682+ -120104. -193820. 2351461. -155020. -224032. -404162..
12 1+01i[199+03i 487+1.. 2304+1.. 37061+.. -205548.. -146146.. -104802.. -261034. 5618797.. -100182..
13 140111 199+0.. 485+14i 2254+1. 32154+, -277416.. -805263. -419960.. 5061820. -861495. 6512548.
14 1+012i|199+0.. 482+1.. 2199+1. 26988+.. -342826.. -356938. -560183.. 3236796.. 1043925.. 1074024..
15 1+013i[198+0... 48+161 2141+1. 21501+, -399930.. 7667332 -473950.. 9936115.. -102694.. 6100879..
16 14013 [1.98+04 477+1.. 2079+1.. 15995+ -447054.. 1514884.. -157190.. -330241.. 7397814.. -983113.
17 1+014i | 198+0.. 474+1.. 2013+1. 10231+.. -482730.. 2123870.. 2585847.. -280463.. -142386.. -200265..
18 140151 198+0.. 471+1.. 19.44+1.. 4333+7. -505783. 2520054. 5960640.. 2562120.. -751634.. -313240..

WL ~N M e WN SO

Figura 5.3: Colunas |[A,Z] e linhas [1,120]

Selecionando todas as colunas de C a Z e clicar em propriedades, desmarcar a

opgao “exibir objeto”.

(¢ Preferincias L2 J}—
"TMsFIEHES : =
Namero %, | Basico [ cor Estio | Aigetra | Avancado)
..... nz
A3 [4] Exibir Objeto
A4
ﬁ [”] Exibir Rétulo: [ilomo -
AT
] Exibir Rastro
7] Fixar Objeto

[¥] Definir como Objeto Auxiliar

Figura 5.4: Desmarcar (exibir objeto)

5° passo: Agora podemos definir as cores do ponto que representa o niimero complexo.
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Clicar na coluna B linha 1 depois em propriedades, em seguida na opgao avan-
cado. Na cor vermelha deve escrever eAcomprimento|Z1], na cor verde digirar

(1+eAcomprimento|Z1|A2)/2 e na cor azul digitar (14+-eAcomprimento|Z1])/2.

—

Nun;:ro | | | Basico | cor | Estilo | Aigebra| Avancado | programaczio
A2 Condic3o para Exibir Objeto(s)
A3
A4
A5
A6

AT Vermelho: e*Comprimento[Z1]

Cores Dindmicas

A9 Verde: (1+e*compeimento[Z1]*2)/2
A1 Azul: |(1+e*comprimento[Z1])2

+

A4 r =1
e =)

A18 Camada: 0 V:

+

+

@ O O O v wv(o| N
+
aslalsalolalalale

A20 Descricao: :HodoNﬂoméﬁm v

Figura 5.5: Cores

Em seguida fazer o mesmo procedimento em todas as linhas da coluna B.

6° passo: Na coluna AA linha 1 escrever =Reflexao|B1,EixoX].

"]

d0sig3o do controle deslizante | | 5] 5] 5] O~ O~
ol v oz | M | 8
1 2-0i| 2-002i| 2-007 =Reflexao[B1, EixoX] -
2 ?-H 7-% ?-%
3” 2.9 2.9 2% |
4 2.9 2.9 2.%
5 2.9 2.9 ?2.% ‘
5 2.9 2.9 2.9 =
g 2.9 2.9 2%
& 2-% 2.9 2%
8 2% 2.9 2.7
|10 2.9 2.9 2%
ETH 2% 2.9 2-% 4
12 2.9 2.9 2.9
ETS 7.9 7.9 7.9
| 14 | 2% 2.9 2.9
_;1—;2_’? 2.9 2-% 2.9
ETH 2.9 2.9 2.0

Figura 5.6: Coluna AA

Faz-se o mesmo procedimento até a linha 120. Em seguida devemos fazer o passo

5 também na coluna AA.
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7° passo: Clicar novamente na coluna B e na coluna AA e ativar a opcao “habilitar

rastro”.

Agora é s6 clicar em cima do controle deslizante, clicar em animar que ira criar

o conjunto de Mandelbrot.

®

Figura 5.7: Conjunto de Mandelbrot no Geogebra

Figura 5.8: Conjunto de Mandelbrot no Geogebra com zoom
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Este trabalho busca dar ao ensino de sistemas dindmico complexos uma énfase em
sua teoria, isto é, apresentar a construcao do fractal de Mandelbrot, assim que tiver
os conceitos necessarios apresentados. Com isso, os alunos podem entender e interagir
com a ajuda do software sobre os requisitos necessarios para tal construgao.

A outra opgao é trazer a matemaética ao cotidiano dos alunos, buscando apresentar
novos conceitos que podem ajudar a estimular os alunos, e os fazer entender que os
conhecimentos transmitidos em sala de aula, sao uma descricao da natureza e das
relagoes diarias.

A utilizacao do software para a construcao do fractal de Mandelbrot, traz facilidade
para o desenvolvimento do ensino, pois possibilita uma maior intera¢ao do aluno com o
contetdo, proporcionando a evolugao em sua capacidade visual e abstragao de conceitos
geométricos, além de ser uma ferramenta que é de interesse dos alunos.

Desta forma, o ensino mais aprofundado dos nimeros complexos pode trazer diver-
sos beneficios para os alunos, como o estimulo a criatividade, ao raciocinio légico, o

aumento da motivacao em aprender matematica, dentre outros beneficios.
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Apéndice A: Biné6mio de Newton

Pelos produtos notaveis, sabemos que (a+b)* = a*+2ab+b?. Se quisermos calcular
(a+ b)3, podemos escrever: (a+ b)* = (a +b)*(a+b) = (a* + 2ab+ b*)(a+b) = a® +
3a?b+3ab*+b3. Se quisermos calcular (a+b)*, podemos adotar o mesmo procedimento:
(a+b)* = (a+b)*(a+b) = (a*+3a?b+ 3ab* +b3)(a+b) = a’ +4a3b+ 6ab* + 4ab> + b*.

De modo analogo, podemos calcular as quintas e sextas poténcias e, de modo geral,
obter o desenvolvimento da poténcia (a+b)™ a partir da anterior, ou seja, de (a+b)""*.

Porém quando o valor de n é grande, este processo gradativo de calculo é muito
trabalhoso. Existe um método para desenvolver a n-ésima poténcia de um bindémio,
conhecido como bindémio de Newton (Isaac Newton, matemaético e fisico inglés, 1642 -
1727). Para esse método é necessario saber o que sao coeficientes binomiais.

Sendo n e p dois ntimeros naturais, tais que, n > p, chamamos de coeficiente

n! n

binomial de classe p , do niimero n, o nimero I T que indicamos por
pl(n —p)!

p
Podemos escrever:

n n!
=———— (npeNen=>p)

» pl(n —p)

O coeficiente binomial também é chamado de nimero binomial. Por analogia com

as fracoes, dizemos que n é o seu numerador e p, o denominador. Podemos escrever:

n
Cn,p =

p

De modo geral, quando o expoente é n, podemos escrever a formula do desenvolvi-

mento do bindmio de Newton:

n n n
(a+b)" = a™b’ + a" ot + a" 2 a®b™.
0 1 2 n

Note que os expoentes de a vao diminuindo de uma unidade, variando de n até
0, e os expoentes de b vao aumentando de uma unidade, variando de 0 até n. O

desenvolvimento de (a + b)™ possui n + 1 termos.|5]

68



Observando os termos do desenvolvimento de (a + b)™, notamos que cada um deles

n
¢ da forma a PP,

Apéndice B: Série de Taylor
Uma série de Taylor é uma série de fungoes da seguinte forma:

/(@)

n!

f(z) = i an(r —a)" na qual a, =

n=0
Dito de outra maneira, uma série de Taylor ¢ uma expansao de uma func¢ao analitica
f(z) na vizinhanga de um ponto = a. Uma série de Taylor de uma dimensao é uma
expansao de uma funcao real f(z) ao redor do ponto em que x assume um valor

qualquer (digamos, “a”). Neste caso, escrevemos a série da seguinte maneira:

flae-o'  P@E—a?  f@e-o"

f@) = fa)e - a) + T2 m o

A constante a é o centro da série que pode ser considerada como uma funcao real
ou complexa. Se a = 0, a série também é chamada de Série de Maclaurin.

A série de Taylor associada a uma fungao f infinitamente diferenciavel (real ou
complexa), definida em um intervalo aberto Ja — r,a 4+ r| é a série de poténcias dada

por:

f) =3 T gy

Onde, n! é o fatorial de n e f™(a) denota a n-ésima derivada de f no ponto a.|6]

Com essa ferramenta, podem ser moldadas fung¢oes trigonométricas, exponenciais e
logaritmicas em polinémios.

Série de Maclaurin

A Série de Maclaurin é, basicamente, um caso especial da série de Taylor, na qual
a constante a adota um valor nulo, ou seja, a = 0. Logo abaixo podemos ver a Série

de Taylor:

o, S =a)  fla)e—aP [ —a)

fe) = fe)w=ay+ A OICE

1! 2! 3! n!
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Agora perceba que quando a = 0 temos uma modificacao na estrutura da série:

f(iU)Zf(O)(IB—O)O—{—f (0)<ﬁ_0) +f (O)(;_O) +f (0)(;_0) ++fn(0)(n$'—0)n

Logo:

_ f10)t  f2(0)2? | f3(0)2° Sm(0)z"
@) = JO) + == e ey e
Escrevendo a Série da Maclaurin de uma forma geral, definimos ela como:

fry =3 O
7

Série de Maclaurin para tg(x)
O primeiro passo para se obter tal série é fazer as derivadas do tg(z). Iremos fazer

intmeras derivas, afim de obter um erro relativo pequeno. Temos que:

R B
Derivadas:
L(p) — 1 iy 1 B l _
fH(z) cos?(z) f1(0) cos2(0) 1 1
2(p) — 2sen(x) 200 2sen(0) _0_
F(x) cos®(z) f#(0) cos3(0) 1 0
£(z) = 2(cos (ZZ;(?Sen (z)) = 3(0) = 2(cos ((2());(?6§en (0)) _ % _,
f(z) = 1686n($)(02;5‘85((x;>—1— sen?(z)) ~ £4(0 1636n(0)(060585(?8)+ sens(0)) _ g .
() = 16(cos*(z) + 3cos”(x)sen s:;ﬁa;gsen cos®*(x) + 10sen’(x))
= f5(0) = 16(cos*(0) + 3cos®(0)sen?(0) + 8sen3cos?(0) + 10sen’(0)) _ 16 _ 6

cos%(0) 1
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. T e~
Tendo calculado algumas derivadas para |z| < 5> VaImos comegar a substituicao na

série:

fOa PO P

fla) = tan(e) = (o) + ST+ LOHE L LR
1zt 022 222 0z*  162°

fla) = tan(x) =0+ T+ 5p + 50 0 )

ou seja,

f(2) = tan(z) +2x3+16$5+ +1x3+2x5+
6 120 3 15

Apéndice C: Solucao de uma equacao diferencial ordi-
naria

Vamos considerar, nesta introdugao, o caso geral de equacgoes diferenciais ordinérias
em R". Dada uma aplicacao f : U — R", definida em cada ponto (¢,z) de um aberto
Ude Rx R* = R"!, dizemos que

/
' = f(t,x)
é a equacao diferencial ordinaria em R" definida por f. Uma solucao dessa equacao
diferencial ordinaria, as vezes denominada curva integral da equagao, ¢ um caminho
x I — R" definido e derivavel num intevalo I de R, com grafico inteiramente contido

em U e velocidade determinada por f, ou seja, tal que, para cada t € I,

(t,2(t)) € Uea'(t) = f(t,x(t)).
O sinal ' de derivagao sempre indica a derivada em relacao a variavel escalar, ou
temporal, que nesse caso é dado por t.
Fixemos um ponto (tg,z9) € U é uma solugdo x : I — R de 2/ = f(t,x). Se
to € I e também xz(tg) = x, dizemos que essa solucdo satisfaz a condigao inicial

x(tg) = x ou, entao, o problema de valor inicial [§]

{2/ = f(t,x),2(ty) = xo
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A seguir enunciaremos o Teorema de existéncia e unicidade de equagoes de E.D.O.

Teorema 3. Considere o problema de valor inicial

dy
y(to) = Yo

3}
Se f(t,y) e 8_f sao continuas no retingulo
Y

R={(t,y) e R¥la<t<B,d<y<r

contendo (to,yo), entao o problema tem uma unica solu¢ao em um intervd-lo contendo
to

Apéndice D: Crescimento assintética de funcoes, nota-
cao O

Na matematica introduzimos varios tipos de notagao assintotica que sao usadas
para comparar o desempenho e a eficiéncia de algoritmos. Como veremos, o tempo
de execugao assintotica de um algoritmo da uma simples, e independente da méaquina,

caracterizacao de sua complexidade. Ver em [9]
Definigao 2. : Seja g uma fung¢ao g : R — R. O conjunto de O(g) € definida como
O(g) =4{f|Fc >0, Jxg >0,V > 29 : 0 < f(z) < cg(x)}.

Em outras palavras f € O(g) se, e somente se, existem constantes positivas ¢, e g,
de tal modo que para todos os © > xg, a desigualdade 0 < f(z) < cg(x) é satisfeita.

Dizemos que f é grande O de g, ou que g é um limite superior assintética para f.

Exemplo 18. 2n®+100n estd em O(n?). De fato, para todo n > 1 temos, 2n3+100n <
2n3 +100n3 < 102n3. Outra maneira de provar que 2n® + 100n estd em O(n®): para
todo n > 100 tem-se 2n>® 4+ 100n < 2n3 + n.n.n = 3n3.
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