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RESUMO

SILVEIRA, Tiago Loyo. A Razdio Aurea Na Botinica — Priticas Contextualizadas
Utilizadas Como Elemento De Motivacido Da Educacado Matematica. 2018. 95 f.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional — PROFMAT).
Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ.
2018.

A temadtica central desse trabalho € o uso em sala de aula da interacdo entre a Matemdtica e a
Botanica. A justificativa para a escolha da tematica abordada € a presenca inegdvel de
elementos matemdticos na Biologia e a harmonia resultante da combinagdo destes. Para
apresentar e relacionar essas duas diferentes dreas, iremos descrever os conceitos por trds do
ndmero irracional, Fi (®), que € resultado de uma razdo, denominada Razio Aurea.
Primeiramente, traremos o contexto histérico, no qual s3o apresentados os nomes dos
principais matematicos, filésofos e pensadores por tras da projecio da Razio Aurea. Nesse
caminho, veremos que diversos matematicos contribuiram para a evolucdo dos conceitos
sobre a Razdo Aurea, sem saber que o faziam. Em seguida sdo descritas as construcdes e
bases tedricas para o campo observacional, que serd de grande importancia para o bom
desenvolvimento das atividades de sala de aula, aqui propostas. Entdo, sua presenca serd
observada por meio de imagens, que demonstram com os nimeros a Razdo Aurea em suas
estruturas. A contextualizacdo do tema € proposta de uma forma dinamica dentro e fora da
sala de aula. Buscamos que essa contextualizagdo com elementos naturais, onde o homem nao
exerceu influéncia em suas formas e padrdes, possa contribuir para a motivagdo dos alunos.
Esperamos que a ideia de que estudar Matematica € sempre resolver calculos no papel, sem
que essa tenha uma relagdo natural com o mundo real, seja modificada na concepcao do
aluno. Sugestdes de atividades serdo apresentadas com o objetivo de auxiliar o professor
durante a abordagem da contextualizagio entre Razdo Aurea e a Botanica. Porém, diversas
outras atividades podem ser desenvolvidas dentro desse tema. A aplicacdo de algumas dessas
atividades faz parte desse trabalho, bem como uma pesquisa com os alunos sobre os
resultados obtidos através dessa aplicag@o. E assim, embora um observador leigo possa passar
toda uma vida sem perceber a beleza e o propdsito 16gico por trds de vérias espécies em seu
jardim - ap0s a leitura deste trabalho, o leitor serd apresentado a uma nova forma de encarar a
Matemitica. Concluindo que a contextualizacao é um elemento indispensdvel a motivagdo do
aluno, e que sem essa motivagao, o aluno ndo consegue visualizar a matemaética ao seu redor e
suas aplicacdes concretas.

Palavras-chave: Razao Aurea; Fibonacci; Botanica; Filotaxia; Contextualizacdo.



ABSTRACT

SILVEIRA, Tiago Loyo. The Golden Ratio in Botany - Contextualized Practices Used as
Element of Motivation in Mathematics Education. 2018. 95 f. Dissertation (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT). Instituto de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ. 2018

The central theme of this work is the use in the classroom of the interaction between
Mathematics and Botany. The justification for choosing the subject is the undeniable presence
of mathematical elements in Biology and the harmony resulting from their combination. To
present and relate these two different areas, we will describe the concepts behind the irrational
number, Fi (@), which is the result of a reason, called the Golden Ratio. First, we will bring
the historical context in which the names of the main mathematicians, philosophers and
thinkers are presented behind the projection of the Golden Reason. In this way, we will see
that several mathematicians contributed to the evolution of concepts about the Golden
Reason, without knowing that they did. Next, the theoretical constructions and bases for the
observational field are described, which will be of great importance for the good development
of classroom activities proposed here. Then their presence will be observed by means of
images, which demonstrate with numbers the Golden Reason in their structures. The
contextualization of the theme is proposed in a dynamic way inside and outside the
classroom. We seek that this contextualization with natural elements, where man has not
exerted influence in its forms and patterns, can contribute to the motivation of the students.
We hope that the idea that studying mathematics is always to solve calculations on paper,
without having a natural relation with the real world, is modified in the student's conception.
Suggestions for activities will be presented with the objective of assisting the teacher during
the approach of the contextualization between Golden Reason and Botany. However, several
other activities can be developed within this theme. The application of some of these activities
is part of this work, as well as a research with the students about the results obtained through
this application. And so, while a lay observer can spend a lifetime without realizing the beauty
and logical purpose behind various species in his garden - after reading this work, the reader
will be introduced to a new way of looking at Mathematics. Concluding that contextualization
is an indispensable element of student motivation, and that without this motivation, students
can not visualize the mathematics around them and their concrete applications.

Keywords: Golden Ratio; Fibonacci; Botany; Phyllotaxis; Contextualization.
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1 INTRODUCAO

Conhecida desde a Antiguidade, a Razao Aurea, possui diversos nomes, Numero
Aureo, Nimero de Ouro, Secao Aurea, Divina Proporcao, entre outros nomes. O Fi (®), letra
grega que representa a Razio Aurea é, em muitos aspectos naturais, muito mais presente que
seu “primo”, o Pi (), também irracional, ainda assim, continua bem menos conhecido. O que
haveria em comum, por exemplo, entre o quadro “O Sacramento da Ultima Ceia”, de
Salvador Dali, as magnificas conchas espirais de alguns moluscos, a formagao espiralada das
galdxias e a forma como os coelhos procriam? A resposta: a Razdo Aurea.

Este trabalho deixa de se ater nas aparicdes da Razdo Aurea onde o homem foi o
arquiteto da obra, como por exemplo, em construgdes ou artes, e se dedica a um dos ramos
das ciéncias naturais, a Botanica. Isso porque, devido aos impressionantes efeitos da Razao
Aurea, ao longo da histéria, muitas inverdades foram atribuidas a ela, como nas medidas das
piramides do Egito. Porém, esse trabalho busca motivar os alunos ao estudo da Matematica
apresentando propostas concretas, cujas formas ndo sofreram intervencdo humana. Dessa
forma, o aluno tende a enxergar a Matemadtica como uma linguagem criada pelo homem capaz
de explicar fendmenos naturais, entdo perceber que ele precisa dela para facilitar a
compreensio do mundo a sua volta. Por isso serdo abordados os pontos onde a Razdo Aurea
surge naturalmente e serdo citadas hipéteses dessas inesperadas associagdes naturais. Seria
pretensioso demais querer provar o porqué desse aparecimento, mas serdo analisadas algumas
teorias sobre o assunto, bem como apresentados fatos e ilustragdes que t€m o objetivo de fazer
o leitor formular suas hipdteses e tirar suas conclusdes da presenca da Matemadtica em nosso
cotidiano.

Assim serdo apresentadas propor¢des dureas presentes na Botdnica, na intencdo de
despertar a curiosidade sobre os nudmeros, dando ao aluno a possibilidade de encontrar
Matemitica ao olhar para um abacaxi, ou quando observar o crescimento de uma planta, ou
em uma simples margarida.

Portanto, a pesquisa optou por um recorte e utilizou a presenga do Nimero de Ouro na
Botanica. Abrangendo os grupos vegetais, suas formas e formatos, a Botanica torna o campo
de pesquisa observacional muito mais amplo, fazendo assim com que as comprovagdes das

existéncias dureas se deem por meio de populagdes e seus espacos amostrais naturais.
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A filotaxia € um ramo da botanica que estuda a forma, formato e fun¢do das folhas. E
um campo de pesquisa muito abrangente e por isso ndo pode deixar de ser incluido nesse
estudo, considerando a forte ligagio com o Nimero Aureo.

Portanto, o fascinio por este nimero € notado de forma quase natural quando tomamos
esse caminho. E claro que a Boténica é apenas uma pequena parte das existéncias naturais da
Razao Aurea, entretanto, € um caminho belo e facil de ser observado.

Quase todo professor de Matemadtica que trabalhe com turmas de educacgdo bdsica ja
ouviu frases desmotivadas dos alunos, como: “nunca vou usar isso!”, “tenho raiva de quem
inventou a Matematica”. Frases ou atitudes como essa devem nos incomodar para o fato de
que a Matemadtica ndo tem feito sentido para esses alunos.

Muito se fala em uma educacdo contextualizada. De fato, pouco se pode afirmar a
respeito da geracdo que tem sido educada sob esse aspecto. Porém, o que se pode afirmar é
que temas bem contextualizados, ou vistos sob um ponto de vista real, despertam um maior
interesse, e normalmente sdo assimilados com maior facilidade.

Dessa forma, nosso objetivo geral serd fazer com que o aluno reflita sobre o fato de
que a Matemadtica € autossuficiente e inerente ao mundo, independente da intervencdo
humana, que apenas criou simbolos para representar fendmenos que existem por si mesmos.
Para isso, faremos a contextualizacio da Razdo Aurea em aspectos naturais da Botinica,
trazendo ao aluno a percep¢do da Matematica e a leitura do mundo a sua volta por meio dela.

O objetivo especifico desse trabalho é apresentar algumas sugestdes de atividades para
o0 uso contextualizado da Razdo Aurea, nio somente associados 2 Botanica, buscando motivar
os alunos com uma Matematica mais visual.

A metodologia adotada serd inicialmente por meio de aulas expositivas, na inten¢do de
que o aluno compreenda o que é a Razdo Aurea e como a sequéncia Fibonacci se associa a
ela. Na sequéncia o aluno ird conhecer construcdes bdésicas relacionadas. Por fim, o aluno
poderd experimentar as atividades contextualizadas relacionadas 2 Razdo Aurea, tendo assim
a compreensdao de uma matematica que € utilizada para representar fenOmenos naturais a sua
volta.

No capitulo 2 serd abordado um pouco da histéria do Nimero Aureo, seus principais
pensadores e estudiosos. Nesse caminho, serd apresentada a histéria da descoberta dos
incomensuraveis, nimeros que ndo podem ser representados por uma fracdo de ndmeros
inteiros, e a da prépria Razdo Aurea. E dificil datar e confirmar o periodo de sua descoberta,

mas pode-se presumir os potenciais pensadores e filésofos que se depararam com os
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incomensuraveis, e seguindo essa linha, existem as teorias mais aceitas da origem da Razdo
Aurea.

Fibonacci e sua sequéncia serdo apresentados como ligacio para a Razio Aurea. Serd
mencionada a relagdo da sequéncia de Fibonacci e a razao que leva ao Numero de Ouro.

Em seguida, no capitulo 3, serfio abordados propriedades geométricas da Razdo Aurea,
seu conceito e suas construcoes. As formas algébricas de se chegar ao Niimero de Ouro serdo
abordadas de uma forma mais breve, pois nao € o objetivo deste trabalho bem como as
comprovacgdes e demonstragcdes, mas por necessidade minima algumas serdo exemplificadas.

Muitas construgdes que envolvem o Nimero de Ouro serdo desenvolvidas a partir da
ideia inicial, embora seja impossivel exemplificar todas as abordagens. As construcdes
escolhidas serdo aquelas que possuem relagdo intima com a Botanica, tais como: o Segmento
Aureo, o Angulo Aureo, a Espiral Logaritmica e as figuras dureas que nos levam a estas
construcoes.

Por motivos didéticos, as construcdes serdo detalhadas. Assim, o leitor terd uma
experiéncia na construcdo das proporcdes dureas e caso seja educador, poderd utilizar o
material no dia a dia em sala de aula.

O capitulo 4 fard a ligacdo entre a Razdo Aurea e alguns elementos da Boténica. Nesse
capitulo serdo apresentadas diversas imagens, inclusive, algumas sendo fruto desse trabalho.
As associagdes entre os componentes dureos e a Botanica serdo feitas, citando as relacdes com
a sequéncia de Fibonacci e com as constru¢des dureas. Os exemplos das apari¢des da Razao
Aurea na natureza pretendem transmitir a ideia de relacdo intima entre a observacio e a
demonstracdo, entre o tedrico e o prético, que acabam complementando-se.

O cerne desse trabalho situa-se no capitulo 5, que apresentara diversas sugestdes para
a aplicacdo da Razdo Aurea em sala de aula. Inicialmente serdo abordados fatores que podem
contribuir para o melhor desempenho dos alunos, bem como um maior interesse pela
Matematica. Se a Matematica na Botanica tiver sido apresentada de uma forma agradavel e
concreta, serd razodvel esperar que o conhecimento transmitido dessa forma seja mais atraente
para os alunos. Em seguida sugestdes de ligacdo entre o Nimero de Ouro e outros tépicos
serdo apresentadas, sempre buscando a botanica como ideia central do trabalho.

Ainda no capitulo 5, veremos os resultados da aplicacdo de algumas dessas praticas
em sala de aula, e no item 5.3 poderemos ver o resultado de uma pesquisa feita apds a

aplicacdo das mesmas.
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Assim, algumas teorias sobre os motivos que levam ao surgimento do Nimero de
Ouro na Boténica serdo mencionadas. A pesquisa procura esclarecer que a maioria dessas
associagdes ainda necessita de estudos e comprovacdes mais detalhadas, que sd@o o cerne do
rigor cientifico, porém, que nao foi o objetivo desse trabalho.

Encerraremos este trabalho com a expectativa de ter aberto ao leitor e ao aluno que
tenha participado das atividades aqui propostas, uma nova janela de possibilidades. Seja para

enxergar padrdes naturais, seja para trabalhar uma diferente forma de contextualizacao.
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2 UM BREVE HISTORICO DA RAZAO AUREA

Nesse capitulo, faremos uma sintese da abordagem histérica da Razdo Aurea. Dessa
forma, acreditamos que serd possivel visualizar melhor a evolugdo dos conceitos e
conhecimentos sobre essa razao.

Por volta de 300 a.C., Euclides (2009) definiu uma propor¢do derivada da simples
divisao de uma linha no que chamou de “razao extrema e média”.

Uma linha reta € dividida em dois segmentos na razao extrema e média quando, assim
como a linha toda (AB) estd para o maior segmento (AC), o maior segmento (AC) estd para o
menor (CB). Foi com uma defini¢cdo semelhante a essa que Euclides apresentou pela primeira

vez a Razao Aurea.

® ®
A C

Figura 1 - Segmento Aureo.
Fonte: O Autor.

o v JNC)

Em outras palavras, se a razdo do comprimento de AC para CB for igual a razdo de
AB para AC, entdo o segmento foi dividido na razdo extrema e média ou na Razio Aurea.

Conforme Euclides (2009), o conhecimento da razdo extrema e média, vem desde a
Antiguidade, mas foi somente no século XIX que essa razdo recebeu o titulo honorifico de
“Ntdmero Aureo”, “Razdo Aurea” e “Secdo Aurea”. O livro de Luca Pacioli', do comego do
século XVI, chegou a chamé-la de “Propor¢do Divina” (BERTATO, 2008).

Proporcio € uma palavra que utilizamos para fazer comparagdes entre partes,

tamanhos ou quantidades. Na Matemadtica essa palavra € utilizada para determinar e igualar

~ . , A (9 . . . . (6
razdes, tais como: nove estd para trés (5) assim como seis estd para dois (5)
Livio (2009) descreve como as lendas Matemadticas contam que quando Hipaso de

Metaponto descobriu, no século V a.C., que a Razdo Aurea ¢ um nimero que ndo € nem

Luca Bartolomeo de Pacioli, nasceu em Sansepolcro em 1445, foi um monge franciscano e célebre matemético italiano. E
considerado o pai da contabilidade moderna



19

inteiro e nem uma fracdo de dois nimeros inteiros, isso o deixou totalmente chocado e
também aos outros seguidores de Pitdgoras.

Isso significa dizer que a razdo entre AC e CB, ndo pode ser expressa por um
quociente de dois nimeros inteiros. Dois segmentos com estas caracteristicas sdo chamados
incomensuraveis. Ou seja, a razdo entre AC e CB € um ndmero irracional e, portanto, possui
representacao decimal infinita e ndo periddica, a saber, 1,6180339887...

O ndmero 1,61803..., ¢ um nimero surpreendente. Mas poucas sdo as pessoas que ja

ouviram falar dele.

... na literatura Matemdtica profissional, o simbolo habitual para a Razio Aurea é a
letra grega tau (7, que significa “o corte” ou “a se¢@o”). Entretanto, no inicio do
século XX, o matematico americano Mark Barr deu a razao o nome de Fi (®) ou
minusculo (@), a primeira letra grega no nome de Fidias, o grande escultor grego
que viveu entre 490 e 430 a.C. (LfVIO, 2009, p 16)

Fidias foi quem construiu o “Partenon de Atenas” e o “Zeus” no templo de Olimpia,
uma das sete maravilhas do Mundo Antigo. Alguns historiadores de arte dizem que Fidias

fazia uso frequente da Razao Aurea em suas esculturas, por isso Barr o homenageou.

Figura 2 — Réplica do Parthenon em Nashville, Tennessee, Estados Unidos.
Fonte: Disponivel em: <http://www.touristlink.com.br/Estados-Unidos/partenon/overview.html>.

Por outro lado, o préprio Livio (2009), afirma existirem autores que discordam da
aplicacdo da Razdo Aurea no Parthenon, tio pouco, existem comprovagdes sobre quais sao as
dimensdes da estdtua de Zeus. Portanto € dificil a comprovacao da aplicabilidade da Razao

Aurea nas obras supracitadas.
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Segundo Livio (2009, p.16): “De fato, provavelmente é correto dizer que a Razdo
Aurea tem inspirado pensadores de todas as disciplinas mais do que qualquer outro niimero na
histéria da Matematica”.

E possivel que antes de Fidias, Pitdgoras tenha sido o primeiro matematico a deparar-
se com 0s incomensuraveis, € sabendo ou ndo, com o préprio ®.

“Pitagoras nasceu por volta de 570 a.C. na ilha de Samos, no mar Egeu” (LIVIO,
2009, p. 37). Fundou uma espécie de sociedade secreta de estudiosos em filosofia e ciéncias,
em geral, conhecida como Escola Pitagérica ou simplesmente os Pitagéricos.

Tanto Boyer (1996) quanto Livio (2009) concordam em ndo haver provas que
confirmem a descoberta dos numeros irracionais pelos hindus ou mesmo se o proprio
Pitagoras conhecia tais nimeros, mas algumas evidéncias apontam para esta possibilidade.

O que se pode constatar € que os Pitagéricos utilizavam a estrela de cinco pontas € o
pentdgono como simbolos geométricos aos quais eles atribuiam poderes misticos.

Apesar da utilizagdo do pentdgono e do pentagrama pelos pitagdricos como elementos
simbolicos caracteristicos, Pitdgoras ¢ notadamente conhecido pelo seu famoso teorema da
hipotenusa de um tridngulo retangulo, segundo o qual a soma dos quadrados dos catetos €
igual ao quadrado da hipotenusa, lado oposto ao angulo de 90°. Seguindo o desenvolvimento

desse teorema, talvez os pitagéricos tenham se deparado com a diagonal de um quadrado de

lado 1, o que resultaria uma hipotenusa igual a v/2. Assim os pitagéricos teriam encontrado os
segmentos incomensuraveis.

Se construirmos um pentadgono regular e tracarmos as cinco diagonais, elas formam
um pentdgono regular menor (Figura 3) e as diagonais do segundo formam um terceiro
pentdgono regular, que € menor ainda. Podemos repetir o processo indefinidamente e sempre
encontraremos um pentdgono cada vez menor, veremos no proximo capitulo que a relagao
entre o lado do pentdgono e sua diagonal, ndo resulta em um nimero racional. Na verdade,
resulta exatamente no Ndmero Aureo. A Figura 3 representa a auto propagacio da Secdo

Aurea no pentdgono regular.
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Figura 3 - Pentdgono Pitagoérico.
Fonte: O Autor.

A construcio dessa auto propagacio e sua relacio com a Razdo Aurea serd
apresentada no préximo capitulo.

Nao ha documentos que provem que realmente os Pitagdricos sabiam dessa
propriedade, mas, segundo Livio (2009), a sugestdo da relacdo entre pentdgono e pentagrama
€ aceitdvel, o que teria levado o pitagérico Hipaso de Metaponto a descoberta dos

incomensurdveis. Entdo ndo seria v2 mas v/5 que primeiro revelou a existéncia de medidas

) L. . N . a x V5-1 -
mcomensuravels, pois a SOlugaO da €equagao ; = E nos leva a T como sendo a razao

entre o lado de um pentdgono regular e a diagonal.

Segundo Boyer (1996, p. 50), “a esséncia de tudo, tanto na geometria como nas
questdes praticas e tedricas da vida do homem, pode ser explicada em termos de arithmos, ou
das propriedades intrinsecas dos inteiros e suas razdes, era um artigo de fé fundamental do
pitagorismo”. Entao a descoberta desses nimeros irracionais, como diz a lenda, fez com que,
aturdidos, os Pitagdricos se sacrificassem apavorados. Algo desse tipo era um erro césmico,
ou ao menos deveria ser mantido em segredo.

Segundo Livio (2009), alguns historiadores defendem a tese de que os Pitagdricos
mataram Hipaso por tal descoberta e erigiram uma l4pide a ele, outros afirmam que a lapide
foi erigida apenas por simbolismo da morte de Hipaso para a Escola Pitagérica.

Platio surge na histéria da Razdo Aurea de uma forma indireta. Ele mesmo nunca
escreveu sobre ela de uma forma direta, mas em Timeu, ele descreve cinco possiveis sélidos
regulares como fundamento da harmonia do Universo. Seus estudos serviram de base anos

depois, para que Euclides escrevesse Elementos (EUCLIDES, 2009). Em seu livro, Euclides
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demonstra a criagdo dos sélidos platonicos e sua estreita relacdo com o segmento dureo,
portanto, fica registrada a presenca de Platdo na histéria da Razdo Aurea.

Ainda sobre Hipaso de Metaponto, Livio (2009, p. 49) escreve: “Muitos pesquisadores
— entre eles Kurt Von Fritz, em seu artigo intitulado ‘A descoberta da incomensurabilidade
por Hipaso de Metaponto’, publicado em 1945 — sugerem que os pitagéricos foram os
primeiros a descobrir a Razdo Aurea e a incomensurabilidade”. De fato pode-se tracar uma
relacdo: sabe-se que o simbolo que representava a sociedade dos pitagéricos era o
pentagrama, o pentigono ou o pentigono com O pentagrama inscrito. Mas esses poligonos
estdo diretamente associados ao segmento dureo, o que nos leva realmente aos discipulos de
Pitagoras.

Alguns autores argumentam que o surgimento da Razdo Aurea é anterior aos
pitagéricos. Esses autores se baseiam em diversas fontes, uma delas seria a apari¢ao da Razao
Aurea nas piramides no Egito. Acontece que muitos truques de prestidigitagio numérica
ocorrem relacionados 2 Razdo Aurea, e por descaso, muitos autores as propagam sem
confirmar as fontes. Acreditamos que a repeti¢do sem critérios de uma informacao equivocada
pode conferir-lhe valor de verdade ao longo dos anos.

No caso das Piramides do Egito, diversos autores escreveram sobre suas dimensoes
aureas. Gazalé, M. J., escreveu em seu livro Gnomon: Dos faradés aos fractais (1999):
“Disseram que o historiador grego Herédoto aprendeu com os sacerdotes egipcios que o
quadrado da altura da Grande Piramide € igual a drea da sua face lateral triangular”. Essa
afirmacdo € de extrema relevancia, porque significa dizer que a Grande Piramide foi projetada
de forma que a razdo entre a altura de sua face triangular e metade do lado da base, seja igual
a Razdo Aurea.

Livio (2009), alerta para o fato de que afirmagdes como essa, tem corroborado para
que os autores afirmem que “as piramides” possuem propor¢des dureas.

Entretanto, ainda segundo Livio (2009), tais informacdes baseiam-se em uma traducio
equivocada do livro Euterpe de Herddoto. As informacdes se baseavam em uma pirdmide
com altura de 244 metros e base quadrada com os lados medindo os mesmo 244 metros.
Quando na verdade a altura real € de aproximadamente 147 metros, e sua largura € de cerca
de 230 metros, ainda longe dos 244 metros calculados, portanto, as medidas utilizadas sdo
inexatas, o que invalida as afirmativas.

Sao dados, como esses, errados ou manipulados de forma engenhosa a fornecer

propor¢des dureas que motivaram esse trabalho no campo das ci€ncias naturais, ambiente no
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qual os nimeros surgem de forma espontinea e sem questionamentos, requerendo apenas
compreensao.

De fato, é quase impossivel determinar a origem dos irracionais ou da Razdo Aurea.
Talvez tenha surgido da relacdo infinita entre o pentagrama, seus lados e suas diagonais,
simbolo dos Pitagéricos, ou da relacio entre o quadrado e suas diagonais.

Para tratar da historia da Razao Aurea, nao podemos deixar de abordar Euclides. Esse
pode nao ser o nome do maior mateméatico de todos os tempos, mas é sem divida um
personagem unico para a histéria da Matematica, ja que decidiu reunir todo o conhecimento
matemadtico de seu tempo em um dnico acervo, que chamou de Elementos.

Boyer (1996) e Livio (2009), contam sua histéria: Por volta de 306 a.C., Ptolomeu I,
ap6s a morte de Alexandre (o Grande), adquiriu o controle da cidade de Alexandria,
importante entreposto comercial e cultural. Uma de suas primeiras a¢des foi a instalacdo de
algo equivalente a uma universidade, mais tarde chamado de Universidade de Alexandria.
Entre os membros dessa universidade encontrava-se Euclides, autor da obra mais conhecida
da histéria da Matematica — Elementos (Stoichia). Até o século XX, somente a Biblia havia
vendido mais exemplares.

Com base nos estudos contidos nos Elementos € possivel que Euclides tenha estudado
em Atenas com alguns alunos de Platdao, porém seus estudos e sua naturalidade sdo incertos.

Elementos, uma obra composta por treze volumes aborda basicamente Geometria e
Teoria dos Numeros. Euclides faz questdo de mencionar os autores originais. Acrescenta
ainda, seus proprios conhecimentos a obra, além da importancia de reunir na coletanea
séculos de conhecimento matemaético.

Ap0s apresentados alguns fatos historicos, e ressaltando a relevancia de Euclides para
a Matemadtica, em especial para a geometria plana, que ficou mais tarde conhecida como
Geometria Euclidiana, estabeleceremos a relagdo entre Euclides e a Razao Aurea.

Em Elementos, um acervo de tamanha importancia Matemadtica, a definicdo da Razao
Aurea é citada e exemplificada diversas vezes durante os treze volumes, o que contribuiu para
uma grande divulgacdo do Nimero Aureo, ou Ndmero de Ouro. Durante a idade Medieval, o
livro foi traduzido para diversos idiomas. A primeira definicio da Razdo Aurea (“razdo
extrema e média”) € feita de forma indireta no livro II. Outra defini¢do mais objetiva € feita
no livro VI. A Razdo é especialmente usada por Euclides no livro 1V, para a constru¢ido de um

pentagono, e no livro XIII para construir um dodecaedro e um icosaedro.
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Ao longo deste trabalho demonstraremos a relevincia da Razdo Aurea para a
constru¢do de um pentigono regular, ressaltando para tanto a importancia de Euclides na
divulgacdo da Razdo Aurea.

“As nove figuras dos hindus s@0 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 1. Com estas nove, € com o0 simbolo
0 [...] podem se escrever todos os nimeros [...]” (LEONARDO FIBONACCI, 1228)

Foi com essas palavras que Leonardo de Pisano, ou Leonardo de Pisa, também
conhecido como Fibonacci, comegou seu primeiro livro, Liber Abaci (Livro do Abaco) em
1202. Nessa época poucos na Europa conheciam os algarismos hindus. Apenas alguns poucos
estudiosos e comerciantes tinham contato com essa forma de escrita dos niimeros.

Boyer (1996) e Livio (2009) nos contam que Leonardo de Pisa (1170 — 1250) era filho
de um comerciante, o que fez com que Leonardo conhecesse vdrias regides do norte da Africa
e da Asia, onde teve contato com os algarismos hindus. O apelido Fibonacci foi introduzido
provavelmente pelo historiador de Matemaética Guillaume Libri.

No Liber Abaci, Fibonacci faz a apresentacdo dos algarismos e afirma que eles,
juntamente com o sistema de valor posicional, eram um sistema muito superior a todos os
outros métodos conhecidos até entdo.

A cidade de Pisa naquela época era um importante porto, que recebia uma intensa
movimentagdo comercial. Fibonacci certamente observou por diversas vezes os escribas da
época usando o dbaco, ou fazendo anotacdes de valores utilizando o sistema romano. Os
nimeros que hoje podemos representar com quatro algarismos poderiam ter facilmente mais
de uma dezena de simbolos em algarismos romanos, o que certamente tornava as operacdes
mais trabalhosas.

Para facilitar ou quase substituir o sistema posicional, os europeus usavam o dbaco,
mas operagdes diferentes de soma e subtragdo continuavam trabalhosas. No Liber Abaci,
Fibonacci descreve de forma detalhada o método indo-ardbico, ensina como fazer as devidas
conversoes entre os sistemas, além de trazer varios problemas do cotidiano resolvidos de mais
de uma forma pelo novo método, tornando assim os cdlculos bem menos trabalhosos.

Consequentemente o primeiro livro de Fibonacci fez tanto sucesso, que sua fama
chegou aos ouvidos do imperador Frederico II, que o chamou para resolver alguns problemas
que o matemdtico da corte ndo conseguia. Alguns dos problemas foram publicados em um
outro livro, intitulado Flor. Fibonacci publicou ainda Practica Geometriae (Pratica de

Geometria) obra na qual faz varias utilizacdes da Razdo Aurea para o calculo das diagonais e
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da drea do pentdgono e outras formas geométricas. Foram mais de quatro livros escritos, e um
tesouro inestimdvel somado a histéria da Matemdtica.

Seu primeiro livro foi realmente o mais fantéstico de todos. E foi nele, sem imaginar,
que Fibonacci fez um grande avanco para a Razdo Aurea. Em um problema aparentemente
simples sobre coelhos do Capitulo XII que dizia:

“Um homem p6s um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um
muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir deste par em um ano se,
supostamente todo més cada par da a luz um novo par, que é fértil a partir do segundo més?”
(LIVIO, 2009).

Obvio que a interpretagio seria de um casal de coelhos, e que esse casal sempre viesse
a gerar um novo casal, sem que nenhum dos coelhos morresse no periodo de tempo do
problema. Ao final dos doze meses, ndo devemos contabilizar o total de coelhos, mas sim
quantos casais haveria no total.

Fibonacci deu uma simples solucdo a esse problema, tentamos representar de forma

mais clara com o esquema (Figura 4), onde cada coelho representa, na verdade, um casal:

0 Meses Casais: 0
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Figura 4 - Coelhos de Fibonacci.
Fonte: Disponivel em: <https://www.estudofacil.com.br/sequencia-de-fibonacci/>.

Note que em cada linha o ndmero de casais adultos segue a seguinte sequéncia: 1, 1, 2,
3,5, ... e que cada termo desta a partir do terceiro € o resultado da soma dos dois termos

anteriores. Essa sequéncia ficou conhecida como Sequéncia de Fibonacci.
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A Sequéncia de Fibonacci ndo se limita a reproducdo de coelhos. O que tornou essa
sequéncia e seu autor tdo conhecidos, foi o fato de que ela surge nos mais diversos temas
mesmo sem percebermos. Infelizmente, nosso trabalho ndo teria como abordar tantos
aspectos, mas deixamos exemplos de ocorréncia da sequéncia, e a pesquisa fica a cargo do
leitor: na drvore genealdgica das abelhas, no nimero de galhos de algumas arvores, na dptica
de raios, entre outros diversos casos. Porém, ainda € preciso associar a Sequéncia Fibonacci a
Razio Aurea.

Vamos observar a razdo entre dois nimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci

(calculados aqui com seis casas decimais):

1/1 = 1,000000
2/1 =2,000000
3/2 =1,500000
5/3 = 1,666666
8/5 =1,600000
13/8 = 1,625000
21/13 =1,615385
34/21 = 1,619048
55/34 =1,617647
89/55=1,618182
144/89 = 1,617978
233/144 = 1,618056
377/233 = 1,618026
610/377 = 1,618037
987/610 = 1,618033

A medida que avancamos na sequéncia, a razdo entre esses niimeros torna-se cada vez
mais proxima do irracional @, oscilando uma posi¢ao menor e outra maior, mas a cada razao
aumenta a precisao das casas decimais.

Contudo, Livio (2009) ressalta que mais tarde ficou-se sabendo que qualquer
sequéncia de nimeros que tenha a mesma propriedade da sequéncia de Fibonacci, ou seja, que
o n-ésimo termo seja a soma dos dois termos anteriores, independente de qual seja 0 n-ésimo

termo escolhido, essa sequéncia também se aproximard de ®. A esse tipo de sequéncia em
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que an4+q = a, + a,_,, damos o nome de sequéncia de Lucas, em homenagem ao matemético
francés Frangois-Edouard-Anatole Lucas (1842-1891), que criou sequéncias com essas
caracteristicas, a partir da sequéncia de Fibonacci.

Essa tltima descoberta ndo diminui a importancia da sequéncia de Fibonacci, pois ndo
muda o fato de que ela estd inserida em diversos fendmenos naturais de forma inexplicavel e
fascinante. Pelo contrario, esse fato ressalta que o proprio @ é que estd relacionado aos fatos
naturais de uma forma no minimo misteriosa, uma vez que independente da sequéncia que a

origina ser a de Fibonacci ou de Lucas, encontraremos a Razdo Aurea.
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3 CONSTRUCOES AUREAS

A Geometria possui dois grandes tesouros. Um é o Teorema de Pitdgoras. O
outro, a divisdo de uma linha nas razdes extrema e média. O primeiro podemos
comparar a uma medida de ouro. O segundo podemos chamar de uma joia
preciosa. JOHANNES KEPLER 1571-1630)

3.1 O SEGMENTO AUREO

Retomemos o segmento que representa a razao extrema e média:

o e

®
A X c 1

Figura 5 - Segmento Aureo
Fonte: O Autor.

Basta chamar AC = x e CB =1, nesse caso 1 representaria qualquer unidade de
medida. Se a razdo entre x e 1 é a mesma que entre x + 1 (comprimento total do segmento
AB) e x, entdo o segmento terd sido dividido na razdo extrema e média. Fazendo as

substituicdes teremos:
x+1

)

X
1 X

logo x? = x+ 1, com x # 0, segue que x> —x — 1 = 0.

- . 145 . -
As solucdes da equacdo sdo x = - entretanto, consideramos apenas a solucdo

positiva, ja que estamos tratando da medida de um segmento: x = = 1,618, dessa

145
2
maneira, encontramos o Numero Aureo.
Agora vejamos como construir um segmento dureo com régua € compasso:
Dado um segmento AB qualquer, obtemos o ponto médio de AB da seguinte maneira:
com o centro do compasso em A e depois em B tracamos circunferéncias com raios maiores

que a metade do segmento AB, que se intersectam como mostra a Figura 6, ligando os pontos

onde o0s arcos se intersectaram.
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Figura 6 - Construindo o segmento dureo — 1° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.10.

Usando régua e compasso, tracamos uma reta perpendicular a AB, pelo ponto B com

metade do comprimento de AB;

A B

Figura 7 - Construindo o segmento dureo — 2° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.10.

Veja o tracado:

A M B

Figura 8 - Construindo o segmento dureo — 3° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.10.

Com o compasso faga centro em B, tracando uma circunferéncia que intercepte a

perpendicular no ponto C de raio BM (veja Figura 9).

&
r T

A M B

Figura 9 - Construindo o segmento dureo — 4° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.11.

O novo segmento BC € perpendicular a AB medindo a metade de AB. Unindo os

pontos A e C obtemos um tridngulo ABC (veja Figura 10);
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A B
Figura 10 - Construindo o segmento dureo — 5° Passo.

Fonte: Carvalho, 2008, p.11.

Com o centro do compasso em C abrindo até B, marcamos um novo ponto E em AC

(hipotenusa) do tridngulo (veja Figura 11);

A B

Figura 11 - Construindo o segmento dureo — 6° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.11.

Finalmente com o centro do compasso no vértice A, abrindo até E marcamos em AB o
ponto D (veja Figura 12). Este é o ponto que divide o segmento AB em média e extrema

razao, ou ainda, que AD € 1,618... vezes maior que BD.

A D B

Figura 12 - Construindo o segmento dureo — 7° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.12.

AB  AD
De fato, sendo AB = 1, mostraremos que 5= 5D
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Figura 13 - Construindo o segmento dureo — 8° Passo.
Fonte: Carvalho, 2008, p.12.

Como o tridngulo ABC € retangulo, pelo teorema de Pitdgoras:
2 2
(x+%) =12+(%) :>x2+x+%—1—%=0:>x2+x—1=0, equacio que

. - —-1+5 . . - ..
tem as seguintes solucdes x = — que nos leva a Razdo Aurea, solu¢do positiva x =

—1+/5

= 0,618.

3.2 0 RETANGULO AUREO

Denominamos retangulo dureo um retangulo em que a razdo das medidas de seus
lados € igual a ®. Adotaremos o retangulo (Figura 14) com proporcdes dureas entre seus

lados.

D
® .C
@ *

A B

Figura 14 - Retingulo Aureo.
Fonte: O Autor.

Seja ABCD um retdngulo dureo. Destacando o quadrado ADEF na Figura 15 do

EF

~ . . . .. AB
retangulo dureo na Figura 14, temos, de acordo com a definic¢ao, —===.
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D E o>
* @ @
* < <

A F B

Figura 15 - Retangulo Aureo.

Fonte: O Autor.

Como EF = AD = x, AB = a, temos FB = a — x e assim,

a X 5 5
— = ox“t+ax—a* =0
X a—x

Como x € positivo, obtemos

EF 5 . ) ) . .
Portanto, == @ e, entdo, o novo retangulo BCEF, interior ao primeiro, também &

aureo. Novamente, construindo um quadrado no novo retangulo dureo interior ao primeiro,
obteremos outro retingulo interior a este segundo, também nas propor¢des dureas, e este

processo € ad infinitum (ao infinito), sempre preservando a Razdo Aurea entre seus lados.

Figura 16 - Retangulo Aureo.
Fonte: O Autor.

O retingulo dureo possui ainda uma propriedade muito interessante. Segundo Livio
(2009, p. 103), ele € o unico retangulo com a capacidade de se replicar ao retirarmos dele um
quadrado, como apresentado na Figura 16, e ainda, se tracarmos uma diagonal em um
retangulo “pai” e uma diagonal no retangulo “filho” (retangulo pai € aquele que dd origem ao
lado do quadrado menor, e esse ird fazer parte do retangulo filho) na série, como na Figura 17,

e todas irdo se cruzar no mesmo ponto. Como os retangulos se replicam de uma forma cada
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vez menor até o infinito, essa propriedade levou o matematico Clifford A. Pickover a sugerir

o nome desse ponto de encontro das diagonais como “O Olho de Deus” (LIVIO, 2009 p.104).

Figura 17 - Retangulo Aureo.
Fonte: O Autor.

3.3 O TRIANGULO AUREO

Os debates a respeito da descoberta dos nimeros irracionais estdo centrados no

questionamento de sua origem: eles vieram do Teorema de Pitdgoras aplicado a um quadrado,

o que resulta na V2, ou eles vieram da razdo entre a diagonal de um pentdgono e seus lados,
que resulta no irracional ®.

Lembremos que o pentagrama era o simbolo da Escola dos Pitagoricos.

Se conectarmos todos os vértices do pentdgono por diagonais, iremos chegar a um
pentagrama, e se conectarmos as diagonais desse, voltaremos a outro pentigono menor no
centro, como mostra a Figura 18. E fato que essa repeticio pode ser feita indefinidamente.
Mas segundo Livio (2009, p. 48), a propriedade mais incrivel € que se olharmos os segmentos
de linha em ordem decrescente de comprimento (aqueles marcados com a, b, ¢, d, e, f na
Figura 18), podemos provar facilmente, usando geometria elementar, que cada segmento &
menor que seu antecessor por um fator que é exatamente igual 2 Razdo Aurea. Isto é a razdo
entre os comprimentos a e b € @, a razdo entre b e ¢ é @, e assim por diante.

Essas relacdes de comprimento encontradas, ndo podem ser expressas por razdes de
numeros inteiros, propriedade que define os irracionais. Simplificando, em um pentdgono

regular, a razdo entre a diagonal e o lado € igual a ®.
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Figura 18 - Pentdgono ad infinitum.
Fonte: O Autor.

Faremos a demonstracdo dessa relacao entre lado do pentdgono e suas diagonais:

Demonstragao:
Dado o pentdgono regular ABCDE (Figura 19), com lado / e diagonais AE = CE =d,

queremos provar que d € maior que | na razao de ®.

D

P C

A B

Figura 19 — Pentdgono regular.
Fonte: Exame Nacional de Qualificacdo 2015/1 - Disponivel em: < http://www.profmat-sbm.org.br/wp-
content/uploads/sites/23/2016/08/ENQ-20151_Gabarito_e_Pauta_ OFICIAL.pdf>.
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Temos que AD é base do tridngulo isésceles ADE, como ABCDE é regular, AED =
108°, logo DAE = ADE = 36°.

De maneira analoga, tracamos CE como base do triangulo CDE, e dessa forma, DEC =
ECD = 36° (Figura 20).

Entdo, temos que o tridngulo de base no lado DE e vértice no encontro das diagonais
P, também € is6sceles, com angulos 36°, 36° e 108°. Dessa forma, semelhante ao tridngulo
ADE de base na diagonal.

Note também, que o tridngulo APE também € isésceles de base PE (Figura 20), logo
PA =1

Entdo, podemos montar a razdao de semelhanga entre os lados e bases dos tridngulos

ADE e PDE.

A B
Figura 20 — Pentdgono regular.

Fonte: Exame Nacional de Qualificacdo 2015/1 - Disponivel em: < http://www.profmat-sbm.org.br/wp-
content/uploads/sites/23/2016/08/ENQ-20151_Gabarito_e_Pauta_ OFICIAL.pdf>.

PD DE d-1 1
4 =
EA AD l d

d?—ld=1*->d*-1ld-1>=0
Vamos resolver essa equagdo polinomial do 2° grau em d:

A= (=D)?% —4.1.(-1?)
A= 512
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Tomando a solugao geométrica, positiva, temos:

Agora, partindo da Figura 21, vamos desenhar apenas duas diagonais partindo do
mesmo vértice. Assim obtemos um tridngulo isésceles de angulos 36°, 72° e 72°, como
mostra a Figura 22. Se bissectarmos um dos angulos da base, obteremos um tridngulo menor
com os mesmos angulos. Mas a propriedade mais interessante, nesse caso, € que a bissetriz
corta o lado AC no ponto D (Figura 22), dividindo o segmento em razdo extrema e média.
Esse processo também pode ser repetido indefinidamente, criando vérios tridngulos isOsceles
cada vez menores e todos eles com as mesmas propriedades. A esse tridngulo chamamos de

Triangulo Aureo.

Figura 21 — Pentdgono Regular. Figura 22 - Tridngulo Aureo.
Fonte: O Autor. Fonte: O Autor.

3.4 RELACOES DO NUMERO AUREO COM A TRIGONOMETRIA

Demonstraremos agora a ligacdo existente entre uma equagdo trigonométrica e a

Razao Aurea.

. Vs .
Quais os valores de x € (O, ;) tais que tanx = cosx?
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Se analisarmos as fun¢des f e g expressas, respectivamente, por f(x) = cosx e
g(x) = tanx no primeiro quadrante do ciclo trigonométrico, observaremos que a solug@o da
equagdo, ou seja, o ponto no qual os graficos dessas duas fungdes se intersectam, di-se no

intervalo (0,2m; 0,25™).

b 1 tan (x)
= : sen(x)
0.
y=(1/®)=0,618...
o mmm—————— -5 VA "N, el L iy ey S
P
0.4 cos(x)
02
o £ 0.257
0.27 o4 : 25 \ }\
e 20,6662

Figura 23 — Grafico das fungdes sen(x), cos(x) e tan(x) no intervalo [0,27; 0,257].
Fonte: O Autor.

Vamos entdo, a resolucio da equagdo proposta:
senx

tanx = cosx & = Cc0oSX © senx = cos’x & senx = 1 — sen’x

CcCoSx

o sen’x+senx—1=0

Segue que:
_—1+V5 1
senx = > =3
Ou
1++5
senx = R =-0

Desconsiderando a raiz negativa, pois estamos no primeiro quadrante, temos:

_—1+V5 1
senx = 5 _CD
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Nao ¢ trivial obter manualmente uma representacao decimal para o valor do arco x no
1 . ~ .z
qual senx = 5 Porém, provamos uma relag@o entre o seno do arco x e a Razdo Aurea.
Utilizando softwares geométricos, € possivel calcular um valor aproximado para
1 .
X = arcsen (5)' Na Figura 23, podemos ver que o ponto P = (x,y) sobre o arco de seno

onde tanx = cosx tem coordenada de abscissa aproximadamente 0,6662... ou 0,2120...
radianos, que resulta x = 38,17270760...°

Ja o angulo dureo foi descoberto de uma forma um pouco mais sutil € com mais
observacgdo que de fato célculos algébricos. Segundo Livio (2009, p. 132), em 1837, os irmaos
Bravais, descobriram que em algumas espécies de plantas o angulo de abertura entre uma
folha e sua sucessora € em geral, proximo de 137,5° (Figura 32 e 54).

Se tomarmos um angulo de volta completa, 360°, e o dividirmos por ¢, encontraremos
222,5° sendo esse valor maior que a metade de uma volta (180°), deveriamos medi-lo indo no
sentido oposto, ou seja, devemos utilizar o menor angulo. Em outras palavras, deveriamos
subtrair 222,5° de 360°, o que nos resultaria em um angulo observado de 137,5°, conhecido
como Angulo Aureo.

Um processo inverso pode ser realizado ao considerarmos um arco de volta completa

(360°). Entao, vamos procurar qual o ponto onde esse arco serd dividido na Razao Aurea:

0° X° 360°

Figura 24 — Arco de volta completa dividido na Razdo Aurea.
Fonte: O Autor.

360 360 —x
360 —x  x
= (360 — x)2 = 360x
1080 + 3605
2

= 180(3 + V5)

I
=
I

Que tem como solugdes um arco congruo a aproximadamente 222,5° e outro de 137,5°.
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3.5 A ESPIRAL LOGARITMICA E A SUA ASSOCIACAO AUREA

Nesse trabalho, defendemos a ideia de que somos seres que pensamos por meio de
palavras e imagem. Quando vemos algo conhecido, inconscientemente associamos a uma
palavra, e de igual forma, quando ouvimos o nome de algo conhecido, associamos uma
imagem. E a maioria de nds quando escuta ou 1€ a palavra espiral, logo é tomado por imagens.

Sejam essas imagens pequenas ou grandes, em preto e branco ou coloridas, galdxias
ou caracdis. Dentre as diversas imagens possiveis, somente as formadas por individuos com
mentes brilhantes enxergariam padrdoes de angulos e crescimento dessas espirais e
questionariam se elas crescem ou se retraem? Sao finitas ou infinitas? Seguem padrdes ou sao
irregulares?

Entre os séculos XVII e XVIII, dois membros da familia Bernoulli, importante familia
de matematicos, entraram em um conflito tentando encontrar a solu¢do de um famoso
problema de Mecanica, conhecido como braquistécrona (do grego, “mais curto tempo”). Tal
problema consistia em achar a curva ao longo da qual uma particula, sujeita a forca da
gravidade, passaria no menor tempo de um ponto a outro.

Em face desse problema Jacques Bernoulli, passou a estudar espirais. Foi quando ele
conheceu a Razio Aurea. Sobre o assunto, ele escreveu um tratado intitulado Spira Mirabilis
(Espiral Maravilhosa). Segundo Livio (2009, p. 137), “Jacques ficou tdo impressionado com a
beleza da curva conhecida como espiral logaritmica que pediu que essa forma fosse gravada
em seu timulo junto com o lema que atribuiu a ela — “Eadem mutato resurgo” (embora

mudado, ressurjo o mesmo)”.

Figura 25 - Espiral Logaritmica.
Fonte: Disponivel em:
<http://www.ite.educacion.es/formacion/enred/web_espiral/matematicas/logaritmica/espiral%20logaritmica.htm
>,
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O nome dessa espiral advém de sua expressao analitica, que pode ser escrita na forma
de logaritmo do quociente entre os raios em diferentes posi¢des da espiral.

Retomando agora nosso pensamento sobre espirais, vamos refletir sobre a beleza da
espiral na Figura 25 e a frase na lapide de Bernoulli. Em qualquer ponto dessa espiral, ela serd
simplesmente igual, independente de seu crescimento. Esse padrdo de beleza e proporgdo é
encontrado em diversos ramos naturais, tais como: folhas, caramujos, furacdes, até galdxias.
De acordo com os objetivos deste trabalho, nos ateremos aos fatos e ocorréncias na Botanica.

Segundo Livio (2009), a cada aumento no comprimento, ocorre um crescimento
proporcional no raio, de modo a sua curva e forma se manter inalterada. Essa seria uma
defini¢do simples da Spira Mirabilis. Mas ela € ainda mais complexa.

A espiral logaritmica é conhecida também como espiral equiangular pelo fato de que
se tragarmos raios em qualquer ponto dessa espiral, o angulo que esses raios fardo em relacao
a uma tangente serdo sempre congruentes (Figura 26). Para saber mais sobre as espirais
logaritmicas, sua demonstracao e propriedades, consultar <

http://mathworld.wolfram.com/LogarithmicSpiral.html>.

Figura 26 - Espiral equiangular.
Fonte: Disponivel em: <http://www.mat.uc.pt/~picado/conchas/espiral.html>.

Uma forma simples para se construir uma espiral logaritmica, € comecar do retangulo
aureo e suas infinitas sucessoes (Figura 17). Tendo esses retangulos, basta tomar o encontro
das diagonais, como na Figura 17, e ir desenhando a espiral pelos quadrados, sempre um

quarto de volta em cada quadrado como na Figura 27.



41

= 0

Figura 27 - Espiral logaritmica partindo do retangulo dureo.
Fonte: O Autor.

Assim vemos a espiral construida preservando a Razdo Aurea. Mas ndo é s6 pelo fato
de construir uma espiral equiangular dentro dos multiplos retangulos dureos que ela estd
associada 4 Razdo Aurea.

A relacdo da espiral com a Razdo Aurea pode ser apresentada, por exemplo, através da
sequéncia de Fibonacci, uma vez que ela passa por angulos diagonalmente opostos de
quadrados sucessivos. Segundo Huntley (1985, p. 101), os comprimentos dos lados desses
quadrados formam uma série de Fibonacci. O processo de constru¢do pode ser melhor
explicado se considerarmos, segundo Zahn (2011, p. 38), que os menores quadrados
mostrados na Figura 28 possuem lado u#, o quadrado adjacente terd lado 2u; o quadrado
seguinte tem lado de comprimento 3u, o seguinte Su e assim por diante, resultando na série
lu, lu, 2u, 3u, Su, 8u, 13u ... Como vimos, essa propagagdo ird resultar em termos da
sequéncia Fibonacci cada vez maiores, e entdo, o quociente entre as medidas desse retangulo

estard cada vez mais proxima da Razdo Aurea.

8u

13u

5u

2u 1u

3u

Figura 28 — Retangulos da Sequéncia Fibonacci.
Fonte: O Autor.
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Outra propriedade curiosa dessa espiral é que, se tomarmos dois segmentos desta
espiral, de tamanhos diferentes, se ampliarmos um deles ou o reduzirmos adequadamente, eles
poderdo ser encaixados um ao outro perfeitamente, isso devido ao fato, citado anteriormente,

de que em qualquer ponto dessa espiral, o angulo entre uma tangente e o raio € constante.
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4 A PRESENCA DA RAZAO AUREA NA BOTANICA

Segundo Livio (2009, p. 11), Kelvin disse certa vez em uma conferéncia: “Quando nao
podemos expressar algo em nimeros, nosso conhecimento é do tipo escasso e insatisfatorio.”
O que Kelvin quis dizer € que a Matemdtica com sua logica precisa e inquestiondvel traz
seguranga ao ser humano.

Acreditamos que a maior parte dos leitores ja viveu a seguinte experiéncia: voce estd
fazendo uma prova objetiva, seja ela de concurso ou ndo, e chega a uma questdo de
Matematica na qual perde preciosos minutos, mas ao final encontra o resultado exato de uma
das alternativas. A sensa¢do de certeza do processo realizado nos traz seguranca, apesar da
possibilidade do resultado estar errado. Essa seguranga se dd pela confianga nos mecanismos
que usamos, 1+1 sdo sempre dois, assim como 3+22? sempre serdo sete. Quem puder resolver
equagdes astrondmicas complexas, por exemplo, com tanta certeza quanto podemos resolver
as equacdes anteriores, certamente saberd que o faz porque se utilizou de ferramentas exatas:
0s ndmeros.

Nesse contexto de exatiddo e comprovagio, a Razdo Aurea precisa ser trabalhada com
cautela e seriedade. Grandes feitos sdo atribuidos a Razao Aurea, mas nem todos sao reais ou
verdadeiros. Entdo, nos feitos naturais onde pesquisas podem atestar ocorréncias quase
absolutas, precisamos ter cuidado com as afericoes bem como devemos evitar o

sensacionalismo.

Euclides definiu a Razdo Aurea porque estava interessado em usar esta propor¢io
simples na construcdo do pentdgono e do pentagrama. Se esta fosse a unica
aplicacio da Razdo Aurea, este livro nunca teria sido escrito. O prazer que extraimos
desse conceito hoje se baseia principalmente no elemento surpresa. Por um lado, a
Razdo Aurea veio a se tornar a mais simples das fracdes continuas (mas também o
“mais irracional” de todos os ndmeros irracionais) e, por outro lado, o coracdo de
um niimero infinito de fendmenos naturais complexos. (LIVIO, 2009, p 257 - 258)

A Matemitica ndo surge na Botinica apenas por meio dos nimeros da Sequéncia de
Fibonacci e da Razdo Aurea. Propor¢des e formas geométricas podem ser observadas com
facilidade na natureza, e o desenvolvimento do estudo dos fractais, formas geométricas nao

euclidianas, tem estreitado os lagcos da Matematica e das ci€ncias botanicas.
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A geometria fractal estuda as propriedades e comportamentos de figuras mais
complexas que a geometria euclidiana (ou dimensdo topoldgica) abrange, descreve
situacdes que nao podem ser descritas pela geometria euclidiana, por esta falhar
nesses casos. A geometria euclidiana falha na descri¢do de formas encontradas na
natureza. A geometria fractal, em destaque a dimensdo fractal, tem utilizacdo em
varias areas cientificas, como no estudo dos sistemas cadticos, reconhecimento de
padrdes em imagens, tecnologia, ciéncias, artes e musica, etc.

O fractal € uma estrutura geométrica ou fisica, e geralmente sdo muito similares em
diferentes niveis de escala, porem nos fractais naturais essa caracteristica € limitada
em fungdo da escala. O objeto € composto por partes reduzidas com forma
semelhantes a dele proprio. O nome deriva do Latim fractus, que significa quebrado
ou fraturado. Varias estruturas naturais sdo do tipo fractal, sdo igualmente
complexas no detalhe e na forma global. A dimensdo de um fractal ndo ¢é
necessariamente um nuimero inteiro, podendo ter dimensdo fracionaria. A maioria
ndo se enquadra nas defini¢cdes tradicionais, e gera divida em relacdo a
comprimento, drea e volume destas entidades Matemadticas. Com a ampliacdo dos
fractais eles ndo perdem defini¢do, porque sempre possuem estrutura idéntica com a
original. (CLEMENTE, 2018)

Um exemplo de fractal na botinica pode ser observado em uma couve-flor. Se
observarmos um couve-flor por inteiro e depois ampliarmos a visao de apenas um de seus
pequenos ramos, poderemos perceber sua autossimilaridade. Os detalhes infinitos e

autossimilares sdo caracteristicas da Geometria Fractal.

Figura 29 — Corte transversal de uma Couve-Flor.
Fonte: Disponivel em: < http://www.snv.jussieu.fr/bmedia/Marche/chouRomanesco.htm>.

Uma das dreas de estudo da Botanica é a Filotaxia, que pode ser definida como o
estudo da propriedade de simetria das plantas em relacdo as suas funcdes em seu ambiente
natural (reproducao, fotossintese e filogénese); € o estudo da relagao das taxas de crescimento,

alometria e morfogénese do meristema apical. A Filotaxia estudada nesse trabalho teve como
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base Ferri (2006) e Jean (1984) que descrevem as relacdes matematicas, botanicas e suas
associagoes.

Uma defini¢do mais simples diz que filotaxia é a parte da Botanica que estuda a
disposic¢ao das folhas no caule.

Quando visualizamos uma grande &rvore com suas milhares de folhas, nao
conseguimos imaginar nenhum padrdo. Parece apenas ser uma confusdo de galhos e folhas
buscando um lugar ao sol, mas é justamente por trds dessa confusdo que estdo padrdes
matemadticos. Segundo Livio (2009), tais padrdes ja haviam sido notados por Pitdgoras,
Goethe, e Leonardo da Vinci, mas a observagdo desses padrdes ndo entrou no campo tedrico
por séculos.

Segundo Jean (1984), artigos sobre o assunto s6 comegaram a surgir por volta de 1950
com a expansdo da BioMatematica e seu novo ramo, a Phytomathematics, que nada mais €
que a abordagem matemadtica para o crescimento das plantas. Ainda segundo Jean (1984), o
estudo da Botanica consistia apenas em nomear e classificar plantas; Leonardo da Vinci foi
um dos primeiros a se surpreender com os padrdes regulares das plantas; Nehemiah Grew,
notdavel botanico, declarou que as plantas sdo um incentivo para pesquisas matematicas;
Goethe € o autor da famosa teoria da metamorfose das folhas. Esses foram alguns marcos no
avanco das relagdes Matemadticas na botanica.

Para entendermos a Filotaxia, precisamos conhecer alguns de seus objetos de estudo, e

o faremos baseado nas defini¢des de Ferri (2006):

1) Caule - € o elemento de ligacdo entre as raizes e as folhas. Possui, em seu interior,
um sistema de tubos, os vasos lenhosos e liberianos, que se encarregam do transporte de
materiais, em ambos os sentidos, entre a copa e o sistema radicular. Além disso, suportam o
peso da copa, no que sdo auxiliados por fibras que lhe dao grande resisténcia.

Distingui-se da raiz por apresentar, além das folhas, gemas ou botdes vegetativos, 0s
quais, ao se desenvolverem, dardo origem a ramos e a novas folhas.

2) Folha — é o 6rgdo da planta onde a elaboragao dos alimentos organicos, em
presenca de luz (fotossintese), se processa com maior intensidade. Para isso é dotada de um
pigmento verde, a clorofila, com a capacidade de fixar energia luminosa, energia essa
utilizada no preparo de material organico a partir de substancias inorganicas simples, como
dgua e gds carbonico. A 4gua, absorvida do solo pelas raizes, chega até as folhas através dos

vasos que ai formam um sistema de nervuras. O gis carbdnico € absorvido diretamente do ar
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atmosférico e se difunde na folha através de pequenos orificios, somente visiveis com o
auxilio do microscopio, os estomatos.

Para melhor realizar a fotossintese, a folha deve possuir uma superficie grande. Assim
se compreende a existéncia do limbo ou 1amina foliar. Essa se prende ao caule, muitas vezes,
por uma parte geralmente cilindrica mais resistente, o peciolo, cuja insercao no caule pode ser
direta ou através de uma expansao mais ou menos desenvolvida, a bainha.

Com o conhecimento das fungdes do caule e das folhas podemos chegar a conclusao
de que uma planta qualquer para sobreviver precisa, entre outras coisas, da luz. E nessa busca,
o caule tende a se ramificar, distribuindo galhos e folhas em uma disposicao que potencialize
a exposicdo a luz. Esse arranjo e crescimento possuem os padrdoes que Leonardo da Vinci
observou e que a filotaxia buscou teorizar. Esses padrdes variam de uma espécie para outra.
Os trés padroes possiveis de filotaxia sdo: oposta, verticilada e alterna.

O padrao de filotaxia que mais nos interessa nesse trabalho € o padrdo de filotaxia
alterna. Esse padrao se caracteriza pela presenga de s6 uma folha em cada n6. Nesse caso, em
um galho de folhas ainda verdes, as folhas parecem estar em um padrdo aleatério. Vamos
tracar um fio imagindrio, partindo do ponto de inser¢do de uma folha, girando ao redor do
caule, passando por todas as hastes pelo caminho mais curto e seguindo até chegar a uma

folha que esteja aproximadamente sobreposta a primeira. Assim como a folha 3 e 11, na

0

B0

Figura 31 — Folhas sobrepostas (vista superior).
Fonte: Jean, 1984, p. 4.

Figura 30:
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Tocando todos os pontos de insercao de folhas ao longo do caminho, essa linha
imagindria terd descrito uma hélice. Unindo-se verticalmente folhas superpostas obtém-se

linhas chamadas ortdsticas. A linha que percorre a planta na Figura 31 € uma ortdstica.

Figura 31 - Folhas sobrepostas (vista frontal).
Fonte: Jean, 1984, p.10.

Divergéncia €, segundo Huntley (1985), o termo técnico empregado para descrever a
separacdo angular das bases de duas folhas sucessivas no caule, medida através de uma
espiral. A disposi¢@o das folhas pode enquadrar uma espécie em um determinado género. Na
Figura 31, tomando p como o ndimero de voltas da espiral e ¢ como nimero de bases de

folhas pelas quais a espiral passou (a primeira folha deve ser desconsiderada, ou adotada

como 0), portanto, temos que g serd a razao que determina a divergéncia de uma espécie.

Seguindo ainda o exemplo da Figura 31, a espiral partindo da folha de nimero O,

completa trés giros completos até alcangar a folha de nimero 8 que estd superposta a folha de

©lw

nimero 0, portanto sua divergéncia é
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4.1 A SEQUENCIA DE FIBONACCI NA BOTANICA

Os numeros da sequéncia de Fibonacci surgem inumeras vezes e de diferentes
maneiras na botanica. Na razdo de divergéncia das plantas, no nimero de pétalas de uma flor,
no ndmero de galhos em cada camada de uma Espirradeira (Achillea ptarmica), na quantidade
de espirais de um girassol ou de uma pinha, entre outras.

Como dito anteriormente, costuma-se representar a filotaxia por uma razdo, cujo
numerador € dado pelo nimero de voltas completas que um fio imagindrio ird descrever de
uma folha até outra que esteja sobreposta ou superposta a primeira, € o denominador serd o
nimero de folhas, levando-se em conta a menor distancia pelas quais o fio ird passar. Essa

serd a razao de divergéncia de uma determinada espécie. As divergéncias mais frequentes sao

1, .. 1, . . .. 235 8
3 (distica), 3 (tristica), e as de indice -,=,— e —

~ ~ 1 1
— . Todas essas razdes estdo entre = e -.
5’8713 ~ 21 3 72

Sabemos que todos os inteiros presentes nas razdes anteriores pertencem a sequéncia 1, 1, 2,
3,5,8, 13,21, 34, ... que ¢ a sequéncia de Fibonacci.

Vejamos algumas dessas divergéncias:

. A L2
Divergéncia s

Figura 32 - Mandioca (Manihot esculenta).
Fonte: Disponivel em: <http://www.feiradeciencias.com.br/sala26/26_feira_02.asp>.
Edigdo: O Autor.
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Figura 33 - Carvalho Branco (Quercus sp.).
Fonte: O Autor.

. A . 3
Divergéncia 3

Figura 34 — Divergéncia %.
Fonte: O Autor.

Outros exemplo das divergéncias mais comuns sao:

1 . . .. . .
5= tilias americanas (7Tilia americana), gramineas comuns;
3= aveleira (Corylus avellana), amoreira (Morus nigra), faia (Fagus grandifolia), ciperaceas;

2 . . . .
s = carvalho (Quercus), damasqueiro (Prunus armeniaca), roseiras (Rosa spp.), pessegueiro

(Prunus pérsica), frutiferas (como a macieira);
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g = pereira (Pyrus communis), salgueiro chordo (Salix chilensis), alcachdfra-dos-telhados

(Sempervivum tectorum), linho (Linum usitatissimum), tanchagens;

15—3 = dente-de-ledo (Taraxacum officinale), verbasco (Verbascum phlomoides L.), Artemisia

(Artemisia vulgaris), bonina ou margarida (Bellis perennis), solidago (Solidago microgrossa

DC.), liliaceas;

8 .. L o . o . .
21 = Posicionamento folhear de isatis (Isatis tinctoria L.) e principalmente coniferas e domina

a ordenacgdo das pinhas.

A razao de divergéncia pode ainda, ser planificada, fornecendo assim a espiral
geratriz. Essa forma de respresentacdo serve principalmente para representar o angulo

correspondente a cada divergéncia e serd melhor apresentada no tépico 4.3.

Figura 35 — Divergéncia §

Fonte: Disponivel em: <http://www.republicaeditorial.com.br/?p=594>.

A sequéncia de Fibonacci surge de uma forma ainda mais bela e colorida nas pétalas
de rosas e flores, tais como:
Iris — 3 pétalas (Figura 36)
Primavera — 5 pétalas (Figura 37)
Cosmo Amarelo — 8 pétalas (Figura 38)
Tasneira — 13 pétalas (Figura 39)
Margarida — 21 pétalas (Figura 41)
Margarida — 34 pétalas (Figura 42)
Margarida — 55 pétalas (Figura 43)
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Figura 36 — fris Azul - 3 pétalas (Moraea villosa).
Fonte: Disponivel em: <https://www.pacificbulbsociety.org/pbswiki/files/Moraea/Moraea_villosa_br3.jpg>.

Figura 37 — Primavera lilds — 5 pétalas (Bougainvillea).
Fonte: Disponivel em: <https://pixabay.com/pt/flor-primavera-natureza-p%C3% A9talas-488954/>.

Figura 38 — Cosmo Amarelo — 8 pétalas (Cosmos sulphureus).
Fonte: Disponivel em: <http://www.meucantinhoverde.com/2012/04/cosmos-amarelo-cosmos-sulphurea.html>.
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Figura 39 — Tasneira — 13 pétalas (Senecio lividus).
Fonte: Disponivel em: <http://www.pbase.com/valterj/olympus_omd_em5>.

Figura 40 — Margarida 13 pétalas.
Fonte: Disponivel em: <http://ultradownloads.uol.com.br/papel-de-parede/Margarida-Amarela/>. Edicdo: O
Autor.

Figura 41 — Margarida 21 pétalas.
Fonte: Disponivel em: <http://flowerpower.blogs.sapo.pt/arquivo/2004_07.html>.
Edicdo: O Autor.
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Figura 42 — Margarida 34 pétalas.
Fonte: Disponivel em: <https://healthplantsshop.com/nl/bellis-perennis-madeliefje-volgroeide-plant-in-17-cm-
pot>.

Figura 43 — Margarida 55 pétalas (Erigeron Karvinskianus).
Fonte: Disponivel em: <https://healthplantsshop.com/nl/bellis-perennis-madeliefje-volgroeide-plant-in-17-cm-
pot>.

Muitas rosas ao serem dissecadas também exibem uma quantidade de pétalas
pertencente a sequéncia de Fibonacci. Os Trevos normalmente possuem 3 pétalas, as Granolas
e os lirios possuem 5 pétalas, entre outras diversas espécies.

Um caso mais incomum e que possui certa dificuldade de percepg¢do, € a presenga da
sequéncia de Fibonacci no nimero de axilas (bifurcacdes dos galhos) de uma planta ou
arvore.

O caso mais comum dessa presenca € visto na Espirradeira (Achillea ptarmica), na
qual podemos visualizar diversos niveis que apresentam numeros de galhos pertencentes a

sequéncia de Fibonacci, como no esquema (Figura 44):
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Figura 44 — Espirradeira (Achillea ptarmica).
Fonte: Disponivel em: <http://universodagil.blogspot.com/2011/08/divina-proporcao-proporcao-aurea-
numero.html>.

Mesmo em plantas primitivas, como a alga (Fucus spimlis), essa sequéncia pode
surgir. Nesse caso, a Fucus, uma alga marinha, cria uma espécie de simetria baseada na

sequéncia para poder se equilibrar e resistir melhor aos movimentos marinhos.

= NW O @
- NW o

Figura 45 — (Fucus spimlis).
Fonte: Jean, 1984, p.142.

Contudo, o caso mais belo e surpreendente do aparecimento dos nimeros de Fibonacci
na Botanica, fica por conta do nimero de espirais, parastichies, presentes no abacaxi, nas
pinhas e no girassol.

Sobre o abacaxi (Ananas comosus L. Merril) cita Livio (2009, p. 131) “Os abacaxis de
fato fornecem uma manifestacdo verdadeiramente bela de filotaxia baseada em Fibonacci”.
Um abacaxi possui escamas hexagonais, e cada uma € parte de trés diferentes espirais. Dessas
espirais, oito sobem paralelas da esquerda inferior para a direita superior de forma suave,

outras treze sobem com um angulo mais inclinado da direita inferior até a esquerda superior,
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por fim, outras vinte e uma sao muito inclinadas e sobem da esquerda inferior para a direita

superior. A Figura 46 demonstra essas espirais:

Figura 46 — Abacaxi (Ananas comosus L. Merril).
Fonte: Livio, 2009, p. 131.

Em diversas espécies de pinheiros a Razdo Aurea também pode ser observada através
dos nimeros de Fibonacci. As pinhas, frutos que podem variar de formato dentro da familia
dos pinheiros, possuem duas espirais concorrentes de sementes. Uma dessas espirais cresce no
sentido hordrio, enquanto a outra cresce no sentido anti-horario. Assim como no abacaxi, o
numero dessas espirais € diferente. Sendo expressos por dois nimeros da sequéncia de
Fibonacci. Os ndmeros encontrados sdo: 2, 3, 5, 8, e 13.

Como vimos ao longo de trabalho, quando dividimos dois nimeros consecutivos da
sequéncia, nos aproximamos do valor do nimero dureo. Essa aproximacdo tende a se tornar
mais precisa quanto maior forem os nimeros utilizados na razdo. Na espécie (Pinus pinaster),
comum em regides serranas, esses nimeros variam de acordo com o tamanho da pinha. As
Figuras 47 e 48 apresentam as espirais horarias e anti-hordrias de uma mesma pinha, onde a

razao entre ambas € 1,625000, que tende a se aproximar do valor de ®.
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Figura 47 — Pinha com 13 espirais no sentido horério.
Fonte: O Autor.
Fonte de Inspiracdo: <http://www.mat.uc.pt/~mat0839/fibo.html>.

Figura 48 — Pinha com 8 espirais no sentido anti-hordrio.
Fonte: O Autor.
Fonte de Inspiracdo: <http://www.mat.uc.pt/~mat0839/fibo.html>.

Talvez a mais impressionante apari¢do dos nimeros da sequéncia de Fibonacci, e
consequentemente da Razdo Aurea, seja apresentado nos girasséis (Helianthus annuus).

Assim como o abacaxi e a pinha, o girassol também é associado a Razdo Aurea devido
as suas espirais. O diferencial estd no fato de que nos girassdis, essa presenca consegue se
aproximar do nimero aureo de uma forma mais bela e discreta.

Segundo Jean (1984, p. 2): “Church observou em 1899 em Oxford um enorme
girassol, 56 cm de diametro, com 144 + 233 parastichies; O'Connell (1951) relata ter
encontrado este padrdo em uma amostra em Vermont”.

A razdo no nimero de espirais do girassol, 233 e 144, se aproxima de & com precisio

de quatro casas decimais apds a virgula (1,6180).
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Jean (1984, p. 9), determina uma tabela com o nimero de espirais hordrias e anti-

horérias que variam de acordo com o tamanho do girassol como apresentado na Tabela 1:

TABELA 1 - A Filotaxia do Girassol (Jean, 1978)

Numero de Espirais

Tamanho da Flor do Girassol Sentido Sentido Anti-
Horério horério

Muito Pequena 13 21
Pequena 21 34
Normal (14 — 15 cm de diametro) 34 55
Grande 55 89

Muito Grande 89 144

144 233

Enorme (¥ 55 cm de didmetro)

Fonte: Jean, 1984, p. 9.

A Figura 49 mostra o esquema de um girassol e suas diagonais:

Figura 49 — Girassol (Helianthus annuus).
Fonte: Disponivel em: <stoa.usp.br/franklinpda/files/-1/5834/ApresentacaoRazaoAurea.ppt>.

Esses s@o alguns belos casos onde os nimeros de Fibonacci surgem na botanica. A

maioria desses casos continua como um mistério para botanicos e matematicos. No caso das
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espirais, mais especificamente do girassol, acredita-se que a disposi¢ao dos seus flésculos em
padrdes espirais, tende a maximizar a ocupagao da drea horizontal. Sendo assim, uma mesma

area pode abrigar mais sementes e aumentar a difusdo da espécie.

4.2 O SEGMENTO AUREO NA BOTANICA

O crescimento das plantas ocorre na ponta do caule (meristema). O formato do
meristema € conico, € o caule tende a ser mais grosso quanto mais perto da raiz estiver.
Portanto, conforme o caule se desenvolve, cada folha mais antiga tende a estar mais afastada

radialmente do centro do caule, como mostra a Figura 50:

Figura 50 — Distanciamento das folhas do centro do caule.
Fonte: Livio, 2009, p. 131.

Esse fato parece bem l6gico se levarmos em conta a principal fun¢do das folhas, que é
a de realizar a fotossintese. E, portanto, precisam receber a maior quantidade de luz possivel.
Logo, além do angulo de divergéncia, as folhas tendem a se afastar radialmente do centro do
caule.

Esse afastamento € proporcional ao crescimento da planta, e assim, as folhas tendem a
estarem mais distantes na base do caule e mais préximas na zona do meristema.

A Figura 51 apresenta o distanciamento entre as folhas conforme se aproxima da raiz.

Esses segmentos sdo baseados na razdo extrema e média, que define a Razdo Aurea.
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Figura 51 — Segmento dureo a partir do meristema.
Fonte: Disponivel em: <http://riwersun-math.blogspot.com/2010/10/razao-aurea.html>.

Assim, a cada giro completo da espiral imagindria, podemos tracar um segmento.

Esses segmentos sdo tais que o antecessor serd sempre maior que sucessor na Razdo Aurea.

Portanto, 2 =< =2 - 1618 ...
C B A

4.3 O ANGULO AUREO NA BOTANICA

De acordo com as divergéncias mais comuns podemos determinar os angulos

formados pelas folhas em cada uma delas. Como ja apresentamos, todas as razdes de

) . . 235 8 N ) 1
divergéncia S5 © op ha verdade estdo no intervalo entre ;€

N | =

, que também sdo

divergéncias muito comuns na natureza.
Para determinarmos o angulo de divergéncia entre as folhas de uma espécie,

precisamos projetar o arranjo das folhas em um plano como mostra a Figura 52:



Figura 52 — Arranjo das folhas planificado.
Fonte: King; Beck; Liittge. On the mystery of the golden angle in phyllotaxis. Disponivel em:
<http://tinyurl.com/32ny6wt>.
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Quando ligamos cada folha, desde a mais antiga até a mais nova, por uma linha,

obtém-se a espiral geratriz. Unindo cada folha com linhas que vao até o centro do caule, ou da

espiral, podemos determinar angulos entre as folhas consecutivas. Esse angulo representa a

divergéncia entre ela e recebe o nome de angulo de divergéncia.

Figura 53 — Filotaxia E planificada.
Fonte: Ferri, 2006, p. 51.

Na filotaxia da Figura 53, é, o angulo de divergéncia € 144° (angulo aferido entre as

folhas 1e2,2e3,3ed4,etc).
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Figura 54 — Divergéncias %,E e
Fonte: O Autor.
Fonte de Inspiragdo: Ferri, 2006, p. 51.

As filotaxias mais comuns possuem os seguintes angulos de divergéncia:
Yo '3 /s I 13 %1 B3
180° 120° 144° 135° 138°28 137°9° 137°39

Segundo Huntley (1985, p. 158) “estas fracdes sdo as convergentes da fracao continua:

1 1
/2 /(1+)+1/(1+)+...

Ou

1

1
1+ 0l

1+
1+1+--

=1+

Percebemos que os valores das razdes de Filotaxia se aproximam rapidamente de um
determinado angulo. Uma continuagdo ilimitada dessas razdes poderia ser obtida somando

sempre o numerador e o denominador das duas razdes anteriores. Nesse caso, o limite da



da razdo cujo limite tende a 1,618.
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sequéncia formada por essas razdes seria um angulo de Filotaxia determinado pelo resultado

Entdo o valor limite resulta na divisdo da circunferéncia segundo a Razdo Aurea, que
obter o angulo dureo foi apresentada.

corresponde a 137°30°28"’, o qual j4 definimos. No tépico 3.4 uma forma mais simples de se

\

2
2
/N
=
= 3
=
e

Figura 55 — Angulo Aureo.

Fonte: O Autor.
4.4 A ESPIRAL LOGARITMICA NA BOTANICA

A espiral logaritmica ndo € menos presente que qualquer um dos elementos anteriores
apresentados nesse capitulo. Isso porque se em uma pinha o ndmero de espirais sio membros

que o mesmo acontece no girassol. Todas essas sdo espirais logaritmicas.
inalterada.

da sequéncia de Fibanocci, devemos também perceber que aquelas ndo sio espirais comuns e
Vamos lembrar a defini¢do de espiral logaritmica: a cada aumento no comprimento,

ocorre um crescimento proporcional no raio, desse modo a sua curva e forma se mantém

Essa caracteristica garante que as espirais da pinha ou do girassol sempre crescerdo
tomarem espaco umas das outras.

mantendo a possibilidade de todas as outras espirais crescerem na mesma propor¢do, sem
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Figura 56 — Cactus Rotorua (Euphorbia sp.).
Fonte: Disponivel em: <http://blog.lib.umn.edu/victor/hereandthere/2008/09/cactus.html >.

Figura 57 — Cactus Rotorua (Euphorbia sp.).
Fonte: Disponivel em: <http://haaguaemmat.blogs.sapo.pt/arquivo/2005_09.html>.
Edicdo: O Autor.

Na Figura 57, além da espiral apresentada pelo Cactus Rotorua (Euphorbia sp.) ser
logaritmica, e nesse tipo de espiral ja conhecermos as diversas relagdes com a Razdo Aurea, é
possivel perceber a quantidade dessas espirais, que sdo 5, um nimero da sequéncia de
Fibonacci.

Um caso mais comum ocorre nas folhas de algumas bromélias. Essas folhas crescem a
partir do interior. O desenrolar de sua espiral nos permite fazer uma bela associacdo como

mostra a Figura 58:
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Figura 58 — Folha de Bromélia (Bromelia sp.).
Fonte: Disponivel em: <http://www.grupoescolar.com/pesquisa/a-sequencia-de-fibonacci.html>.

Como mostrado no tépico 3.5, essa espiral possui uma ligacdo muito intima com a

Razdo Aurea, e o exemplo da Figura 58 nos permite visualizar esse fato.

4.5 TEORIAS SOBRE A FILOTAXIA

Em livros de Botanica, como em Ferri (2006), existem apresentacdes puramente
tedricas para todas as relagdes demonstradas até agora neste trabalho entre a Matematica e a
Botanica. Diversas teorias e experimentos buscam comprovar os padroes de morfogénese das
plantas, bem como entender o porqué desses padrdes. Pouco se tem provado e muito ainda
ndo passa de especulacoes.

Segundo Livio (2009), existem duas linhas principais que tentam explicar a associacio
da Matemadtica e da Botanica: teorias que se concentram na geometria da configuracido e em
regras Matemdticas simples que podem gerar essa geometria; € modelos que sugerem uma
causa verdadeiramente dindmica para o comportamento observado.

Um experimento dindmico que se baseia na economia de energia € descrito por Livio

(2009):

Experimentos em Fisica feitos por L. S. Levitov (em 1991) e por Stephane Douady e
Yves Couder (de 1992 até 1996), mostraram um modelo fascinante. Eles
mantiveram um prato cheio de 6leo de silicone em um campo magnético que era
mais forte perto da borda do prato do que no centro. Gotas de um fluido magnético,
que agem como mindsculos imds, eram pingadas periodicamente no centro do prato.
Os pequenos imas se repeliram e foram empurrados radialmente pelo gradiente do
campo magnético. Douady e Couder observaram padrdes que oscilavam e em geral
convergiram para uma espiral em que o angulo dureo separava as gotas sucessivas.
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Sistemas fisicos geralmente se acomodam em estados que minimizam a energia.
Portanto a evidéncia € de que a filotaxia simplesmente representa um estado de
minima energia para o sistema de folhas, de flésculos ou de botdes de uma flor.
(LIVIO, 2009, p. 135)

Jean (1984) buscou formas mais tedricas e puramente Matematicas, de definir quatro
principais modelos para explicar a divergéncia das folhas e sua associagdo com a Matematica:
difusdo, pressdes de contato, primeiro espaco disponivel ou preenchimento do espacgo, e
sistema inibidor. Todos esses necessitam de um alto nivel de conhecimento matematico e
botanico, portanto, fogem a proposta desse trabalho, que tem cardter observacional. Ele
definiu a morfogénese dando um exemplo similar aos experimentos de Levitov, Douady e
Couder, que foi descrito por Livio (2009). Esse sistema recebe o nome de Teoria da Difusdo

de Inibidor:

Quando uma substancia de cor, tais como permanganato de potdssio, uma solugdo de
iodo, ou uma gota de tinta, é colocado em um recipiente com dgua, um fendémeno de
difusdo tem inicio: em primeiro lugar, a substancia é separada da 4gua por um limite
distinto, entdo as moléculas da substincia tornam-se distribuidas na 4dgua
uniformemente sob a acdo de uma concentragdo gradiente. Onde a concentragdo é
alta o nimero de moléculas tende a diminuir, € vale o inverso, seu nimero aumenta
quando a concentragdo baixa. O movimento das moléculas da substincia de cor sob
a ac@o das moléculas de d4gua ndo possuem qualquer preferéncia quanto ao sentido, é
uma questdo de puro acaso que elas se tornam distribuidas de maneira uniforme.
Este processo aleatério de migracdo, de transferéncia de matéria dentro de um
sistema, chega ao fim quando a densidade das moléculas é a mesmo em todos os
lugares. Lehninger (1969) define difusdo como a tendéncia das moléculas para se
mover na dire¢cdo da menor atividade de termodindmica (concentra¢do), de modo a
atingir uma concentra¢do uniforme, e uma entropia mdxima, no sistema como um
todo.

Em 1913, Schoute, seguido por Richards em 1948, postulou que o meristema apical,
onde cresce cada um dos primérdios, produz uma substancia inibidora, cuja difusdo
evita a formacdo de novos primddios imediatamente ao seu redor, onde a
concentragdo do inibidor é maior que um valor limite dado. Assim que a
concentragdo do inibidor cai abaixo deste valor determinado em um ponto, um
primérdio novo nasce.
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Figura 59 — Difusdo do Inibidor.
Fonte: JEAN, 1984, p. 95.

Na Figura 59, os arcos de circulos representam o limite da concentragdo do inibidor
produzido pelos primérdios considerados como pontos. Um novo primérdio sempre
surge com o menor ponto de intersecdo de dois ou trés arcos. (JEAN, 1984, p. 94 e
95).

Existem outras inimeras teorias sobre a filotaxia. Muitas foram descartadas, outras
figuram em outros estudos. Porém, nesse capitulo, procuramos mostrar que a Matematica esta
ligada a Botanica de uma forma muito mais complexa € tedrica que o campo observacional e
filoséfico, que € o objetivo do nosso trabalho. Estudos criteriosos, com teoremas e equacdes

buscam provar a unido entre a mae das ciéncias exatas € o mundo da Boténica em geral.
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5 SUGESTOES E APLICACOES PARA O ENSINO DA RAZAO AUREA
CONTEXTUALIZADA

O objetivo desse capitulo € apresentar ao aluno uma Matematica bela e natural. Dessa
forma, esperamos que o aluno enxergue a Matematica de uma forma menos abstrata, e muito
mais real e proxima.

Esse capitulo estd apoiado em diversas fontes tedricas, tais como os PCN'’s
(Parametros Curriculares Nacionais) (1997) e BIEMBENGUT (1996). Mas também usou
aplicacdes das atividades em sala de aula ao longo de trés anos letivos (2015, 2016 e 2017) e
as pesquisas baseadas nessas aplicacdes. Entre essas pesquisas, um formuldrio aplicado a 83
alunos de diferentes turmas e segmentos. O formuldrio, bem como os resultados da pesquisa
constam no item 5.3 desse trabalho.

A Matemética € tida por muitos como uma matéria dificil por sua complexidade e sem
aplicacdes. E preciso mostrar que indmeras profissdes como Astronomia, Biologia, Medicina
e até Histdria, abordam conhecimentos oriundos da Matematica.

Galileu Galilei descreve com perfeicao a justificativa para esse trabalho:

A Filosofia estd escrita neste grande livro — refiro-me ao Universo — que se mantém
continuamente aberto ao nosso escrutinio, mas que ndo pode ser compreendido, a
menos que primeiro se aprenda a entender a linguagem e interpretar as letras com
que foi escrito. Ele foi escrito na linguagem da Matemadtica, e sua escrita sdo
tridngulos, circulos e outras figuras geométricas, sem as quais € humanamente
impossivel entender uma palavra sequer dele. Sem elas, fica-se vagando em labirinto
escuro. (LiVIO, 2009, p. 271)

A Razdo Aurea é um mistério que pode ser revelado e visto a qualquer momento onde
menos se espera. E uma das intencdes desse trabalho é usar a Razdo Aurea como ferramenta
atrativa ao conhecimento matematico, e dessa forma, motivar o aluno na busca e prazer pelo
conhecimento.

A Razio Aurea pode ser utilizada como matéria complementar em diversas reas, nio
s6 da Matematica, mas de diversas outras disciplinas.

Visando cumprir nosso objetivo, abordaremos temas que enfatizem a Botanica, porém,

outras formas de contextualizacio serdo exemplificadas.
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5.1 ABOTANICA COMO TEMA TRANSVERSAL AO ESTUDO DA RAZAO AUREA

Segundo os PCN’s (1997), os temas transversais ndao siao disciplinas novas, sio
conteidos que devem ser incorporados as disciplinas ja existentes visando que elas se
enquadrem na “realidade” de cada aluno. Sendo assim esses temas tem por objetivo construir
cidaddos mais interativos, conscientes da realidade e dos problemas sociais que os rodeiam. A
esse tipo de inserc¢do de conteido, damos o nome de tema transversal.

Um dos temas transversais sugeridos para uso em sala de aula é o Meio Ambiente. E
dentro do meio ambiente podemos contextualizar a Botinica com grande facilidade na
Matemitica, como veremos nesse capitulo.

As formas algébricas e geométricas apresentadas até agora, com as quais podemos
encontrar o Nimero de Ouro, assim como a sequéncia de Fibonacci nao sdo as unicas formas
de encontrarmos esse numero. Esse trabalho mostrou que todas as formas anteriores sdao
encontradas em abundéncia na Botanica.

Hoje se discute no meio académico, formas de atrair a atencdo e interesse dos alunos,
buscando motiva-los. As novas tendéncias apontam para o fato de que devemos, como
educadores, ensinar o aluno a aprender, e um desses recursos é a contextualizacdo dos
conteidos com a realidade e interesse dos alunos, visando um melhor resultado na
aprendizagem.

Na Matematica, a dificuldade de se obter resultados € acentuada. Existe uma
preconcepcao de que a Matematica é uma disciplina dificil, além de outros fatores como:
professores com ma formacdo, pais e responsdveis que sabem pouco de Matemdtica, € uma
sociedade que se torna cada vez mais automatizada, e que vem perdendo conceitos primarios
e necessdrios ao aprendizado de Matematica.

Devemos lembrar que hoje as calculadoras, os celulares ou os computadores fazem os
calculos, mas somos nds, humanos, quem precisamos de conhecimento para programar tais
mdquinas e criar tais tecnologias. E importante saber lidar com esses equipamentos, mas é
fundamental sabermos os cdlculos que estdo presentes por traz das simples teclas.

A Razdo Aurea na Botdnica é um bom tema para exemplificar que a Matemética estd a
nossa volta, apresentando ao aluno que aquela planta que ele tem em casa e que julgava
simples e sem atrativos, pode gerar resultados positivos para a pratica de ensino da

Matematica.
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Formas diversas, tais como: quadrados, retangulos, tridngulos e espirais, nocdes de
angulos, construcdo de figuras geométricas, razdes e propor¢des, nimeros irracionais, entre
outros temas que podem ser inseridos nesse contexto com facilidade. O melhor nesse caso, é
que essa interdisciplinaridade estd em todo lugar: no canto das calgadas, nos jardins de pragas,
no canteiro de um quintal, ou em uma imensa floresta. Uma sugestdo por exemplo, seria um
passeio a um parque florestal, onde os alunos poderiam procurar espécies conhecidas, onde
possivelmente encontrariam a Razdo Aurea, ou descobrir novas espécies baseados em
conceitos que podem ter sido vistos previamente e aprimorados em campo.

Outro fato importante nessa combinagio sdo os mitos por trds da Razdo Aurea. O
aluno ainda em uma fase cognitiva, repleta de imaginacdo e crencas ainda vivas, pode
facilmente ser levado pelos mistérios existentes na Divina Propor¢do. Assim nessa fase ele
absorveria a ideia de uma Matematica mais fascinante e presente no seu dia a dia.

A Botanica € apenas uma das facetas que podem ser exploradas e combinadas com a
Razdo Aurea para atrair a curiosidade do aluno e despertar sua motivacio pelo conhecimento.
Em quase todos os temas relacionados a Razdo Aurea, encontramos mistérios e mitos,
comegando desde as propor¢des do nosso proprio corpo, passando por civilizagdes antigas e
indo ao formato de imensas galdxias (LIVIO, 2009 p.142). Cabe nesse caso, ao professor,
despertar no aluno a curiosidade pela Botanica como tema transversal a Matematica.
Atividades relacionadas entre Matemaética e Botanica serdo sugeridas no préximo topico, mas
vale ressaltar que devemos ser criativos e nos adequarmos a cada situacdo de acordo com a
realidade da escola e principalmente do aluno, pois o mesmo € o centro do processo ensino-

aprendizagem.

5.2 SUGESTOES PARA O USO DA RAZAO AUREA NA PRATICA DE ENSINO

Elaboramos e relacionamos algumas atividades para utilizacdo da Razdo Aurea como
ferramenta didatica, algumas das quais aplicamos em sala de aula, e passaremos aqui a

experiéncia com essas atividades.

5.2.1 Como tema de pesquisa
Atividade — Arcos, angulos e trigonometria no circulo.
Publico Alvo: 2° ciclo do Ensino Fundamental e Ensino Médio.

Material: Diversas fontes de pesquisa, principalmente a internet.
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A Razdo Aurea é desconhecida para a maioria da populacdo. Assim sendo, uma
pesquisa poderia ser uma ferramenta de descoberta aos alunos.

Essa forma de primeiro encontro com a Razdo Aurea pode ser interessante pela
riqueza de mistérios que o aluno até entdo ndo imaginava existir. Nessa forma de
conhecimento o aluno vé€ o assunto sem preconceitos. Ele busca compreender e assimilar o
assunto com as ligacdes cognitivas existentes. Em determinados ciclos de ensino, essa poderia
ser uma forma de despertar no aluno o interesse pela Matematica.

Hoje sabemos que mesmo os segmentos mais carentes da populacdo possuem acesso a
internet, e sendo assim podemos utilizd-la como meio de pesquisa.

Quando o aluno em fase de constru¢do de conhecimento tiver o contato com as
misteriosas relagdes, verdadeiras ou nao, das Piramides do Egito e de plantas que ele tem em
casa com um mesmo nidmero, ele ird comecar uma busca pela Razio Aurea. Ele poderd
imaginar que tudo ao seu redor possui uma relacio Matemdtica. Portanto, a Razdo Aurea pode
ser uma ferramenta interessante nos primeiros anos do Ensino Fundamental.

Os temas dessa pesquisa podem ser diversos. Desde a pura e simples Razdo Aurea, ou
a sequéncia de Fibonacci, ou a presenca da Matematica nas plantas, e até os mistérios da
Divina Propor¢ao.

O professor deverd verificar que os temas, assuntos discutidos e o nivel de
aprofundamento, irdo variar de acordo com o ano trabalhado e o objetivo a ser alcangado.

Uma sugestdo seria o professor utilizar o tema como pesquisa em sites de busca e
assim, avaliar os resultados que seus alunos irdo encontrar. Lembrando que o objetivo
principal dessa pesquisa deveria ser a descoberta em si, € ndo o grau de aprofundamento

utilizado.

5.2.1.1 Experiéncia em sala de aula

Puablico Alvo: Duas turmas de 3° Ano do Ensino Médio.

Escola: (Estadual) CIEP 210 — Mario Alves de Souza Vieira - Belford Roxo — RJ.
Quantidade de alunos envolvidos: Atividade em dupla, no total de 66 alunos.

Periodo: Entre outubro € novembro de 2017.

A atividade consiste em uma pesquisa por aplicativos de celular nas lojas virtuais, que

se relacionassem com a Razdo Aurea.
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Apbs a pesquisa e download, os alunos deveriam avaliar o aplicativo, seguindo

critérios e topicos como:

* Categoria do Aplicativo;

* Nimero de downloads na loja virtual;
* Dados da patente;

* Objetivos do Aplicativo;

* Principais comentarios dos usudrios;

* Tutorial da interface do Aplicativo.

Os trabalhos foram produzidos seguindo normas basicas da ABNT, que dessa forma,
comecaram a ser introduzidas entre esses jovens, que normalmente, ndo tem contato com
essas regras antes do ensino superior.

O trabalho foi proposto em duplas, para facilitar a fase critica da avaliacdo. Cada dupla

fez a apresentacdo e andlise do aplicativo escolhido para a turma.

Figura 60 — Trabalho de Avaliagdo de Aplicativo Fibonacci Series.
Fonte: O Autor.
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Figura 61 — Trabalho de Avaliagdo de Aplicativo Fibonacci Series.
Fonte: O Autor.

5.2.2 Como pesquisa de campo

Atividade — Sequéncias, arcos, angulos e trigonometria no circulo.

Publico Alvo: 2° ciclo do Ensino Fundamental e Ensino Médio.

Material: Régua e transferidor.

Esse método pode ser realizado de duas maneiras: em grupos escolares, ou em
pesquisa individual. Ambas visam o contato com as formas que apresentem Razdo Aurea, e a
propria visualiza¢do das mesmas.

Caso a forma escolhida seja a pesquisa em grupos escolares, fica recomendado que o
professor visite antes o local de pesquisa. Seja um parque nacional, um horto, ou qualquer
outra drea escolhida, o professor precisa antes certificar-se da existéncia dos espécimes que
apresentam Razdo Aurea naquele local.

Uma opcao seria o Jardim Boténico, onde arvores, folhas e flores podem ser vistas em
larga escala e a seguranga facilita o deslocamento em grupo. Escolher o Jardim Botéanico, ou
um horto, possui a vantagem de que o professor pode, com antecedéncia, buscar os espécimes
desejados com facilidade e ajuda local.

Outra opg¢do seriam os parques ecoldgicos, sejam federais, estaduais, municipais ou de
iniciativa privada, que possuem um enorme acervo, mas que exige do professor um olhar mais
atento e um planejamento estratégico mais bem elaborado junto as administragdes dos

respectivos parques.
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Caso a forma escolhida seja a pesquisa individual, o publico alvo deve ser o Ensino
Meédio, pois exige uma maior maturidade e conceitos mais desenvolvidos, além de ser uma
pesquisa mais complicada pelo grau de independéncia.

Como foi citado, em ambas as formas o objetivo central € que o aluno perceba a Razao
Aurea. Uma ideia interessante seria que os alunos levassem régua, transferidor e calculadora
para o local da pesquisa.

Durante a pesquisa de campo os alunos podem recolher dados para a elaboracao de um
relatério previamente determinado. Além dos dados anotados e calculados, os alunos
deveriam fazer fotos das espécies analisadas.

Nesse caso no relatdrio deveriam constar: data, local, foto e andlise de cada espécie
(nome vulgar, nome cientifico, razao de Filotaxia, angulo de abertura entre as folhas, distancia

entre as folhas no caule, entre outras).

5.2.3 Como atividade interdisciplinar com Artes, Biologia e Historia

Atividade — Pesquisa tedrica e produgdo de cartazes com temas interdisciplinares.

Publico Alvo: 2° ciclo do Ensino Fundamental e Ensino Médio.

Material: Régua, transferidor, cola e cartolina, além de figuras previamente
pesquisadas.

Essa atividade pode ser explorada somente pelo professor de Matemdtica, ou em
conjunto com professores de outras disciplinas.

O professor de Matemadtica poderd previamente trabalhar os conceitos bdsicos da
Razdo Aurea e depois pedir para que os alunos pesquisem imagens para a producdo dos
cartazes, ou poderd trazer ele mesmo as O Autor e explorar o tema em sala de aula
paralelamente com a producdo dos cartazes.

Além da interdisciplinaridade, essa atividade traz como vantagem o grande apelo
visual. Os alunos estardo em contato com as diferentes imagens nao s6 durante a producdo da
atividade, mas também durante sua exposi¢do, que pode ser na propria sala de aula, ou em

uma drea em comum da escola, ajudando assim, a divulgar a ideia na escola.

5.2.3.1 Experiéncia em sala de aula:
Publico Alvo: 8° Ano do Ensino Fundamental.
Escola: (Estadual) CIEP 210 — Mario Alves de Souza Vieira - Belford Roxo — RJ.

Quantidade de alunos envolvidos: Atividade em grupo, no total de 22 alunos.
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Periodo: Entre outubro e novembro de 2017.

Os alunos do 8° ano do ensino fundamental tiveram uma palestra sobre a Razao Aurea,
com apresentacdo de slides e videos sobre o tema. Foram separados em grupos, ainda nesse
primeiro contato, e sorteados temas para pesquisa de imagens.

Na aula seguinte, os alunos trouxeram as imagens e cartazes de diferentes temas foram

confeccionados e expostos em sala de aula.

Figura 62 — Cartaz — Razio Aurea na Natureza.
Fonte: O Autor.

A

Figura 63 — Cartaz — Razdo Aurea na Arquitetura.
Fonte: O Autor.

Figura 64 — Cartaz — Propor¢des Aureas.
Fonte: O Autor.
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Figura 65 — Cartaz — Razdo Aurea no Corpo Humano.
Fonte: O Autor.

5.2.4 Reforcando conceitos em sala de aula
Nesse topico, irei utilizar largamente Biembengut (1996). Em seu livro ela relaciona
diversas atividades que podem ser utilizadas em sala de aula, todas relacionadas a Razado

Aurea. Utilizarei aqui, algumas dessas atividades.

5.2.4.1 Atividade 1 — Reforcando conceitos sobre: sistema de medida linear e divisdo com
nimeros decimais.

Publico Alvo: 5° e 6° ano do Ensino Fundamental.

Material: Fita métrica e/ou régua.

Desenvolvimento: Divida a turma em grupos e proponha:

a) Que cada aluno faca uma tabela no caderno, conforme a Tabela 2:

TABELA 2 — Relagao de Alunos e suas Medidas

i Nomes Idade | Altura - a | Umbigo — chao - u a/u u/a
1 Maria 12 1,50 m 93 cm 150/93 | 93/150
2

Fonte: BIEMBENGUT, 1996, p. 49.

b) Que mecam uns aos outros, no grupo, registrando as respectivas medidas na tabela;
¢) Que dividam cada valor a (altura) por u (umbigo até o chdo) e vice versa;
d) Peca também, que cada grupo verifique o resultado da divisdo entre os colegas do

grupo, e depois, compare com os demais;
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Figura 66 — Propor¢do durea no corpo humano.
Fonte: Disponivel em: <http://universodagil.blogspot.com/2011/08/divina-proporcao-proporcao-aurea-
numero.html>.

A razdo entre a altura e a medida do umbigo até o chdo serd a mesma para a maioria
dos alunos. Use, para facilitar, apenas uma casa decimal depois da virgula.

Nao € necessario mostrar o valor do Nimero de Ouro (Razdo Aurea). Apenas comente
sobre a Razdo Aurea, que por representar beleza e harmonia do corpo humano.

Segundo Biembengut, essa atividade permitird que os alunos facam uma grande

quantidade de divisdes com nimeros decimais de forma divertida.

5.2.4.2 Atividade 2 — Falando de nimeros irracionais.

Puablico Alvo: 8° ano do Ensino Fundamental.

Material: Régua e compasso.

Desenvolvimento: Esta atividade pode ser subdividida em etapas; iniciando pelo
desenho de um retangulo e depois um pentagono.

Retingulo Aureo com régua e compasso.

a) Proponha que tracem um quadrado ABCD de lado = 4u conforme a Figura 67;
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A B
Figura 67 — Retangulo Aureo com régua e compasso — 1° Passo.
Fonte: O Autor.

b) Com uma régua, dividam o quadrado em duas partes iguais por um segmento MN;

A N B

Figura 68 — Retingulo Aureo com régua e compasso — 2° Passo.
Fonte: O Autor.

¢) Fagcam um arco DE, centrado em N e raio ﬁ\’;

A N B E
Figura 69 — Retangulo Aureo com régua e compasso — 3° Passo.
Fonte: O Autor.

d) Estendam o lado AB até interceptar o arco no ponto E e o lado DC e levantem uma
perpendicular EF tal que, EF 1L AE.
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A N B E

Figura 70 — Retingulo Aureo com régua e compasso — 4° Passo.
Fonte: O Autor.

O retangulo AEFC € aureo.

Feito o retangulo, peca aos alunos que tomem as medidas dos lados do retangulo
(comprimento e largura) dividindo-as uma pela outra e vice versa.

Qualquer que seja a medida do quadrado inicial, a razdo entre o comprimento e a

largura serd aproximadamente 1,618... = &, e a largura pelo comprimento serd

aproximadamente 0,618... = %.

Pentagrama e o Pentdagono.
a) Proponha que desenhem um circulo de raio qualquer e, fazendo uso do

transferidor, dividam o angulo central em 5 angulos de 72° cada;

C B 3602 _ 790
n®lados 5

Figura 71 — Pentagrama e pentdgono com régua e compasso — 1° Passo.
Fonte: O Autor.
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b) Liguem os pontos ABCDE, obtendo assim um pentdgono regular depois;

D

A B

Figura 72 — Pentagrama e pentdgono com régua e compasso — 2° Passo.
Fonte: O Autor.

¢) Tracem as diagonais, formando uma Estrela — Simbolo da Escola dos Pitagoricos;

D

A

Figura 73 — Pentagrama e pentdgono com régua e compasso — 3° Passo.
Fonte: O Autor.

d) Dividam: uma diagonal maior D por um lado L; e, o lado do pentidgono maior L

pelo lado do menor ¢:

A razdo entre diversos segmentos (dois a dois) fard surgir o Nimero de Ouro.

E vilido sugerir aos alunos como atividade de pesquisa, que verifiquem em quais
outros poligonos regulares € possivel encontrar esta relacao.

Uma vez definido, os irracionais, a partir da Razao Aurea, o que pode ter ocorrido ao
longo de nossa histéria, passa-se para outras relacdes, que levam nudmeros irracionais, por
exemplo:

* dividindo o comprimento da circunferéncia pelo respectivo didmetro, dard o nimero

3,1415... (pi);
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* dividindo a diagonal de um quadrado (de lado qualquer) por um dos lados, terd o

namero 1,41... = V2.

5.2.4.3 Atividade 3 — Espiral Logaritmica, Progressao Geométrica e Soma.
Publico Alvo: 1° ano do Ensino Médio.
Material: Régua e compasso.

Desenvolvimento: Vamos construir uma espiral logaritmica.

Por comodidade, tome é como aproximadamente 5/8 = 0,625.

a) Agora, faca um retingulo 4ureo, tal que a razdo entre a largura e o comprimento

seja 5/8. Por exemplo, se o comprimento for 10 cm a largura serd 6,25 cm;

Dy o€

e ®
A B
Figura 74 — Espiral logaritmica com régua e compasso — 1° Passo.
Fonte: O Autor.

b) Coloque a ponta do compasso em B e raio BC e marque um ponto E em AB;

D C
[ 2 L 4
® ® e

A E B

Figura 75 — Espiral logaritmica com régua e compasso — 2° Passo.
Fonte: O Autor.
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c) Agora, com a ponta do compasso em E, raio EF = EB, trace um arco BF;

D F C
[ 2 @
[ = <@

Al 3 B

Figura 76 — Espiral logaritmica com régua e compasso — 3° Passo.
Fonte: O Autor.

d) Repita o processo no retangulo ADFE, centrando em D e raio DF marcar G em AD

e Hem EF;
D C
F
G H
E
A B

Figura 77 — Espiral logaritmica com régua e compasso — 4° Passo.
Fonte: O Autor.

e) Com centro em H e raio HG = HF faga um arco FG;

D C
F

G H
E

A B

Figura 78 — Espiral logaritmica com régua e compasso — 5° Passo.
Fonte: O Autor.
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f) Repetindo sucessivamente, o procedimento anterior, em cada retangulo (que é

dureo) que surge, determine uma espiral logaritmica.

o

Figura 79 — Espiral logaritmica com régua e compasso — 6° Passo.
Fonte: O Autor.

Existem ainda muitas formas de utilizar a Razdo Aurea em sala de aula, perceba que
foram citadas aqui formas diretas e indiretas, ficando mais interessante e estimulador o ensino
e aprendizagem da Matematica.

Cabe a cada professor, adaptar as formas aqui apresentadas a realidade de cada escola
e turma.

O importante é ndo perder o foco principal de usar a Razdo Aurea como objeto
associado a Matemadtica presente de uma forma natural, onde o0 homem nao foi o responsavel

pelas formas e medidas, fazendo o aluno ver um lado diferente dos nimeros e do mundo a sua

volta.

5.3 PESQUISA DE “FEEDBACK” SOBRE APLICACAO DE ATIVIDADES SOBRE A
RAZAO AUREA

O presente formulario de pesquisa foi disponibilizado para diversos alunos do Ensino
Fundamental e Médio. Apds aulas expositivas sobre a histdria e conceitos basicos envolvendo
a Razdo Aurea, diversas turmas realizaram trabalhos sobre o tema. Em seguida, alguns alunos
foram convidados a participar, sem nenhuma obrigacdo, desse formulario, disponivel somente
via internet.

Entre o 2° semestre de 2017 e o 1° semestre de 2018, 83 alunos responderam ao

formulario, obtendo os seguintes dados:
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Formulério disponivel em:
<https://docs.google.com/forms/d/e/1IFAIpQLSdeqBKioAdfzoaXIwijvpvNLugOeJ7673wDy6
473KurU4VBSw/viewform?usp=sf_link>

1) Vocé ji havia ouvido falar na Razdo Aurea (RA) antes das atividades propostas

durante o ano letivo de 2017?

® Sim
@ Nio
78%

Observa-se que a maioria dos alunos teve contato com o tema pela primeira vez

durante as atividades do presente trabalho.

2) Vocé conseguiu compreender a relacdo entre a RA e a Sequéncia de niimeros de

Fibonacci?

@ Sim
@ Nio
® Talvez

-

No gréafico 2, uma importante observacao, é¢ que apenas 11% dos alunos disseram que

participaram das atividades ainda sem entender as relacdes entre a Sequéncia de Fibonacci e a

Razao Aurea.

3) Quais sdo os 5 primeiros nimeros da Sequéncia Fibonacci?

® 13579
®23579
®11357
®11235
® 125813
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4) Razao Aurea é apenas o nome dado a razdo entre dois segmentos ou ndmeros que

resultam em um nimero irracional. Qual o nome desse nimero?

@ Constante de Euler

@ Constante de Fibonacci
@ F"

@ PI"

5) Qual o valor aproximado de "Fi"?

@314
@ 1618
@24
@ 0618

6) Vocé é capaz de citar fendmenos naturais nos quais € possivel encontrar a RA?

@® Sim
@® Nao
28%

Ap6s as atividades propostas, 72% dos alunos responderam que sdo capazes de citar

fendmenos naturais relacionados a Razdo Aurea. Esses dados reforcam o fato de que as
atividades tiveram €xito em apresentar a Matemdtica presente onde ndo houve a intervencao

humana nas formas e proporg¢des.
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7) Marque abaixo a(s) opcao(des) que apresenta(m) a RA?

68 (84%)

8 (9,9%)

—16 (19,8%)

27 (33,3%)
12 (14,8%)
—49 (60,5%)

0 20 40 60 80

8) Apods as pesquisas realizadas que se relacionaram com a RA, vocé consegue ver a

Matemdtica mais presente ao seu redor?

@® Sim
@® Nao

Se o aluno passa a ver o mundo sob um aspecto mais observador ativo, buscando o
porqué nos fendmenos, e assim enxergando mais matematica ao seu redor, entdo o objetivo

desse trabalho foi alcancado. Para 97,5% dos alunos esse objetivo foi alcangado.

9) Vocé acredita que a Matemadtica pode estar presente em bem mais fendmenos ao seu

redor do que vocé tenha conhecimento?

® Sim
@ Nao

Esse resultado traz a reflexdo de que para quase totalidade dos alunos, ainda hd muito

que se aprender sobre a presenca da Matemdtica em fendmenos ao seu redor.
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10) Se dividirmos nossa altura total pela altura até nosso umbigo, encontramos,

aproximadamente, "Fi" 1,618... Curiosidades matemadticas como essa despertam sua

® Sim
@ Nio
92,6%

Se os alunos se interessam por curiosidades mateméticas, entdo, o professor deve

atencao?

explorar esse viés. Envolver suas aulas conceituais com mais atividades lidicas, mas histéria
da Matemadtica e mais curiosidades envolvendo os ndmeros e o contexto no qual os

encontramos no cotidiano.

11) Se vocé pudesse ter acesso a uma coletinea de curiosidades Matematicas, isso iria

despertar seu interesse?

® Sim
@ Néo
82,7%

12) A Razdao Aurea também € conhecida como Divina Propor¢do, por apresentar-se em

diversas partes do corpo humano e em muitos fendmenos naturais. Vocé considera

todas essas relacdes como:

@ Obra do acaso
50,6% @ Devem haver motivos
cientificos
@ Obra divina
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13) Vocé teria interesse em ler mais sobre a RA?

® Sim
@ Nio

14) Descobrir que no seu corpo existe muita RA e em diversos fendmenos ao seu redor

também, mudou de alguma forma como vocé vé a Matemética?

® Sim
@ Nao

Para 80,2% dos alunos a forma de ver a Matematica foi modificada apds perceber que

seu corpo esta cheio de proporcdes baseadas na Razdo Aurea.

15) Voceé considera que a Matematica €:

@ Uma matéria desnecessaria

@ Uma forma de interpretar fendmenos
que existem antes mesmo do homem

@ Uma invencdo do homem
@ Algo que existe antes da humanidade
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16) Estudar mais Matematica apds a conclusdo da educagio bésica:

@ Nem passa pela minha cabeca
@ S0 por hobbie e curiosidade

@ S0 o que for necessario ao curso/
graduacdo que optei
@ Sempre foi meu objetivo

Ry

17) Contextualizar um contetido € mostrar onde podemos utilizd-lo na vida real. A RA ¢
apenas uma das formas de mostrar onde a Matemadtica surge em diversas dreas
cientificas. Vocé€ considera a contextualizacdo importante para motivar sua

aprendizagem?

® Sim
@ Nao

Se a contextualizacdo € tdo importante na opinido dos docentes, entdo, ela ndo pode de
forma alguma ser desconsiderada no processo de ensino-aprendizagem. O aluno precisa saber
onde podera utilizar cada assunto abordado. Ou onde ele poderd encontrar Matematica no seu

dia-a-dia.

18) Se vocé ainda vai estudar Matemdtica, mesmo que em outro curso ou graduagdo que

pretenda fazer, responda: A contextualizagdo da RA teve impacto:

@ Positivo
@ Negativo
@ Nao fez diferenca

P
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho de pesquisa atingiu seu objetivo ao quantificar em graficos que a Razdo
Aurea pode auxiliar o aluno a enxergar a Matematica de uma forma mais simples e bela. Uma
forma que pode ser expressa com cores € bom gosto, € ndo sé com nimeros. Enfim, uma
forma simples e natural que pode ser encontrada desde o pequeno jardim na calgada até as
mais densas florestas. Essa presenca da Razdo Aurea na Botanica vista com os préprios olhos
e com sensibilidade, buscando assim, motivar o aluno com um tema, até entdo, desconhecido,
para que o mesmo seja mais receptivo ao estudo da Matematica, foi o objetivo desse trabalho.

Ao longo deste trabalho, foram utilizados, alguns elementos naturais para relacionar a
Razdo Aurea e Botanica. Uma infinidade de espécies deixou de ser apresentada e muitas
outras podem ter uma relagdo ainda escondida aos nossos olhos. Talvez os alunos descubram
de forma ocasional uma nova relacdo em uma espécie.

Quando utilizamos a Matematica associada a uma ciéncia bioldgica, devemos levar em
conta que cada individuo de uma espécie é um ser diferente, possui caracteristicas comuns e
peculiares, e, portanto, a exatidao dos calculos nem sempre se traduz em verdade absoluta. Se
essa for a atividade proposta, o professor precisard se atentar a essas diferencas. Nesse
caminho ird se deparar com os individuos diferentes de cada espécie, e precisard delimitar o
que € padrdo e o que € uma excecdo. Afinal, tudo o que foi dito aqui a respeito de Razao
Aurea empregada na Botanica e na filotaxia, nio é uma regra, ou uma lei que seguird sempre
criteriosos padroes. O matematico canadense Coxeter define esses eventos como “apenas uma
tendéncia fascinantemente predominante”.

Provar o porqué das propor¢des dureas na Botanica seria equivalente a provar o
porqué das proporc¢des dureas no corpo humano, como por exemplo, nas falanges que seguem
proporcoes do segmento dureo, ou na forma espiral das tempestades e galaxias. Quem sabe
descobrir o porqué da natureza adotar 1,618... como seu nuimero favorito, seja encarar
mistérios ainda encobertos ao homem sob uma espessa neblina da falta de conhecimento.

Mas certamente o leitor se lembrard das espirais quando observar novamente um
abacaxi, uma pinha enfeitando uma arvore de natal ou um belo girassol. Nao esquecera que as
folhas ndo nascem no lugar que bem querem em seu galho, sabera que elas seguem um padrao

de divergéncia, e que esse padrdo estd intimamente ligado a sequéncia de Fibonacci, ou ainda,
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que a abertura entre cada uma delas resulta em um angulo conhecido pelas propriedades
aureas.

Para que fosse possivel visualizar o retorno da aplicacdo desse trabalho, turmas de 8°
ano do Ensino Fundamental, 1° ano do Ensino Médio e 3° ano do Ensino Médio, participaram
de uma pesquisa on-line para avaliar diversos pontos que consideramos importantes para o
aprimoramento das propostas aqui apresentadas.

Todas as turmas tiveram uma aula prévia sobre a histéria e os elementos basicos que
envolvem a Razdo Aurea. De certa forma, o planejamento dessa aula prévia seguiu o
ordenamento dos capitulos desse trabalho.

Apés a aula prévia, em cada turma foi aplicada uma das atividades propostas no
capitulo 5, de forma que se enquadrasse ao curriculo do referido ano, mas que trouxesse a
Razdo Aurea como elemento motivador. Dessa forma, os alunos estavam aprendendo de uma
forma contextualizada e mais atrativa, visto que a quase totalidade deles nunca havia ouvido
nada sobre o tema, e isso fez com que ficassem mais focados nas atividades.

Um possivel desdobramento desse trabalho, poderia se ater as associacdes da Razdo
Aurea em outros elementos e reas de concentracdo, como fendmenos climéticos ou fisicos,
estudos de simetrias na natureza, € assim, na forma como o aluno passa a encarar a
Matematica. Na pesquisa, conseguimos verificar que a maior parte dos alunos afirmou que
consegue compreender melhor o conteido contextualizado, além de conseguir enxergar a
Matemadtica mais presente ao seu redor.

Um dado importante dessa pesquisa, foi que cerca de 80% dos alunos respondeu que
descobrir que no seu corpo existe Razdo Aurea e em diversos fendmenos ao seu redor, mudou
de alguma forma a maneira de ver a Matemitica.

Mais dados interessantes e de grande importancia podem ser verificados nos graficos
da pesquisa que constam no item 5.3 desse trabalho.

Sabemos das dificuldades e limitacdes da educacdo no Brasil, principalmente na
educagdo publica. Porém, a maior parte das atividades propostas ao longo desse trabalho ira
exigir pouco ou nenhum gasto e infraestrutura. Sabemos que tais atividades nao devem saturar
o curriculo, porém, sdo 6timas para quebrar a rotina de sala de aula e despertar a curiosidade
dos alunos a respeito da Matemadtica presente na Natureza.

Dessa forma, o professor deve buscar uma adaptacao de tais contextualiza¢des ao seu

curriculo e ano, sem que a atividade ndo passe de um apéndice letivo.
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Motivar a curiosidade dos alunos e tornar o clima de descoberta agraddvel ao longo da
atividade deve ser o foco do professor, para que o aluno ndo acabe associando essa com
simplesmente mais um contetido que ele “ndo serd capaz de associar’.

Se a proposta de uma Matematica mais palpavel, colorida e motivadora puder ser
levada para a sala de aula, certamente esse trabalho terd alcancado seu objetivo.

Contudo, compreendemos que apenas trilhamos um pequeno caminho de uma longa
jornada que pode fazer uso da Matemadtica e seus fascinantes mistérios como orientagao para

uma pratica mais agradavel e motivacional em sala de aula.

Espero que da préxima vez que comer um abacaxi, mandar uma rosa para a pessoa
amada ou admirar as pinturas de girasséis de Van Gogh, vocé se lembre que o
padrdo de crescimento dessas plantas incorpora esse nimero admirdvel que
chamamos de Razdo Aurea. (LIVIO, 2009, p- 136).
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GLOSSARIO

Abaco - Antigo instrumento de célculo, formado por uma moldura com bastdes ou arames
paralelos, dispostos no sentido vertical, correspondentes cada um a uma posi¢do (unidade,
dezenas, ...) € nos quais estdo os elementos de contagem (fichas, bolas, contas, ...) que podem
deslizar livremente.

ad infinitum (ao infinito) — Que se propaga ou repete ao infinito.

Alometria — Lei que estabelece que, no mesmo individuo, “os crescimentos especificos de
seus orgdos sdo proporcionais”. Isso significa dizer, que nem todos os érgaos do corpo de um
individuo tém em cada instante um desenvolvimento proporcional ao todo, mas cada um deles
possui um crescimento especifico proporcionais entre si.

Autossimilaridade — Descreve a geometria de objetos no qual uma pequena parte quando
expandida parece a parte inteira do objeto. Qualquer que seja a ampliagdo considerada
obteremos sucessivas cépias do objeto inicial. Existem dois tipos de semelhanca: a exata
(réplicas perfeitas) e a estatistica (imagens que apresentam os mesmos padrdes, as mesmas
caracteristicas).

Auto propagaciao — Forma que d4 origem a outra de maneira irracional, sendo um processo
infinito.

Axilas — Bifurcacdo dos galhos de um vegetal qualquer.

Bainha - Parte do peciolo que ajuda a dar maior sustentacao da folha no caule.
BioMatematica — Campo da Matematica que estuda suas relacdes com as ciéncias bioldgicas.
Botanica — Campo da biologia responsavel pelo estudo dos vegetais.

Botoes vegetativos — Gemas.

Clorofila — Pigmento verde, presente no reino vegetal, com a capacidade de fixar energia

luminosa, energia essa utilizada no preparo de material organico por meio da fotossintese.

Divergéncia — Nome dado a razio determinada por g, onde p € o nimero de voltas da espiral

que circunda o caule e ¢ é nimero de bases de folhas pelas quais a espiral passa (a primeira
folha deve ser desconsiderada, ou adotada como 0).

Estomatos — Estruturas situadas geralmente na parte de baixo das folhas. Responsdvel por
realizar as trocas gasosas com o ambiente.

Euterpe — O segundo livro de Herddoto, historiador grego que viveu no século V a.C. (4857-

420 a.C.).
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Filogénese — E o termo comumente utilizado para hipéteses de relacdes evolutivas (ou seja,
relagdes filogenéticas) de um grupo de organismos, isto €, determinar as relagdes ancestrais
entre espécies conhecidas.

Filotaxia — Parte da Botanica que estuda a disposicao das folhas no caule.

Flésculos — Cada uma das pequenas flores que compde o capitulo, uma inflorescéncia
caracterizada por ter as flores inseridas num receptaculo discéide ou arredondado protegido
por bracteas, exemplo do girassol.

Folha — E a principal sede de elaboracio de alimentos orginicos sob acdo da luz
(fotossintese) e de eliminacdo de dgua na forma de vapor (transpiragcdo). Seus tecidos
constituintes sdo, na maior parte, vivos e respiram.

Fotossintese — Fenomeno de elaboracdo de alimento organico em presenca de luz, a partir de
substancias inorganicas simples, como 4dgua e gas carbonico.

Gemas — Regido de meristema, ou desenvolvimento celular. Pode originar novos galhos,
folhas, ou em contato com o solo, enraizar e gerar uma nova planta.

Lamina foliar — Limbo

Limbo - Superficie da folha de formato extremamente varidvel, pode ter bordos lisos,
denteados, recortados, etc. Sua superficie pode ser lisa e brilhante, ou recobberta por cera,
pélos, espinhos, etc.

Morfogénese — Palavra de origem grega que segnifica “desenvolvimento da forma”. Sdo o
conjunto de padrdes que cada espécie desenvolve ao longo do seu processo de crescimento,
incluindo distriibui¢do de axilas e divergéncia foliar.

Ortoésticas — Referente a posicdo vertical. Na Botanica se refere as folhas imediatamente
superpostas.

Parastichies — Botanica - Termo utilizado para definir as espirais imagindrias presentes em
diversas espécies. Tais espirais podem determinar a divergéncia foliar, estarem presentes nas
pinhas, abacaxis ou nos floésculos de um girassol.

Peciolo — Parte geralmente cilindrica mais resistente que prende a folha ao caule
Phytomathematics — Ramo da BioMatematica que se refere especificamente a Botanica e a
filotaxia.

Sistema radicular — E constituido das raizes, que sio 6rgdos especializados em fixacio,
absor¢do, reserva e conducao.

Timeu — E um tratado teérico de Platdo na forma de um didlogo socratico, escrito cerca de

360 a.C. A obra apresenta especulacdes sobre a natureza do mundo fisico.



