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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma sequéncia didatica na disciplina de
Matematica no que tange a area de Geometria do ensino Fundamental Il e pretende
contribuir no processo de ensino-aprendizagem de Geometria. A mesma se dedicou
a analisar figuras planas e suas transformacdes a partir de reflexdes, translacfes e
rotacBes, contemplando os contedudos oferecidos pelos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Fundamental Il. Este trabalho também se volta as obras de
Escher, as construcdes geométricas por meio do Geogebra e aos documentos
oficiais que norteardo a analise desenvolvida, oferecendo sustentacdo e
embasamento a sequéncia didatica. Estudos apontaram para a importancia da
interdisciplinaridade, levando em consideracdo que sua presenca € constante em
diversas areas do conhecimento, tal como a Arte. Assim, o aluno consegue
estabelecer relacdes entre o cotidiano e a Matemética, colocando-o como um
individuo ativo na relacdo ensino-aprendizagem. Acredita-se que esse trabalho seja
mais um auxilio para o uso do professor em sala de aula e traz uma reflexdo de que
0 ensino precisa estar sempre pautado na interdisciplinaridade e na constante
evolucédo tanto do educador quanto do educando.

Palavras-chave: Matematica. = Geometria. Escher. Sequéncia  didatica.
Interdisciplinaridade



ESQUERDO, Caroline Andressa da Silva. Geometric transformations in the
plane: an approach inspired by Escher. 2018. 123 f. Dissertacdo (Programa de
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ABSTRACT

This work proposes an analysis about a didactic sequence developed in the area of
teaching-learning in the Math class in the area of geometry in Elementary School Il. It
was dedicated to analyze flat figures and their transformations from reflections,
translations and rotations, contemplating the concepts offered by the National
Curriculum of Elementary Education Il. This work also turns to the studies of Escher,
Geometric Constructions through Geogebra and official documents that will serve as
base so that the analysis developed has support and foundation for the studies of the
didactic sequence. These studies have pointed to the importance of the work of
interdisciplinary, taking into consideration that the presence is constant in several
areas of knowledge, such as art. This way, the student is able to establish
relationships between everyday life and mathematics, placing him as an active
individual in the teaching-learning relationship. It is worth noting that there is a
greater focus on the study of geometry in the states of Sdo Paulo and Parana. It is
believed that this work is more aid for the use of the teacher in the classroom and
that brings a reflection that the teaching must always be based on the
interdisciplinary and the constant evolution of both the educator and the student.

Keywords: Mathematics. Geometry. Escher. Following teaching. Interdisciplinarity
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma sequéncia didatica
inspirada nas obras de Mauritus Cornelis Escher. Tal sequéncia didatica tem como
principal meta trabalhar conceitos geométricos como reflexado, rotacéo, translacao e
recobrimento de regides planas. Esta abordagem foi proposta pela orientadora deste
trabalho, inicialmente, isto causou certo espanto, surpresa e curiosidade sobre como
trabalhar um artista tdo conhecido, no entanto, sob um olhar voltado para a
Geometria, a qual constitui uma area da Matematica que para algumas pessoas nao
€ compreensivel tampouco relevante no seu dia-a-dia.

De modo geral, um questionamento desafia o professor de Matematica:
“Como trabalhar a Matematica em sala de aula para torna-la mais atrativa?”. Assim,
as buscas em tentar contribuir para responder esta questdo e transpor outros
obstaculos do processo de ensino e aprendizagem da Matematica incentivaram a
realizacdo deste trabalho.

Aléem de estudar a Geometria existente nas obras de Escher, este
trabalho tem como foco a elaboracédo de uma sequéncia didatica com atividades que
possam ser desenvolvidas com os alunos de forma a ensinar a Matematica aliada a
disciplina de Arte, por meio do software Geogebra.

A palavra Geometria tem origem grega, geo significa terra e metria
medida, sendo assim, € um seguimento da Matematica que se dedica a estudar
guestdes relacionadas as medidas e as formas das figuras geométricas planas ou
espaciais, juntamente com o estudo de suas posicOes relativas e de suas relagoes.
Assim, a Geometria € uma area da Matematica de fundamental importancia, pois a
mesma possibilita ao aluno compreender, interpretar e representar oS conceitos
matematicos existentes a sua volta de forma organizada e sistematica. A Geometria
possibilita conexfes com outros dominios da Matematica como Aritmética, a
Algebra, o Calculo combinatorio.

O estudo da Geometria Euclidiana apoia-se, entre outras, nas seguintes
razdes: De um ponto de vista essencialmente pratico e objetivo, a Geometria
encontra diversas aplicacbes nas Ciéncias e no cotidiano. Culturalmente, “Os
Elementos” de Euclides representam um dos pontos altos do conhecimento grego, a
forma como “Os Elementos” foi organizado e sistematizado estabeleceu um modelo

para fazer Ciéncia até hoje. Sob o ponto de vista da metodologia, a Geometria


https://pt.wikipedia.org/wiki/Terra
https://pt.wiktionary.org/wiki/%CE%BC%CE%AD%CF%84%CF%81%CE%BF%CE%BD
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permite mostrar aos estudantes todo o poder da argumentacao l6gico-dedutiva que
define a Matematica como area de conhecimento.

Quando selecionamos um conteudo de Geometria, devemos considerar a
elaboracdo deste conteudo a fim de expor ao aluno de uma forma objetiva, fazendo
com que o aprendizado possa ser significativo, e isso leva o professor a refletir na
forma como devem ser selecionados os recursos didaticos para a abordagem deste
conteudo em sala de aula.

Neste trabalho, queremos abordar a Geometria no ensino fundamental I,
os chamados terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental, sob o ponto de vista
da interdisciplinaridade e a elaboracdo de propostas direcionadas a alguns
conteudos especificos da Geometria existentes nas obras de Escher, ja
mencionados anteriormente, que constam nos documentos oficiais do estado de Séo
Paulo e Parana. Foram analisados os documentos destes estados, pois a autora
deste trabalho atua como professora no estado de Sdo Paulo e também por esta
dissertacao ter sido desenvolvida em uma universidade estadual do Parana.

Atualmente, sdo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de 1998
que direcionam a Educacgao, em ambito nacional, tanto no ensino fundamental como
no ensino médio. Mas existem algumas reformulacées que estdo sendo discutidas
no ensino médio e que aguardam a solidificacdo da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), e, consequentemente, tais reformulagbes impactardo na
Educacao Infantil e Ensino Fundamental brasileiro. Como entrardo em vigor a partir
de 2019 nas escolas, estudaremos os documentos oficiais que estdo em vigor no
pais, juntamente com as diretrizes do estado de Sdo Paulo e Parana que estdo em
exercicio e ja justificadas anteriormente a escolha destes estados.

Um dos objetivos gerais apresentados nos Parametros Curriculares
Nacionais de Matematica € que os alunos ao estudarem a Matematica sejam

capazes de:

Utilizar as diferentes linguagens — verbal, musical, matemaética,
gréfica, plastica e corporal — como meio para produzir, expressar e
comunicar suas ideias, interpretar e usufruir das producdes culturais,
em contextos publicos e privados, atendendo a diferentes intencdes
e situagbes de comunicagéo. (BRASIL, 1998, p. 7)

isto €, os alunos devem utilizar essas diferentes fontes de linguagens, informacoes e

recursos tecnologicos para adquirirem e construir o conhecimento de forma
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consistente e apropriada, para nao s6 fazer a utilizacdo na sua vida escolar, mas na
sua vida em sociedade.

Assim, no terceiro ciclo, atual 6° e 7° ano do fundamental Il, a Geometria
compete a area de conhecimento “Espago e Forma” do PCN de Matematica, no qual
exigem alguns conceitos e procedimentos de interpretacdo, ou seja, distincao entre
figuras bidimensionais e tridimensionais. E ainda em relacdo a figuras
bidimensionais e tridimensionais, estudam-se os poligonos e suas nomenclaturas,
juntamente com seus eixos de reflexao.

Ha uma andlise, neste ciclo, de composi¢cao e decomposicdo de figuras
planas, e também um estudo das transformacfes de uma figura no plano por meio
de reflexdes, translacbes e rotacfes; bem como uma analise de ampliacdes e
reducdes de figuras planas segundo uma determinada razéao.

Ja no quarto ciclo, atual 8° e 9° ano do fundamental Il, sob o interesse do
desenvolvimento desta pesquisa, a qual faz um apanhado da carreira artistica de
Escher, existe um estudo e reconhecimento das figuras tridimensionais sob
diferentes perspectivas e o desenvolvimento da nogcdo de semelhanca de figuras
planas a partir de reducdes e ampliagGes destas.

E possivel notar que os estudos das figuras geométricas fazem parte da
Geometria estudada no ensino fundamental Il e isso pode nos remeter aos principios

matematicos existentes nas obras de Escher, de forma que:

Atividades que exploram a composicdo e decomposi¢do de figuras,
como ladrilhamento, tangrans, poliminés, fazem com que os alunos
verifiquem que o recobrimento de uma superficie pode ser feito por
determinadas figuras como triangulos equilateros, quadrados,
retangulos, hexagonos regulares. (BRASIL, 1998, p. 123)

Os estudos de conceitos geométricos e sua utilizacdo possibilitam a
exploracdo de diferentes aspectos que permitem desenvolver a interdisciplinaridade
da Mateméatica com outras disciplinas, como Artes, Historia e Geografia. Neste
trabalho em particular, destacamos a interdisciplinaridade entre Matematica e Artes.

Os Parametros Curriculares Nacionais (1998) afirmam que os estudos de
“Espaco e Forma” devem ser explorados a partir de objetos do mundo fisico, ou seja,
de obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato para que se
estabelecam conexdes entre a Matematica e outras areas do conhecimento, a fim de

gue o aluno possa ser capaz de compreender melhor a existéncia da Matematica ao
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seu redor. Deste modo, este trabalho propbe-se a oferecer uma contribuicdo
alinhada a estas recomendacgfes contidas no PCN.

Por outro lado, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais de
Arte (1998), um artista quando cria suas obras néo representa somente a realidade,
mas reflete também “a realidade percebida, imaginada, idealizada e abstraida para
com suas obras”, ou seja, um modo unico de significar e representar o mundo por
meio de suas obras.

De forma geral, os contetudos de Arte que sao exigidos pelos Parametros
Curriculares Nacionais (1998), podem conter, diversificadamente, as formas de arte
e concepcoes de diferentes culturas para tornar o aluno capaz de saber reconhecer
as diferentes origens de arte existentes. Assim, espera-se oferecer ao aluno a
capacidade de compreender, analisar e observar as conexfes que as artes visuais
estabelecem com outras areas do conhecimento humano, como por exemplo,
Literatura, Educacédo Fisica, Matemética, Ciéncias, Filosofia, etc.

Em vista disto, a interdisciplinaridade é uma das abordagens de ensino
gue o PCN recomenda para o desenvolvimento das disciplinas na sala de aula. O
que nos leva a pensar em ensinar a Matematica de forma mais integrada com as
outras areas de conhecimento e, desta forma, tentar suprir as barreiras entre as
disciplinas.

A interdisciplinaridade, de forma sucinta, é definida como interacao
existente entre duas ou mais disciplinas. Colocando a interdisciplinaridade no papel
de uma condicao fundamental do ensino e da pesquisa, desde niveis universitarios a
fundamentais na sociedade contemporanea.

Mas, antes de iniciar qualquer reflexdo sobre este tema, deve ser
observado que o conceito de interdisciplinaridade (assim como o de
transdisciplinaridade) tem sofrido usos errdneos e excessivos que podem gerar sua
banalizacdo, como coloca Fazenda (2008) em suas pesquisas. Por isto, parece - nos
prudente evitar, neste trabalho, os debates tedrico-ideol6gicos sobre o que é a
interdisciplinaridade.

Sabemos que a ciéncia matematica surgiu da necessidade da resolucao
de problemas praticos do cotidiano e esta necessidade nos coloca frente a
Matematica atual, com o desafio de ensinar a Matematica de forma que o aluno se
sinta motivado e que veja sentido perante o aprendizado desta disciplina. Isso nos
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leva a pensar que a interdisciplinaridade pode ser uma abordagem adequada para a
aprendizagem significativa deste aluno.

No Brasil, destaca-se, na area de interdisciplinaridade, o Grupo de
Estudos e Pesquisa em Interdisciplinaridade (GEPI), que foi criado em 1981, pela
professora Ivani Catarina Arantes Fazenda. Este estuda os problemas que norteiam
a interdisciplinaridade no pais e, também mostra h& quanto tempo a

interdisciplinaridade vem sendo estudada no Brasil:

Interdisciplinaridade é uma nova atitude diante da questdo do
conhecimento, de abertura a compreensdo de aspectos ocultos do
ato de aprender e dos aparentemente expressos, colocando-os em
questdo. [...] A interdisciplinaridade pauta-se numa agdo em
movimento. Pode-se perceber esse movimento em sua natureza
ambigua, tendo como pressuposto a metamorfose, a incerteza.
(Fazenda, 2002, p. 180)

A interdisciplinaridade € um posicionamento “novo” para o professor frente
ao conhecimento, na busca do saber e ensinar e, a nosso ver, em constantes
adaptacdes. E nesta linha de pensamento, que Simard (1993, p. 67) posiciona-se
perante a didatica interdisciplinar para o professor:

[...] ndo se trata de juntar os conteldos das disciplinas contributivas
como um amontoado eclético de dados, nem de subordinar a didatica
a essas disciplinas ou a uma ou a outra aplicacdo predominante
entre elas. A didatica ndo se restringe unicamente a um trabalho de
aplicagdo, ao contrario, tende a desenvolver um “pensamento
especifico” sobre o ato educativo.

Para os autores Vilela e Mendes (2003, p. 529), além do que ja foi dito

sobre a interdisciplinaridade, afirmam que:

[...] uma inter-relacdo e interacdo das disciplinas a fim de atingir um
objetivo comum. Nesse caso, ocorre uma unificagdo conceitual dos
métodos e estruturas em que as potencialidades das disciplinas sédo
exploradas e ampliadas. Estabelece-se uma interdependéncia entre
as disciplinas, busca-se o didlogo com outras formas de
conhecimento e com outras metodologias, com objetivo de construir
um novo conhecimento. Dessa maneira a interdisciplinaridade se

apresenta como resposta a diversidade, a complexidade e a
dindmica do mundo atual.

Lenoir (1998, p. 57), afirma que a interdisciplinaridade, no contexto
escolar, deve ser um movimento crescente que segue trés niveis: curricular, didatica
e pedagdgica. Como ele distingue, a interdisciplinaridade curricular requer “uma

incorporacdo de conhecimento dentro de um todo indistinto, a manutencdo da
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diferenca disciplinar e tensdo benéfica entre a especializagdo disciplinar, que
permanece indispensavel, e o cuidado disciplinar [...]". Ou seja, o plano curricular
interdisciplinar s6 terd sentido se ele mesmo possuir carater interdisciplinar para

tornar possiveis as praticas integradoras.

Ja a interdisciplinaridade didatica, segundo Lenoir (1998, p. 58) tem “[...]
uma funcdo mediadora entre o0s planos curriculares e pedagogicos, a
interdisciplinaridade didatica leva em conta a estrutura curricular para estabelecer
preliminarmente seu carater interdisciplinar [...]", assim, € uma analise da conexao
entre os conhecimentos que devem ser ensinados e as situagdes de aprendizagem
que irdo ser estudadas em sala, ou seja, revisar as estratégias. E a
interdisciplinaridade pedagdgica caracteriza-se como sendo a propria atuacdo em
sala de aula da interdisciplinaridade didatica.

O curriculo do Estado de S&o Paulo descreve bem a situacdo atual

juntamente com a atuacao interdisciplinar na sala de aula:

Vivemos uma época em que as atividades interdisciplinares e as
abordagens transdisciplinares constituem recursos fundamentais
para a construcdo do significado dos temas estudados, contribuindo
de modo decisivo para a criagdo de centros de interesse nos alunos.
(SAO PAULO, 2012, p. 28)

Tal situagdo coloca como foco principal do ensino, a construgcdo do
conhecimento significativo juntamente com seus interesses. Além disso, em relacdo
a Geometria, que é o tema central deste trabalho, o Curriculo do Estado de Sé&o
Paulo (2012, p. 43) afirma que “deve-se buscar uma alimentacdo mutua entre 0s
aspectos do conhecimento geométrico por meio de atividades integradoras”.

Ja as Diretrizes Curriculares da Educacao Basica do Estado do Parana
(2008), colocam que a interdisciplinaridade deve ser articulada de tal forma que
enriqgueca a compreensdo do conteudo das disciplinas as quais envolvam tais
conceitos, para que a interdisciplinaridade ndo seja utilizada de forma errbnea,
simplesmente por ter que adota-la na sala de aula, mas que seja elaborada para
desenvolver este aluno dentre todos os conteudos escolares.

No proximo capitulo, apresentaremos sucintamente a biografia de Escher
e veremos que sua histéria de vida e suas obras podem ser o fio condutor de um
projeto interdisciplinar pertinente, visto que podemos integrar as seguintes

disciplinas: a Matematica, pois Escher fez uso de inUmeros conceitos da
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matematica, particularmente, da Geometria, a disciplina de Arte por meio do estudo
da obra grafica de Escher e suas diversas fases que possibilitam ao aluno o
conhecimento de termos técnicos como xilogravura, litogravura, perspectiva, ponto
de fuga. Viveu na Holanda, Italia, Suica, Bélgica e visitou outros paises europeus,
uma circunstancia apropriada para o ensino de Geografia. Algumas destas
mudancas de Escher foram motivadas pela ascensdo do fascismo na Italia e pelos
desdobramentos historicos que culminariam na Segunda Guerra Mundial, assim o
professor de Historia dispde de material vasto para colaborar nesta abordagem
interdisciplinar. Porém, por questdes de objetividade, neste trabalho s6 trataremos
da interdisciplinaridade entre Matemética e Arte.

Vamos expor algumas particularidades sobre os contetudos que abrangem
Geometria do estado de Séo Paulo e Parana para que possamos confirmar que as
atividades propostas neste trabalho, estdo de acordo com os documentos oficiais.
Lembramos que fazemos um recorte apenas dos conteudos relacionados com a
sequéncia didatica que sera apresentada posteriormente.

Os cadernos de expectativas de aprendizagem de Matematica do Parana
trazem os conteudos e conceitos basicos que o aluno deve adquirir durante o Ensino
Médio e Fundamental. Assim, no 6° ano do ensino fundamental, os alunos devem ter
contato com a Geometria quando fazem compreensdo dos conceitos de espaco
geométrico (bi ou tridimensional), reconhecer e classificar poligonos, e também a
identificar os soélidos geométricos. E, no 8° ano do fundamental, os alunos ja
aprendem a identificar quadrilateros, seus elementos e suas propriedades, além de
formas fractais.

Destaca-se também no caderno de expectativas de aprendizagem de Arte
do Parana para os alunos no 6° ano, dentro da vertente de Artes Visuais, aprender
composicdo de figuras bidimensionais, geomeétricas e simetria. No 7° ano do
fundamental, aprendem proporcao, figuras e fundos, além de perspectivas para
compreenderem certos trabalhos de artes visuais e contetdos envolvidos com o seu
cotidiano.

Ja no Curriculo proposto para o Estado de S&o Paulo, direcionado a
Matematica e suas Tecnologias, o principal objetivo para a Geometria para os alunos
de 6° ano do Ensino Fundamental é o reconhecimento de formas geométricas
(sejam elas planas ou espaciais). No 7° ano, propde-se um estudo um pouco mais

aprofundado, em relacdo ao ano anterior, com o estudo de angulos, poligonos,
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circunferéncias, simetrias e constru¢cdes geométricas, comparadas com objetos do
dia a dia.

No Curriculo do Estado de S&o Paulo, direcionado a Arte, faz-se pouca
separacdo e distincdo entre a especificidade dos conteudos que devem ser
abordados pelos anos ao longo do ensino fundamental e médio. Ndo h4 uma
listagem de contelidos evidentes para orientar os professores de Arte, s6 existe um
quadro de conteudos e habilidades, mas que nao distingue os aspectos de Arte que
devem ser abordados de acordo com os anos escolares. Destaca-se uma habilidade
a qual deve ser desenvolvida com os alunos do 6° ano do ensino fundamental que é
a diferenciagdo entre o espaco bi e tridimensional, mas nada orientado ou
especificado ao professor.

Tanto em relacdo a Arte, quanto a Matematica, nota-se que o estado do
Parana apresenta orientacbes mais objetivas e detalhadas com relacdo aos
contelidos para nortear o trabalho dos professores. O estado de Sédo Paulo, apesar
de possuir um sistema de ensino estruturado, suas diretrizes sdo genéricas,
deixando a critério do professor a forma como ele ira desenvolver os contetdos. Em
relacdo a Matemética, os conteldos sdo expostos de forma simplificada. J& em
relacdo a Arte, a proposta curricular paulista traz poucas orientacdes sobre
contelidos e aspectos que devem ser trabalhados ao longo da vida escolar do aluno.

Os conteudos da area de conhecimento “Espaco e Forma”, da
Matematica nos PCN, aparecem, significativamente, nas obras de Escher, pois
analisando do ponto de vista da matematica, tais obras envolvem reflexdo, rotacdes,
simetria, transformac¢des bidimensionais em tridimensionais, entre outros temas
geométricos que podem ser estudados na Matematica do Ensino Fundamental.

Outro aspecto que sera explorado neste trabalho e é recomendado pelo
PCN trata da utilizacdo de softwares no ensino de Matematica. Segundo o PCN, o

uso de softwares de Geometria:

[...] explora problemas envolvendo transformacdes das figuras.
Também é interessante propor aos alunos situacBes para que
comparem duas figuras, em que a segunda é resultante da reflexao
da primeira (ou da translacdo ou da rotacdo) e descubram que

permanece invariante e o que muda. (BRASIL, 1998, p. 124)

O uso da tecnologia na Educacdo vem sendo muito discutido, desde

meados de 1981, no Brasil. Desde entdo, o Governo Federal vem acentuando a
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informatizacdo das Escolas como um dos principais pontos para a formacao dos
futuros cidadéos. O que caracteriza a informatica como capaz de contribuir para
modificar as praticas do ensino tradicional, de acordo com Borba e Penteado (2016).

Vale lembrar que o fato de utilizar a tecnologia da informética, néo
significa que o professor deva abandonar as outras tecnologias, todavia, é preciso
avaliar o que se deseja enfatizar e qual midia é mais adequada para dar enfoque a
determinado conteudo. Cabe entdo ao professor um planejamento quanto ao que se
deseja ensinar, para que ele possa se “arriscar’” em utilizar esta tecnologia de forma
eficaz e inovadora.

Os riscos de se introduzir estas inovacdes na Escola sdo também muito
discutidos em pesquisas, mas o professor deve sempre estar preparado para
situacdes e abordagens que extrapolem seus dominios matematicos para que 0 uso
da tecnologia néo se torne errbneo ou nao significativo para este aluno. Quer dizer,
o professor passa a ser o mediador entre 0 aluno e sua aprendizagem e o aluno é
capaz de construir seu conhecimento tornando-se mais ativo no processo de
aprendizagem.

Ao longo da histéria da Educacao, as trajetérias das reformas curriculares
defendem a importancia de um papel ativo do aluno na constru¢cdo do conhecimento
e a necessidade de levar os alunos a compreender a importancia do uso da
tecnologia e acompanharem sua permanente renova¢ao com o mundo atual.

Borba e Penteado (2016, p. 65) afirmam que “a inser¢cao da Tl (tecnologia
da informética) no ambiente escolar tem sido vista como um potencializador das
ideias de se quebrar a hegemonia das disciplinas e impulsionar a
interdisciplinaridade”, como exemplo existem muitos trabalhos que envolvam
softwares de geometria dindmica que integram ideias matematicas e artisticas.
Temas que podem ser explorados, sob o ponto de vista deste trabalho, por meio de
softwares sdo pavimentacdo do plano, construcdo de mosaicos e fractais, entre
outros.

O uso da tecnologia na educacdo € uma ferramenta que aprimora o
ensino, especificamente, a disciplina de Matematica, capaz de integrar, atrair e
estimular o aluno na abordagem dos conteudos. Isso faz com que o aluno tenha um
aprendizado dinamico e significativo dos conceitos de maior dificuldade, sendo

possivel estabelecer conexdes com outros contetdos a qualquer momento.
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D’Ambrosio (1986) chama atencdo para o fato de que em muitas
situacdes o aluno se mostra mais confortavel com o uso de tecnologias, como o uso
do computador e softwares do que o proprio professor, visto que, nos ultimos
tempos, as criancas e 0s jovens fazem uso dessa tecnologia em jogos e brincadeiras
gue sao dispostos aos mesmos por diversos meios.

Atualmente, a informatizacdo da educacao significa, praticamente, um

direito do aluno, como descreve a seguir Borba e Penteado (2016, p. 17):

[...] o acesso a informética na educacdo de ser visto ndo apenas
como um direito, mas como parte de um projeto coletivo que prevé a
democratizacdo de acessos a tecnologias desenvolvidas por esta
mesma sociedade. E dessas duas formas que a informéatica na
educacao deve ser justificada: alfabetizagé@o tecnoldgica e direito ao
acesso.

Assim, um recurso didatico que sugerimos nesta pesquisa para auxiliar no
ensino da Matematica é o software Geogebra, um programa de geometria dindmica
gue pode ser utilizado desde o nivel basico até o avancado, com a exposicdo da
Geometria de uma forma dinamica. Obviamente, vamos explorar alguns contetdos
matematicos especificos que aparecem nas obras de Escher.

Um dos fatores para a escolha do Geogebra foi por se tratar de um
software gratuito, de utilizacao relativamente simples e também porque se tem a
possibilidade de instala-lo em diferentes tipos de plataforma, como por exemplo, em
smartphones. O Geogebra ¢é encontrado facilmente, pelo site oficial

https://www.geogebra.org/, e, atualmente, existe inclusive sua versao em 3D.

O Geogebra é considerado uma ferramenta de facil acesso que possibilita
explorar e visualizar a dinamicidade existente na Geometria. Isso proporciona desde
a introducdo e exploracdo de conceitos até o refor¢co de contetdos e propriedades
que o aluno tenha maior dificuldade de visualizar e compreender, ou seja, 0
Geogebra permite potencializar o ensino da Geometria em sala de aula.

Em comparagdo com outros programas de geometria dindmica para
manusear o Geogebra, o aluno ndo precisa dominar todas as ferramentas do
programa para utiliza-lo, seu uso € intuitivo e também néo precisa fazer de uma
unica forma determinadas construcdes.

Como o proprio nome ja diz, um software de geometria dinamica quer

dizer que a Geometria esta em movimento. A geometria dindmica pode facilitar a
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visualizacdo que o aluno tem das figuras geométricas e que poderiam ser de

compreensao limitada no método convencional de quadro negro e giz. Assim:

‘O dinamismo € obtido através de manipulacdo direta sobre as
representacoes que se apresentam na tela do computador. Por
exemplo: em geometria sdo os elementos de um desenho que s&o
manipuldveis; no estudo de fun¢des sdo objetos manipulaveis que
descrevem relagcdo de crescimento/decrescimento entre as
variaveis.” (Gravina e Santarosa, 1998, p. 10)

No estado do Parana, o Geogebra ja esta instalado na rede publica de
ensino e, desde 2007, estdo sendo ofertados programas de aperfeicoamentos para
os professores. Deste modo, as execucfes de atividades matematicas podem ser
elaboradas mais dinamicamente, podendo levar o professor a uma relacdo de maior
proximidade com as tecnologias e com seu aluno, como consequéncia, tais
procedimentos podem enriquecer o ambiente de aprendizagem.

Este trabalho esta organizado como segue:

Neste capitulo 1, temos a introducdo, a qual expomos 0s objetivos e as
justificativas para o desenvolvimento dos capitulos posteriores. Temos como objetivo
principal apresentar uma sequéncia didatica inspirada nos trabalhos de Escher.
Nosso foco especifico é explorar os conceitos matematicos presentes nas obras de
Escher por meio de recursos geométricos que existem no software Geogebra.
Lembrando que todo referencial tedrico esta amparado com os PCN e documentos
oficiais.

No capitulo 2, apresentamos a vida e as obras de Escher, destacando
suas principais obras e fases de seu trabalho artistico. Além de mostrarmos algumas
obras que compdem desde o inicio da sua carreira, quando saiu da Escola de
Arquitetura e Artes Decorativas, e vamos destacar alguns fatos que influenciaram
diretamente em seu trabalho.

No capitulo 3, temos uma breve explanacdo sobre os conceitos
matematicos que envolvem nossas propostas didaticas. E, no capitulo 4, foram
elaboradas algumas propostas de sequéncias didaticas que foram criadas com o
intuito do aluno se inspirar nas obras de Escher e aprender a matematica de forma
dindmica, utilizando o software Geogebra.

Nossas propostas foram elaboradas com o foco em alunos do ensino

fundamental Il, mais especificamente 6° e 7° ano, que apesar de trabalharem



26

conteddos mais simples, sdo muito complexos suas visualizagfes e aprendizagem
concreta.

Por fim, no capitulo 5, vamos expor nossas consideracdes que possam
fazer inferéncia sobre os resultados levantados nesta pesquisa e também alguns

apontamentos sobre possiveis desdobramentos futuros no ensino de Matematica.
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2 VIDA E OBRAS DE ESCHER

2.1 Biografia

Figura 1 — “Autorretrato” de Escher (1929)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/italian-period/
Acessado em: 22/03/2017

Mauritus Cornelis Escher foi um dos mais famosos artistas graficos do
mundo moderno. Nasceu em Leeuwarden, na Holanda, em 17 de Junho 1898 e
faleceu em 27 de margo de 1972. Além de dedicar toda a sua vida as artes graficas,
desenvolveu também livros ilustrados, tapecarias, selos postais e murais. Sabe-se
que Escher, durante a sua vida, fez mais de 448 litografias (arte de reproduzir em
papel, por meio de uma prensa de pedra calcaria pintada), xilogravuras (técnica que
consiste em realizar gravuras em madeiras, a qual se deixa em relevo a parte que
pretende fazer a reproducdo do desenho) e gravuras em madeira, além de mais de
2000 desenhos e esbogos.

Os dados biograficos deste capitulo pautam-se, principalmente, no site
oficial www.mcescher.com publicado pela MC Escher Foundation e The MC Escher

Company, além de outros sites relacionados®, e no livro “O espelho magico de M. C.

Escher” de Bruno Ernst de 1978. Um fato curioso é que este livro foi escrito por

1https://pt.slideshare.net/prapina/apresentao-mce—6053441 Acesso em: 10/03/2017
http://pt.wikipedia.org/wiki/Maurits _Cornelis_Escher Acesso em: 11/03/2011
http://wwwp.fc.unesp.br/~mauri/Logo/mosaico4.pdf Acesso em: 03/04/2017
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Ernst, entre 1970 e 1971. Ernst era um professor de mateméatica fascinado pelas
obras de Escher, que, inicialmente, estabeleceu contato com o0 mesmo por
correspondéncia, isto em 1956, até surgir um convite para conhecé-lo pessoalmente.
Firmou-se entre eles uma amizade que perdurou até a morte de Escher. Por meio
dos encontros de Ernst e Escher, nasceu a ideia de Ernst escrever um livio com
relatos, abordagens sisteméticas das obras e entrevistas com Escher, tornando o
livro uma reflexao rigorosa e pessoal de Escher sobre sua forma de trabalhar e como
0 préprio concebia suas obras. Aos interessados na biografia de Escher, aos que
guerem compreender quais eram as intencdes do artista em suas gravuras e seu
método de trabalho, recomenda-se a leitura deste livro, pois 0 mesmo traz inUmeras
declaracdes do proprio Escher.

M. C. Escher era o filho mais novo do engenheiro civil George Arnold
Escher e de sua segunda esposa Sarah Gleichman. Na sua juventude, ndo foi um
aluno brilhante e seu pai, mesmo assim, achava que seu filho deveria ir para um
curso de ciéncias exatas para tornar-se engenheiro como ele. Como consequéncia,
Escher ingressou, em 1919, na Escola de Arquitetura e Artes Decorativas de
Haarlem sob a orientacdo do arquiteto Vorrink, seguindo a mesma linha da profissao
de seu pai.

Sabe-se que os estudos de Escher em Arquitetura ndo duraram muito,
pois foi la que ele conheceu seu mestre, um professor de Artes Graficas de origem
portuguesa, chamado Samuel Jesserun de Mesquita, o qual convenceu o pai de
Escher que o verdadeiro talento do filho era para as Artes Decorativas. Desta forma,
Mesquita passou a ser o principal professor de Escher, ensinando técnicas de
gravuras artisticas e, rapidamente, Escher dominou a xilogravura.

Em 1922, Escher deixou a Escola de Arte e jA dominava a xilogravura de
forma téo satisfatoria e consideravel que seu mestre disse a ele que deveria seguir
seu proprio caminho na Arte. Em consequéncia deste fato, quando terminou os
estudos, Escher fez vérias viagens pela Italia e Espanha com intuito de conhecer o
mundo e sentir-se inspirado pelas paisagens.

Desta forma, Escher, em uma de suas viagens ao Sul da Italia, conheceu
Jetta Umiker, uma jovem com a qual iria se casar dois anos mais tarde. Apos o
matrimonio, o jovem casal fixou-se em Roma, na lItalia, junto com os pais de Jetta, e

entdo, Escher se dedicou ao trabalho gréfico.
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As diferentes paisagens italianas inspiraram Escher a fazer varios
esbocos. Como, por exemplo, Castrovalva de 1930, Escher fez uma de suas mais
bonitas litografias de paisagens, segundo varios criticos da época. Sabe-se que,
neste periodo, Escher era ainda bastante desconhecido, apesar de ter organizado
algumas exposicdes e feito algumas ilustracdes de alguns livros. S6 anos mais

tarde, em 1951, que ele foi reconhecido e ganhou dinheiro com suas obras.

Figura 2 — “Castrovalva” (1930)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/italian-period/
Acessado em: 01/04/2017

Em 1935, devido as circunstancias que passava a Italia, especificamente
a ascensdo do fascismo, Escher e sua familia se mudaram para a Suica, onde a
estadia foi curta, pois, segundo Escher, a paisagem branca e bucdlica do inverno no
pais ndo o inspirava. Entdo, em 1937, novamente a familia mudou-se, agora para a
Bélgica, em Ukkel, perto de Bruxelas.

Durante este periodo de mudanca entre os paises da Suica e Bélgica,
Escher fez algumas viagens. Em especial, em 1936, Escher visitou com sua mulher
o complexo de Alhambra, em Granada, na Espanha, onde foi apresentado de forma
mais profunda a arte islamica. E de conhecimento que o complexo de Alhambra
possui padrbes geométricos muculmanos trabalhados em arabescos, ou seja,
azulejos pintados que sdo usados amplamente como painéis nas paredes e nos

tetos.
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Tal contato de Escher com a arte arabe esta na base de seu interesse e
da sua paixdo pela divisdo regular do plano em figuras geométricas que se
transfiguram, repetem-se e refletem a partir das pavimentacdes. Assim, as obras de
Escher consistiam também em preencher as superficies e substituir as figuras
abstrato-geométricas comuns na arte &rabe, por figuras concretas, perceptiveis e
existentes na natureza (apesar de altamente estilizadas), como passaros, peixes,
pessoas, repteis, etc. E esse estilo caracteriza as obras de Escher.

Em janeiro de 1941, Escher mudou-se para Baarn, na Holanda. Deste
momento em diante, sua vida seguiu em sossego e tranquilidade. Assim, nos anos
seguintes, exteriormente, ndo aconteceram mais quaisquer mudancas de interesse e
inspiracdo, ou fatos significativos na vida de Escher que influenciariam suas obras.

No fim de sua vida, ja em 1969, Escher fez ainda a litografia Serpentes, a
qual mostrava ainda sua mao firme, vista agucada e criatividade. Em meados de
1970, Escher mudou-se para a Casa-de-Rosa-Spier em Laren, ao norte da Holanda,
gue era uma casa de artistas idosos, da qual eram cuidados, além de ter seus

préprios estudios neste local. Vindo a falecer em marco de 1972.

Figura 3 — “Serpentes” (1969)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/italian-period/
Acessado em: 23/03/2017
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2.2 Fases da Obra de Escher

Distinguem-se duas fases na obra de M. C. Escher, uma anterior e outra
posterior a 1937.

Na primeira fase, até 1937, na obra de Escher, havia predominio da
representacao pictorica. Segundo Barbosa, (1993, p. 109) as obras de Escher deste
periodo “correspondem a realidade visivel de cidades e regides italianas”. E notavel
o olhar de Escher para diferentes detalhes. Neste periodo, ele se preocupa com a
estrutura do espaco juntamente com diferentes perspectivas de angulos de uma
mesma paisagem, as quais, ha maioria dos casos, sao contrastantes.

Neste periodo, Escher também criou obras imaginativas tais como
Castelo no Ar (1928) e Torre de Babel (1928), as quais, de acordo com o proprio
Escher, faziam parte do processo de treinamento para aperfeicoar suas técnicas de

gravuras.

Figura 4 — “Castelo no Ar” e “Torre de Babel” (1928)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/italian-period/

Acessado em 22/03/2017

J4 na segunda fase de Escher, depois de 1937, o pitoresco e o real
deixam de ser o foco de suas obras. Isto mostra que seu trabalho se afasta do
mundo fisico, utilizando a partir de entdo a "imaginagao e visdo detalhista’” do mundo
a sua volta, Barbosa (1993, p. 109).
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O fascinio por regularidades e estruturas matematicas esta presente
nesta fase de Escher. A continuidade e superficies que remetem ao infinito se
tornam habituais a partir de entédo, o que trouxe a reproducédo de um mundo de trés
dimensdes sobre a superficie bidimensional.

Embora ndo se tenha qualquer formagdo matematica, Escher utilizou a
criatividade e o dinamismo atrelado a Matematica no processo de criagdo de suas
obras de gravuras. Inclusive, o préprio Escher declarou que era inteiramente leigo no
ambito da Matematica e que ele considerava estranho o fato de seus trabalhos
abordarem teorias mateméticas que ele desconhecia. S&o palavras do préprio
Escher sobre seu conhecimento matematico, publicadas numa entrevista a Ernst
(1978, p. 23):

Eu nem sequer tive um <suficiente> em Matemética. E esquisito que
eu pareca abordar teorias matematicas, sem que eu préprio as
conheca. Nao, na escola era um rapaz simpdatico e pateta. E entéo
agora imaginar que matematicos ilustram os seus livros com as
minhas gravuras! E que eu me dou com toda esta gente erudita
como um irmédo e colega. Eles ndo podem imaginar de maneira
alguma que eu néo perceba nada do assunto.

Assim, Escher ocupa-se de ideias de regularidade, estrutura,
continuidade que estao presentes neste periodo. Suas ideias que, muitas vezes, ndo
sdo definidas por palavras, sdo expressas com clareza por imagens. Assim, de
acordo com Ernst (1978, p. 16) as obras de Escher podem ser consideradas com um
“alto grau racional, porém, minimamente literaria no sentido de que ele parafraseia
em imagem as coisas que poderiam ser reproduzidas em palavras”.

As criticas aos trabalhos de Escher eram muitas também, jA que a
realidade nao fazia parte do periodo depois de 1937, e cada observador interpretava
e visualizava seu proprio caminho para investigar suas gravuras, ou seja, uma

especie de “contemplacao” de suas criagdes, de acordo com Escher.

2.3 Os periodos da obra de Escher

2.3.1 Paisagens (1922 - 1937)

O primeiro periodo corresponde também ao que € considerada a primeira

fase da obra de Escher. Composto, na maior parte, por gravuras que apresentam
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paisagens e pequenas cidades do sul da Itdlia e das regibes costeiras
mediterraneas.

Sem duavida, o auge foi alcancado por Castrovalva (1930), mostrado
anteriormente neste capitulo — Figura 2, que consiste em uma litografia de uma
cidadezinha nos Abruzos. Mas algumas obras também tiveram destaques neste
periodo, como, por exemplo, a litografia “Natureza morta com espelho” de 1934, a
qual j& mostra, além das paisagens italianas, uma preferéncia de Escher por

diferentes perspectivas em seus desenhos.

Figura 5 — “Natureza morta com espelho” (1934)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/galleryl/italian-period/
Acessado em: 01/04/2017

2.3.2 Metamorfoses (1937 - 1946)

A gravura que anuncia este periodo de grandes transformagfes em sua
obra € a xilogravura Metamorfose | (1937), na qual Escher mostra a transformacao
gradual de uma pequena cidade, passando por cubos e terminando numa boneca

chinesa.
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Figura 6 — “Metamorfose I” (1937)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/switzerland-belgium/
Acessado em: 01/04/2017

Tal periodo caracteriza-se pelas transformacdes de formas bidimensionais
em tridimensionais, ou seja, metamorfoses e ciclos sdo constantes em suas obras
como se Escher “quisesse brincar” com as formas e dimensdes num plano
bidimensional.

Uma obra bem marcante também deste periodo € a litografia Dia e Noite
(1938), que é composta por duas paisagens distintas separadas na vertical, uma
delas com o dia e outra com a noite. A obra apresenta uma transicdo gradual de
campos lavrados bidimensionais, que aparecem em cada canto inferior, para aves
tridimensionais que tomam o0s céus. Note ainda a transformacdo entre passaros

pretos e brancos na parte de cima da tela.

Figura 7 — “Dia e Noite” (1938)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/switzerland-belgium/
Acessado em: 01/04/2017

Na litografia o Espelho magico (1946), novamente, Escher transita entre
os planos bidimensionais e tridimensionais de uma forma natural e, a0 mesmo

tempo, impossivel para muitos de se desenvolver, uma impossibilidade tanto em se


http://www.mcescher.com/gallery/switzerland-belgium/
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imaginar quanto em criar os desenhos em transicdo dos planos. Nota-se também

que a utilizacdo de espelhos nos trabalhos de Escher é recorrente.

Figura 8 — “Espelho magico” (1946)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/

Acessado em: 01/04/2017

2.3.3 Gravuras subordinadas a perspectiva (1946 - 1956)

A litografia Em cima e em baixo (1947), embora n&o sendo a primeira de
Escher neste periodo, foi considerada o &pice das gravuras subordinadas a
perspectiva. Segundo Ernst (1978), esta obra transmite “além da relatividade dos
pontos de fuga, s&o reproduzidos feixes de linhas paralelas como curvas

convergentes”, forgando o observador ir além de sua imaginagéao.


http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/
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Figura 9 — “Em cima e em baixo” (1947)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/
Acessado em: 18/05/2017

Ja no fim deste periodo, a xilogravura Profundidade (1955), mostra um
retorno a perspectiva tradicional dos trabalhos de Escher, mas com um diferencial
notavel que € o aparecimento da infinidade do espaco. Nesta xilogravura, é dificil
criar este efeito de profundidade, embora na litografia este efeito fosse mais facil de
criar, desta forma, os peixes foram desenhados cada vez menores e, para ajudar no

efeito de profundidade, Escher utiliza duas cores na madeira.

Figura 10 — “Profundidade” (1955)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 03/04/2017



http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/
http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/

37

E evidente, neste periodo de Escher, o interesse em solidos geométricos
simples, por exemplo, poliedros regulares, espirais no espaco e laco de Moebius.
Esta admiracdo e interesse vieram do fato de que o irméo dele era professor de
Geologia e este escreveu um manual cientifico sobre Mineralogia e Cristalografia.

Fazem parte deste periodo as obras Cristal (1947), Estrelas (1948) ou
Queda d’agua (1961), embora este ultimo trabalho tenha surgido tardiamente,
pertencem também a este periodo gravuras direcionadas a perspectiva com
fragmentos impossiveis. Como exemplo, a obra Queda da agua (1948), a qual
ficamos confusos com o sentido da agua, pois a mesma nao pode subir se nao
houver um auxilio mecéanico, uma espécie de “ilusdo” que Escher gostava de criar

em suas obras.

Figura 11 — “Estrelas” (1948)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/
Acessado em: 18/05/2017

Figura 12 — “Cristal” (1947)

Acessado em: 18/05/2017
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Figura 13 — “Queda d’agua” (1961)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 03/04/2017

2.3.4 Aproximacgéao ao infinito (1956 - 1970)

O marco inicial deste periodo foi a xilogravura Cada vez mais pequeno |
(1956), mas na opinido do proprio Escher, a melhor gravura que representa este
periodo de aproximacao ao infinito é Limite circular Il (1959), a qual foi elaborada
por Escher utilizando simetrias, translacbes e aproximacgdes ao infinito de dentro
para fora da figura. Estes tipos de figura remetem a mesma ideia de fractal,
estudadas na Geometria, a qual se estuda o comportamento de figuras mais
complexas que se repetem em uma determinada escala. J& a Ultima gravura deste
periodo também ficou muito conhecida é Serpentes (1969), ja mostrada
anteriormente neste capitulo na Figura 3.


http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
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Figura 14 - “Cada vez mais pequeno I” (1956)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 04/02/2018

Figura 15 — “Limite Circular IlI” (1959)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 03/04/2017

Escher, neste periodo final de sua vida, também produziu as “figuras
impossiveis”, tais como: Céncavo e Convexo (1955), Queda d’agua (1961) e Galeria
de Arte (1956). As obras deste periodo caracterizam o fascinio de Escher por ilusbes
e desenvolvimento de diferentes perspectivas, de acordo com o angulo em que se

observa.
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Figura 16 — “Céncavo e Convexo” (1955)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 18/05/2017

E de reconhecimento que a litografia mais bem sucedida e impressionante
desta fase “Impossivel de Escher” € Galeria de Arte (1956), que o proprio Escher
considerava como sua melhor obra. Galeria de Arte mostra os limites maximos de
seu pensamento e capacidade de representacdo de seu trabalho neste periodo, ou

seja, uma mistura de ilusdo com realidade ricamente representada nesta obra.

Figura 17 — “Galeria de Arte” (1956)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 03/04/2017
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3 TRANSFORMACOES NO PLANO

De forma breve, vamos apresentar neste capitulo o0s conceitos
matematicos os quais utilizaremos na sequéncia didatica que sera desenvolvida no
capitulo seguinte deste trabalho. Lembramos que tais contetdos sdo recomendados
pelo PCN e pelas diretrizes curriculares dos estados do Parana e S&o Paulo e estédo
distribuidos pelos anos escolares do ensino fundamental I1.

Uma das principais dificuldades encontradas para a elaboracdo deste
capitulo foi buscar por definicdes que pudessem ser trabalhadas no nivel de ensino
pretendido, hd uma caréncia de abordagem deste conteado nos livros didaticos,
como ja foi pesquisado por Pizzo (2017).

Temos como foco principal deste capitulo fazer uma abordagem
simplificada com poucas demonstracdes, com o intuito de o professor ensinar de
forma suficiente para o entendimento do aluno. Como a abordagem de nosso
trabalho é para o ensino fundamental Il, assim optamos em expor, na medida do
possivel, os conceitos matematicos de forma acessivel.

Nota-se que no Terceiro Ciclo da Educac¢éo Basica, o conceito de simetria
ndo faz parte de forma explicita do ensino da Matematica, entretanto o PCN
menciona alguns procedimentos que podem ser abordados durante o Terceiro e
Quarto Ciclo do Fundamental.

Construindo figuras a partir da reflexao, por translacao por rotacdo de
uma outra figura, os alunos vado percebendo que as medidas dos
lados e dos angulos, da figura dada e da figura transformada séo as
mesmas. As atividades de transformacéo sdo fundamentais para que
0 aluno desenvolva habilidades de percepcdo espacial e podem
favorecer a construcdo da nocdo de congruéncia de figuras planas
(isometrias). De forma anéloga, o trabalho de ampliacdo e reducédo
de figuras permite a construcdo da nocdo de semelhanca de figuras
planas (homotetias). (BRASIL, 1998, p. 86, grifo n0sso)

Assim, vamos organizar este capitulo, explicando o conceito de simetria e
para entender o que € uma figura simétrica, vamos abordar os trés tipos basicos de
iIsometrias existentes que sdo: Rotacdo, Reflexdo e Translagdo, os quais foram
conceitos mais utilizados nas atividades propostas e elaboradas no capitulo

subsequente, chamadas de transformacdes no plano. Lembrando que as métricas

adotadas sdo as métricas usuais do R?.
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3.1 Simetria

Uma nocédo intuitiva de quando uma figura for simétrica, € possivel
encontrar uma isometria (diferente da identidade) que transforme a figura nela
propria. Nesse caso, a isometria que deixa uma figura A invariante € dita uma
simetria da figura A. Assim, uma figura pode ser simetria de translacéo, simetria de
reflexdo, simetria de rotacédo ou simetria de reflexdo deslizante (reflexdo seguida de
translacdo) ou ndo possuir nenhuma simetria®.

Pasquini e Bortolossi (2015) realizaram uma pesquisa sobre o
entendimento do que € simetria ao longo da Historia. Segundo 0os mesmos, 0

conceito moderno de simetria é:

Seja X um subconjunto ndo vazio do plano euclidiano R?. Dizemos que uma
funcdo F:R?>—R? € uma simetria do conjunto X se F satisfaz as duas condi¢des

seguintes.

1. F é uma isometria, isto é, F preserva distancias. Mais precisamente, quaisquer
que sejam os pontos P e Q em R?, a distancia de P a Q (no dominio de F) é

sempre igual a distancia de F(P) a F(Q) (No contradominio de F).

2. F(X)=X,isto &, X é invariante por F (a imagem do conjunto X pela fungdo F

€ igual ao proprio conjunto X ). (Pasquini e Bortolossi, 2015, p. 35)

Quanto a primeira condicdo que trata de isometria, Lima (1996, p. 13)

define:

7

“Uma isometria entre os planos [I e [I' é uma fungcdo T:[I—II' que preserva
distancias. Isto significa que, para quaisquer pontos X,Y €[], pondo X'=T(X) e
Y'=T(Y), tem-se d(X,Y)=d(X,Y)".

Vejamos agora as transformacdes no plano que s&o isométricas, tendo

Lima (1996) com referéncia.
3.1.1 Rotacgao

Para demonstrar que a rotacdo é uma transformacéo isométrica, vamos

2 Conceito extraido do site http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-de-atividades-isometrias/
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definir a rotagcdo de um angulo «, dado um ponto no plano [1 e a=AOB um
angulo de vértice O.
Temos assim, segundo Lima (1996, p. 21), que a rotagédo do angulo « em

torno do ponto O € afungéo p,,:I1—II, em que p,,(0)=0 e paratodo X #0 em
IT, po.(X)=X" € o ponto do plano [] tal que d(X,0)=d(X",0) e XOX'=«a (temos

gue o sentido de rotacdo de A para B € mesmo de X para X').

Geometricamente, verifica-se que p,, € uma transformacdo isometrica,

pois os triangulos ABO e XX 'O sao congruentes (caso LAL — lado, angulo, lado) e

consequentemente d(A,B)=d(X, X" . Observamos também os triangulos isésceles

AX'O e BXO possuem a mesma bissetriz, 0 que mostramos na Figura 18 a sequir.

Figura 18 — Rotacdo de um angulo @ em torno de seu vértice O

Fonte: Adaptacéo de Lima (1996, p. 22).

Assim, Lima (1996) conclui sua demonstracdo considerando dois pontos

X,Y ell, distintos de O, com X' e Y' suas imagens pela rotacéo p,,.

Fazendo uso do resultado anterior tem-se que XOY' e YOX' possuem a
mesma bissetriz 0 que nos leva a concluir que XOY=X'0Y'=a. Como
d(0,X)=d(0,X) e d(0,Y)=d(0,Y) tem-se que XOY e X'OY' sdo triangulos
congruentes e por consequéncia d(X,Y)=d(X,Y’), ou seja, p,, € uma isometria,

cujo ponto fixo € O, como esta na Figura 19.
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Figura 19 — Rotac&o de um segmento em torno de um ponto sob um angulo a

Fonte: Lima (1996, p. 22).

3.1.2 Reflexao

Dada uma reta r no plano [, definimos uma transformacéo reflexdo em

torno de uma reta r como a fungdo R, :[[—I] tal que R (X)=X paratodo X er
e, R(X)=X" paratodo X ¢r é tal que r é a reta mediatriz do segmento XX',

assim como na Figura 20.

Figura 20 — Reflexdo de um ponto em relagdo aumaretar

Fonte: Lima (1996, p. 16).

Para mostrar que R, € uma transformacédo isomeétrica, dois casos sao
analisados: o primeiro em que X,Y €[] estdo no mesmo semiplano determinado por

r e o segundo em que X e Y estdo em semiplanos distintos determinados por r.

Faremos somente a demonstragcédo da primeira parte e a outra € analoga.

Dados X,Y €[] pertencentes ao mesmo semiplano determinado por r,
como ilustramos na Figura 21, sejam XA e XA' paralelos a r, tal que A/ A'eYY".

Assim, os triangulos retangulos XAY e X'A'Y' sdo congruentes (caso LAL — lado,
angulo, lado), ou seja, temos que d(A, X)=d(A', X", angulo reto e d(A Y)=d(A'Y")
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. Como consequéncia, temos que d(X,Y)=d(X'Y"), isto &, a transformag¢do R, é

isométrica.

Figura 21 — Reflexdo do segmento XY em relagéo aretar

v

Fonte: Pizzo (2017 apud LIMA, 1996, p. 17).

3.1.3 Translagao

Lima (1996, p. 20) define a translacdo isométrica de um segmento AB

por:

Dado um segmento orientado AB e o ponto P no plano ], existe
um Unico ponto Q em [] tal que os segmentos orientados AB e

PQ séo equipolentes, isto &, @ =AB=V. Q é o quarto vértice do
paralelogramo que tem AB e AP como lados. Escreve-se
Q=P+v e diz-se que o vetor V= AB transportou o ponto P para a
posicédo Q. Naturalmente, Q=T,;(P) =T, (P).

Seja AB um segmento em [] e um vetor v, consideremos v=0 a fim
de simplificar, pois o caso em que v=0 tem-se a transformacdo identidade

T:I1->11I, T(AB)=AB de imediato. Assim, a transformagéo T, :[[—>[] é tal que,

transporta o segmento AB pelo vetor v. De fato, A'B'=T,6(AB) e temos que

AA'=BB'=v, de modo que A'B' formam o quarto lado do paralelogramo de lados
AB, AA' e BB', como veremos na Figura 21 a seguir. E como os lados AB e A'B'
sdo opostos no paralelogramo, segue que d(A,B)=d(A,B’), logo T, € uma

transformacao isométrica.
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Figura 22 — Segmento AB transladado pelo vetor v

B

Fonte: Pizzo (2017, p. 25)

Posteriormente a todos os conceitos referentes a isometria vistos até
agora, falta nos apropriarmos da segunda condicdo de simetria que trata da
invariancia. Assim, lembremos do que Pasquini e Bortolossi (2015, p. 35) definem

simetria como:

Seja X um subconjunto ndo vazio do plano euclidiano R?. Dizemos que uma
funcdo F:R?>—R? € uma simetria do conjunto X se F satisfaz as duas condi¢des

seguintes.

1. F é uma isometria, isto é, F preserva distancias. Mais precisamente, quaisquer
que sejam os pontos P e Q em R?, a distancia de P a Q (no dominio de F) é

sempre igual a distancia de F(P) a F(Q) (No contradominio de F).

2. F(X)= X, isto &, X é invariante por F (a imagem do conjunto X pela funcdo F

€ igual ao proprio conjunto X ).

Retomando, assim este conceito de invariancia é a igualdade de
conjuntos, onde todo elemento de F(X) pertence ao conjunto X , e reciprocamente
gue todo elemento do conjunto X pertence ao conjunto F(X). Portanto, para que a
imagem do conjunto X seja invariante pela transformacgédo F é necessario que esta

igualdade seja satisfeita.

Assim, resumidamente, Pasquini e Bortolossi (2016, p. 14) colocam que o
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conceito moderno de usar funcdes para definir simetrias define que “toda ‘simetria’

de um conjunto do plano é, em particular, uma funcéo cujo dominio é o plano e o

contradominio € o plano (e que, também, preserva distancias e deixa o0 conjunto

invariante)”.

Para concluirmos este capitulo, vamos mostrar no quadro a seguir, de

forma resumida, as transformacdes no plano estudadas até agora, quanto as demais

existentes sdo composicOes destas basicas como, por exemplo, a reflexdo seguida

de translacéo.

Quadro 1 - Isometrias Basicas

Isometria

Sintese da
transformacé&o no

plano

Figura Geométrica

Reflexdo (com

relagdo a uma reta)

Produz sua imagem

como num “espelho”

>
Rotacao Girar ao redor de um ,f'
ponto
Translacao Mover sem girar ou

refletir

A A
—>

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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4 PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, vamos apresentar uma sequéncia didatica a qual envolve
construcbes geométricas inspiradas nas obras de Escher. Estas propostas foram
pautadas em conceitos matematicos que sado vistos nos 6° e 7° anos do fundamental
I, no Brasil, tais como: poligonos e suas caracteristicas, reflexdo, simetria,
semelhancas de figuras, translagéo e rotacao de figuras.

Enfatizamos que Escher, em muitas de suas obras, desenvolvia técnicas
de recobrimento muito complexas que envolviam conceitos matematicos
direcionados as séries infinitas, visto em disciplinas como, por exemplo, Calculo
Diferencial e Integral no ensino superior. Mas 0 que iremos sugerir neste trabalho
sao propostas de atividades adequadas para a educacéao basica.

O objetivo de se elaborar uma sequéncia didatica para os alunos €
facilitar sua aprendizagem, ja que isso faz com que ele proporcione maior interacao
entre os contetdos vistos em sala com a sua realidade. Tornando este aluno capaz
de contextualizar a Mateméatica com a Arte, ou seja, aprimorando seus conceitos
Geométricos para, com isso, criar obras que se pautam com as de Escher.

O que Escher desenvolvia muito em suas obras € o recobrimento ou
ladrilhamento, técnica que consiste em cobrir uma superficie bidimensional por
poligonos regulares ou ndo, de modo que nao existam espacos entre eles, ou seja,
gue a superficie total seja igual ao espaco particionado.

Uma sequéncia didéatica proporciona uma aprendizagem significativa ao
aluno. Dolz e Schneuwly (2004) defendem que as sequéncias didaticas sao
instrumentos que podem nortear os professores na conducdo das aulas e no
planejamento das intervencdes, além disso, os autores entendem que a sequéncia
de atividades deve permitir a transformacgéo gradual das capacidades iniciais dos
alunos.

De acordo com Barbosa (2002), a sequéncia didatica consiste em uma
série de atividades que criam um ambiente de modelagem matemética para o aluno,
assim, as sequéncias didaticas sdo um conjunto de atividades ligadas entre si,
planejadas com o intuito de ensinar um conteudo especifico, etapa por etapa, desde
gue estejam bem organizadas e planejadas pelo professor.

Podemos afirmar que as sequéncias didaticas consistem num conjunto de

atividades as quais séo organizadas e interligadas uma etapa a outra. Ao planejar



49

estas atividades, o professor tem o objetivo de ensinar determinado conteudo,
iniciando-o por uma atividade mais simples até chegar as mais complexas,
considerando graus de dificuldades crescentes nas mesmas.

A proposta de atividades a seguir foram elaboradas e desenvolvidas no
software Geogebra, a versdo utilizada neste trabalho é 5.0.382.0-3D. Vamos
descrever os passos para a construcdo no software, juntamente com as figuras que
foram capturadas da tela de trabalho, para assim formar um “guia pratico” ao
professor que queira desenvolver este contelido em sala de aula.

Vale ressaltar também que as construcdes elaboradas, foram coloridas de
forma aleatérias, sem preocupacdo com as cores e as implicacdes matematicas
decorrentes de seu uso. Lembramos que pode-se utilizar cores, seguindo certos
padrées em figuras geométricas, para gerar simetrias. Esta é uma abordagem
interessante que pode ser explorada em trabalhos futuros. Pensamos que deixar o
aluno de forma livre no processo de colorir, estimularia sua forma de se expressar
perante suas criacdes e sob inspiracdo de Escher.

No final de cada atividade, foram indicadas algumas sugestdes de
atividades para que o professor possa exercitar com seus alunos outras construgdes

gue usam 0S mesmos conceitos apresentados na atividade anterior.

4.1 Atividades

Atividade 1 — Reflex&do de figuras em relacdo aos eixos x ey

Para esta construcdo, vamos manter a malha e os eixos para que o aluno
aprenda e visualize as simetrias em relagcdo aos eixos, ou em torno de uma reta
desejada.

No que se segue, quando for instruido, por exemplo, para clicar na 32
funcdo do menu do Geogebra, entenda-se que se trata do terceiro icone da
esquerda para a direita, sempre neste sentido.

Assim, clique na 52 funcdo do menu do Geogebra, no icone Poligono.
Logo apos, marque 3 pontos quaisquer no espaco, obtendo assim:



Figura 23 — Construcdo de um triangulo ABC qualquer

3 GeolGebra - Bl - = x|
Arquivo  Editar Exibir CF}L‘J s Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
> -- o~ mv \

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Agora, clicar na 92 funcdo do menu do Geogebra, selecionar o icone

Reflexdo em relacdo a uma reta. Em seguida, selecione a figura construida, clicando

em cima da mesma e, entao, clicar no eixo x positivo (a direita do eixo x).

Figura 24 — Reflexdo do triAngulo ABC em relacao a reta x

2 cectetn N — .
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A N <oz =]
EENCEENER
A
B c

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Agora, selecione a figura, e clique no eixo y positivo para fazer a reflexao
em relacdo ao eixo y da figura inicial.

Figura 25 — Reflexdo do triangulo ABC em relacéo aretay

—

£ Gealiebra -y - - - | ]

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Por fim, para fazer a reflexdo no 3° quadrante, devemos selecionar a
figura a direita e inferior ao eixo x, para assim refletir no quadrante desejado. Com
isso, fazemos a reflexdo do tridngulo A'B’C’ em relagdo ao eixo y, obtendo a

seguinte figura:



Figura 26 — Reflexao do tridngulo A’B’C’ em relagédo areta y

3 GeoGebra 2 - x -

e

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Entrar.

=N

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

SUGESTAO:
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Faca algumas figuras irregulares ou com curvas para refletir em relacao

aos eixos x e y. No nosso caso, foi feita uma sugestdo de um setor circular. Isso

levara o aluno a compreender ainda melhor o que é reflexdo em relacdo a uma reta

ou eixo, obtendo algo semelhante a:
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Figura 27 — Reflexdo do setor circular A’B’C’ em relagdo aretax ey

€ GeoGebra v = x|

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Mover
Arraste ou selecione objetos

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Outra sugestéo € pedir para o aluno construir uma reta inclinada qualquer,
utilizando a 32 funcdo do Geogebra - Reta, e tracar um poligono em um dos lados da

reta e peca para ele praticar a reflexdo em relacao a reta.

Atividade 2 — Recobrimento do plano com reflexdo em relagdo aos eixos

Vamos, inicialmente, retirar a Janela de Algebra e a malha quadriculada
para esta construcdo. E, logo a seguir, clicar com o botdo direito do mouse e ir em

Janela de Visualizagao para ocultar somente o eixo x nesta atividade.
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Figura 28 — Tela de trabalho do Geogebra para a construcdo da Atividade 2

€2 GeoGebra . - . . R A W b b o

Arquivo Editar Exibir Op¢Ges Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

GllAlAldplelol<lN=]+] =

ACY

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Vamos, neste momento, construir um poligono regular clicando na 52
funcdo do menu do Geogebra. Selecione Poligono Regular, e clique, por exemplo,

na coordenada 1 e 2 do eixo y, para formar um poligono de 8 vértices como na

Figura 29:
Figura 29 — Construcao de um octégono
€2 GeoGebra N h e . R LN N (oo ]
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
Gl )2lelol4lN]=]+) ==
4 ACy

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Faca sucessivos poligonos de 8 vértices, sempre selecionando os pontos
opostos ao lado inicial AB, formando uma figura similar a esta:

Figura 30 — Construcédo de sucessivos octégonos

€ Gt -— - =

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DEEE: EENSH -

v A | g

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, considerando esta fileira de octdégonos como referéncia, forme
novos octégonos na parte debaixo selecionando, por exemplo, os pontos H e G, e
assim sucessivamente. Faca o0 mesmo na parte de cima, selecionando os pontos C

e D, assim obteremos:



Figura 31 — Recobrimento a esquerda do eixo y

€3 GeoGebra | 1 . S b e )

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A =
O~

Entrada:|

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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A partir da figura anterior, vamos agora fazer a reflexdo da figura do lado

esquerdo em relagcdo a reta y para o lado direito, clicando no 9° icone do menu do

Geogebra, e selecionando a Reflexdo em Relagdo a uma Reta. Basta selecionar a

figura formada do lado esquerdo e clicar na reta y, assim obtemos:

Figura 32 — Recobrimento do plano com octégonos

€2 GeoGebra |l T S Y - T W o B

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

ii

T O e— v |

N N N

N 2N |
PanW Q

N N

\% <
N 2

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Em seguida, basta clicar com o botdo direito do mouse em cima dos
poligonos construidos para ocultar os pontos e rétulos dos poligonos, ou se preferir,
utilize a Janela de Algebra que esta do lado esquerdo da Janela Gréafica para

desmarcar todos os elementos desejados.

Figura 33 — Recobrimento do plano com reflexdo de octégonos

£ Geolebra A - o )
Arquivo  Editar Exibir UDQEES Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
TH~ e mv|
5
¢ .
AV VN 7N N
N ‘ '
NN ”

N

NN SN NS

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

SUGESTAO:

Como sugestao de atividade, peca para os alunos construirem poligonos
irregulares acima do eixo x, por meio da 52 fungcdo do menu do Geogebra, usando o
comando Poligono Semideformavel. Estimule-o a formar poligonos de diferentes
formas e tamanhos para a reflexdo em relacdo ao eixo x. Também ensine seus
alunos a colorir estes diferentes poligonos para ficar mais facil a visualizagdo quando
refletir a mesma figura em relag&o ao eixo x.

Para o processo de colorir, existem duas formas, a primeira é selecionar
com o botéo direito a figura em questdo, ird aparecer a op¢ao Propriedades, clique
em Cor e depois escolha a cor desejada, se preferir, pode também mudar a
transparéncia da figura com relacéo a borda. Ja a segunda forma € utilizar a Janela
de Algebra para selecionar uma ou mais figuras, e o processo repete da mesma

forma em clicar com o botéo direito na selecéo, Propriedades e Cor.
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Figura 34 — Construcéo de poligonos irregulares acima do eixo x

Qoeooctn g TN T e s e S T TR el Dol

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

pEEPECEENEE =5

B e—— v | S

4
10 9 -8 7 6 6 7 8 ° 10 1" 12 13 14
Entrada: | ®
Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
Figura 35 — Recobrimento do plano com reflexdo de poligonos irregulares

€2 GeoGebra | [Nl
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
~ Al A sl e =N =l = ]
DEENSCcHENER > s
2l B4 v av | o

4
Entrada: | ®

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Atividade 3 — Reflexdo com recobrimento de poligonos irregulares

Figura 36 — “Lagarto n° 124” (1959)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/symmetry/
Acessado em: 17/09/2017

Tal proposta de atividade € inspirada num aspecto peculiar dos trabalhos
de Escher, visto que uma caracteristica marcante em suas obras € o uso das cores
branco e preto. Estas obras sdo compostas por figuras repetidas por meio de
transformacdes geométricas no plano, utilizando as cores mencionadas: o branco e
preto. Assim, utilizamos também estas cores como referéncia nas atividades

seguintes.

Figura 37 — “Peixe voador n° 73” (1949)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/no-73-flying-fish/
Acessado em: 17/09/2017



http://www.mcescher.com/gallery/symmetry/
http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/no-73-flying-fish/
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Para esta construgdo vamos, primeiramente, manter a Janela de Algebra,

a malha e os eixos para que o aluno tenha estas linhas como base para a sua

construcdo. Lembre-se que a Janela de Algebra sera usada no processo de colorir,

ja que é possivel selecionar varias figuras simultaneamente.

Cligue na 52 fungédo do menu do Geogebra, no icone Poligono, e construa

um poligono parecido com este:

£ Geolebra (2)

Figura 38 — Construcédo do poligono irregular semelhante a letra L

Y =

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

=

» Janela de Algebra
Hexagono
L@ poll=3
Ponto
@ A=(2,3)
i@ B=(2,1)
@ C=(4,1)
@ D=4,2)
@ E=(3,2)
F=(3,3)
- Segmento
-2

(XL XXX XN
Teaccs
I
aaaNn

Entrada:

Y [

X

(X | » Janela de Visualizagio

g

&

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Assim, construa um novo poligono com o mesmo molde de um L, mas

virado, conforme a figura abaixo, por meio do icone Pdligono da 52 funcdo do

Geogebra. Neste momento, também é possivel, ensinar seu aluno a rotacionar o

poligono inicial segundo um angulo de 270° no sentido anti-horario, da seguinte

forma: copie e faca a rotacdo da figura com a 92 funcdo do menu Rotagcdo em Torno

de um Ponto e selecione o ponto desejado para a rotagdo, como por exemplo o

ponto B.
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Figura 39 — Construcédo do poligono irregular rotacionando a letra L

£ Geotieba | T —— e . e JHER S N Wt )
Arquivo  Editar Exibir Dp;nes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
<
#*
» Janela de A\gebra » Janela deV\ﬁnahla;ao =]
N HSXBQGHD
- @ pol1=3 o
@ pol2=3
Ponto
® A=(2,3) 8
® B=(21)
-@ C=(4,1)
-@ D=(4,2)
-® E=(3,2) i
® F-(3,3)
® G=(51)
® H=(53) e
Segmento
-@ a=2
® b-2 5
® c=1
® c -1
-@ d=1 ¥ il
e 4,1 f h
® o-1 ! A F H
-@ &, =1
® & nl e
® =1 e Y Ip
@ -1 ) F 1
-® g-2 fu,| ¢
® n-2 8 Lo G
1
b C‘
2 1 o 1 2 3 4 & 8 7 e ] 10 11 12 13 14 18 18 7 18
-1
2
Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Oculte todos os pontos e Roétulos dos Segmentos, e construa um
Segmento de Reta no lugar nos pontos A e H, no 3° icone da funcdo do Menu do
Geogebra. E, por fim, faca uma Reflexdo em Relacdo a uma Reta, selecionando a

figura e clicando neste segmento.

Figura 40 — Construcéo da reflexao do poligono irregular

£ Geoliebra@ _ T — . e THR h T W W -

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

IIIIDIIIHI :

» Janela de Algebra » Janela de =]

Hexagona
® polt=3 A
® pol'=3
® poiz=3
-@ pol2'=3
Ponto

A=(2,3)

m

I XXX XY N N XY ]

m
2
o
a
&

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Este recobrimento pode ser feito de outras formas. Por exemplo, oculte o
segmento feito na figura anterior, selecione a figura total formada e cole na parte de

cima da figura anterior.

Figura 41 — Reflex&do do poligono irregular anterior

2] S

Entrar..

=)

Y A e

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

== T -

£ GeoGebra (2)

» Janela de Algebra

=5 =

€= 4,001
C,=(4,901)
c,=(4,501)

- D=(4,2)
D' = (4,4)
D= (4,4)

o D,=(4,8.01)
D', = (4,8.01)
. D=(4,601)

» Janela de Visualizagéo
10

o

8

7

i

E=(3,2) 3 8
E'=(3,4)
E,=(5,4)

< E,=(3,801) g
E',=(3,801) 4
. E,=(3,601) 4

F=(3,3)
F=(3,3)
F=03,3) 3

. FL=3,701)
F =(3,7.01) s
o F=(3,7.01)

G=(51)
G'=(5,5)
. 6,=(5,901)

6,=(5,501)

H=(53)
H'=(5,3)
LW =(6T01 “

H, =(57.01)
1=(2,3) -
Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

De forma manual, € possivel selecionar novamente esta figura, assim
precisa-se apenas “copiar e colar’ sucessivas vezes para encaixa-las, até formarmos

o recobrimento desejado.
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Figura 42 — Construcao do recobrimento com Reflexao de poligonos irregulares

€3 GeoGebra [2) L ¥ A — b N = [

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

IMMMMMMMUMM o

b Janela de Aigebra » Janela de Visualizagio ]

@ pol1 =3
® poll =3 =
@ polt,=3 ]
- po\19=3
@ pol1y=3 o

-@ Poll ;=3 J
@ pol1, =3 !

-@ pol2=3

-@ pol2'=3

@ poiz, = 7

3

@ poi2,=3

@ poiz',=3

.@ polz,=3
@ polz,=3 4

3

3

3

3

® polZ -

® pn\2'7=
@ polZ =
® pn\2'5=
@ poliz, =3 )
- po\Z'M =3
® poi2,=3 1
@ poiz,=3 | _I
® poi2,=3

-@ Pol2;=3 1

@ Poiz,=3
@ pol2,=3

@ poiz,=3
@ pol2;=3

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, vamos colorir o recobrimento obtido. Como ja foi citado, seguindo
0 padrao apresentado por Escher, vamos intercalar o branco e o preto, como auxilio

da Janela Algébrica, até que fique da seguinte forma:

Figura 43 — Recobrimento com branco e preto de poligonos irregulares

€7 GeaGebra (2) L Y - -t b N o oD

Arquivo Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda Entrar.

IMMMMM@MMMM =

b _Janela de Aigebra » Janela de Visualizagio ]

@ pol1 =3
- poH =3
@ pol1,=3

- pL'ME =3
@ pol1y=3

- prpH,In =3
@ poi1, =3

-@ pol2=3

-@ pol2'=3
@ poiz,=3

@ pol2,=3
@ poiz,=3

@ polZ,=3

@ poiz =3 4

3
3
3
3

@ POz, =
@ poiz, =

@ polZy-

@ poiz, =

@ POz, =3
@ poiz, =3
@ poi2,=3
@ Poi2,=3
@ poi2,=3
@ poiz,=3 1
@ poi2;=3
® poiz,=3
@ poi2,=3
® poiz;=3

I

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Por fim, oculte os eixos, a malha e a Janela de Algebra para o

recobrimento ficar mais harmonioso e visivel, assim obteremos a Figura 44:

Figura 44 — Recobrimento com Reflexao de poligonos irregulares

€7 atividade 5.9gb - - =SEcS X

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

BB RSN =

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

SUGESTAO:

Peca para o seu aluno construir quadrilateros, como por exemplo, de
medidas 1 x 3, 2 x 2, 2 x 3, e depois fazer estes poligonos irregulares dentro dos
quadrilateros, para que assim o aluno possa utilizar a ferramenta de Reflexdo em
Relacdo a uma Reta do Geogebra. Isso ird instigar o aluno a enxergar novos
poligonos, conforme aumenta sua habilidade e quando ele utiliza a técnica de colorir
em branco e preto, fica mais facil para observar que é possivel fazer figuras
diversas, usando a mesma figura base.

Barbosa (1993, p. 64) destaca que recobrimentos também sdo chamados
de “mosaicos de poligonos irregulares”, os mosaicos sao conhecidos por suas cores
fortes e o uso de grande diversidade de cores.

A seguir, colocamos algumas sugestdes que podem ser elaborados pelos

alunos com os poligonos irregulares:



Figura 45 — Recobrimento com Reflexao de poligonos irregulares - |

€7 divida 1ggb [E=mEER
Arquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda 7Emrar
B[ P58 (o [+ 2 N = 6 =
&l
Entrad
Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
Figura 46 — Recobrimento com Reflexdo de poligonos irregulares - I
€7 davida 3.9gb B
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda 7Erv(rar
B B s Sc] s E N E 6 o
4

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Atividade 4 — Rotacédo e Reflexdo de poligono irregular simples

A atividade em questdo aborda o conceito de rotacdo e usa a mesma
funcdo do Geogebra, dai a escolha deste titulo. Nesta atividade, o objetivo é
construir a “Rosa dos Ventos”, cujo desenho serve de instrumento para a localizagao
geografica e é utilizada para auxiliar na localizagdo de um corpo ou objeto. Sua
composicdo € dada pelos pontos cardeais e seus intermedidrios.

Ao fazer esta construcao, o aluno pode ter uma melhor representacdo da
rotacdo de numa figura e sua reflexdo. Primeiramente, temos que construir 0s
pontos cardeais principais e depois com sua reflexdo em relacéo a uma reta, iremos
construir os pontos secundarios.

Assim, vamos construir um poligono de quatro lados, utilizando a 52
funcdo do menu do Geogebra. Esta figura deve ser construida e iniciada na origem
dos eixos, para termos 0s mesmos como referéncia no processo de sua elaboracao,

obtendo algo semelhante a Figura 47:

Figura 47 — Construcéo da Rosa dos Ventos - |

£ Geolebra v . o
Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

2

» Janela de Algebra = () | » Janela de Visualizagio 5]

- Quadrildtero
L@ g1=10
Segmento
@ a=141
i@ b=9.06
@ c=9.06 8
@ d=141

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, selecione o 92 icone do menu do Geogebra, mais especificamente,
a funcdo de Rotacdo em Torno de um Ponto. Selecione a figura, clique no ponto A e

digite a rotacédo de 90° no sentido anti-horario.
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Figura 48 — Construcdo da Rosa dos Ventos - Il

€rGeoGebm SRS ——— W, % . e W WA -

Arguivo Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Ngehla =D Jallelade\llsllallmgao

Ponto 12
A=(0,0)
A, =(0,0)
B=(1,-1) 10¢
By =011
C=(10,0)
€, =(0,10)

LA LN RN N R N
] Lo g

©

=

Ed

=

o

Entrada: @

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Rotacione novamente segundo um angulo de 90°, no sentido anti-horario,

clicando na nova figura.

Figura 49 — Construcdo da Rosa dos Ventos - lll

€2 Geaebra SR ———— Y, Y . WS W WA -

Arguivo Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Ngehla: » Jallelade\llsllallmgao

Ponto 12
A=(0,0)

A =(0,0)
B=(1,-1) 10¢
By =11
C=(10,0)

€, =(0,10)
D=(1,1)

D =11
E={0,0) o, [
F=(-1,1)

6=(-10,0)
H=(1,-1) 4
Quadrilatero

L@ q2=10 f 1
Segmento G \ [ c

a=14
a. =141 -18 14 -12 -1o B =2 2 B 2 4 10 12 14 18 18 20 22
=1

b-9.06
I:l‘1 =9.06 -2
©=9.06
', -9.06
d=141
@, =141
e=141
=0.06
0=9.06
h=141

(I3 1 KN N R NN NN]
1

e

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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E mais uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario, para completar os

pontos cardeais, da seguinte forma:

Figura 50 — Construcédo da Rosa dos Ventos - IV

€3 Geosetrs — w - =@

= |

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

T

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

m,

[

Quadrilitero
@ q1=10
® qi'=10
® qi"=10
® q1m=10
@ ar,=10
® q2-10
Segmento
® a=141
@ a'=14
® a"=141

Enfrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Desta mesma forma, faca um novo quadrilatero irregular para colocar os

pontos cardeais colaterais (ou intermediarios) da “Rosa dos Ventos”, semelhante a

Figura 51:

Figura 51 — Construcéo da Rosa dos Ventos -V

€7 GeoGebra a —— v e il N - =

Arquive Editar Exibir DDWES Ferramentas Janela Ajuda Enrar...

» Janela de A\genra E ’ Jane\ada\llﬁnahlagao o 5
Ponto

® A=(0,0)

I

(-1,-1)
(0.89, 2.02)
® J-(56)

-@ K=(2.01,0.89)
Quadrilétero

® qi=10

® q1'=10

® qi'=10

-®@ a1™=10

@ at, =10

® q2-10

® a3-s64

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Para construir os pontos intermediarios, vamos utilizar a 92 fun¢éo do
menu do Geogebra para fazer a Reflexdo em Relacdo a uma Reta, no que diz
respeito ao eixos x e y para refletir esta nova figura nas demais coordenadas
colaterais, basta selecionar a figura, clicar no icone do Geogebra e clicar na reta

para refletir.

Figura 52 — Construcéo da Rosa dos Ventos - VI

©3 GeoGebra v o = )
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
% A / Iy @ én‘ a=2 ‘%. =a)

» Janela de Algebra® () [ » Janela de Visualizagio X
i 12

m

1=(0.89, 2.02)

I'=(-0.89, 2.02)

I" = (-0.89, -2.02)

1" = (0.89, -2.02)
6,6

b

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Se desejar, oculte todos os pontos, rétulos, eixos e malha quadriculada da
construcéo. Insira texto na figura, selecionando a 102 funcdo do menu do Geogebra -
Texto, e assim, nomeamos todos 0s pontos cardeais para obtermos a nossa “Rosa

dos Ventos” representada pela Figura 53:
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Figura 53 — Construcdo com Rotacédo e Reflexdo (Rosa dos Ventos)

¥ GeoGebra = S

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AL > ol el el ]

Ol | AeC H ‘1—’ ‘ =
» Janelade Aigebra [X] | » Janela de Visualizagdo
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Ponto i

- A=(0,0)

- A'=(0,0)
A"=(0,0) Horte
A™=(0,0)
&, =(0,0)

Noroeste Nordeste

)
1)

C=(10,0)
C'=(0,10)
C*=(10,0)

= Cc™=(0,-10)
', =(0,10)

Oeste Leste

- 1=(0.89,2.02)
- I'=(-0.89,2.02)

I" = (-0.89, -2.02) Sudoeste Sudeste
" ={0.89, -2.02)
J=(6,6)

- J'=(6,6)

- J"=(6,-6)

. 5)
(2.01,0.89)
ool oo

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

SUGESTAO:

Faca uma pergunta para seu aluno: “E possivel construir a figura a seguir

utilizando somente as ferramentas de Rotacdo em torno de um Ponto e Reflexdo em

relacdo a um Ponto ou Reta?”

Figura 54 — Construcéo de uma figura irregular (Sugestéo 4)

¥ GeoGebra = )
Argquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A el o||l/a=2 [ ]
Al B clloflalndl=) +)

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Apéds as analises dos alunos, espera-se que este chegue a concluséo de
que ndo € possivel. Expligue que sé sera possivel construir com o auxilio das
ferramentas de Vetor e Translacéo por um Vetor, ainda néo utilizadas nas atividades
elaboradas até agora. Uma dica € para acompanhar a carinha preta no canto
superior esquerdo e depois notar que a mesma carinha foi deslocada na linha abaixo

em diagonal (sem inverter e mudar de sentido).

Atividade 5 — Rotacédo de poligonos irregulares no recobrimento

Para esta atividade, vamos utilizar somente a funcdo de Rotacdo do
Geogebra nas figuras. Assim, iremos ocultar a Janela de Algebra e eixos e iremos
manter a malha para servir como guia na construcdo. A malha sera ocultada
somente quando a figura for colorida.

De inicio, vamos construir uma figura semelhante a um coracdao, utilizando

a 52 funcdo do menu do Geogebra de Poligonos, algo semelhante a Figura 55.

Figura 55 — Construcdo com Rotacdo de poligonos irregulares - |

_

£ Atividade 7.ggb - -

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

MMMMM@MMMM =

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.



72

Partindo desta figura, vamos construir novos poligonos, sempre utilizando
a 92 Funcdo do menu do Geogebra chamada Rotacdo em Torno de um Ponto.
Assim, vamos rotacionar o poligono segundo 180° no sentido anti-horario, em torno
do ponto central, partindo do lado direito superior da figura. Observe a flecha

indicando o ponto que sera o ponto de referéncia para executar a rotacdo da figura.

Figura 56 — Construcdo com Rotacédo de poligonos irregulares - Il

€3 Atividade 7.ggb s E = | |Bm

Arquivo Editar Exibir Opgbies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Ll A Mololds =]+ =

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Vamos selecionar o novo poligono e rotacionar 180° no sentido anti-

horario, clicando sempre no ponto central da aresta do lado de cima do coracao.
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Figura 57 — Construcdo com Rotacédo de poligonos irregulares — Il

€3 Atividade 7ggb | [ —— — o T
Arquivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

1) 159 5% 3 [o ) P 2 I S

T O e— | S

=

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Repetindo, sucessivas vezes, a rotacao indicada pela flecha, teremos

assim uma figura da forma:

Figura 58 — Construcdo com Rotacéo de poligonos irregulares — IV

©F Atividade 7.ggb e ——— — e 0
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
DREPENETREREE e

& | ol N | °© =
L [Onrcr

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Para construir a préxima fileira logo abaixo da original, vamos selecionar,

na parte inferior, o ponto central da aresta e rotacionar 180° no sentido horério. Inicie
a construcao pela seguinte forma:

Figura 59 — Construcdo com Rotacdo de poligonos irregulares — V

€7 Atividade 7.9gb

- -

Arquiva Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

~ o

Entrar.
A elol4E) =] ;
Thr ——

=

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Repetindo o processo quantas vezes forem necessarias, obteremos

entao:
Figura 60 — Construcdo com Rotacdo de poligonos irregulares — VI
5 idnde 7558 S — o i)
Arivo_ Edlar Extr Opgdss Foramantas Janela Auca Enar
@!!EEEHEHEE =

&

Enfrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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E, para recobrir novamente o ladrilhamento com uma nova figura abaixo

da anterior, sempre utilizando os mesmos pontos para rotacionar o coragdo nas
linhas subsequentes, assim obtemos uma figura semelhante a:

Figura 61 — Construcdo com Rotacéo de poligonos irregulares — VIl
5 Atividade 7.9gb. ol T
Arguive Editar Exibir Opgfes Feramentas Janela Ajuda Entrar..
LAl bole) <=+ s
To- v v |
L [ ] [
4

D
Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, vamos ocultar os pontos e a malha da figura anterior e colorir da
forma desejada. Por exemplo:

Figura 62 — Recobrimento do plano com poligonos irregulares (Coracao)

G TN THEEEEER AR W AW b=
Arquivo Editar Exibir Opgiies Janela Ajuda

B ) 5 B9 01 &) EA N [

Y Ev e— v | o

=

Enfrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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SUGESTAO:

Faga uma pergunta para seu aluno: “Qual ferramenta do Geogebra foi
utilizada para a construgao desta figura a seguir?”.

Figura 63 — Recobrimento com poligonos irregulares (Passaros)

€7 atividade passarinho.ggb R ™ - | . - =

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

] -]l olol<e]-

Entrar..

[#] =]

[

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Entrada:

A resposta correta é Rotacdo, depois faca um desafio para seu aluno,
peca para ele mesmo construi-la. Vamos colocar os passos de construcdo logo em
seguida, pois se trata de uma atividade com uma construcdo distinta das
apresentadas até o momento.

A figura 64 foi extraida do livro “Discovering Geometry — An Inductive
Approach”, do autor Michael Serra (1997, p. 415), que serviu como modelo para a
execucado desta atividade. Observe que foram feitas adaptacGes para construcao
desta figura, ja que as linhas curvas sdo mais dificeis de elaborar. Entéo, foi utilizado
o modelo de construgcdo de um poligono manualmente para se obter o “efeito” de

curvatura. Ja a figura 65, € a obra original de Escher que levou Serra (1997) a
elaborar e construir sua proposta.
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F

Figura 64 — Base do recobrimento do plano com poligonos irregulares (Passaros)

F
( s s
\l : ' e
' — =
[/\ N (A
il o wame SLNNL VA
Step 1 Step 2 Step 3 Step 4
With just a slight variation in the curves, the resulting shape will appear more like a

bird than a flying fish. The steps are outlined below.
Fonte: Serra (1997)

Figura 65 — “Passaros n° 44” (1941)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/no-44-bird/
Acessado em: 14/12/2017

Vamos entdo a nossa construcdo: primeiramente, construa um triangulo
equilatero, utilizando a 52 funcdo do menu do Geogebra. Em seguida, construa um
poligono ndo convexo, constituido de 15 segmentos, com a 52 funcédo do Geogebra,

no lado AC que comece no vertice A e também termine em A, da seguinte forma:


http://www.mcescher.com/gallery/back-in-holland/no-44-bird/
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Figura 66 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros |

€3 atividade ggb J— —— — e
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

Bl bolol4lN]=]+ =
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, com a 92 funcdo do menu do Geogebra, mais especificamente,
Rotacdo em Torno de um Ponto, vamos rotacionar este objeto construido em torno

do ponto A segundo um angulo de 60° no sentido horario.

Figura 67 — Recobrimento com poligonos irregulares — P4ssaros Il

3 atividade passarinho.ggb N Ya - ol B N - Y o

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Entrada.

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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No lado BC do tridngulo inicial, faca o ponto médio deste segmento com a
22 funcdo do menu do Geogebra e construa a outra parte da asa do passarinho,

iniciando no vértice B, passando pelo ponto médio e termine novamente em B.

Figura 68 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros llI

7 atividade passarinho.ggb i N W . . - B E=Hio x|

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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°
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@ M=(4.94,334)
® W= (65,1.36)
® N=(5.18,3.74) 2
® N'-(6.96,1.35)

-® 0=(5.48,4.08)
® 0'-(7.41,1.26) 1
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-® $=(7.76,1.08) -1 o 1 2 3 4 5 8 - 8
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Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, rotacione esta nova gravura de 180° graus no sentido anti-horario,

exatamente, no ponto médio que foi obtido do lado BC.
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Figura 69 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros IV

7 atividade passarinho.ggh T b —— e
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Vamos construir um novo poligono, selecionando todos os pontos que

formam a figura do passaro nas extremidades deste poligono. E depois oculte todos

os poligonos formados anteriormente, inclusive o triangulo inicial, assim chegaremos

a seguinte figura:

Figura 70 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros V
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Por fim, oculte todos os pontos e construa 0s pontos que representam o0s
olhos e os segmentos de reta, em cada asa para caracterizar a figura de um
passaro. Depois, oculte todos os rotulos de pontos e segmentos construidos

anteriormente.

Figura 71 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros VI

€7 atividade inhc.ggb -4 Ya B = e S|
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Entdo, rotacione a figura em torno dos seus vértices, construidos,
inicialmente, no tridngulo (marcando os pontos em cada vértice). Rotacione 60°, no
sentido horério de até formar um hexagono composto por 6 triangulos equilateros,

assim obtemos a Figura 72:
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Figura 72 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros VIl
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® pold”-6.93 t
® pola™ = 6.93
@ pol5=6.93
@ pol5'=6.93
Ponto
A=(4,1)
A=(4,1)
A =141
® A, =(613,1.03)
A, =(5.83,1.61) @
A (332,079) 4 1
A, =(0.95,3.35)
o Ag=(34,264)
A,=15,3.3)
B=(8,1)
B' = (6, 4.46)
B, = (6,-2.46) 1
B, =(4.09,1.46)
B, = (593, 1.96)
B, =(1.94,-2.1) -2
B, =(3.72,0.89)
B, =(121,3.68)
B, = (345,2.92)
B, =(521,3.1)
C_=1459.1.56) e
Entrada:

Entrar.

5
1+ =

=

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Oculte todos os eixos e malhas e selecione o passaro da direita, o que
possui olhos e o debaixo, e rotacione 120° e 240° no sentido horario, ambos pra

completar o recobrimento do plano desejado.

Figura 73 — Recobrimento com poligonos irregulares — P4ssaros VIl

€2 atividade passarinho.ggh.

P . W o G SESNTTIOT

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Gl A elo) <l =]+ =

ACY

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Para o aluno visualizar melhor os péassaros, vamos preencher
manualmente os olhos, j& que ndo foi possivel com o Geogebra a rotagdo do
passaro original que contém os olhos do passaro e 0s segmentos de reta que

indicam as asas, obtendo o seguinte recobrimento:

Figura 74 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros IX

€7 atividade passarinho.ggh e N a - | =

Entrar....

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Ll rlojol4ls]=]+] e

24 ACY

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Por fim, pode-se colorir da forma que desejar. Se necessario, siga as
orientagbes ja dadas anteriormente para utilizar a Janela de Algebra e obteremos

algo semelhante a Figura 75:
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Figura 75 — Recobrimento com poligonos irregulares — Passaros X

€2 atividade passarinhoggb e N ™ - h 3 - =
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A S | a=2 (2
DS cERRER

.

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Entrada:

Atividade 6 — Recobrimento de 2 poligonos regulares

De inicio, vamos retirar os eixos e a malha quadriculada para esta
construcdo e reduzir a Janela de Algebra para a constru¢io de um recobrimento
usando 2 tipos de poligonos regulares, no caso hexagonos e triangulos.

Cliqgue na 5% funcdo do menu do Geogebra, mais especificamente
Poligono Regular. Marque 2 pontos quaisquer no plano e, em seguida, aparece um
campo para informar a quantidade de vértices que desejada. Complete com o
namero 6 e clique OK.
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Figura 76 — Recobrimento com 2 poligonos regulares - |

€3 Geotieba®) . N [ . . L A Wl

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

BBV EA RS 2 [c] =) P N I =

» Janelade Algebra [ | b Janela de Visualizagio (=]

- Paligono

@ poll=26
Ponto

@ A=(L1)

@ B=(21)
Segmento

@ 1=

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Vamos fazer este recobrimento do plano de forma manual, ou seja,
construindo cada poligono. Assim, forme um poligono de 3 vértices, sempre no

sentido anti-horéario, em cada aresta do hexagono inicial, obtendo a Figura 77:

Figura 77 — Recobrimento com 2 poligonos regulares - I

@ e TEm ——— . - eEFIEN

Arquivo Editar Exibir Op¢es Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

B EVERY 2 [olls) B IN 2 B -

» Janelade Algebra (3 | b Janela de =]
Poligeno

® pol1=26
® pol2=0.43
-@ pol3=043
-@ pold=043
® pol5=043
@ pol6=043
® pol7=043
- Ponto
i@ A=(1,1)
L@ B=(2,1)
Segmento
® b=1

L

1

1

» o
[

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Faca novamente triangulos, como por exemplo, no sentido horario de A

para G e L para K em toda figura anterior. Obteremos uma nova figura do tipo:

Figura 78 — Recobrimento com 2 poligonos regulares - llI
. h TR W =l

Entrar.

© ot e

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

Gl A m ofo) 4] =] +) =
&

» Janela de Algebra @ » Janelade

®

Poligano
@ pol1=26
® pol10=0.43
® pol11 =043
® pol12=043
® pol13-0.43
® pol1d-0.43
@ pol15=0.43
@ pol16=0.43
@ pol17=0.43
® pol18 =043
® pol19 =043
® poiz-043
® pol3=043
@ pol4=043
@ pol5=043
@ pol6 =043
® pol7=043 4
® poig=043
® polo=043
Ponto

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Usando o ponto médio das arestas desta nova figura, construa um novo
hexagono, do lado direito superior (vértice J) e outro logo abaixo pelo vértice U como

indicado na Figura 79.

Figura 79 — Recobrimento com 2 poligonos regulares - IV

..... . R -_—— E W Em| = )

Entrar..

€2 GeoGebra ) T

Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda

IIIDIIIIIII =
1

» Janela de Algebra & » Janela de
Paligono

® pol1=26
® pol10=0.43
@ pol11=043
® pol12=043
® poi13=043
® poi14=043
® poi15=043
~® pol16=043
~@ pol17=043
-~ @ pol18=0.43
-~ @ pol19=043
-~ @ pol2=043
® poi20=25
® poi21=25
® pol3=043
@ pol4=043
@ pol5=-043
® pol6=043
® poi7 =043
® poig=043
® polg=043
Ponto

@ A=(1,1)
@ B=(2,1)
Segmento
@ 2,1

=1

&=

=

L]
1

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Agora, construa novos triangulos nas arestas destes novos hexagonos,
repetindo o processo do preenchimento anterior, obtendo assim:

Figura 80 — Recobrimento com 2 poligonos regulares —V

Goscan - —— SN D] 5]
EEEEE
c
1

aaaaaaaaaaaaaaa de Visualiza [

Paligono

VAV’AVA
\V4

B
am ooo
== 227
&6

m o e e e e e e :
o

TR0 00 0000000000000 000000000000CFCCFCS
Bl oSw=3yg

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Preencha todas as bordas destas novas figuras, como novos triangulos,

obtendo a Figura 81.

Figura 81 — Recobrimento com 2 poligonos regulares — VI

£2 GeoGebra _

EEEEE

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Agora, faga um novo hexagono no centro direito e preencha novamente

com tridngulos em suas arestas. Assim, obtemos uma figura da seguinte forma:

Figura 82 — Recobrimento com 2 poligonos regulares — VI

B oo . —— S S T W o i

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

Bl Al wlojolafN=) +) -
@ ik

» Janela de Algebra [g] » Janela de =]
Paligono

® poi1=26

® poll0=043

® pol11=043

~@ pol12=0.43

-@ pol13=043 |-
® poi14-043

® poi15=043
® pol16-043
@ poi7=0.43
@ pol1g=0.43
@ pol19=0.43
® poi2=043
® poi20=26
® polz1-26
@ pol22=0.43
@ pol23 =043
® poi24-043

e AAA (N
/NS NINININ [
: s \VAWAVARVLAVLY
\VAVAVA A

e \ZNTNT

® pols-0.43
® pol40 =043
® pold1=043
® pouz-043 .

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

E oculte todos os rétulos e pontos da figura anterior, obtemos:

Figura 83 — Recobrimento com 2 poligonos regulares - VIl

@ et MR r—— TN o i

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

Bl Al w]ojol<fN=) +) -
@ ik

» Jane\a deA\gema E] » Janela de =]

[ ]
=

&

=
[

o a T
[
[

3 3 3
o oo N

LD

L e
=

o = = =

B

L N
ER
[ L

R
[

(N N NN N N
v own
o

of

N
[

[ ]
e
1

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Agora pode colorir como desejar. Podemos obter, por exemplo:

Figura 84 — Recobrimento com 2 poligonos regulares — IX

€2 ativade 5.9 B N -_—_— . - R - . =
Arquivo Editar Exibir OD(}OES Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
Gl nfolo]<lN=]+] =
» Jam‘a\a de Algebra I » Janela de Visualizagio

® k=1

® k=1

® -1

@ ;-1

® =1

@ my=1

® m;=1

@ mg=1

e n=1

o n,=1

e n=1

® p=1 q

e p,-1

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Veja que nesta atividade ndo foram usadas nenhuma das transformacdes
geomeétricas. O recobrimento foi obtido por meio da construgcdo de varios poligonos

regulares.

SUGESTAO:

Faca a seguinte sugestdo para o aluno: utilizar somente triangulos
equilateros e quadrados para fazer o recobrimento do plano. Talvez o aluno, mesmo
nas series iniciais do fundamental Il, j& seja capaz de perceber as regularidades que
acontecem no processo de recobrimento com poligonos regulares e os angulos que
0s poligonos devem possuir para 0s mesmos se encaixarem, podendo obter figuras

semelhantes a:
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Figura 85 — Sugestdes de recobrimento com 2 tipos de poligonos regulares

{7 GeoGebra A — -— i i o

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

II!EIIIIII =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao = X
Poligono

~-@ pol1=25

-@ pol'=25

® pol10=0.76

® pol10'=0.76

® pol11=0.76

~@ pol11'=0.76

~@ pol12=076 =
~@ pol12'=0.76

® pol13=0.76

® pol13' =076

® polta=1.76

~@ pol14'=176

~@ poll5=176

® pol15'=176

® pol16=0.76

@ pol16'=0.76

® pol7 =076 4
~@ poll7' =076
-@ pol18=0.76

® pol18'=0.76

@® pol19=0.76

® pol19'=0.76
-@ pol2=1.08
-@ pol2'=1.08
-0 pol20 =176

pol20"=1.76
pol21 =1.76
pol21'=1.76
-@ pol22=0.76
-@ pol23=176

® pol24=076

® pols=1.08

pol3'=1.08

® pola=1.08
-@ pola’=1.08
-@ pol5=25 i

0

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Atividade 7 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares

Vamos, inicialmente, retirar os eixos e a malha quadriculada para esta
construcdo e reduzir a Janela de Algebra, esta janela pode ser necessaria para
localizar ou modificar algum objeto especifico o que também ficara mais facil. Uma
observacdo importante nesta atividade € que vamos fazer esta construcdo com o
auxilio da ferramenta de Vetores e Translacdo por um Vetor do Geogebra.

Embora, o conceito de vetores nao seja abordado no fundamental II, o
conceito de sentido e direcdo pode ser, facilmente, explicado para o aluno no
contexto desta atividade, sem a necessidade de aprofundar a definicdo de vetor.

Inicie, clicando na 52 funcdo do menu do Geogebra, mais especificamente
Poligono Regular. Marque 2 pontos quaisquer no espaco e, em seguida, forme um

poligono regular com 12 vértices (dodecagono).
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Figura 86 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - |

5 B ee— - - -

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

D EEEs 5: B9 AN B o s

b Janela de Aigebra

» Janela de Visualizagio

- Paligono

L@ poll=316
Ponto

i@ A=(0.68,-2.94)

L@ B=(1,294)
Segmento

L@ f=1.68

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Apoiando-se neste dodecagono, selecione os pontos E e D, nesta ordem,

e usando a 52 funcdo do menu do Geogebra construa um quadrado, obtendo uma

figura da seguinte forma:

€2 GeoGebra

B

Figura 87 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - I
— e i THER oo B

Entrar...

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

=2 ) c
kel

» Janela de Algebra
Poligono
® pol1=316
® poi2=282
Ponto
® A=(-068,-2.94)
® B=(1,-294)
Segmento
® =168
® s=168

Entrada:|

= X

» Janela de Vlsualuagao

polt pol2

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Em seguida, construa um hexagono regular selecionando os pontos E e

N, respectivamente, nesta ordem.

Figura 88 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - 11l

— e e R . N W e O

£ GeoGeba -

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

BEER:OERENDD e

» Janela de Algebra 5 (X) [ » Janela de Visualizagéo

Poligono

® pol1=316

® pol2=282

® poi3=7.33
Ponto

® A=(068,-294)
® B=(1,-294)
Segmento

® c=168

® =168

® s=168

; pol3 2

polt pol2

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Neste momento, repita o processo em todos os lados do dodecagono

formado inicialmente, intercalando quadrado e hexagono, obtendo assim:

Figura 89 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares — IV

0 e e T I . e e T T =9 3

Entrar.

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

LsBlolo)<] :

» Janela de Algebra = (4 | » Janelade

®

Poligono
® poli=316
~@ pol10=2.82 v U
® pol1-7.33
® pol12-2382
- @ pol13=7.33
® polz-282

® poi3=7.33 el
@ pold=2.82 C, A Q P
® pol5-7.33 a6 ol

® pols =282 ? g ?

-~ @ pol=7.33 B o
® poig=282 "l pal? pol3

® poi9=7.33
Ponto
@ A=(-0.68,-2.04) E 4 E
@ B=(1,299
Segmento

® a3,-168
® c-168 G, H, 2}
@ 9,=1868
® e,-168
® 1-168 pols L 4 polt3 vy
@ =162

pol8 pol pol2

~@ m =168 (

° n-1s poltd
@ p,-168
~®@ s=168 1 1
@ t,=168

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Vamos abrir o 3° icone do menu do Geogebra, e selecionar a funcao

Vetor e construir 2 vetores, unindo os pontos L, e S, e os pontos F, e N, ficando da

seguinte forma:

Figura 90 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares — V

-~

€3 GeoGebra - — —— i l= x|

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

ALsle[olo] 4N =] +) =

» Janela de Algebra = [ [ » Janela de Visualizagao [

Poligono
~@ pol1=31.6

® polt0-2.82 v U
® pol11=7.33
® poliz=2.82
® pol13=7.33
@® pol2=2.82 i - Bl
® pol3=7.33 BB
@ po=282 Cy A Q P
® pol5-7.33 ol6 ald
~@ polf =2.82 ! - "
~@ poll =7.33
~@ polg=2.82 1 pol7 pol3
~@ pold=733
Ponto
@ A=(-0.68,-2.04) E £
® B={1,-294)
Segmento = q
-@ 3,=168 polé poli pol2
~@ c=168 Gy Hy 2 W,
@ =168
@ €,=168

— 168 V.
~@ 1=1.68 d polg 1 1 poi13 1
@ i,=168

-@ 1,=168
@ k=158
@ m, =168

Jy 4 poli0 poli2y g

1
- pal11
@ n,-168

@ p,=1.68

~@ $=1.68 1 1
® t,-168

Vetar

®u= (7.93) |

Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, utilizando a 92 funcdo do menu do Geogebra, selecione a opcéo
Translacado por um Vetor. Posteriormente, selecione a figura toda e clique no vetor

horizontal, este processo reproduzira a figura no sentido do vetor selecionado.
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@ oot A

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

94

[ Sae—— Y i N Wl <

Entrar.

=

i

Gl Aol 2] =]+ -

b Janela de Algebra [ | » Janelade

=]

@ pols'=7.33
@ pol6=2.82

@ pols'=2.82

® pol7=7.33

® pol7'=7.33

® polg=2.82

® polg' =282
@ pola=7.33
--@ pol9’=7.33

- Ponto

i@ A=(0.68,-2.94)
@ B=(1,-294)
Segmento U U
® 3,-168
: :1:1:1‘16:3 pols = pols’

® ¢,-168 poldy B poid pol¥ pold
® f-1.68
o i,-168 poir Y2 poiz > pol3'
® i,-168 E
@ k=168

pol palt polg polt’ pal
B, W,

V.
1 pols3 Y ! pol13'

Q
pol 11 polt 1’

Enfrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Agora, vamos selecionar este novo poligono e repita 0 processo quantas

vezes desejar e também selecione o vetor na diagonal para completar o

recobrimento do plano.

Figura 92 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - VIl

€ GeoBebra P—— P —— T | = (O] 2

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Entrar.

= =

-

b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio

LAl polo) <[

=

@ pol12'=2.82
pol12” =282
pol12™=2.82
polt2’, =282
pol13=7.33
pol13'=7.33
pol13"=7.33
pol13™=7.33 E
pol13, =7.33
pol14=31.6

pol14'=31.6

pol15 =282

pol1s' = 2.82

pol16=7.33

pol16'=7.33

pol17 =282

polf7' = 2.82

pol18=7.33

pol18'=7.33

pol19 =282

pol19' =2.82

polz=2.82

poiz' = 2.82

poi2” = 2.82

pol2™ =2.82

poiz', = 2.82

poi20=7.33

pol20' =7.33

poi21 =282

pol21' = 2.82

pol22=7.33

poiz2' = 7.33
pol22"=7.33

pol23 =282

pol23' - 2.82
pol23"=2.82
pol24=7.33 n

000000000000 0000000000000000 000000000

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Em seguida, na construcdo obtida, selecione um poligono qualquer e
cligue em Propriedades. Em propriedades, selecione os pontos e 0s vetores e
desmarque o objeto e rétulo. Ainda na funcédo propriedades, selecione todos o0s
poligonos e desmarque a opc¢ao Exibir Rotulo.

Podemos observar que alguns poligonos ficaram mais escuros, assim
sera necessario ocultar estes objetos manualmente, selecionando um de cada vez e

clicando em Ocultar Objeto, assim obtemos um recobrimento da forma:

Figura 93 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - VI

£ Geoliebra o v - — v o | D |

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

=

» Janela de Aigebra » Janela de Visualizagio ]
® poi12'-2.82
-@ pol12"=2.82
-@ pol12™=2382

pol12’, = 2.82

-@ pol13=7.33
-@ pol13'=7.33
® pol13" =733
® poi13”=7.33
pol3’, =7.33

@ poll4=316
® pol14=316
® poli5=282
® pol15'=2.82

@ pol16=7.33

@ polt6'=7.33
® poit7-282
® poli7 =282
® poltg-=7.33
® poi18'=7.33

@ pol1g=2.82

@ poltg'=2.82
® poiz-282
® polz =282
® polz'-2.82
@ pol2™=2.82
@ pol2', =282

pol20=7.33
poi20' = 7.33
<) pol21=282
<) pol21'=2.82
pol22=7.33
pol22’ =7.33
pol22" =733
<) polz3=2.82
-0 pol23'=2.82
poi23” =282
polzd=7.33 2

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Nesta construgdo pode-se incentivar a colorir a figura livremente. Isto
facilita o reconhecimento dos poligonos por parte do aluno, tornando o processo de
aprendizagem, identificacdo e caracterizacdo dos poligonos numa experiéncia

natural.
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Figura 94 — Recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - IX

€7 Ativdsde 3 -jpacrginalggh | FE—— g .. e W WG

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Y [ R 13 [ [t 7 :

b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio [

Paligono
-@ pol1=316
-® pol'=316
® pol1"=3186
® pol1™=316
@ polt’, =316
-® poll0=282
® pol10'=2.82
® pol10”=2.82
® polt0™=2.82
- Poll0’, =2.82
® pol11=7.33
® pol11'=7.33
® pol11"=7.33
~@ pol11™=7.33
poli1’, =7.33
® poliz=282
@ pol12'=2.82
~@ pol12"=2.82
~@ pol12™ =282
pol12’, =2.82
® pol13=7.33
~@ pol13'=7.33
~@ pol13"=7.33
® pol13=733
poHZi‘1 =733
-@ pol14=31.6
~@ polld'=316
® pol15=282
® pol15'=282
® pol16=7.33
~@ pol16'=7.33
-@ poll7=282
~@ poll7" =282
® pol18=7.33
® pol18'=7.33

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

SUGESTAO:

Chame atencéo de seu aluno para esta atividade 7, pois a construcao de
um recobrimento com tipos diferentes de poligonos regulares pode ser tanto da
forma manual como utilizando as ferramentas Vetor e Translagdo por um Vetor.

Considere também a seguinte questdo: “E possivel construir um
recobrimento com dodecagonos regulares, juntamente com outros poligonos
regulares como quadrados e triangulos?” A resposta é afirmativa e, algumas

possiveis constru¢des, podem ser as seguintes:



Figura 95 — Sugestédo de recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - |

| Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DEEPRSO@ENED

Entrada:

1 o
[dnminan 7 da cithihen da 2017

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Figura 96 — Sugestédo de recobrimento com 3 tipos de poligonos regulares - Il

Owﬂss Fenimﬂhs Janela mds Entrar...

....------ i
o =
FACYy
N
Entrada: ] ®

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Atividade 8 — Recobrimento do plano irregular com rotacao

Para esta atividade, primeiramente, vamos ocultar os eixos e exibir a
malha e a Janela de Algebra pra facilitar a construcao.

Vamos construir um quadrado, utilizando a 52 Funcdo do Geogebra com o
icone Poligono Regular. Considerando o quadrado como base, vamos construir uma
figura parecida com uma peca de quebra-cabeca.

Para tanto, utilizaremos a 62 funcdo do Geogebra, mais especificamente,

um semicirculo definido por dois pontos, fazendo uma figura da seguinte forma:

Figura 97 — Recobrimento irregular com Rotacédo — Peca de quebra-cabeca |

£ Geolebra - . o5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Lo Yol <l =

» Janela de Algebra = » Janela de Visualizagio ]

Cénica

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, vamos utilizar segmentos por meio da 32 Fun¢do do Geogebra,
para demarcar a nossa peca até cada ponto, como se fosse para demarcarmos as
bordas da peca do quebra-cabeca. Com isso, obtemos a figura desejada, sendo

assim, basta ocultarmos o quadrado inicial e obteremos:
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Figura 98 — Recobrimento irregular com Rotacédo — Peca de quebra-cabeca

© Gecitr - T == TH - ool3

Entrar.

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

DR =k v PN B s

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao =)
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@

.
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L

3 3
! [
- g

00000000 OOOOOOOOS

PN
[

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

A figura que iremos rotacionar ja esta pronta, mas antes vamos ocultar
todos os rotulos e pontos ndo desejados, restando somente os vértices do quadrado

original que foi transformado na figura semelhante a uma peca de quebra-cabeca.

Figura 99 — Recobrimento irregular com Rotacdo — Peca de quebra-cabeca lll

£2 Geolebrs i\ . . R . =

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

BlLAll o o] <= +) =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagiio =]
Cénica
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~® k=157
- Paligono
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Ponto
® A=(1,1)
® B-(21)
- E={1,2)
< F=(1,3)
G=(1,4)
H=(0,4)

1=(2,3)
J=2,2) B
-0 K=(0,1)
L=(1,1) 4
Segmento

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Vamos rotacionar esta figura 90°, no sentido horario, por meio da 92
Funcdo que é Rotacdo em Torno de um Ponto. Logo, devemos selecionar, com o

botdo direito do mouse, toda a figura e clicar no ponto B.

Figura 100 — Recobrimento irregular com Rotacédo — Peca de quebra-cabeca IV

£ oot , W 2 = T . i)

Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio [
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® K=-157 :
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Segmento
=3

® j=1

P

Entrada.

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, iremos rotacionar sucessivas vezes, analogamente ao modo

anterior, até completar esta linha. Assim, obteremos:

Figura 101 — Recobrimento irregular com Rotacdo — Peca de quebra-cabeca Vv

oot , W 2 . T . =

Arquivo Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
A = =)

p' flhes ) ‘:H i

» Janela de Algebra () | » Janela de Visualizagiio (=)
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® k=157
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® t-157
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- Poligona
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Ponto
® A=(1,1)
® A=(2,4)
® AT=(8,4)

-@ A"=(11,1)
@ AT =018, o

Enfrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Vamos repetir o processo anterior na fila debaixo, rotacionando a primeira
peca da sequéncia no sentido anti-horario 90° e, depois, repetir 0 processo de

rotacdo na linha anterior com 90° para o sentido horario, feito anteriormente.

Figura 102 — Recobrimento irregular com Rotacdo — Peca de quebra-cabeca VI

@ ceoteb B T . T 0.0 jm

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
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» Janela de Algebra () | » Janela de Visualizagio =]
Cénica o
® c-157

-@® c'=157

-@ c"=157

-® c"=157
® o =157

@ ©, =157
® ©, =157
@ =157
® ©, =157

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Completando a figura, vamos agora ocultar a malha e todos os pontos e
rétulos com o auxilio da Janela de Algebra. E depois a oculte para melhor
visualizagédo da construcado, obtendo a Figura 103:
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Figura 103 — Recobrimento irregular com Rotacédo — Peca de quebra-cabeca VI

I —— : S
apEBE LN EE =
& _/ N _/
) C ) 8 D)
_/ a / M
C ) C ) C 4
_/ A _/ a N

> L2 4

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Entrada:

Como esta figura foi construida partindo da juncéo de varios segmentos e
semicirculos, o processo para pintar deve ser feito manualmente, ficando a critério
do aluno a pintura ou nao deste recobrimento. Lembrando que antes de pintar, deve-

se marcar cada poligono separadamente.

SUGESTAO:

Faga uma pergunta para seu aluno: “Qual das figuras a seguir, utiliza a
ferramenta do Geogebra de rotacdo na sua construgdo, considerando as cores

também?”
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Figura 104 — Ferramenta de Rotagéo

3 Geotebra Clarics S . T - - T e b A bl e

Arquiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

‘é

— -

Figura Il

=

Figura |

Entrada: @ !

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

A resposta correta € a Figura |, sua construcéo foi obtida a partir de um
tridangulo, composto de 3 quadrilateros (1 azul e 2 pretos) de diferentes posicdes,
que foi rotacionado 6 vezes para a formacao do hexagono. Chame a atencdo do seu
aluno para o angulo de rotagdo em torno de um ponto. Neste caso, foi formado pela
rotagdo de um angulo de 60°.

Recomendar para o aluno a construcao da figura | no Geogebra e depois
recobrir o plano reutlizando-a, ou seja, repeti-la, inUmeras vezes, por meio de

rotacOes. Assim, obtemos o recobrimento a seguir:



Figura 105 — Recobrimento do plano com a Figura |

104

77 sugestao 9.ggb -

o e

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

M DL A
DAL
AR B
SRR

W R

Entrada:

Entrar..

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Atividade 9 — Recobrimento do plano irregular

Vamos, inicialmente, retirar os eixos e a malha quadriculada e ocultar a

Janela de Algebra para melhor visualizacdo da construcao.

Cliqgue na 52 funcdo do menu do Geogebra, mais especificamente

Poligono Regular. Marque 2 pontos quaisquer no plano e, em seguida, aparecera

um campo para completar a quantidade de vértices desejada para formar um

poligono regular. Nesse caso, digite 4 e clique OK.
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Figura 106 — Recobrimento irregular - |

@ Geoibs PU-ge—— T W e o e

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

S

'nv—vA‘v‘d"

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Em seguida, clique na 22 fungdo do menu do Geogebra e selecionar
Ponto Médio ou Centro. Selecione cada lado do quadrado ja formado anteriormente

para obtermos o ponto médio de cada lado.

Figura 107 — Recobrimento irregular - 11

Domotebe a0 0 R R e e e B RN s oo
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
o) o) +/|[[a=2 =2 <]
“ —
o 2

TH- e~ v |

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Neste momento, cligue na 62 funcdo do menu do Geogebra e depois
selecione o icone Semicirculo Definido por Dois Pontos. No poligono regular
formado, selecionar 2 pontos consecutivos de um lado qualquer, do sentido de
esquerda para direita. Agora, no mesmo lado do quadrado, selecionar o terceiro
ponto e seu ponto médio, do sentido da direita para a esquerda. Assim, obtemos
uma figura da forma:

Figura 108 — Recobrimento irregular - 11l

¥ GeoGebra -y v = = o e
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

T O e— e

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Entdo, cligue com o botdo da direita dentro da figura formada

anteriormente e desmarcar o icone Exibir Objeto, como mostraremos a seguir:



Figura 109 — Recobrimento irregular - IV
€ Geotebrn

e——u. WS U W Wy - -

Arquivo  Editar  Exibir DDQEES Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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L WA

Renomear

Nz

Apagar

A

Propriedades

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
Assim, obtemos uma figura da forma:
Figura 110 — Recobrimento irregular - V
(3 GeoGebra 0

- — *_ = | [=] 23
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

DEEPE s HENE0 e
e v o—v ALY |
4

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Cligue na 32 fung¢do do menu, selecionar o icone Vetor. Entdo, selecionar

o Ponto Médio dos lados verticais do quadrado para construirmos um vetor da forma:

Figura 111 — Recobrimento irregular - VI

€7 GeoGebra p— v - M W
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. N NIl o|[[azz
D = ¥ 7 [l [5) PN D
- -~ |

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Vamos construir mais dois vetores, um correspondente a diagonal do

quadrado e outro no sentido de cima para baixo, unindo os lados horizontais do
quadrado como indicado na figura 112.

Figura 112 — Recobrimento irregular - VII
7 GeoGebra — v
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

ol
T H e— |

Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Em seguida, na 92 funcdo do menu do Geogebra, selecione o icone
Translacdo por um Vetor. Por conseguinte, selecionamos a figura que desejamos
transladar e clicar em um dos trés vetores obtidos na etapa anterior. No nosso caso,

o vetor horizontal ja criado.

Figura 113 — Recobrimento irregular - VI

£ GeoGebra - v g = o

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar

[EY (K B J#) =

Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Assim, obtemos uma figura semelhante a:

Figura 114 —Recobrimento irregular - IX

2 GeoGebra e - s - . | )
Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
[ g o e ~ P |
R YR SO ] =2
= v amv |

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Agora, repetimos este procedimento nas novas

figuras, sempre
selecionando o vetor horizontal da primeira figura.

Figura 115 — Recobrimento irregular - X

7 GeoGebra - v =) e S|

Arquivo Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
It % b ) ‘i: 222 )

T O e—

Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Seguindo 0 mesmo método de translacao, vamos usar o vetor vertical e o

inclinado, repetindo as figuras para obter a fileira abaixo da figura anterior ja obtida.

Figura 116 — Recobrimento irregular - XI

€7 GeoGebra —

Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
* L aNirelirs o||/a=2
Ll -lnclolal2]=]+ =

Entrada

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Podemos acrescentar, novamente, mais uma fileira para completar o
recobrimento. Em seguida, limpamos todos os pontos e vetores existentes na figura,

e também desmarcando as suas exibicoes obtemos:

Figura 117 — Recobrimento irregular - Xll

€2 atividade 1- 4 original para a dissertacao.ggb I -_ T =S

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Entrar..

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

SUGESTAO:

Faca um recobrimento simples, usando um poligono regular de 6 lados
(hexagono). Lembre-se que podemos construir este ladrilhamento por Vetores e
Translacao por Vetor ou também podemos, de forma manual, copiando e colando

sucessivas vezes. Assim, obteremos algo semelhante a Figura 118:
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Figura 118 — Sugestdo de recobrimento irregular — |

7 atividade 2 - j& original para a dissertago.ggb. | ———— e )
Arquivo  Editar Exibir Dp;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
DREE N CEEANEE o
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T fC

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Agora, faga um desafio para seu aluno: incentive-o a construir um
hexagono com os arcos feitos pelo ponto médio de cada uma das 6 arestas do
hexagono. A dica para construir € observar qual vetor escolher para translada-lo de

forma correta, o que conduz a seguinte construcao:

Figura 119 — Sugestdo de recobrimento irregular — Il

€3 GeoGebra - W e e . e TR TR W O et
Arquivo Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

=

fACv

Entrada:|

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Atividade 10 — Recobrimento do plano com aproximacao ao infinito

Uma fase muito marcante nas obras de Escher foi a aproximacéo ao
infinito no periodo final de sua vida entre 1956 a 1970. Nesta fase, Escher se
beneficiou de toda sua experiéncia e virtuosismo na divisdo regular do plano para
conceber trabalhos com a ideia de aproximacédo ao infinito, remetendo suas obras ao
infinito nos dois sentidos: do centro para as bordas ou vice-versa repetindo certo

padrao, de forma radial, incessantemente, sob uma determinada razéo.

Figura 120 — “Cada vez maior” (1956)

Disponivel em: http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/
Acessado em: 02/10/2017

Vamos, neste momento, apresentar atividades que remetem a estes
trabalhos de Escher. Para iniciarmos nossa constru¢cdo, devemos exibir a malha
quadriculada e a Janela de Algebra para facilitar quando formos colorir e construir os
poligonos.

Utilize a 52 funcdo do menu do Geogebra para construir Poligonos
Regulares e construa um quadrado de 1 x 1, iniciando nas coordenadas (-1,-1) e
(1,-1) do plano cartesiano. Caso o aluno n&o tenha o conceito de coordenadas

ainda, é necessario ensinar, de “forma superficial’, o aluno a representagcdo em

coordenadas de pontos.


http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/

7 GeoGebra

Figura 121 — Recobrimento com aproximagé&o ao infinito - |
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, com base no quadrado formado, construa uma Reta que passe

pelos vértices A e C, e outra pelos vértices B e D com o auxilio do 3° icone do menu

do Geogebra. E construa um novo quadrado com vértices em (0, 1) e (-1, 0),

obtendo:

£ GeoGebra

Figura 122 — Recobrimento com aproximacéo ao infinito — Il
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Repita o processo de construcdo de quadrados quantas vezes desejar,
seguindo sempre o0 mesmo padréo de construcdo para os quadrados horizontais e

inclinados.

Figura 123 — Recobrimento com aproximacéo ao infinito — Il
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Neste momento, antes de colorir o recobrimento, oculte a Janela de
Algebra, as malhas e os eixos e construa no lugar dos eixos x e y retas para quando
ocultar os eixos, para que existam as retas suporte ainda na figura. Além de ocultar

todos os pontos e rétulos dos poligonos que existem no ladrilhamento.



116

Figura 124 — Recobrimento com aproximagdao ao infinito — IV

€2 GeoGebra (1) — - ~— - | )
Arquivo Editar Exibir Dp;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Agora, pega para seu aluno colorir com branco e preto ou da forma que

desejar, obtendo os mais variados tipos de recobrimento como, por exemplo, a figura

a seguir. Lembrando-se que para colorir esta figura deve ser demarcado novamente

por poligonos cada novo pedaco obtido e ocultar todos os poligonos anteriores para,

s6 assim, depois colorirmos.

Figura 125 — Recobrimento com aproximagéo ao infinito -V

€3 atividade 5 - sugestio ggb L - - [T
Arquivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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SUGESTAO:

Sabemos que sempre é possivel inscrever um poligono regular numa
circunferéncia. Sendo assim, explique para o seu aluno que um poligono esta
inscrito na circunferéncia quando todos os seus vértices pertencem a circunferéncia.

Com isso, construa circunferéncias com a 62 funcdo do menu do
Geogebra “Circulo dados Centro e um de seus pontos” e depois construa poligonos

regulares com o auxilio da 52 fungdo do menu, como por exemplo:

Figura 126 — Poligonos inscritos na circunferéncia

€ GeoGebra (3) A o 2 i 1 = 55|

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

H000

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Entrada:

Agora, faca uma proposta para seu aluno pautado na construcao do
recobrimento com aproximacgéo ao infinito desta atividade. Peca para ele construir
sucessivas circunferéncias, com raios aumentando de 1cm em relacdo a anterior e
inscrever poligonos repetidamente utilizando os eixos x e y como referéncia para
manté-los numa mesma reta. Com isso, obtemos uma “linha imaginaria” que formara
com as construcdes sucessivas e, se desejar, construa semi-retas nestes locais.

Preste atencdo em ocultar as malhas e eixos somente no final para, desta

forma, servir de referéncia na sua construcdo. Assim, uma possivel construcdo seria:
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Figura 127 — Sugestédo de recobrimento com aproximagao ao infinito

€2 sugestéo 7.99b . N - TR - W | ]

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B B ERY S ol FNEE <

ACY

N

N\ No\eNuNyyns oy [

\

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

E se desejar colorir, para dar mais destaque, lembre seu aluno que é
preciso demarcar todas as novas regides como novos poligonos e ocultar os
poligonos anteriores, antes do processo de colorir. Conforme foi orientado na
construcdo desta atividade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de elaborarmos uma proposta
de sequéncia didatica de Geometria usando o software Geogebra, cujas atividades
foram feitas e inspiradas na obras de Escher, a selecdo de conceitos e contetdos
matematicos usados seguiram as recomendacdes dos documentos oficiais.

Notamos também que a interdisciplinaridade é indicada como uma
abordagem no processo de ensino aprendizagem e, neste trabalho, integramos a
Matematica e a Arte com o intuito de atrair o olhar dos alunos para contetudos que
apresentam certo grau de dificuldade para ser expresso somente com lousa e giz.

Tanto os PCN quanto as propostas do estado de Sao Paulo e Parana
apontam a interdisciplinariedade como um caminho para o professor ensinar a
Matematica de forma mais abrangente, a fim de que a aprendizagem ocorra de
forma significativa.

A escolha em estudar a vida e obra de Escher foi crucial para o
desenvolvimento do nosso trabalho. J4 que sua obra, além de muito famosa, é muito
rica sob varios aspectos: matematicos, psicolégicos, entre outros. Notamos que
Escher utilizava a Geometria em suas obras, desde causar certas ilusdes para a
imaginagao, quanto cenas corriqueiras de paisagens e animais da cidade onde vivia
naquele presente momento.

Neste trabalho, foram observados alguns conteddos de Geometria que
fazem parte da Matemética do ensino fundamental Il, especificamente, 6° e 7° anos,
estes contetdos sao exigidos nos documentos oficiais e nas propostas do estado de
Séo Paulo e Parana. Simetria, reflexdo, rotacdo e translacdo foram os conteudos
nele abordados. Notamos que apesar do grau de facilidade destes topicos, tais
contetdos ndo sdo favorecidos nos livros didaticos do ensino fundamental II.
Todavia, tentamos abordar de forma resumida para o professor ensinar e orientar
seus alunos.

Assim, a proposta de sequéncia didatica que desenvolvemos neste
trabalho foi pautada nestes topicos, sob inspiracdo das obras de Escher e, de forma
orientada, com um roteiro do passo a passo. Elaboramos 10 atividades no Capitulo
4, juntamente com sugestdes para serem desenvolvidas e realizadas com os alunos.

As atividades iniciais trabalnam com movimentos de rotagéo e reflexao e
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foram elaboradas para o aluno trabalhar os movimentos e compreender sua
natureza, nesta perspectiva, sugerimos alguns recobrimentos de plano com
poligonos regulares. Na Atividade 3, colocamos a coloracédo em branco e preto, que
€ uma das bases das obras de Escher. E, como sugestdo da Atividade 5,
trabalhamos a rotacdo dos passaros, esta técnica foi muito utlizada por Escher, que
consiste na rotagéo de figuras com base em poligonos regulares.

Ja na Atividade 7, utilizamos o vetor na sua constru¢cdo que, de forma
orientada, foi levada ao aluno. Nas demais atividades, foram construidos
recobrimentos de poligonos irregulares e, na Atividade 10, foi elaborada uma
proposta de aproximacao ao infinito.

Em vista do trabalho que foi realizado, considero que uma forma de o
professor conduzir o seu trabalho em sala de aula, por meio desta sequéncia
didatica seja: inicialmente, apresentar Escher e suas obras aos alunos, aplicar as
atividades no laboratério de informatica, fazendo com que o aluno desenvolva boa
parte sozinho e chame a atencdo para 0s conceitos matematicos e, por fim,
sistematize todos os conceitos geométricos que foram vistos, exemplificando com as
atividades realizadas pelos préprios alunos. Paralelamente, o professor de Arte
também deve desenvolver os aspectos de sua disciplina, considerando as
xilogravuras e litogravuras de Escher.

Tal trabalho foi de grande valia na minha formacéao, ja que agregou maior
conhecimento geométrico e tecnoldgico, pois trabalho ha algum tempo na Educacéo
Béasica, mas com contetdos ligados a Algebra. A sequéncia didatica desenvolvida,
fez-me estudar mais a fundo o software Geogebra, além de ter uma visdo dos
documentos oficias ligados ao conteudo de Geometria, e também, pude conhecer a
vida e os trabalhos deste artista notavel que foi Escher.

Como estudos posteriores, cito alguns assuntos que me intrigaram nas
obras de Escher e que podem produzir pesquisas futuras, tais como: a geometria
nao-euclidiana, com o uso de curvas hiperbdlicas em obras como Limite Circular Il
(1959) que é uma aproximacdo ao infinito; Grupos de Simetria, na Algebra; os
conceitos de Espirais Logaritmicas e superficies ndo orientadas como a faixa de
Moebius na obra Lago de Moebius Il (1963).

Acreditamos que as atividades propostas neste trabalho servem para
estimular e tornar dinAmica as aulas de matematica, além disso, sdo capazes de

atrair o aluno, quando envolvemos as tecnologias da informatica durante as aulas,
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Nno nosso caso 0 Geogebra. De fato, o aluno precisa ser cada vez mais motivado
pelo professor para que assim possa acompanhar o constante avanco tecnologico

do mundo e as mudancas decorrentes de tantas transformacoes.
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