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“Uma geometria ndo pode ser mais
verdadeira do que outra; podera ser apenas

mais cobmoda.”

Poincaré



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo falar do assunto Vetores no plano em uma
linguagem adequada para uma turma de primeiro ano do Ensino Médio. Foi dividido
em oito capitulos para um melhor entendimento das etapas que o formam. O
primeiro capitulo traz uma breve introdugdo sobre os documentos de referéncia para
a elaboracédo dos planos de ensino e destaca a auséncia do assunto em questao
nesses documentos. Em seguida sdo apresentadas algumas definicbes sobre
Vetores com o intuito de reconhecé-los como segmentos orientados, identificar
vetores iguais e utilizar esses conceitos em Geometria Analitica. No capitulo
seguinte é apresentado o conceito de Mddulo de um vetor, a maneira como se
calcula e alguns exemplos. O préximo capitulo é dedicado as operacfes com
vetores, especificamente a adicdo de dois ou mais vetores e a subtracdo de dois
vetores. No mesmo capitulo aparece ainda a multiplicagdo de um vetor por um
namero real. O quinto capitulo trata do Produto Escalar entre dois vetores e traz
algumas aplicacdes na Fisica. O capitulo seguinte fala sobre como calcular um
angulo no plano cartesiano utilizando vetores. Existe ainda um breve capitulo
falando sobre transformacgdes no plano, especificamente sobre a translagdo de uma
figura como fungdo dada por um vetor. Finalmente, no Gltimo capitulo séo feitas
algumas demonstracfes geométricas utilizando a teoria apresentada nos capitulos
anteriores. E esperado que apos ler este trabalho o aluno seja capaz de considerar a
teoria aqui apresentada para resolver problemas da Geometria Analitica ou fazer

demonstracdes simples utilizando esse recurso.

Palavras-chave: Vetores no plano; Vetores no Ensino Médio; Demonstracdes

usando vetores.



ABSTRACT

The present work aims to talk about the subject Vectors in the plan in a language
suitable for a first year high school class. It has been divided into eight chapters for a
better understanding of the steps that make it up. The first chapter provides a brief
introduction on the reference documents for drawing up teaching plans and highlights
the absence of the subject matter in these documents. Next, some definitions about
Vectors are presented with the intention of recognizing them as oriented segments,
identifying equal vectors and using these concepts in Analytical Geometry. In the
following chapter the concept of a Vector Module is presented, the way it is
calculated and some examples. The next chapter is devoted to operations with
vectors, specifically the addition of two or more vectors and the subtraction of two
vectors. In the same chapter there is also the multiplication of a vector by a real
number. The fifth chapter deals with the product Climb between two vectors and
brings some applications in Physics. The next chapter talks about how to calculate
an angle in the Cartesian plane using vectors. There is also a brief chapter on
transformations in the plane, specifically on the translation of a figure as a function
given by a vector. Finally, in the last chapter some geometric demonstrations are
made using the theory presented in previous chapters. It is expected that after
reading this work the student will be able to consider the theory presented here to
solve problems of Analytical Geometry or to make simple demonstrations using this

feature.

Keywords: Vectors in the plane; Vectors in High School; Statements using vectors.
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1 INTRODUCAO

E perceptivel que o contetido de vetores, antes trabalhado em Geometria Analitica
no 3° ano do Ensino Médio, ndo estd mais tdo presente na grade curricular da
educacéao basica. As referéncias que temos na hora de elaborar o plano trimestral ou

anual de ensino sequer citam o nome vetor.

Os PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio) embora ndo tragam
explicitamente nenhum conteddo que deva ser abordado, em sua lista de
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica ndo cita nada

gue possa ser relacionado diretamente a tal conteado (BRASIL, 2000, p. 46).

No estado do Espirito Santo temos como referéncia o CBEE (Curriculo Bésico das
Escolas Estaduais) que lista a base de contetdos a ser desenvolvida ao longo de
cada série/ano, divididos em quatro grandes blocos: Numeros e Operacoes;
Geometria, Grandezas e Medidas; Estatistica e Probabilidade; Algebra e Funcoes.
Mais uma vez o conteudo de vetores ndo esta presente em nenhum destes blocos
(ESPIRITO SANTO, 2009, p.117-123).

No ano de 2014 a SEDU (Secretaria de Educacdo do Estado do Espirito Santo)
enviou para as escolas um documento norteador para a elaboracdo dos planos
trimestrais e anuais de ensino, documento este que foi utilizado também para os
anos seguintes. Neste documento, além dos quatro blocos apresentados pelo CBEE
encontramos ainda um bloco denominado Educacao Financeira, que separa em um
bloco exclusivo o que no CBEE estava inserido em Numeros e Operacdes. Neste
documento, além da lista dos conteldos aparece ainda o trimestre que cada um
deve ser trabalhado, coisa que ndo acontecia no CBEE. E mais uma vez o contetdo
de vetores néo foi contemplado (ESPIRITO SANTO, 2014, p. 15-19).

Mesmo a SBM (Sociedade Brasileira de Matematica) em sua proposta Diretrizes
Curriculares para o Ensino de Matematica coloca vetores no plano em uma lista de
temas suplementares na area de Geometria, afirmando ainda se tratar de uma

proposta relativamente ousada:
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“‘Dentro de cada area, acrescentamos um bloco chamado ‘temas
suplementares’, a fim de provocar uma discussdo ao optar por uma
proposta relativamente ousada sobre o tipo de ensino que se pretende
oferecer (Cientifico, Humanistico ou Geral).” (SBM, 2015, p. 2).

Tal proposta néo cita em que série esse conteudo deve ser estudado, mas diz que
[...] devem estar associados e integrados a Geometria Analitica [...] (SBM, 2015, p.
54) que nesse mesmo documento esta listado como contetudo do terceiro ano do

Ensino Médio.

2. VETORES NO PLANO
Estrutura de tépicos Habilidades Recomendagdes
2.1.Definicao * Reconhecer um vetor como um segmento 1. Os topicos sobre vetores devem estar
2.2.Médulo e operacoes orientado. associados e integrados a Geometria

2.3.Produto escalar, angulo entre dois vetores

Identificar vetores iguais.
Conhecer as operacao de adi¢ao de diversos

Analitica, fornecendo solucoes mais rapidas
e elegantes para diversos problemas.

vetores e subtracao de dois vetores.

¢ Conhecer o significado de multiplicacao de
um vetor por um nimero real.

e Conhecer o significado do mdédulo de um
vetor e saber calcular seu valor.

= Utilizar o conceito de vetor em Geometria
Analitica.

e Saber calcular um angulo no plano
cartesiano utilizando vetores.

Figura 1: proposta da SBM para o ensino de Vetores no plano.
Fonte: http://www.sbm.org.br/images/pdf/Proposta_curricular.pdf. Pagina 54.

3. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

Estrutura de topicos Habilidades

Conhecer a translacao de uma figura como funcao dada por um vetor.
Conhecer a simetria em relagao a uma reta como uma funcdo no plano.
Identificar figuras que possuem eixo (ou eixos) de simetria.

Conhecer a rotacao como uma fungao no plano.

Identificar figuras que possuem simetria de rotacao.

Conhecer a homotetia como fun¢ao no plano e no espaco.

Conhecer o significado da razdo de homotetia.

3.1.Translacao

3.2.Simetria em relacdo a uma reta
3.3.Rotacao

3.4.Homotetia

Figura 2: proposta da SBM para o ensino de Transformacdes geométricas.
Fonte: http://www.sbm.org.br/images/pdf/Proposta_curricular.pdf. Pagina 55.

Em julho de 2015 o MEC (Ministério da Educacéo) langcou um portal para iniciar um
processo de consulta publica para a elaboracdo de uma Base Nacional Comum
Curricular (BNCC). Em sua primeira verséo, o contetdo de Matematica foi divido em
cinco grandes blocos, que na BNCC foram chamados de eixos. S&o eles:
NUumeros e

Geometria; Grandezas e Medidas; Estatistica e Probabilidade;
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Operacoes; Algebra e Fungdes. Os vetores estdo incluidos no primeiro ano do

ensino médio, dentro do eixo de Geometria:

“Compreender o conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico
(colecdo de segmentos orientados de mesmo comprimento, direcdo e
sentido) quanto do ponto de vista algébrico, caracterizado por suas
coordenadas”.

“Operar com vetores (soma e multiplicagdo por um escalar), interpretando
essas operagbes geometricamente e representar transformag¢des no plano
por meio de vetores.” (BNCC, 2015, p. 142).

E no segundo ano do ensino médio, também no eixo de Geometria: “Utilizar o
conceito de vetor para associar duas figuras congruentes a composicdo de
transformacdes no plano (reflexdo, translacdo e rotacdo), com ou sem o uso de
tecnologias digitais.” (BNCC, 2015, p. 146).

A segunda versdo da BNCC, apresentada em abril de 2016, traz os mesmos blocos
de conteudos, porém agora chamados de unidades de conhecimento. Cada unidade
de conhecimento foi dividida em cinco unidades curriculares e ndo estd mais
definido, pelo menos néo explicitamente como na primeira versdo, em que série/ano
deve ser estudada cada unidade curricular. Na verdade essa versao buscou “[...]
considerar, em todas as unidades de conhecimento, a progressdo das
aprendizagens, de forma que as no¢des matematicas sejam retomadas ano a ano,

sendo ampliadas e aprofundadas em cada um deles.” (BNCC, 2016, p. 561).

Quanto ao conteudo de vetores, 0 que essa versdo traz de novo é a
interdisciplinaridade com disciplinas como a Fisica e o uso de softwares de

geometria dinamica.

“O trabalho com vetores deve proporcionar aos/s estudantes, inicialmente,
compreender o conceito de vetor tanto do ponto de vista geométrico
(colecdo de segmentos orientados de mesmo comprimento, dire¢cdo e
sentido) como do ponto de vista algébrico (caracterizado por suas
coordenadas). Na continuidade, esse trabalho é ampliado para que eles
sejam capazes de interpretar a representacdo geométrica da soma de
vetores e da multiplicacdo de um vetor por um escalar e de compreender as
relacdes entre vetores e as transformacdes isométricas (reflexdo, translagéo
e rotacdo). E importante que todo esse trabalho seja proposto de modo
articulado e integrado com situa¢cdes estudadas na Fisica, por exemplo, e
com apoio de softwares de geometria dindmica.” (BNCC, 2016, p. 562-563).
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O que na primeira versdo estava listado para o primeiro ano do ensino médio, na
segunda encontra-se em Unidade curricular | e 0 que estava listado para o segundo

ano encontra-se em Unidade curricular II:

“Compreender o conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico
(colecdo de segmentos orientados de mesmo comprimento, direcdo e
sentido) quanto do ponto de vista algébrico, caracterizado por suas
coordenadas, aplicando-o em situagdes da Fisica.”

“Estabelecer relagdes entre as transformacfes isométricas (reflexao,
translacdo e rotacdo) e vetores no contexto do plano cartesiano, incluindo o
uso de softwares de geometria dindmica.” (BNCC, 2016, p. 564-565).

Diante destes fatos e seguindo o que determinam as normas de funcionamento do
PROFMAT no artigo 21 de seu regimento, no que diz respeito ao trabalho de
conclusao de curso ou dissertagdo quando diz que “os Trabalhos de Conclusao de
Curso (Dissertacdes) devem versar sobre temas especificos pertinentes ao curriculo
de Matematica do Ensino Basico e que tenham impacto na pratica didatica em sala
de aula” (PROFMAT) e ainda ao que propde as Diretrizes Curriculares para o Ensino
de Matematica proposta pela Sociedade Brasileira de Matematica, este trabalho tem
a proposta de seguir o roteiro proposto pela SBM e pela BNCC em um texto

adequado para uma turma de primeira série do Ensino Médio.

Sera incluido também um topico que trata de transformacdes no plano,
especificamente sobre translagdo, com o intuito de reconhecer a translagcdo de uma

figura como funcao dada por um vetor.

Ao final sdo apresentadas algumas demonstracdes da Geometria Analitica usando o
conteldo apresentado nos capitulos anteriores. Estas demonstracfes visam
fornecer uma alternativa de solucbes mais rapidas para problemas classicos da

Geometria.
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2 DEFINICAO DE VETOR

2.1 GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIAIS

Existem grandezas que sdo perfeitamente definidas quando a elas associamos um
namero ou valor e uma unidade de medida correspondente. Essas grandezas séo
chamadas grandezas escalares. Sdo exemplos de grandezas escalares a é&rea, o

volume, a temperatura, dentre outras.

Se quisermos, por exemplo, comprar grama para cobrir o campo do Maracana,
precisamos saber que sua area € 8250 metros quadrados. Esse numero e sua
unidade de medida sdo suficientes para nosso objetivo, que € comprar grama para
cobrir o campo. Se quisermos cercar o campo com tela precisamos saber quantos
metros de tela sdo necessarios para fazer isso. Nesse caso precisamos saber que o
campo tem o formato de um retangulo com 110 metros de comprimento por 75
metros de largura. Entdo seu perimetro € 370 metros. Novamente um nimero e uma

unidade de medida nos fornecem as informacdes necessarias para cercar 0 campo.

Existem outras grandezas que ficam incompletas quando as definimos apenas com
um namero e uma unidade. Imagine, por exemplo, que vocé precise deslocar um
caixote no chao para coloca-lo em um local especifico. A forca necesséaria para
realizar esta tarefa depende de fatores como o tipo piso, a massa do caixote e a
aceleracdo da gravidade no local onde ele se encontra. Suponhamos que esta forca
seja de 20 newtons. Vocé pode aplicar uma forca de 20N no caixote de qualquer
maneira? E claro que ndo. Empurrar o caixote para qualquer lado n&o fara com que
ele va para este local especifico. Fica claro que falta a informacdo de como
aplicaremos tal for¢ca ao caixote. Falta dizer qual a direcédo e qual o sentido da forca.

A essas grandezas damos o nome de grandezas vetoriais.

Grandezas vetoriais sdo, portanto, as que necessitam de um numero (que
chamaremos de modulo), uma direcdo e um sentido para que possam ser
perfeitamente definidas. Se ndo dissermos, por exemplo, a direcdo em a forca é
aplicada no exemplo acima, poderiamos ter uma forca aplicada verticalmente para

baixo ndo causando movimento algum no bloco ou ainda uma infinidade de forcas
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de 20N atuando no mesmo bloco. Poderia acontecer inclusive de essas forcas se

anularem e o bloco ndo se movimentar para lugar algum.

2.2 DIRECAO E SENTIDO

Para entender a diferenca entre direcao e sentido vamos analisar a figura abaixo.

f
;

Figura 3: Dire¢éo e sentido.

Na figura os segmentos tracejados fornecem a direcdo. Temos uma direcdo vertical,
uma horizontal e uma inclinada. Em cada uma dessas dire¢gées temos dois sentidos
possiveis. Na vertical temos o sentido de A para B (para cima) e o sentido de B para
A (para baixo). Na horizontal temos o sentido de C para D (da esquerda para a
direita) e o sentido de D para C (da direita para a esquerda). Na inclinada temos o

sentido de E para F e o sentido de F para E.

2.3 COORDENADAS NO PLANO

O plano cartesiano ortogonal é formado por dois eixos (retas) perpendiculares (ou
ortogonais) orientados. O eixo 0X é o eixo horizontal e tem seu sentido crescente da
esquerda para a direita. O eixo 0Y € o eixo vertical e tem seu sentido crescente de
baixo para cima. Chamamos o eixo 0X de eixo das abscissas e 0 eixo 0Y de eixo
das ordenadas. O ponto de encontro desses dois eixos recebe o nome de origem e

suas coordenadas, tanto no eixo 0X quanto no eixo 0Y, valem zero.
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_3 4
Figura 4: Plano cartesiano ortogonal.

Para determinar a localizacdo de um ponto no plano cartesiano tracamos a partir
dele uma reta paralela ao eixo 0Y na direcdo do eixo 0X e uma paralela ao eixo 0X
na direcdo do eixo OY até que essas retas encontrem os eixos coordenados. O local
onde essas retas encontrarem 0s eixos serdo as coordenadas do ponto. Por
exemplo, na figura abaixo o ponto A tem abscissa igual a 1 e ordenada iguala 2 e o

ponto B tem abscissa igual a 4 e ordenada igual a 3.

Figura 5: Pontos no plano cartesiano.
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Qualquer ponto no plano seré representado por suas coordenadas entre parénteses
e nessa ordem, primeiro a abscissa e depois a ordenada: A(x,,v4) € B(xg, yg). NO

exemplo da figura 5 temos A(1,2) e B(4,3).

2.4 SEGMENTOS ORIENTADOS NO PLANO

Quando ligamos os pontos A e B temos um segmento no plano. Segmento € um

pedaco de reta com inicio e fim.

Figura 6: Segmento no plano.

Se determinarmos onde comeca e onde termina esse segmento, temos um
segmento orientado. Um segmento orientado AB tem inicio no ponto A e
extremidade (fim) no ponto B. O segmento orientado BA tem inicio no ponto B e

extremidade (fim) no ponto A.

Os segmentos AB e BA sdo chamados de segmentos opostos. Quando o inicio e a

extremidade de um segmento coincidem, dizemos que ele € um segmento nulo.

A direcdo de um segmento orientado € dada pela reta que contem os pontos A e B,
ou uma reta paralela a ela. O sentido é definido pela orientacdo do inicio e fim do
segmento e o modulo é o comprimento (tamanho) do segmento, medido do inicio ao

fim.

Os segmentos opostos tém a mesma direcdo, mesmo médulo e sentidos opostos. O

segmento nulo tem maodulo igual a zero.
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Para determinar o modulo de um segmento podemos calcular a distancia entre seus

pontos de inicio e fim. Veremos como se calcula essa distancia no proximo capitulo.

Graficamente, podemos identificar a direcdo e o sentido do segmento orientado.
Nesse caso o modulo sera determinado pelo seu “comprimento”. Segmentos com
mesmo maodulo terdo 0 mesmo comprimento na representacdo. Dizemos que dois
ou mais segmentos tem a mesma dire¢cdo quando suas retas suportes sédo paralelas.
A figura abaixo nos fornece um feixe de segmentos orientados com mesmo
comprimento e cujas retas suportes sao paralelas duas a duas. Logo eles tém a
mesma direcao. Além disso, todos eles tém o mesmo sentido.

M =)

S

=

Figura 7: segmentos equipolentes no plano.

Como todos esses segmentos tem 0 mesmo comprimento (médulo), mesma direcao
e mesmo sentido, poderiamos escolher qualquer um deles para representar uma
determinada grandeza. Isso significa que eles sdo iguais? Ndo. Embora todos esses
segmentos tenham o mesmo moédulo, mesma direcdo e mesmo sentido, suas
representacoes (flechas) estédo em lugares diferentes do plano e por isso ndo podem

ser iguais.
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Quando dois ou mais segmentos orientados tém o mesmo comprimento, a mesma
direcio e o mesmo sentido os chamaremos de segmentos equipolentes e
indicaremos esta relagdo com o sinal (~). Assim, AB e CD sao equipolentes (AB ~
CD) quando sdo ambos nulos ou quando tém o mesmo comprimento, mesma

direcdo e mesmo sentido.

Dizemos todos os segmentos orientados que tem 0 mesmo moédulo, mesma direcéo
e mesmo sentido formam uma classe de equipoléncia. Na figura 7 temos uma classe
de equipoléncia. Podemos entédo escolher um entre os segmentos para representar

essa classe.
2.5 VETORES NO PLANO

A reunido de um segmento orientado e todos 0s segmentos equipolentes a ele
chamamos de vetor. Na figura 7 todos os segmentos representam o mesmo vetor,

Ou seja, segmentos equipolentes representam vetores iguais.

Para representar um vetor costumamos utilizar uma letra minascula com uma seta

horizontal apontando para a direita (1) ou indicamos o inicio e o final do vetor,

também com seta (ﬁ). Graficamente representamos como na figura abaixo.

Figura 8: vetor % = 4B.

Reparem gue nessa representacdo o vetor nada mais € do que um segmento de
reta onde fixamos uma orientacdo, nesse caso de A para B. Os pontos A e B sdo as
extremidades do vetor. Chamamos o ponto A de origem e o ponto B de fim do vetor.

O vetor esta determinado entdo por suas extremidades e pelo sentido. Se

escrevéssemos BA teriamos um novo vetor com origem em B e fim em A. Mesmas
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extremidades, mas sentido oposto, portanto, um vetor diferente. Analogamente aos

segmentos, os vetores AB e BA sdo chamados vetores opostos, assim como 0S

vetores U e — .
Se conhecermos as coordenadas das extremidades dos representantes desse vetor,

podemos representa-lo numericamente subtraindo suas extremidades, coordenadas

do ponto final menos as coordenadas do ponto inicial.

E = (X — X4, Yp — Ya)

Na definicdo acima vemos que xz — x4 € a primeira coordenada do vetor e yz — y,

€ a segunda coordenada do vetor.

Repare no exemplo abaixo:

Figura 9: vetor no plano.

O ponto A tem coordenadas (1,2) e o ponto B tem coordenadas (4, 3). Neste caso o

vetor AB = (4—1,3—2) = (3,1). Podemos simplesmente escrever AB = (3,1).
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Mas observe que independente da escolha do representante as coordenadas do
vetor sdo unicas, isto é, seus valores ndo mudam se escolhermos um representante

diferente. Repare na figura abaixo:

Yo D
: /
¥s
N / C
A

Ya

Xa Xp Xe Xp

Figura 10: segmentos AB e CD.

AB ~ CD < ponto médio de AD = ponto médio de BC

X4+ Xp Xg + X¢

2 2
)’A"‘YD: Yt Yc
2 2

Xp — X4 = Xp — X¢
‘:’{ys—yA=yD—yc

Além de mostrar que as coordenadas de um vetor ndo dependem do representante
do vetor, o processo acima também funciona como um teste de equipoléncia de
segmentos.

Xp —Xa = Xp — Xc
AB ~(CD &

{}’B_YA =Yp —Yc
Vale destacar também que partimos de elementos puramente geométricos, 0s
segmentos AB e CD, e chegamos a um resultado algébrico, suas diferencas de

coordenadas.
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Vimos no capitulo anterior que as grandezas vetoriais necessitam de um maodulo,

uma direcdo e um sentido para que possam ser perfeitamente definidas.

Matematicamente, 0 médulo (ou norma) € o comprimento do vetor que representa tal

grandeza.

Para entender como é calculado o médulo de um vetor vamos retornar ao exemplo

da figura 9. Tracaremos o segmento AC paralelo ao eixo OX e o segmento CB

paralelo ao eixo 0Y. O triangulo assim formado é um triangulo retangulo (como AC é

paralelo ao eixo OX e CB € paralelo ao eixo 0Y, AC é perpendicular a CB). Podemos

entdo aplicar o teorema de Pitdgoras em seus lados.

Figura 11: modulo de um vetor.

Sendo a = AB,b = AC e c = CB, temos:

a? = b% + c?
a? = (4—1)2 + (3 — 2)?
a? = 3% + 12
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a’>=9+1
a’> =10
a= V10

De onde se conclui que AB = /10, ou seja, 0 comprimento do segmento AB € v10.

E comum denotarmos o médulo do vetor AB por ||AB|| e o médulo do vetor i por

|l]]. No caso geral temos:

Figura 12: modulo de um vetor

2Bl = JCes %)% + (7 = 37

Vale ressaltar que, como o médulo é um comprimento (ou uma distancia entre dois
pontos), seu valor sera sempre maior ou igual a zero, sendo zero somente para o

vetor nulo. Simbolicamente, representamos da seguinte maneira:
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Exemplo 3.1 — Calcule o médulo do vetor que tem origem em A(-3,—-1) e

extremidade em B(1, 2).

Solucéo: como vimos anteriormente o modulo do vetor AB € dado por:

”ZE” = \/(xB —x4)%+ (yp — ya)?
|4B|| = VI = (=3)F + 2 - (-DI?
[4B|| = V(T +3)Z + (2 + 1)2

14B]| = V(®?2 + (32

|4B|| = V16 +9
14B]| = V25
14B]| = 5

Exemplo 3.2 — Calcule o comprimento da diagonal do quadrado que tem vértices nos
pontos A(4,3), B(8,1), C(10,5) e D(6,7).

Solucédo: Poderiamos calcular o lado do quadrado e usar o teorema de Pitagoras

para encontrar o valor de sua diagonal, ou mesmo usar o fato de que a diagonal é o

lado do quadrado multiplicado por v/2, mas vamos usar o fato de que as diagonais

do quadrado tem comprimento igual ao moédulo dos vetores que as formam, os

vetores AC e BD. Assim o comprimento da diagonal do quadrado é:

”E” = \/(xc —x4)% + (Yo — Ya)?

[AC|| = V(10 — 97 + (5 - 3)2

Jac| = Vo2

|AC|| = V36 +4
Jac]| = vao
¢ = 2vTo

Logo, a diagonal do quadrado tem comprimento igual a 2v/10.
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4 OPERACOES COM VETORES

Neste capitulo vamos estudar “trés” operacbes envolvendo vetores, a adicdo de

vetores, a subtracdo de vetores e a multiplicacdo de um vetor por um escalar.

4.1 ADICAO DE VETORES

Queremos somar os vetores u e v da figura abaixo.

Figura 13: vetores no plano.

Como o vetor ¥ é um represente de sua classe de equipoléncia, podemos escolher
um representante v’ da mesma classe cuja origem coincida com a extremidade do

vetor i, conforme ilustra a figura abaixo:

Figura 14: soma de dois vetores.
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O vetor soma (ou resultante) € um vetor com origem coincidindo com origem do

vetor u e extremidade coincidindo com a extremidade do vetor v.

Figura 15: soma de dois vetores.

Este modo de somar dois vetores € conhecido como regra do triangulo. Na figura

acima temos:

W=u+7v

Se chamarmos de A o ponto de origem do vetor i e de B a sua extremidade, o vetor

U pode ser obtido algebricamente da seguinte maneira:

Figura 16: soma de dois vetores.
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u= AB
Uu=B—-A
u=043)-01,1)
u=04-13-1)
U

Repare que aparentemente estamos subtraindo dois pontos, mas na verdade
estamos fazendo essa operagcdo com as coordenadas desses pontos. Nesse
processo a abcissa do ponto A foi subtraida da abscissa do ponto B e a ordenada do

ponto A foi subtraida da ordenada do ponto B, resultando o vetor .

Nesta etapa usamos o mesmo simbolismo para vetor e para coordenadas do vetor,
uma vez que i = AB é um vetor e i = B — A representa as coordenadas desse
vetor. Novamente, em 4 = (4,3) — (1,1) estamos apelando para o fato de que se
i = AB, com A(1,1) e B(4,3) entdo as coordenadas do vetor % sdo % = (4—1,3 —

1) = (3,2). Assim, calcular as coordenadas do vetor é como subtrair pontos.

De modo analogo obtemos o vetor :
# = BC
v=C—B
7,2) — (4,3)
7—-4,2-3)
v=(3,-1)

(
(

v
-
v

Desse modo, o vetor w = 4 + ¥ pode ser calculado da seguinte maneira:

(
w=(3+32+(-1)
w=0B+32-1)
w=(6,1)
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—

Este é o mesmo resultado que obtemos quando fazemos w = AC:

Este resultado pode ser obtido observando que:

W=uU+7v

W = AB + BC
w=(B-4)+(C—-B)

w=C-A

—

w = AC

Usando esta regra podemos somar qualquer quantidade de vetores, desde que a
origem de um vetor coincida com a extremidade do anterior. O vetor soma (ou vetor
resultante) sera o vetor que tem a origem do primeiro vetor e a extremidade do

altimo, formando assim um poligono.

Figura 17: soma de diversos vetores.
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Na figura 17 temos:

M=tU+0+wW+k+1

7z

Outro modo de representar graficamente a soma de dois vetores é a regra do

paralelogramo:

Figura 18: regra do paralelogramo.

Na regra do paralelogramo unimos a origem dos vetores u e v e, na extremidade do
vetor u tracamos o vetor e ¥’ paralelo ao vetor v e na extremidade do vetor ¥
tracamos o vetor vetores u’, paralelo ao vetor i, formando assim um paralelogramo.
O vetor soma € a diagonal do paralelogramo com origem no encontro das origens

dos vetores u e ¥ e extremidade no encontro das extremidades dos vetores u’ e v'.

Na figura 18 temos:

wW=u+7v

Uma primeira ideia da regra do paralelogramo é creditada ao engenheiro belga
Simon Stevin que apresentou em 1586 um problema de decomposicao de forcas e
enunciou um modo empirico de somar duas forgas aplicadas em um mesmo ponto

(VENTURI, 2014, p. 64).
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4.1.1 PROPRIEDADES DA ADICAO DE VETORES

| - A adicdo de vetores é comutativa: 4 + v = v + u.

Isso pode ser facilmente observado pela regra do paralelogramo. Observe que o
triangulo superior do paralelogramo é a soma de # com v’ (que é equipolente a ),

resultando na diagonal do paralelogramo, e o triangulo inferior € a soma de v com u'
(que é equipolente a u), resultando na mesma diagonal, de onde se conclui que

U+v=v+1u.

Outro modo de visualizar € colocando um sistema de coordenadas, conforme a

figura abaixo:

Figura 19: regra do paralelogramo.

Na figura temos:

Uu+v=(B-A4)+(C—-B)=(C—-4)
+u=(MD—-A)+(C—-D)=(C-A4)

Ou ainda, usando as coordenadas dos vetores u e ¥, sabendo que u = (x,,y,) €

v = (x,, ), temos:
u+v= (xu+xv»yu+yv) = (xv‘l'xu'yv'l'yu) =v+u

de onde se conclui que:

<l
+

<
Il

<
+
<l
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Il - A adicdo de vetores é associativa: (U + V) + w = U + (¥ + w).

(L+T)+w=1u+(?+w)

Figura 20: associatividade da soma de vetores.

Na figura temos:

@+v)+w=[B-A4A)+(C-B)|+D-C)=(C-4A+D-C)=D-A
U+ @+w)=B-A+[(C-B)+(D-C)=B-4A)+D-B)=D—-A

de onde se conclui que:

U+D)+wWw=Uu+@W+w)

A demonstracgao utilizando coordenadas € analoga a comutatividade.

[l - Existéncia de um elemento neutro: u + 0 = u.

O vetor 0, chamado de vetor nulo, é o elemento neutro da soma de vetores.

IV - Elemento oposto: dado um vetor 1 qualquer, existe um Unico vetor —u tal que

i+ (-1)=0.

O vetor —u € o vetor oposto do vetor u. Vetores opostos tém o mesmo moédulo,

mesma direcao e sentidos contrarios.
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4.2 SUBTRAQAO DE VETORES
Definimos a subtracdo de dois vetores 1 e ¥ como sendo a soma do vetor 1 com o
oposto do vetor ¥. Assim:

G- =1+ (=P

Graficamente representamos u — v por:

=l
=l

|
=y

=

Figura 21: subtragédo de vetores U — v.

Na figura acima temos:

4.3 MULTIPLICACAO POR ESCALAR

Dados um vetor ¥ e um ndmero real k, o produto de k por u é um vetor v

representado por:

U
Il
R‘
<l

A direcdo do vetor ¥ sera a mesma do vetor u, e seu sentido serd 0 mesmo se k > 0

ou 0 contrariose k < 0.Sek =0 ou 7 = 0 entdo & = 0.
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A multiplicacdo de um vetor % por um ndmero real positivo ndo muda sua direcao e
seu sentido, apenas o seu comprimento. E a multiplicacdo por um numero real

negativo muda apenas o seu sentido e seu comprimento, ndo sua direcao.

u
—_—

7 =2u
—i

7 = 3u

7 = 4u .

r = —2u
-

Figura 22: multiplicacdo de vetor por escalar

Do ponto de vista algébrico, para multiplicar um vetor por um escalar basta
multiplicar suas coordenadas por este escalar. Se, por exemplo, i = (3,2) ek =5, 0

produto de k por % é o vetor ¥ representado por:
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5 PRODUTO ESCALAR

5.1 MOTIVACAO PARA O ESTUDO DO PRODUTO ESCALAR

Temos um ponto fixo A(a, b) no plano cartesiano. Queremos encontrar um ponto
B(c,d) no mesmo plano de modo que o0s segmentos 0OA e OB sejam
perpendiculares. Qual € a relacdo entre as coordenadas de A e B para que iSso

aconteca?

C 0 a X

Figura 23: segmentos perpendiculares no plano.

Como os segmentos 0OA e OB devem ser perpendiculares, ligando os trés pontos
formamos o triangulo retangulo OAB (retangulo em 0). Assim podemos aplicar o

teorema de Pitagoras em seus lados. Temos:
AB? = 0A% + OB?
(c—a))+([d—-b)?>=[(a—0)2+ (b —-0)*]+[(c—0)+(d—0)?]
(c—a)®>+ (d — b)? =[a® + b?] + [c? + d?]
c?>—2ac+a?+d*—2bd +b*=a*+b*+c*+d?

Subtraindo a?, b?%, c* e d* nos dois lados da igualdade e dividindo por —2, obtemos:

ac+bd =0
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Assim concluimos que dados os pontos A(a, b) e B(c,d), uma condi¢do necesséria e
suficiente para que o segmento OA seja perpendicular ao segmento OB € que
ac + bd = 0.

5.2 DEFINICAO DE PRODUTO ESCALAR

O produto escalar € uma operacdo que fazemos com dois vetores e encontramos

como resultado um numero real.

Dados os vetores u = (a,b) e ¥ = (¢,d), definimos como produto escalar entre os

vetores u e v e escrevemos < u, v >, 0 numero real
<u,v>=a.c+b.d

Da motivacdo apresentada em 5.1 vemos que 0OA é ortogonal a OB se o produto
escalar entre eles é igual a zero. Isso serd mais bem discutido no capitulo 6, quando

estudaremos mais afundo angulos entre vetores.
5.3 PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR

Algumas propriedades séo Uteis ao se trabalhar com produto escalar. Dentre elas se

destacam:

Pl:<u,u>= |[ull%

P2: <u,v>=<v,u > (Propriedade comutativa).

P3: <uU,v+wW>=<1u,v> +<u,w > (Propriedade distributiva).
Pd:<ku,v>=<v,ku>= k.<u,v>.

P5: |<u,v >| < ||ull.]||¥]| (Desigualdade de Cauchy — Schwarz).
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Exemplo 5.2.1 — Calcule o produto escalar entre os vetores 1 = (4,3) e v = (2,5)
Solugdo: < U, v >=a.c+b.d=4.2+3.5=8+15=23
Veremos agora uma generalizagdo do teorema de Pitdgoras para triangulos

quaisquer (ndo retangulos). Essa generalizacdo nos permitira entender

geometricamente o produto escalar. Para isso observe o triangulo da figura 24:

Figura 24: tridangulo nado retangulo.

Na figura o triangulo ABC foi dividido em dois triangulos retangulos ABD e BCD.

Podemos observar que b = m +n e que cosf = ? - m =c.cosf.

Usando o teorema de Pitagoras no tridangulo ABD temos c* = m? + h* e no triangulo
BCD temos a®* =n?+ h?. Fazendo n=b—-m e h*=c*—m? em a*=n*+h*, e

lembrando que m = c.cos 6, temos:

a’* =n?+ h?
a?=(b—-m)?+c? —m?
a’> =b%?—-2.b.m+m? + c?> —m?
a’? =b%>+c?>—-2.b.m

a?=b*+c*—2.b.c.cosb

Essa ultima expressao representa o que chamamos de lei dos cossenos. De modo

analogo poderiamos demonstrar que:
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b>=a*+c*—2.a.c.cosB

c2=a?+b*=2.a.b.cosC

Vamos usar a lei dos cossenos para demonstrar como calcular o produto escalar de

dois vetores.

Dados os vetores u # 0 e ¥ # 0 e 8 0 angulo entre eles, temos:

=
=1
=

P,

N
v

Figura 25: angulo entre os vetores i e .

Usando a lei dos cossenos temos:

Il — 2117 = 1IEl* + 1901* — 2. Il ¥l . cos ©

12l + 19117 — 2. <4, > = |[ll> + 191> = 2. [1@ll. |19l . cos ©

Subtraindo ||7]|? e ||#]|? nos dois membros e dividindo-os por —2, temos:

<u,v>= |[u]l.][“]| .cos 6

Essa expressao mostra que podemos calcular o produto escalar entre dois vetores

multiplicando os seus modulos e o cosseno do angulo entre eles.

O produto escalar pode ser associado a trigonometria para demonstrar resultados

importantes, como por exemplo, o cosseno da diferenca de dois angulos.
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e~}

1<

Figura 26: angulo entre os vetores i e .

Para tal, construimos os vetores u = (cosf,sen ) e v = (cos 6, sen 0). Obviamente

gue os vetores ©# e ¥ assim construidos sdo ambos unitarios, pois ||u| =

Jcos? B +sen?B=1e|d| = Jcos?6 + sen? 8 = 1.
Deste modo, temos:

< U, v >=cosPB. cosd + senB. senb
Mas pela definicdo do produtor escalar,

v > = |[ull.[I7]l . cos(B — 6)

sl

<

E como |[u]| = [|7]| = 1, segue que:

cos(B—06) =cosf. cosf + sen . senb

O produto escalar pode ser utilizado na Fisica para calcular o trabalho de uma forca.
O Trabalho (T) de uma forca € uma grandeza escalar que consiste na transferéncia
de energia de um objeto ou para um objeto. Ou seja, quando aplicamos uma forca
em determinado objeto, e essa forca faz com que tal objeto se movimente,

chamamos isso de trabalho.
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Se aplicarmos uma forca F em um objeto e essa forca formar um angulo 6 com a

direcéo do deslocamento d do objeto, o trabalho T dessa forca € definido por:

T = F.d.cos0

No Sl (Sistema Internacional de unidades) o trabalho T € medido em Joule, a forca F

€ medida em Newton e o deslocamento d, em metros.

Como Forca e deslocamento sdo grandezas vetoriais (necessitam de madulo,
direcdo e sentido), o trabalho é entdo o produto escalar entre os vetores Forca e

deslocamento.

ﬂ
Il
AN
T
Uy
Vv

Exemplo 1 - Uma for¢a F de modulo 30N atua sobre um objeto formando um angulo
constante de 60° com a direcdo do deslocamento do objeto. Calcule o trabalho

realizado pela forca F, em joules, sabendo que o objeto se desloca 10 metros.

Solucéo:

T = F.d.cos@
T = 30.10.cos 60°

Exemplo 2 - Um garoto gasta 75 J de energia para empurrar uma caixa por trés
metros. Sabendo que a direcdo de aplicacdo da forca do garoto forma um angulo de
60° com a direcado do deslocamento da caixa, determine o valor da forca feita pelo

garoto.
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Solucéo:

T = F.d.cos0
75 = F .3 .cos 60°

75 = F.3.05
75 = F.1,5
P

1,5
F=50N

Exemplo 3 - Depois de comer uma barra de chocolate de 500 calorias, um homem
precisou empurrar um carro. Com a energia obtida do chocolate, o0 homem
conseguiu empurrar o veiculo por 20 metros. Determine a forca necessaria para a

realizacdo dessa atividade. Dado: 1 cal =4 J.

Solucéo:

Como 1 cal = 4 J, segue que 500 calorias = 2000 Joule. Como a forca é paralela ao

movimento, o angulo considerado deve ser 0°.

T = F.d.cos@
2000 = F.20.cos0°

2000 = F.20.1

2000
20
F= 100N
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6 ANGULO ENTRE VETORES

Para determinar o angulo entre dois vetores devemos primeiro unir suas origens.

Figura 27: vetores i e .

Dados os vetores u e ¥ da figura acima, escolhemos um vetor v' na classe de

equipoléncia do vetor ¥ cujo inicio coincida com o inicio do vetor .

Figura 28: angulo entre os vetores U e v.

O angulo 8 assim formado é o angulo entre os vetores i e v.

O angulo 8 entre dois vetores ndo nulos i e v varia entre 0° e 180° (ou entre 0 e
radianos), sendo 0° quando os dois vetores possuem mesma direcdo e mesmo
sentido, e 180° quando tem a mesma direcdo e sentidos opostos. Vamos mostrar
que 6 pode ser calculado usando o produto escalar entre eles.

Como vimos no capitulo anterior o produto escalar entre os vetores 1 e v € dado por

,U>= ||[d]l.|I?]] .cos 6

&l

<
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De onde concluimos que:

o <uUv>
COSO = ——/————
Izl 1171l

Como ||d]|| > 0e |||l > 0, segue que ||u].||¥]| > 0, entdo:

- se < U,V > € positivo, cos® deve ser um ndmero positivo, isto é, cos® > 0, o que

implica 0° < 6 < 90°. Assim, 8 é um angulo agudo, ou nulo.

- se < U,V > é negativo, cos 6 deve ser um ndmero negativo, isto é, cos < 0, 0 que

implica 90° < 8 < 180°. Assim, 8 € um angulo obtuso, ou raso.

-se <u,v > =0, cos0 deve ser igual a zero, isto é, cos® = 0, o que implica 8 = 90°.

Assim, 68 € um angulo reto.
Dessa ultima observacdo podemos concluir que dois vetores sao ortogonais se,

somente se, o produto escalar entre eles é nulo. Ela é particularmente importante na

resolucao de problemas que envolvam perpendicularidade entre retas.

Exemplo 6.1 — Calcule o angulo formado pelos vetores AB e AC da figura abaixo.

(=]

=l
o
w

01 2 3 I 5 §

Figura 29: vetores AB e AC.
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Solucdo: como o angulo 6 formado pelos vetores AB e AC é dado por cosB =

%, precisamos calcular ||4B||, ||AC|| e < 4B, AC >.

Sendo A(5,2), B(5,6) e C(9,6), temos:
AB=B—-A=(5-56-2)=(04)

AC=C-A=(9-56-2)=(44)

4B = V(x5 — %)% + (75 — )2 = /(5 =52+ (6 — 2)2 = {/(0)2 + (4)2 = VO + 16
|AB|| = V16 = 4

|AC|| = Ve = %)% + e —y)2 = (O =5)2 + (6 — 2)2 = /(4)? + (4)2
|AC|| = V16 + 16 = V32 = 42

<AB,AC>=04+44=0+16=16
Assim,

<AB,AC> 16 16 1

[AB|.|AC|  44v2 16v2 2

cosO =

>

Como 0°<6<180° (ou 0°<B<mrad) e cosb = g segue que 6 =45° (ou

0= % rad).
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7 TRANSLACAO NO PLANO

Definimos funcdo como a relacéo entre dois conjuntos, estabelecida por uma lei de
formacdo, isto é, uma regra geral. Os elementos de um conjunto devem ser
relacionados com o0s elementos do outro conjunto através dessa lei ou regra que
associa cada elemento do primeiro conjunto, chamado dominio da funcdo a um
Unico elemento do segundo conjunto, chamado contradominio da funcdo. Ao
conjunto dos elementos do contradominio associados a elementos do dominio
damos o nome de conjunto imagem. A imagem €&, portanto, um subconjunto do

contradominio.

A maioria das funcdes que estudamos, como por exemplo, a funcdo do primeiro
grau, a funcdo do segundo grau, a funcdo modular, a funcédo logaritmica, a funcéo
exponencial, dentre outras, sdo fun¢des de dominio real, isto é, seu dominio € o
conjunto dos numeros reais, ou uma parte (subconjunto) dele. Porém, existem
funcdes que sdo definidas em outros conjuntos. As transformacgfes que veremos

nesse capitulo sao fungées com dominio e contradominio definidos no plano.

Uma transformacdo T no plano é uma funcdo de R*>em R? isto €, uma
correspondéncia que associa a cada ponto P do plano, outro ponto P’, tal
que T(P) =P'. O ponto P'é dito a imagem de P pela transformagdo T. Uma
translacdo é uma funcdo que associa a cada ponto P = (x,y) do plano ao ponto
Pr="y)=x+ay+b)=(xy)+ (ab),onde (a, b) &€ um vetor.

A translacdo é uma transformacéo que desloca uma figura sem alterar sua forma e
suas dimensodes. Esse deslocamento pode ser vertical, horizontal ou segundo uma

certa direcao.

Consideremos o triangulo ABC da figura 30, que é transformado no triangulo DEF
por uma translacdo horizontal. Observe que nessa transformacdo a abscissa de
cada ponto do triangulo ABC € deslocada cinco unidades para a direita e a

respectiva ordenada néao sofre alteragéo.
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Figura 30: translacdo horizontal

Temos, portanto (x',y') = (x,¥) +(5,0) = (x + 5,y + 0), isto é, P' =P +u, sendo

u = (5,0) o vetor dessa transformacéao.

Suponha agora que o triangulo ABC fosse deslocado na vertical, cinco unidades para

baixo, como mostra a seguinte figura:

=
(=]
(=]
(]
e
(o]

D

Figura 31: translacéo vertical
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Observe no triangulo DEF, obtido pela translacdo, que a ordenada de cada um de
seus pontos é deslocada cinco unidades para baixo e a respectiva abscissa nao
sofre alteracéo.

Assim, (x',y") = (x,y)+(0,—-5) = (x+ 0,y —5) e, desse modo, P' =P + v, sendo

v = (0,-5) o vetor dessa transformacéo.

Suponha agora que o triangulo ABC fosse deslocado na horizontal, quatro unidades

para a direita e na vertical, duas unidades para cima, como mostra a figura abaixo:

o 1 2 a 4 L] [} 7 a8

Figura 32: translacdo na direcéo do vetor w = (4, 2).

Observe no triangulo DEF, obtido pela translagcédo, que a abscissa de cada um de
seus pontos € deslocada quatro unidades para a direita e a respectiva ordenada é

deslocada duas unidades para cima.

Assim, (x,y") =(x,y)+ (4,2) =(x+4,y+2) e, desse modo, P'=P+w, sendo

w = (4,2) o vetor dessa transformacao.
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8 APLICACOES

8.1 BASE MEDIA DE UM TRIANGULO

Para exemplificar a simplicidade da utilizagdo dos vetores, vamos demonstrar um
importante teorema da geometria, o teorema da base média de um tridangulo, de dois
modos diferentes, o primeiro como é normalmente demonstrado em livros didaticos,

e 0 segundo usando vetores.

Teorema: O Segmento que une os pontos médios de dois lados de um triangulo &

paralelo ao terceiro lado, e sua medida € igual a metade da medida do terceiro lado.

]

o]

Figura 33: base média de um triangulo.

8.1.1 Demonstracao sem o uso de vetores:

Seja o triangulo ABC representado no plano cartesiano, com A(x,,y4), B(xg, vg) €

C(xc,yc).

Dividimos esta prova em duas partes. A primeira sera demonstrar que MN é paralelo

a AC e a segunda, que MN é a metade de AC.



12 parte: MN || AC.
O coeficiente angular da reta que passa por A e C é:

Ay _Yc—Ya
Ax  xc— x4

Como M é o ponto médio de AB e N é o ponto médio de BC, temos:

_Xatxg YatYp _XxgtXxc Yt Yc
XM = > y Ym = > e Xy = 2 y YN = )

O coeficiente angular da reta que passa por M e N é:

Ay _yn-ym _ ( 2 2
Ax  xy_Xy (xB + xc) _ (XA + XB) Xc — X4
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Como os coeficientes angulares sao iguais, as duas retas sédo paralelas (ndo podem

ser coincidentes).

22 parte: MN = %.

AC = J(xc — %)%+ (Ve — ya)?

- [5G 229 -
MN = \/(xc - xA)Z b (2 ;yA)z

2
(xc — xA)z Ve —Ya)
MN =
\/ 4 + 4

Ve —x4)2 + Ve — Ya)?

MN =
2
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Portanto,

Isso conclui a prova de que o segmento MN é paralelo ao segmento AC e a medida

daquele é a metade da medida desse.

8.1.2 Demonstracdo com o uso de vetores:

Para comecar, repare que ndo precisamos necessariamente de um sistema de

coordenadas para realizar tal demonstracao.

M

Figura 34: base média de um triangulo

Seja o triangulo ABC e sejam M o ponto médio de AB e N o ponto médio de BC.

Queremos provar que:
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Como M é o ponto médio de AB, temos que:

—

AM = MB e AB = 2MB —>MB=7

Analogamente, como N é o ponto médio de BC, temos que:
_ [ _— R —_— E‘é
BN=NC€BC=2NC—>NC=7

Dai,

—

AC = AB + BC = 2MB + 2BN = 2(MB + BN) = 2MN — MN = —

O que mostra que MN é metade de AC e também que MN é paralelo a AC (MN ||

AC), uma vez que AC =2MN (se um vetor é miltiplo do outro, entdo eles s&o

paralelos).

8.2 MOSTRAR QUE AS ALTURAS DE UM TRIANGULO SE ENCONTRAM EM UM
UNICO PONTO

Solucédo: Seja o triangulo ABC, cujas alturas AM e CN se encontram no ponto P.

Queremos mostrar que a terceira altura também passa pelo ponto P.

1]

A C
Figura 35: Ponto de encontro das alturas.
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No triangulo da figura 35 temos:

—_— L, — —_— — — —

U= AC, V= AB,w= AP,Ww— V= BP,Ww— u= CP,u— v= BC

Pelas propriedades do produto escalar temos:

=l
<
V
Il
o
l
N
sl
<l
Vv
Il
AN
sl
U
Vv
E

<WU—V>=0-><wWu> —<

N\
S
|
&l
U
Vv
Il
o
l
AN
sl
U
V
|
AN
&l
U
V
Il
o
l
N
sl
A
Vv
Il
AN
&l
U
Vv
S

De (1) e (2) temos:

Ou seja,
< BP,AC>=0

O que mostra que BP é perpendicular a AC e, portanto, as trés alturas se encontram

em um Unico ponto, como queriamos demonstrar.

A [

Figura 36: ponto de encontro das alturas.
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8.3 MOSTRAR QUE O PONTO G DIVIDE AS MEDIANAS NA RAZAO 2:1

Cc

A
Figura 37: ponto de encontro das medianas.

Dado o triangulo ABC. Seja N o ponto médio de BC e P o ponto médio de AB,

queremos mostrar que AG = 2GN e CG = 2GP.

GB + BN =GN
GC +CN =GN

Como BN = NC, somando as duas equacdes acima obtemos:

GB + GC = 2GN

Adicionando GA aos dois membros da equacao temos:

GA+ GB + GC = GA + 2GN

Analogamente mostramos que GA + GB + GC = GC + 2GP.

Mas GA + 2GN é paralelo a AN e GC + 2GP é paralelo a CP, de onde concluimos,
pela transitividade do paralelismo que GA+ GBE +GC é paralelo tanto a AN guanto a

CP e que, portanto GA + GB + GC = 0.
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Dai,

Analogamente mostramos que CG = 2GP.

8.4 MOSTRAR QUE O PONTO G DA APLICACAO 8.3 E UNICO

Suponha que P satisfaca a condicdo acima. Nesse caso PA + PB + PC = 0. Vamos

mostrar que P = G.

Por suposigéo AP +BP + CP =0.

GA+ GB+GC =0
AP +BP+ CP =0

Somando as duas equac¢fes acima temos:

GA+ AP+GB+BP+GC+ CP=0

Como GA + AP = GB + BP = GC + CP = GP, temos:

—

GA+ AP+GB+BP+GC+ CP=0
GP+ GP+ GP=0

3.6P=0
GP=10
P=¢G
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8.5 MOSTRAR QUE AS DIAGONAIS DE UM LOSANGO SE CORTAM AO MEIO

Figura 38: diagonais do losango.

Seja M o ponto médio de AC e N o ponto médio de BD, vamos mostrar que M = N.
Temos que AC = 2AM e BD = 2ND.

AD +AB = AC
AD — AB = BD

Somando-se as duas equacdes temos:
24D = AC + BD

2(AN + ND) = 2AM + 2ND

2(AN + ND) = 2(AM + ND)

AN = AM
N—-—A=M-A
N=M

Isso conclui a prova de que as diagonais do losango se cortam ao meio. Na verdade
essa mesma demonstracdo poderia ser aplicada em qualquer paralelogramo,

mostrando que suas diagonais também se cortam ao meio.
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8.6 MOSTRAR QUE AS DIAGONAIS DE UM LOSANGO SAO PERPENDICULARES

Usando a figura 38 da aplicacéo 8.5, provaremos agora que as diagonais do losango

sao perpendiculares. Para isso basta mostrar que < AC,BD >=0.

Da figura 38 temos que:

AC = AB + BC

BD = BA + AD
Entao,

<AC,BD > =

—<AB +BC,BA+ AD > =

—<AB,BA> +<AB,AD >+ < BC,BA > + < BC,AD >

Como os lados do losango séo todos iguais, BC = AD. Ainda, BA = —4B.

Logo,
< AC,BD >=
=< AB,—AB >+ < AB,AD > + < AD,—AB >+ < AD,AD >=
— 2 —
= —[l4B|" + [[4D]f*
De novo, como os lados do losango s&o todos iguais, ||4B|| = ||AD||

De onde concluimos que:

<AC,BD >=0

E, portanto, as diagonais do losango sao perpendiculares.
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7z

Vale destacar que “como ndo ha intersecdo entre vetores, ndo € conveniente
chama-los de vetores perpendiculares, ou seja, quando o angulo entre dois vetores

for de 90° é mais conveniente chama-los de ortogonais” (CRUZ, 2015, p. 15).

8.7 BASE MEDIA DE UM TRAPEZIO

Considere o trapézio ABCD abaixo, onde M é o ponto médio de AD e N € o ponto
médio de BC.

W N

Figura 39: base média de um trapézio

Queremos mostrar que MN é a metade de AB + DC.

Como M é o ponto médio de AD, temos que AD =24M, ou que MD = —MA.

Analogamente, como N é o ponto médio de BC, temos que BC = 2BN, ou que

—

NC = —NB.
MN =MD + DC + CN
Por outro lado,

MN = MA + AB + BN
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Somando as duas igualdades anteriores e usando o fato que MD = —MA e NC =

—NB, temos:

MN + MN = MD + DC + CN + MA + AB + BN

2MN = AB + DC

__, AB+DC
MN = ——

como queriamos demonstrar.
8.8 MEDIANA DE EULER

Mediana de Euler € o segmento que une os pontos médios das diagonais de um

trapézio e fica localizada sobre sua base média.

Vamos mostrar que a Mediana de Euler € igual a semi-diferenca das bases.

Figura 40: Mediana de Euler.



Resolucdo: Sejam M e N os pontos médios de AC e BD respectivamente.

Deste modo, AC = 2AM e BD = 2BN. Mas AM + MN + NB = AB
2MN = 2AB — 2AM — 2NB = 24B — 2MC + 2BN
ou seja,
2MN = 24B + 2BN — 2MC (1)
Por outro lado,

2BN = BD = BC + CD

Assim,
2BN — 2MC = BC + CD — AD — DC
2BN — 2MC = BC + 2CD — AD (2)
Substituindo (2) em (1), temos:
2MN = 2AB + 2CD + BC — AD (3)
Mas,
AB+BC+CD+DA=0

BC—-AD =—AB —CD (4)

59



Substituindo (4) em (3), segue que:

2MN = AB + CD = AB — DC

—— AB-DC
MN = ———

60
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como proposta seguir 0s roteiros propostos pelas Diretrizes
Curriculares para o Ensino de Matematica, da Sociedade Brasileira de Matematica, e
pela Base Nacional Comum Curricular, do Ministério da Educacdo, em um texto
anico que atendesse, sempre que possivel, as duas propostas, e em uma linguagem

adequada para alunos de uma turma de primeiro ano do Ensino Médio.

A decisdo de adequa-lo a uma turma de primeiro ano como sugere a BNCC e néo a
uma turma de terceiro ano como supostamente estaria mais de acordo com o que
sugere a SBM esta justificada pelo fato de que assim o aluno tera mais tempo e
consequentemente mais oportunidades de usar o conteddo apresentado nesse

trabalho.

Ao ter contato com vetores no primeiro ano e ndo no terceiro o aluno pode, por
exemplo, aplica-lo a situacbes da Fisica que sdo normalmente estudadas no
primeiro ano em Mecanica. Essa inclusive € uma das recomendacfes da BNCC. O
aluno podera fazer conexdes no segundo ano quando for estudar Matrizes, que

também aparece nos temas suplementares da proposta da SBM.

Como esse trabalho esta “limitado” a tratar de Vetores no Plano, ndo foram
apresentados topicos ligados a Geometria Espacial. Assuntos como produto vetorial,
por exemplo, podem ser trabalhados posteriormente para ampliar o leque de
possibilidades de aplicacao dos vetores. O teorema das trés perpendiculares é outro
exemplo do que ficou de fora pela limitacdo no plano. Com ele é possivel, por

exemplo, resolver problemas que envolvam piramides.

Outro assunto que deve ser mais bem explorado posteriormente sao as
Transformacfes Geométricas. Esse trabalho trata especificamente da Translacao,
com o intuito de mostra-la como funcdo dada por um vetor, como sugere a SBM.
Simetria, Rotacdo e Homotetia sdo outros exemplos de transformacdes nessa

proposta que podem aparecer em um aprofundamento do assunto.
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Para finalizar fica evidente que este trabalho n&do esgota, e ndo tem a intencdo de
fazé-lo, o assunto de Vetores. Existe um campo muito rico a ser explorado, muitas
aplicacdes que podem ser feitas em sala de aula, inclusive com o uso de recursos
tecnoldgicos, como sugere a BNCC ao enfatizar a importancia do apoio de softwares

de geometria dindmica.

Para um maior aprofundamento dos assuntos aqui discutidos ficam as referéncias

bibliograficas.
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