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RESUMO

Frequentemente, os professores de Matematica sao questionados sobre o processo de en-
sino e aprendizagem. Isso porque, apesar de o ensino da Matematica no Brasil ter passado
por uma série de mudancgas nos ultimos anos, varios mecanismos de avaliagao apontam
que o baixo rendimento escolar dos estudantes brasileiros esté relacionado com a auséncia
da capacidade de formular, empregar e interpretar a Matematica com base em diversos
contextos. Diante dessa problematica, as questoes que surgiram e que nortearam este
trabalho foram as seguintes: qual a importancia da Loégica para o processo de ensino e
aprendizagem em Matematica? Como associar a Logica e a Matematica no Ensino Médio?
O nosso objetivo foi mostrar, por meio de diversas aplicagoes da Légica Matematica em
Geometria Plana, a importancia dos elementos 16gicos dedutivos no Ensino Médio como
instrumento facilitador do processo de ensino e aprendizagem em Matematica, especial-
mente em Geometria. A metodologia escolhida foi a pesquisa bibliografica, e os materiais
encontrados e analisados foram livros nas areas de Légica, Logica Matematica e Geometria
Plana, documentos oficiais da educacao brasileira, bem como publica¢oes cientificas com
o tema “Importancia da Légica para o processo de ensino e aprendizagem”. Analisando
esses documentos, concluimos que a Légica Matematica servira como um instrumento fa-
cilitador do ensino e aprendizagem em Geometria Plana, devendo ser abordada de forma
paralela ao curriculo tradicional. Dessa forma, os professores poderao, de maneira ana-
loga, utilizar os métodos e técnicas mostrados neste trabalho aplicando-os aos contetdos

de Aritmética e Algebra, por exemplo.

Palavras-chave: Ensino de Logica. Ensino e aprendizagem. Métodos de demonstracao.

Légica no Ensino Médio.



ABSTRACT

Often, math teachers are asked about the teaching and learning process. This is because,
despite the fact that mathematics teaching in Brazil has undergone a series of changes in
recent years, several evaluation mechanisms point out that the low academic performance
of Brazilian students is related to the lack of ability to formulate, use and interpret
Mathematics based on different contexts. Faced with this problem, the questions that
emerged and which guided this work were the following: what is the importance of Logic
for the process of teaching and learning in Mathematics? How to associate Logic and
Mathematics in High School? Our objective was to show, through various applications
of Mathematical Logic in Flat Geometry, the importance of the deductive logic elements
in High School as a facilitator of the process of teaching and learning in Mathematics,
especially in Geometry. The methodology chosen was the bibliographical research, and the
materials found and analyzed were books in the areas of Logic, Mathematical Logic and
Flat Geometry, official documents of Brazilian education, as well as scientific publications
with the theme "Importance of Logic for the teaching process and learning". Analyzing
these documents, we conclude that the Mathematical Logic will serve as a facilitator of
teaching and learning in Flat Geometry, and should be approached in parallel with the
traditional curriculum. This way, teachers can, in an analogous way, use the methods and
techniques shown in this paper by applying them to Arithmetic and Algebra contents, for

example.

Keywords: Logic Teaching. Teaching and learning. Demonstration methods. Logic in
High School.
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1 INTRODUCAO

A Geometria esta relacionada, desde os tempos mais remotos da historia da huma-
nidade, com medidas de comprimento, areas e volumes de figuras planas e espaciais, e sua
grande motivagao tém sido as necessidades praticas dos seres humanos. No entanto, de
acordo com Morgado, Wagner e Jorge (1974) ela, até o quarto século a. C., ndo passava
de conhecimentos adquiridos de forma empirica sem preocupacao cientifica alguma, ou
seja, as descobertas geométricas eram adquiridas pelas simples observacoes do cotidiano

e pela capacidade de reconhecer figuras, comparar formas e medidas.

Apés esse periodo, a Geometria obteve um grande salto, gragas ao desenvolvimento
da Légica. A obra “Os Elementos” de Euclides (300 a. C.) foi a grande responsével por
esse avanco, pois nela a Geometria é apresenta de maneira légica e organizada, partindo de

algumas proposigoes primitivas e se desenvolvendo por meio de elementos logicos dedutivos
(MORGADO; WAGNER; JORGE, 1974).

No Brasil, segundo Manoel (2014), o ensino da Geometria, até a década de 1960,
priorizava os elementos légicos-dedutivos no processo de demonstracoes geométricas. No
entanto, com o advento do Movimento da Matemética Moderna (MMM), o uso das dedu-
¢oes logicas em Geometria foi substituido pelo ensino algébrico. Apesar de esse movimento
nao se estabilizar no territorio brasileiro, ele provocou uma lacuna no ensino da Geome-
tria, fazendo com que mesmo apods o seu fracasso, os estudos geométricos continuassem

sendo influenciados por esse movimento.

Em virtude disso, a Geometria passou a ser simplesmente um contetido com de-
finicbes e formulas prontas. Isto é, os alunos, em sua grande maioria, raramente sao

estimulados a redigirem demonstracoes e muito menos a justificar as suas respostas.

Essa constatagao é confirmada por varios mecanismos de pesquisas a respeito da
educacao matematica no Brasil, dentre eles, destaca-se o Programa Internacional de Ava-
liacdo de Estudantes (PISA)!, que aponta que os estudantes brasileiros nio possuem a
capacidade de formular, empregar e interpretar a Matematica com base em diversos con-
textos (BRASIL, 2016a).

Diante desse cenario, a pergunta central que norteou esse trabalho foi: qual a im-
portancia da Logica para o processo de ensino e aprendizagem em Matematica? Além
disso, outra preocupacgao surgiu: como associar a Logica e a Matematica no Ensino Mé-
dio? Isso porque, embora teoricamente, com base nos levantamentos bibliograficos, seja

mostrada a importancia da Logica no processo de ensino e aprendizagem em Matema-

L O PISA avalia os conhecimentos e habilidades somente de estudantes de 15 anos de idade, em leitura,

Matematica e ciéncias (BRASIL, 2016a).
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tica, como, na prética, poderiamos relacionar os conteidos da Logica e da Matematica no
Ensino Médio?

Essa preocupacao é fruto da experiéncia do autor em sala de aula, desde o ano
de 2015. Dessa forma, tivemos a preocupacao de tratar a Logica Mateméatica nao como
mais um contetudo tedrico, mas como um suporte instrumental para o processo de ensino
e aprendizagem em Matematica. A partir dessa percepcao, surgiu a necessidade de apre-
sentar, em particular, o entrelagcamento entre os contetidos da Logica Matematica com os

da Geometria Plana.

O objetivo principal deste trabalho é mostrar, por meio de diversas aplicagoes
da Logica a Geometria Plana, a importancia dos elementos 16gicos dedutivos no Ensino
Médio como instrumento facilitador do processo de ensino e aprendizagem em Matematica,
buscando com isso fornecer um material de Logica aplicada ao ensino da Geometria Plana

que possa auxiliar a tarefa do professor.

O presente trabalho justifica-se pelo fato de que o ensino da Geometria no Ensino
Médio, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio — Ciéncias

da Natureza, Matematica e suas Tecnologias,

Nao se trata da memorizacdo de um conjunto de postulados e de demons-
tragoes, mas da oportunidade de perceber como a ciéncia Matematica valida
e apresenta seus conhecimentos, bem como propiciar o desenvolvimento do
pensamento légico-dedutivo e dos aspectos mais estruturados da linguagem
matemdtica. (BRASIL, 2007, p. 124).

Para o desenvolvimento do presente trabalho, a metodologia escolhida foi a biblio-
grafica. A pesquisa baseou-se em publicagoes cientificas a respeito do tema: a importancia

da Logica no processo de ensino e aprendizagem.

Dentre as teses e dissertagoes analisadas sobre essa tematica, cinco delas assemelham-
se a este trabalho: Martins (2014), Gomes (2015), Vaz (2014), Nascimento (2016) e Martins
Neto (2008).

Martins (2014) apresenta uma sequéncia de atividades, voltadas ao ensino de Lé-
gica para o 1° Ano do Ensino Médio, com o objetivo de suprir as deficiéncias relativas
a construcdo do pensamento matematico. A proposta dessa autora é fazer com que o
aluno, apods o desenvolvimento dessas atividades, mude de posicao em relacao ao pro-
cesso de ensino e aprendizagem em Matematica, isto é, deixe de ser um agente passivo
para se transformar em um agente ativo no processo de construcgao do conhecimento. Por
fim, ela conclui apresentando as habilidades e competéncias que estao envolvidas nessa
sequéncia didatica e como elas poderao auxiliar no processo de ensino e aprendizagem em

Matemética.
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Gomes (2015) relata que, diante de uma sociedade globalizada e tecnolégica, faz-
se necessario repensar o curriculo de Matematica do Ensino Médio. Nesse sentido, esse
autor propoe a inclusao do desenvolvimento do Raciocinio Logico nessa etapa de ensino.
Por fim, ele conclui que a aplicagao do Raciocinio Légico na disciplina de Matematica do
Ensino Médio ira propiciar um ambiente que favoreca o desenvolvimento do pensamento

matemaético.

Vaz (2014) expde que, em virtude da implantagdo da disciplina Raciocinio Légico
em todas as séries da Rede Estadual de Ensino de Mato Grosso do Sul e devido a um
grande numero de docente nao terem acesso suficiente a essa tematica durante a sua

formacéao, essa disciplina nao estava produzindo o efeito desejado na pratica.

Nascimento (2016) seguindo a mesma linha de Martins (2014) e Gomes (2015),
apresenta uma proposta para o desenvolvimento da Légica Matematica no Ensino Médio.
Esse autor, por meio de um levantamento bibliografico, apresenta um rol de motivos
que o levam a propor a inclusao dessa disciplina na Educacao Basica, especialmente no
Ensino Médio. Além disso, ele apresenta algumas aplica¢des envolvendo Algebra Booleana

e algumas questoes de concursos publicos.

Martins Neto (2008) mostra uma pesquisa desenvolvida com alunos do 2° Ano do
Ensino Médio. O teor dessa pesquisa era desenvolver uma sequéncia de atividades que
tinha como objetivo averiguar o nivel de conhecimento desses alunos sobre conectivos

légicos e como eles utilizava-os no contexto comum e no contexto da Légica Classica.

Em suma, o nosso diferencial em relacao aos trabalhos citados foram as aplicagoes
da Légica em Geometria Plana?, j4 que, por meio de tal procedimento, mostramos nio
somente a importancia da Légica no processo de ensino e aprendizagem em Matematica,
mas apresentamos, na pratica, a aplicabilidade dos elementos légicos dedutivos em um

contetdo especifico do curriculo de Matematica do Ensino Médio.

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos, sendo este primeiro o da Intro-

ducao, e o ultimo, o das Consideracoes Finais.

O Capitulo 2 é subdividido em trés secoes, cujo objetivo é abordar a historia e
defini¢oes acerca da Légica baseadas em vérios autores, além de evidenciar a importancia

da Logica para o processo de ensino e aprendizagem em Matematica.

O Capitulo 3 é subdividido em sete se¢Oes, algumas das quais sao subdividas em
subsecoes. O objeto desse capitulo é apresentar os elementos fundamentais da Logica
Matematica, especialmente aqueles relacionados ao Calculo Proposicional, que servirao

de base para o processo de veracidade ou falsidade de argumentos geométricos.

O Capitulo 4 ¢é subdivido em 4 se¢oes, algumas das quais sdo também subdividas

2 O nosso objetivo nao é discorrer sobre todo o contetido da Geometria Plana, mas traté-la simplesmente

como um corpo de raciocinio, sob condigdes que desejamos analisar.



16

em subsecoes. O objetivo desse capitulo é, além de fornecer os principais conceitos da
Légica Matematica relacionados com a Geometria Plana, apresentar algumas aplicagoes
dessa Loégica nos estudos geométricos, buscando com isso mostrar o entrelagamento entre
os conteudos da Légica Matematica com os da Geometria Plana, relacionamento esse que

denominamos Loégica Geométrica.

O dltimo capitulo refere-se as Consideracoes Finais deste trabalho, mostrando as
conclusoes obtidas por meio dos objetivos e da probleméatica da pesquisa, bem como

mostrando alguns encaminhamentos para pesquisas futuras.
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2 LOGICA

Que ¢é Loégica? Qual a sua origem? Qual o objeto de estudo da Légica? Qual a
importancia da Logica para o processo de ensino e aprendizagem em Matematica? Neste
capitulo, apresentaremos alguns conceitos fundamentais em Ldégica, com o objetivo de

responder a essas e a outras indagacoes pertinentes.

2.1 Breve historico sobre a Logica

A exposicao de fatos histéricos é uma importante ferramenta para o processo de
ensino e aprendizagem em Matematica (BRASIL, 1998). Nesse sentido, essa segao tem

como objetivo apresentar um breve historico sobre a Logica.

2.1.1 Periodo aristotélico (390 a.C. - 1840 d.C.)

A histéria da Légica inicia-se, como ciéncia auténoma, propriamente com o filésofo
grego Aristételes, no século IV a. C. (384-322 a. C.), cujo objeto de pesquisa, segundo Sa
e Rocha (2012, p. 415), é, em sua esséncia “o estudo das leis do pensamento, a analise e

classificagdo das formas de raciocinio e sua validade”.

Figura 1 — Aristételes: Criador da Légica Formal

Fonte: Commons (2017a)

Os escritos de Aristoteles sobre Légica, em sua maior parte, foram reunidos na

obra intitulada Organon, mais especificamente no capitulo denominado Analytica Priora

(CASTRUCCI, 1986).
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Segundo Castrucci (1986), a Logica, para Aristételes, resume-se, essencialmente,
em um tipo de raciocinio dedutivo denominado Silogismo, o qual, segundo o fil6sofo
americano Irving Marmer Copi (1978, p.167), “[...] é um argumento em que uma conclusao

é inferida de duas premissas”. Em outras palavras,

O silogismo é um raciocinio mediato, que implica um terceiro termo. Trés ter-
mos e, portanto, trés proposi¢oes: a maior, a menor e a conclusdo. “Todo
homem é mortal; ora, Sécrates é homem; logo, Sécrates é mortal.” As duas
primeiras sdo denominadas premissas. A segunda, a premissa menor, é a pro-
posi¢do mediadora (que ndo existe na inferéncia imediata); ela contém a razao
de ser da conclusdo. (LEFEBVRE, 1991, p. 153-154).

A légica aristotélica, mais conhecida como logica formal, permaneceu praticamente

estagnada por cerca de dois mil anos, até ser retomada e desenvolvida pelo matematico

alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) (SA; ROCHA, 2012; MACHADO, 2009).

Figura 2 — Gottfried Wilhem Leibniz: Idealizador da Linguagem Simbolica

Fonte: Commons (2017Db)

Segundo Machado (2009), Leibniz desenvolveu uma teoria na qual existem apenas

duas classes de verdades: a da razao e a dos fatos, tal que,

As verdades dos fatos s@o proposi¢oes empiricas cuja negagdo nao encontra
6bices do ponto de vista logico. E uma verdade da razdo que minha caneta é
uma caneta ou que 3%+ 42 =52, E uma verdade de fato que minha caneta é

preta ou que um copo, abandonado do alto da Torre de Pisa, caird até o solo.
(MACHADO, 2009, p. 23).

A grande contribui¢do desse importante matematico foi a introduc¢ao do método
matematico na Légica. Segundo Sa e Rocha (2012, p. 420), Leibniz “idealizou uma lin-

guagem simbolica universal que podia exprimir todo o raciocinio”. No entanto, de acordo
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com Hegenberg (2012), as ideias inovadoras de Leibniz s6 vieram a ser estudadas com

mais dedicacao no fim do século XIX.

Em suma, segundo Hegenberg (2012), os séculos XVII, XVIII e metade do século
XIX foram fracos em contribuicao para o desenvolvimento da Logica. Apds esse periodo,
os estudos sobre Logica voltaram com muita for¢a por meio do desenvolvimento da Loé-
gica Matematica pelo britanico George Boole, dando origem ao periodo booleano, que

descreveremos a seguir.

2.1.2  Periodo booleano: (1840 - 1910)

Em meados do século XIX, inicia-se o periodo chamado de booleano, em homena-
gem a George Boole (1815-1864). De acordo com Moraes (2007), esse importante matemé-
tico nasceu em Lincoln, Inglaterra. O seu primeiro professor de Matematica foi seu préprio
pai, um amante da Matematica, e, aos 16 anos, mesmo nao tendo formagao académica,

iniciou-se na carreira de professor assistente.

Figura 3 — George Boole: Fundador da Légica Matematica

Fonte: Commons (2015)

Em 1947, Boole publicou sua primeira obra intitulada: Mathematical Analysis of
Logic. Segundo Moraes (2007), ele demonstrou, nessa obra, que era possivel desenvolver
uma algebra sob a forma de um célculo abstrato, passivel de varias interpretagoes. Essa
algebra tornou-se, décadas depois, nas palavras de Moreira (2007), a base para a criagdo
de circuitos de computadores. Dois anos mais tarde, ele ingressou no Queens College, em
Cork, onde assumiu a cadeira de Matematica (MORAES, 2007).

Naquele mesmo ano, Boole comecgou a escrever sua principal obra, An investigation
into the Laws of Thought on Which are Founded the Mathematical Theories of Logic



20

and Probabilities, que viria a ser publicada em 1854. O objetivo principal da obra era
“investigar as leis fundamentais das operagoes da mente, por meio das quais o raciocinio é
formado; dar-lhes expressao na linguagem simbolica de um Calculus, e nesses fundamentos
estabelecer a ciéncia da Loégica e construir o seu método” (SA; ROCHA, 2012, p. 422).

De outro modo, Boole teve muitos outros trabalhos publicados nas areas de Equa-
¢oes Diferenciais, Calculo de Diferencas Finitas, além de mais de 50 documentos sobre
as propriedades bésicas dos nimeros. As suas principais contribuicoes na area da Légica
foram: Pure Logic (1863), The Substitution of Similars (1869) e Principles of Science
(1874) (MORAES, 2007).

Outros personagens importantes dessa época foram Gottlob Frege (1848-1925),
responsavel pelo desenvolvimento do Célculo Sentencial (CASTRUCCI, 1986), e Giuseppe
Peano (1958-1932).

2.1.3 Periodo atual: (1910 - até hoje)

O 1ltimo periodo da histoéria da Légica teve inicio com a publicagao da obra Princi-
pia Mathematica, de Bertrand Russel (1872-1970) e Alfred North Whitehead (1861-1947).
De acordo com S& e Rocha (2012, p. 425), essa obra “constituiu a base da Légica Mate-

matica moderna”.

Figura 4 — Bertrand Russel: Defensor do Logicismo

Fonte: Commons (2016)

O inicio desse periodo, segundo Machado (2009), foi marcado pelo aparecimento
de duas grandes correntes do pensamento matematico: o Logicismo, baseado nas teorias

leibnizianas, e o Formalismo, baseado nas teorias kantianas.

A Teoria Logicista, que teve como grandes apoiadores Russell e Whitehead, defende
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que a Aritmética, a Geometria, assim como todo o resto da Matematica, podem ser

expressas por meio de estruturas logicas, ou seja, toda a Matematica é redutivel a Logica

(MACHADO, 2009).

Em 1910, segundo Moreira (2007), os estudos sobre Légica alcangou um alto grau de
formalizacao, que resultou no aparecimento do pensamento matematico chamado Forma-
lismo. A Teoria Formalista, que teve em David Hilbert (1862-1943) o seu maior defensor,
concebia a Matematica em duas partes distintas em relacdo a Logica: parte especifica
e autdnoma (termos primitivos e axiomas ou postulados) e parte dependente (formulas

bem-formadas e teoremas).

Figura 5 — Teoria Formal

TEORIA FORMAL

regras “de formacao

‘

formulas bem-
-formadas

'

axiomas
ou
postulados

regras de inferéncia

leoremas

Fonte: Machado (2009, p. 30)

Note que os formalistas se diferenciam dos logicistas, apenas em relagdo ao pa-
pel da Loégica na Matematica. No entanto, ambas as teorias mostram a dependéncia da

Matematica em relagao a Logica.

Outras teorias sobre o desenvolvimento do pensamento matematico foram deba-
tidas ao longo do século XX. A teoria intuicionista, por exemplo, que teve Kurt Godel
(1906-1978) e Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) como dois dos seus principais
representantes, procurou combater os logicistas e os formalistas, em relagao a importancia
da Logica para a Matematica. Para eles, apesar de a Logica ter um importante papel no

desenvolvimento dessa ciéncia, a Matematica é uma ciéncia autonoma e autossuficiente,
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ou seja, nem tudo na Matematica pode ser resumido a Légica ou a outro qualquer sistema
formal rigoroso (MACHADO, 2009).

Em suma, o periodo de 1890 a 1940, segundo Machado (2009), foi a era dourada
da Matemética. Isso se deve muito aos trabalhos de Boole, Frege, Russel, dentre outros. E
importante salientar que a Logica estava presente no desenvolvimento das teorias desses
grandes matematicos, de modo que ela foi essencial para o desenvolvimento do pensamento

mateméatico moderno.

2.1.4 Historia da Logica no Brasil

A histéria da Loégica no Brasil tem seu inicio ainda no periodo colonial, mais
precisamente no século XVI, por meio dos cursos de filosofia ministrados nas escolas
administradas pelos jesuitas (MORAES, 2007).

Segundo Ribeiro (1993), a educagdo, no periodo colonial brasileiro, era condu-
zida unicamente pelos jesuitas, sendo a principal missao dessa companhia recrutar fiéis e
transmitir uma cultura de uma minoria europeia. Nesse sentido, por influéncia da filosofia
medieval perdurada na Europa desde o século XII, a Logica ensinada se caracterizava

pelo estilo escolastico, isto é, seus estudos eram centralizados exclusivamente em escolas

(CHAUT, 1988; MORAES, 2007).

De acordo com Raymundo (1998, p. 43),

A Ordem dos Jesuitas é produto de um interesse mutuo entre a Coroa de Por-
tugal e o Papado. Ela é 1til a Igreja e ao Estado emergente. Os dois pretendem
expandir o mundo, defender as novas fronteiras, somar forgas, integrar interes-
ses leigos e cristaos, organizar o trabalho no Novo Mundo pela forca da unidade
lei-rei-fé.

Esse modelo de educacao jesuita perdurou até meados do século XVII, quando, em
1759, apds os jesuitas serem expulsos, o Marqués de Pombal fez uma série de reformas
em Portugal, que repercutiram em todas as colonias. Ele, por meio dessas reformas, “[...]

Tirou o poder educacional da Igreja e colocou-o nas maos do Estado, criando, assim, um

ensino pelo e para o Estado. [...]” (RIBEIRO, 1993, p. 16).

A partir dessas reformas, de acordo com Moraes (2007, p. 42), “[...] a légica es-
colastica foi substituida oficialmente pela logica eclética de carater moderno.”, ou seja, a
Légica passsou a ser ensinada com base em varias teorias e ndo somente em uma visao
eclesiologica. No entanto, segundo Ribeiro (1993, p. 16), os estudos sobre a Lodgica no
territério brasileiro ndo alcancaram resultados satisfatorios, “[...] pois o ensino continuou
enciclopédico, com objetivos literarios e com métodos pedagogicos autoritarios e discipli-
nares, abafando a criatividade individual e desenvolvendo a submissao as autoridades e

7

aos modelos antigos. [...]
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Em 1808, com a vinda da familia real para o territorio brasileiro, a educacao
brasileira passa novamente por um periodo de mudangas. Os principais legados dessa
época foram: a abertura de centros de ensino superiores nao-teologicos e a criacao da
Impressao Régia (RIBEIRO, 1993; MORAES, 2007). Com o advento do ramo editorial
foi publicado, em 1817, o primeiro livro de Légica no Brasil, Concluzoes Philosophicas de

Logica, e Metaphysica, escrito por Carlos Teixeira da Silva e por Simao Bernardino da
Costa e Passos (MORAES, 2007).

Em suma, de acordo com Moraes (2007, p. 47) “A Légica no Brasil, até o inicio
do século XX, foi o resultado dos esforcos de intelectuais e de professores isolados, e teve

como caracteristica a instabilidade que marcou o cenario da educacao escolar no Brasil”.

A partir de 1900, os estudos sobre Logica alcangam um patamar mais elevado, de-
vido ao aparelhamento das investigagoes l6gicas com o método académico e cientifico, no
Brasil. Esse crescimento na area dos estudos logicos é mais profundo a partir da década
de 50, com o surgimento de diversos pesquisadores ligados ao Departamento de Mate-
matica da Universidade de Sao Paulo. Dentre esses pesquisadores, destacam-se: Edison

Farah, Benedito Castrucci, Newton Carneiro Affonso da Costa, Mario Tourasse Teixeira

e Leonidas Hegenberg (MORAES, 2007).

Figura 6 — Newton da Costa: Mateméatico brasileiro

Fonte: Commons (2014)

Dentre esses cinco pesquisadores, tem destaque o professor Newton Carneiro Af-
fonso da Costa, devido a sua contribuigdo pioneira no campo da Loégica Paraconsistente

em nivel internacional.

Os fatos histéricos que descrevemos nesta secdo mostraram como a Logica, no
decorrer dos séculos, foi fundamental para o descobrimento de novos conhecimentos. Um
exemplo claro dessa importancia foi o surgimento de uma linguagem matematica, que,

anos depois, seria imprescindivel para o nascimento da tecnologia computacional.
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2.2 Conceito de Loégica

Apresentar uma defini¢ao simples de Légica é uma tarefa extremamente dificil, ja
que o termo “légica”, segundo Copi (1978), estd presente entre nds em diversas situagoes,
por exemplo, quando falamos de um comportamento légico em comparac¢ao com um com-
portamento ilogico. Dessa forma, esta se¢ao busca conceituar o que é Logica e qual o seu

objetivo enquanto ciéncia, a partir das defini¢des de proposicao, argumento e inferéncia.

Uma proposigao ¢ toda frase declarativa (constituida por palavras, simbolos ou
ambos), que pode ser classificada em verdadeira ou falsa. Mais precisamente, uma frase é

uma proposicao se satisfaz as seguintes condicgoes:
i) apresenta um pensamento de sentido completo;

i) emite uma declaragao (verdadeira ou falsa);

i17) obedece aos principios légicos fundamentais:

e Principio da identidade - toda proposicao ¢ igual a si mesma, isto €, o valor 16gico
de uma proposicao é dita verdadeira quando a proposicao é verdadeira, e falso, caso

contrario.

e Principio da nao contradi¢cdo: uma proposi¢ao nao pode ser verdadeira e falsa ao

mesmo tempo.
e Principio do terceiro excluido: toda proposicao ou é verdadeira ou é falsa, isto é,
nao existe uma terceira opc¢ao.
Como exemplos de proposicao, considere as seguintes frases:
Exemplo 1. cos(a+ ) =cosa-cosf3 — sena-senf3.

Exemplo 2. v—1€R.

Exemplo 3. Em Geometria Plana, a soma das medidas dos angulos internos de um

triangulo € igual a 180°.
Exemplo 4. (3+5)% = 32452

A Légica nao esta preocupada com o contetido de uma dada proposicao, isto é, se a
proposicao sob analise é verdadeira ou falsa, mas se ela pode ser classificada em verdadeira

ou falsa. Dessa forma, podemos verificar, nos exemplos acima, que todas as frases sdo

proposigoes, ja que satisfazem as condigoes ), i) e 4i7) da definicdo de proposicao.

Vejamos, agora, alguns exemplos de frases que nao sao proposigoes.

Exemplo 5. 2—4.
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Essa frase ndo é uma proposigao, pois nao satisfaz a condi¢ao 7). Observa-se que
nao ha afirmacgao alguma, mas apenas um ntmero subtraido de outro. Para torna-la uma

proposicao, podemos completa-la, por exemplo, das seguintes formas:
(a) 2—4=-2.
Neste caso, temos uma proposicao verdadeira.
(b) 2—4=10.
Agora, temos uma proposicao falsa.

Exemplo 6. 3* > 43¢

Essa frase, por ser interrogativa, nao satisfaz a condigao i), de modo que nao é

uma proposicao.

Exemplo 7. Em um triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é a soma dos qua-

drados dos catetos!

Neste caso, temos uma frase exclamativa, de modo que nao é uma proposi¢ao, pois

nao satisfaz a condigao 7).

Exemplo 8. 2x+3=0.

Essa frase é conhecida como uma sentenca aberta, ja que, para z = —g3 ela é

. 3 .
verdadeira, mas, para qualquer outro valor de x # —5 ela ¢ falsa. Portanto, nao ha como
determinar se ela é verdadeira ou falsa, pois nada foi dito sobre a variavel x. Assim, pelo

principio do terceiro excluido, a frase dada nao é uma proposicao.

Uma forma de transformar uma sentenca aberta em uma proposicao é quantificar

a variavel x de um dos seguintes modos:
(a) Eziste x € R, tal que 2x+3 = 0.
Neste caso, temos uma proposicao cujo valor légico é verdade (V).
(b) Para todo x € R, temos 2x+3 = 0.
Temos também uma proposi¢ao, mas agora o valor 16gico é falso (F).

Um argumento ¢ qualquer conjunto nao vazio de proposi¢des em que uma delas,
a conclusdo, é consequéncia exclusiva das outras, as premissas. Ele é valido (ou legitimo)
quando a conclusao é consequéncia imediata das premissas; nao véalido (ou ilegitimo), caso

contrario.

Vejamos alguns exemplos de argumentos.

Exemplo 9.
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Premissa: Todos os niimeros primos sao impares.
Premissa: 4 é um numero primo.

Conclusao: Logo, 4 € wm nimero impar.

Exemplo 10.
Premissa: Todo homem é mortal.
Premissa: Socrates é mortal.

Conclusdo: Portanto, Socrates é homem.

Naturalmente, vé-se que a conclusdo no Exemplo 9 é consequéncia imediata das
premissas, de modo que esse exemplo ¢ um argumento valido. J& no Exemplo 10, embora
as premissas e a conclusao sejam verdadeiras, o argumento € invéalido, pois, se Socrates for
um homem, a conclusdo sera verdadeira. No entanto, se Sécrates for um cao, a conclusao

serd falsa. Portanto, pelo principio da nao contradigao, esse argumento é invalido.
A partir disso, Almeida et al. (2008) e Copi (1978) explicam que:

(a) existem argumentos vélidos e invalidos em que as premissas e a conclusao sao

verdadeiras.

(b) existem argumentos validos e invadlidos em que uma, ou mais premissas, sao

falsas e a conclusao é verdadeira.

(c) existem argumentos validos e invéilidos em que uma, ou mais premissas, sao

falsas e a conclusao é falsa.

(d) ndo existem argumentos validos em que as premissas sdo verdadeiras e a con-
clusao é falsa. Em outras palavras, é impossivel que um argumento seja valido quando

suas premissas sao verdadeiras e sua conclusao ¢ falsa.

Nesse sentido, o problema da validade dos argumentos pode ser resumido por meio
do seguinte questionamento: é possivel que o argumento tenha premissas verdadeiras e a

conclusao falsa? Se sim, o argumento é invalido; se nao, o argumento é valido.

A inferéncia, segundo Copi (1978, p. 21), “é um processo pelo qual se chega a uma
proposicao, afirmada na base de uma ou outras mais proposigoes aceitas como ponto de
partida do processo”. Nesse sentido, para o professor Cezar Augusto Mortari (2001, p. 4),
“fazer inferéncia consiste em “manipular” a informagao disponivel — aquilo que sabemos,
ou supomos ser verdadeiro; aquilo em que acreditamos — e extrair consequéncia disso,

obtendo informagao nova.” .

Exemplo 11. “Penso, logo existo” (DESCARTES, 2001, p. 38).



27

Essa frase, escrita pelo filésofo e matematico francés René Descartes (1596-1650),

exemplifica os conceitos proposicao, argumento e inferéncia.

Figura 7 — Esquema de Proposicdo, Inferéncia e Argumento

[ PENSO ]_... Regras de Inferéncia [ EXISTO ]
(12 Proposicdo: Premissa) (22 Proposigdo: Conclusdo)
Argumento

Fonte: Elaborada pelo autor

Em suma, as proposigbes sao as frases declarativas, o argumento é conjunto dessas
proposicoes usadas no processo de raciocinio, e a inferéncia é o procedimento realizado

pela mente, na qual se relacionam as proposicoes.

Diante disso, surge a seguinte indagacao: o que a Légica tem a ver com tudo isso?
Tudo, pois ela ¢é a ciéncia que estuda os principios e métodos que regem o processo de
inferéncia, objetivando diferenciar um raciocinio correto do incorreto (MORTARI, 2001;
COPI, 1978).

2.3 A Lobgica no processo de ensino e aprendizagem em

Matematica

Frequentemente, os professores de Matematica sao questionados sobre o processo
de ensino e aprendizagem. Isso porque, apesar de o ensino da Matematica no Brasil
ter passado por uma série de mudancas nos tltimos anos (AGUIAR; ORTIGAO, 2012),
varios mecanismos de avaliacdo, tais como: o Programa Internacional de Avaliacdo de
Estudantes (PISA), o Sistema de Avaliacdo da Educacao Bésica (SAEB) e o préprio
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), apontam que o rendimento dos alunos do
Ensino Médio em Matematica mantém-se no mesmo patamar (ou até pioraram) em relagao

aos anos anteriores (FALVO; AMARAL, 2017a; BRASIL, 2016b; BRASIL, 2017).
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Figura 8 — Percentual de alunos por nivel de desempenho em MATEMATICA- PISA 2015 (Brasil e

OCDE)
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Fonte: Falvo e Amaral (2017b)

Ao analisar esse grafico (Figura 5), podemos observar que “no Brasil, 70,3% dos
estudantes estdo abaixo do nivel 2 em Matemética, patamar que a (OCDE) 3 estabelece

como necessario para que os jovens possam exercer plenamente sua cidadania” (BRASIL,
2016a, p. 171).

Figura 9 — Evolucao dos resultados do Brasil no SAEB (1995 a 2015) - Proficiéncias médias em Matemd-

tica
289
282
280 79
277
273 275 275
271 270
" < i 267
—— o TT—
256
253 253 252
250
218 il 215 2a7 249
240

[Ta) r- =] - m wn - L=1] - m n

2 & & 2 2 = = 2 =] =] =

- - - ~ i ] & = = i i

a a a - a a r 8 a a a

& & & b 3 & & & & & &
gy 115 MEdlio =ll=Ens. Fundamental - Anos Finais ==f==Ens. Fundamental - Anos Iniciais

Fonte: Brasil (2016b)

Na série histérica, como podemos observar nesse grafico (Figuara 9), os estudantes
brasileiros do Ensino Fundamental: Anos Finais e do Ensino Médio, mantiveram uma
média em Matemaética praticamente no mesmo patamar; ja no Ensino Fundamental: Anos

iniciais, a partir do ano de 2001, as médias, ano apds ano, vém alcancando resultados

3 Organizacao para a Cooperacio e Desenvolvimento Economico.
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melhores. Na avaliagdo do PISA, essa realidade também é confirmada, conforme grafico

(Figura 10) a seguir.

Figura 10 — Evolucao dos resultados do Brasil no Pisa (2000 a 2015) - Médias em Matemética
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Fonte: Falvo e Amaral (2017b)

O baixo rendimento escolar dos estudantes brasileiros, conforme notamos nos gra-

ficos acima, estd relacionado, segundo a OCDE (BRASIL, 2016a), com a auséncia da

capacidade de formular, empregar e interpretar a Matematica com base em diversos con-

textos. Em outras palavras, os nossos estudantes “[..] sdo capazes apenas de responder a

questoes definidas com clareza, que envolvam contextos conhecidos, nas quais todas as

informagoes relevantes estao presentes.” (FALVO; AMARAL, 2017b, p. 2).

Esses resultados podem estar relacionados diretamente ao trabalho docente, pois

Sabe-se que a tipica aula de Matematica ao nivel de primeiro, segundo ou
terceiro graus, ainda é uma aula expositiva, em que o professor passa para o
quadro negro aquilo que ele julgar importante. O aluno, por sua vez, copia da
lousa para o seu caderno e, em seguida, procura fazer exercicios de aplicagao,
que nada mais sao do que uma repeticao na aplicacao de um modelo de solugao
apresentado pelo professor. Essa pratica revela a concepcao de que é possivel
aprender Matemaética por meio de um processo de transmissao de conheci-
mento. Mais ainda, que a resolucdo de problemas reduz-se a procedimentos

determinados pelo professor. (D’AMBROSIO7 1989, p. 15),

Essa realidade, constatada aproximadamente 30 anos atras por D’Ambrésio, con-

tinua descrevendo os perfis de grande parte dos docentes brasileiros atualmente, pois,

mesmo com o acesso a diversas metodologia de ensino, varios professores ainda estao pre-

sos ao ensino tradicional, no qual ele é o detentor de todo o conhecimento e o aluno apenas

executa o que lhe foi transmitido.

Dessa maneira,

Os alunos raramente veem demonstragoes, e tampouco se pede que eles justi-
fiquem suas respostas, ou a verdade de uma afirmativa. Isso acontece tanto no
ensino de Geometria quanto no de Algebra e de Aritmética. Em Geometria,
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apresentam-se aos alunos definigoes prontas, que devem ser repetidas, e férmu-
las para serem simplesmente aplicadas em problemas estereotipados. Nas aulas
de Algebra e de Aritmética, o ensino se dd com énfase nos procedimentos: ma-
nipulacao de expressoes, resolucao de equagoes, aplicacao de regras, aos quais
os alunos ndo atribuem significado algum. (TINOCO; SILVA, 2004, p. 1).

O estudo da Logica Matematica no Ensino Médio vem ao encontro dessa problema-
tica no processo de ensino e aprendizagem em Matematica, pois, de acordo com Oliveira
e Moretto (2009), essa Logica é fundamental para o processo de resolucdo de problemas,
ou seja, “O aprendizado da Loégica auxilia os estudantes no raciocinio, na compreensao de
conceitos basicos, na verificagao formal de programas e na preparacao para o entendimento
do conteido de tépicos mais avangados.” (OLIVEIRA; MORETTO, 2009, p. 5).

O ensino dessa Logica dentro do curriculo da Matemética é assegurado pelas Ori-

entacoes Curriculares para o Ensino Médio, decerto que, de acordo com essas orientacoes,

A ampliagdo e o aprofundamento da explicitacio da estruturagdo logica da
Matemaética sdo necesséarios ao aluno do Ensino Médio, devendo-se valorizar os
varios recursos do pensamento matematico, tais como a imaginacgao, a intuigao,
o raciocinio indutivo e o raciocinio légico-dedutivo, a distin¢do entre validacao
matematica e validagdo empirica, e favorecer a construgao progressiva do mé-
todo dedutivo em Matemaética. (BRASIL, 2006, p. 95).

A ampliacdo e o aprofundamento da explicitacao da Logica na Matematica, con-
forme ditados pelas orientagoes curriculares, fazem-se necessarias por varios motivos,
dentre eles o processo de validade e falsidade em Matematica. Segundo os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tec-

nologias,

Afirmar que algo é “verdade” em Matemadtica significa, geralmente, ser resul-
tado de uma dedugao légica, ou seja, para se provar uma afirmagao (teorema)

deve-se mostrar que ela é uma consequéncia légica de outras proposi¢oes pro-
vadas previamente.(BRASIL, 2007, p. 124).

Diante do exposto, podemos afirmar que a referida Logica ¢ uma importante ferra-
menta para o processo de ensino e aprendizagem em Matematica, sem a qual o ensino de
grande parte dessa area de conhecimento, especialmente a Geometria, nao passa de mera

exposicao de conceitos prontos e acabados.
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3 LOGICA MATEMATICA

Que é Logica Matematica? Que sao conectivos logicos? Que sao tabelas-verdade?
Que é um argumento valido? Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos fundamen-
tais em Logica Matematica, com o objetivo de responder a essas e a outras indagagoes

pertinentes.

3.1 Nocoes introdutorias

A Légica Matematica é a parte da Matemédtica que examina as aplicagoes logicas
envolvidas nas operagoes e demonstragoes matematicas. Ela estuda basicamente o Calculo
Proposicional?, que, segundo o professor Jodo Nunes de Souza (2008), ¢é a parte da Logica
Formal que trabalha com os estudos da linguagem simbodlica. Em outras palavras, ele é a

linguagem formal da Loégica.

Além disso, é importante salientar que o Calculo Proposicional, de acordo com
Feitosa e Paulovich (2005), é regido pelos principios aristotélicos da identidade, da nao
contradi¢ao e do terceiro excluido, e é formado basicamente por férmulas, simbolos e

conectivos.

3.2 Proposicao e conectivos

Como definimos no capitulo anterior, uma proposicao ¢ toda frase declarativa
(constituida por palavras, simbolos ou ambos) que pode ser classificada em verdadeira ou

em falsa. As proposi¢oes podem ser:

i) simples: sdo aquelas que estao estruturadas como uma tdnica oragao (sujeito +
verdo + predicado). Dessa forma, essas proposigoes expressam um pensamento de sentido

completo, de modo que é possivel classificad-las ou como verdadeira (V') ou como falsa (F').

it) compostas: sdo aquelas formadas pela combinagdo de proposigoes simples
usando conectivos légicos. (Essas proposi¢oes também sao chamadas férmulas propo-

sicionais.)

As proposigoes simples sao representadas por letras mintsculas, p, ¢, r, s, ...,, €
as proposicoes compostas, por letras maitsculas, P, @), R, S,... do alfabeto da lingua

latina. Em qualquer caso, essas letras sao chamadas simbolos proposicionais.

4 A outra parte da qual se ocupa a Ldgica é o Célculo de Predicado, a qual néo é objeto de estudo deste
trabalho.
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Vejamos alguns exemplos de proposicoes simples e compostas.
Exemplo 12.
N /13
Sl = <|=] .
P <2> <2>
¢ V22=21,41.

r: Todo numero impar é maltiplo de 3.

Exemplo 13.
N /1N\?
P: = — 2=1.41.
<2> <:<2> ¢ V2EL

Q: V2= 1,41 ou todo nimero impar é miltiplo de 3.

R: Se todo nimero impar é maltiplo de 3, entdo v/2 = 1,41.

Observe que, no Exemplo 12, as proposic¢oes p, ¢, e ¥ ndo contém nenhuma outra
proposi¢ao como parte integrante de si mesma, isto é, todas elas representam uma tnica

ora¢ao. Ja no Exemplo 13, as proposicoes P, () e R representam proposi¢oes compostas,
pois:

e P=peqy.

e )=qour.

e R = Ser, entao q.

Note que uma proposi¢ao composta é formada por, no minimo, duas proposicoes
simples e por, no minimo, um conectivo légico. Mas o que sao conectivos logicos?” Conec-
tivos logicos sao palavras ou expressoes usadas na combinagao entre proposi¢oes simples

para gerar novas proposigoes (Compostas). Basicamente, existem cinco conectivos 16gi-

COSSZ

Quadro 1 — Conectivos Légicos

Conectivo Funcao Simbolo
nao negacao ~
e conjuncgao A\
ou disjuncao Vv
se..., entao condicional —
se e somente se | bicondicional

Fonte: Feitosa e Paulovich (2005, p. 20)

5 Além desses cinco conectivos listados, temos ainda o conectivo (ou...ou), chamado de disjuncio exclu-

dente e simbolizado por (V).
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Para uma melhor fixacao desses conceitos, voltemos ao Exemplo 13, e vejamos uma

comparacao entre a linguagem corrente e a linguagem simbdlica nas representacoes

logicas.

Quadro 2 — Linguagem Corrente x Linguagem Simbdlica

Linguagem Corrente

Linguagem Simbdlica

INNVA R
P:<2> <<2> e V221,41. P:pAgq
Q : /221,41 ou todo nimero fmpar é multiplo de 3. Q:qVr
R: Se todo ntimero fmpar é multiplo de 3, entdo v/2 22 1,41. R:r—q

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3 Operacoes logicas

Em Matematica, quando efetuamos operagoes envolvendo niimeros, estamos reali-
zando operacoes aritméticas. Quando necessitamos realizar operacoes envolvendo propo-
sicoes, efetuamos operacgoes logicas. Nesta subsecao, estudaremos as operagoes ldgicas

fundamentais.

3.3.1 Negacao

Definicao. Negacao de uma proposicao p é a proposicao representada por ndo p,
cujo valor légico é a verdade (V'), se p é falsa, e a falsidade (F'), se p é verdadeira.

Simbolo: ~ 6.
Notagao: ~ p.

Em resumo: o valor 16gico de (~ p) é o oposto de p.

Definimos os valores l6gicos da negacao de uma proposicao p por meio da seguinte

tabela-verdade:

Quadro 3 — Tabela-verdade da Negagéao

p|~P
Vi F
FlV

Fonte: Elaborada pelo autor

6

O conectivo (~) também pode ser simbolizado por: ().



34

Exemplo 14.
(a) Dada p:3#5, temos ~p:3=25.

(b) Dada r: A raiz quadrada de 2 é um nimero racional, temos ~1r: A raiz quadrada

de 2 é um nimero irracional; ~ (~1): A raiz quadrada de 2 é um nimero racional.

No Exemplo (14a), note que a negagao da diferenga é a igualdade, isto é, dizer que

3 nao ¢é diferente de cinco é o mesmo que dizer que 3 é igual a 5.

No Exemplo (14b), note que acrescentamos uma informagao fundamental para o
esquema légico por tras do conectivo (~), ou seja, quando negamos uma negagao de uma
proposi¢ao obtemos a proposicao. De forma mais clara, ao dizer que “a raiz quadrada de
2 é um numero racional”, temos que a sua negacao é “A raiz quadrada de 2 nao é um
nimero racional”, ou que “a raiz quadrada de 2 é um ntmero irracional”, e, ao dizer que “a
raiz quadrada de 2 é um nimero irracional”, temos que a sua negacao ¢ “a raiz quadrada
de 2 é nao um numero irracional”, ou que “a raiz quadrada de 2 é um nimero racional”.
Assim, a negagao da negacao de uma proposicao é a propria proposicao. Simbolicamente,

temos:
Se V(p) = I, entao V(~p) =V; V(~ (~p)) = F,

em que (V) denota o valor 16gico de uma proposigao.

3.3.2  Conjuncao

Definicao. Conjuncao de duas proposicoes p e q é a proposicao representada por
“p e q”, cujo valor légico é a verdade (V'), se as proposigdes p e ¢ sao ambas verdadeiras,

e a falsidade (F') nos demais casos.
Simbolo: A.
Notacao: p A q.

Definimos os valores logicos da conjungao de duas proposi¢do p e ¢ por meio da

seguinte tabela-verdade:

Quadro 4 — Tabela-verdade da Conjungao

PlalpPAg
VIiv] Vv
VIF| F
FIV] F
F|F| F

Fonte: Elaborada pelo autor



35

Vejamos alguns exemplos de proposigoes compostas que contém o conectivo (A)

em sua estrutura.

Exemplo 15. Dadasp:2<5eq:3#05, temosp/Aq:2<5 e3#5.

Exemplo 16. Dadasp: —2> —5 e q: (—3)2= =32, temos pAq: —2> —5 e (—3)% = —32.
Exemplo 17. Dadas p:34+2=6eq:5+6=11, temos pAq:3+2=6 e 5+6=11.

Exemplo 18. Dadas p: V2<1e q: NG racional, temos p/Aq : V2 <1 e5 € racional.

Note que nos Exemplos 15 a 18, apresentamos todas as possiveis combinagoes
légicas para o conectivo (A) utilizando duas proposigoes simples, de acordo com a tabela-
verdade da conjungao. No Exemplo 15, temos que V(p) =V e V(q) =V, de modo que,
por defini¢ao de conjungao, segue que V(pAq) = V. Ja nos Exemplos 16 a 18, como pelo

menos uma de suas proposigoes simples é falsa, temos que V(pAq) = F.

3.3.3 Disjuncao

Definicao. Disjuncao de duas proposicoes p e ¢ é a proposicao representada por
“p ou q”, cujo valor 16gico é a verdade (V'), se pelo menos uma das proposigoes p e g é

verdadeira, e a falsidade (F), se as proposigdes p e ¢ sao ambas falsas.
Simbolo: V.
Notacgao: pVyq.

Definimos os valores légicos da disjuncao de duas proposicao p e ¢ por meio da

seguinte tabela-verdade:

Quadro 5 — Tabela-verdade da Disjungao

P|a|/pPpVq
ViV V
VI F V
FlV V
F|F F

Fonte: Elaborada pelo autor

Nota. Alguns autores, como Alencar Filho (2011), consideram esse conectivo como
disjuncao inclusiva, ja que o valor 16gico é verdade (V) se pelos menos uma das propo-

sicdo p e g é verdadeira.

Vejamos alguns exemplos que ilustram todas as possiveis combinacoes logicas para

o conectivo (V) utilizando duas proposi¢oes simples.



36

Exemplo 19. Dadasp:2>0eq:2>1, temospVq:2>0 ou 2> 1.
Exemplo 20. Dadasp:4=4eq:3<3, temospVq:4=4 ou 3 <3.

Exemplo 21. Dadas p:8 é um nimero primo e q:8 é um niumero composto, temos

pVq:8 é um numero primo ou 8 é um numero composto.

Exemplo 22. Dadas p:3* <43 e q:3*# (=3)*, temos pVvq:3* <43 ou 3* £ (-3)*.

Note que nos Exemplos 19 a 21, temos que pelos menos uma das suas proposicoes
simples é verdadeira, de modo que, em todos eles, temos que V(pV ¢q) = V. Ja no Exemplo
22, ambas as proposigoes simples tém valores logicos falsos, de modo que, pela defini¢ao

de conjuncao, temos que V(pVq) = F.

3.3.4 Disjuncao excludente

Definicao. Disjun¢ao excludente de duas proposicoes p e ¢ é a proposicao re-
presentada por “ou p ou q”, cujo valor l6gico é a verdade (V') somente se p é verdadeira ou
q é verdadeira, mas nio se p e ¢ sao ambas verdadeiras (mutua exclusdo das proposigoes),

e a falsidade (F'), se p e ¢ sao ambas verdadeiras ou ambas falsas.
Simbolo: V.
Notagao: pYq.

Definimos os valores l6gicos da disjungao exclusiva de duas proposicao p e g por

meio da seguinte tabela-verdade:

Quadro 6 — Tabela-verdade da Disjun¢do Excludente

Ppla|p¥Yq
vVIiv] F
VIF|] Vv
FlV] Vv
FIF| F

Fonte: Elaborada pelo autor

Considerando os exemplos anteriores (19 a 22), vejamos como eles se comportam

com o conectivo “ou... ou” (V).
Exemplo 23. Dadasp:2>0eq:2>1, temospVq: ou2>0 ou?2>1.
Exemplo 24. Dadasp:4=4eq:3<3, temospVq: oud=4 ou3 <3.

Exemplo 25. Dadas p: 8 € um numero primo e q:8 é um numero composto, temos pV q :

ou 8 é um numero primo ou 8 € um numero composto.
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Exemplo 26. Dadas p:3* <43 e q:3*# (=3)*, temos pVq: ou 3* < 43 ou 3* £ (=3)*.

Note que nos Exemplos 23 e 26, as proposi¢oes simples tém valores logicos ambos
verdadeiros e ambos falsos, respectivamente, de modo que, pela definicdo de disjuncao
excludente, temos que V(pY q) = F. Por outro lado, nos Exemplos 24 e 25, as proposigoes

simples tém valores l6gicos distintos, de modo que V(p¥Yq) =V.

3.3.5 Condicional

Definicao. Condicional de duas proposi¢oes p e ¢ é a proposicao representada
por “se p, entdo q”, cujo valor 16gico é a falsidade (F), se p é verdadeira e ¢ é falsa, e a

verdade (V') nos demais casos.
Simbolo: —.
Notacao: p —q.

Na condicional de duas proposicoes “p — ¢”, denominamos antecedente a propo-
sicdo p, que esta depois do “se”, e denominamos consequente a proposicao ¢, que estd

depois do “entao”. Além disso, temos, na proposicao “p — ¢”:
i) p é condicao suficiente para q.
it) q é condi¢ao necessaria para p.

Definimos o valor légico da condicional de duas proposicoes p e ¢ por meio da

seguinte tabela-verdade:

Quadro 7 — Tabela-verdade da Condicional

P|qa|pP—q
VIV V
VI|F F
F |V V
FF V

Fonte: Elaborada pelo autor

Vejamos alguns exemplos que ilustram todas as possiveis combinacoes logicas para

o conectivo (—) utilizando duas proposigoes simples.
Exemplo 27. Dadasp:3|12 7 e ¢:12 |36, temos p— q: Se 3|12, entdo 12| 36.

2 4 2 4
Exemplo 28. Dadasngzé eq:4-3#3-4, temosp—q: Segzé, entio 4-3# 3-4.

7 Leia-se: 3 divide 12 ou 3 é divisor de 12. Simbolicamente, temos: a | b denota “a divide b ou a é divisor

b”.



38

Exemplo 29. Dadas p:3=18+3 ¢ q:9-2=18, temos p — q: Se 3 =18 +3, entao
9.2=18.

196 1 196 1 196
Exemplo 30. Dadasp:12< — eq:12- = < —-—, temos p— q: Se 12 < —, entao
p b 14 ‘9= P 14
1 196 1
12 - <. -
2 14 2

Note que, de todas as combinacoes logicas que apresentamos, apenas o Exemplo
28 apresenta uma proposigao composta cujo valor 16gico é falso, pois V(p) =V e V(¢) = F.

Nos demais exemplos, pela definigdo de condicional, temos que V(p — q) = V.

3.3.6 Bicondicional

Definicao. Bicondicional de duas proposicoes p e ¢ é a proposicao representada
por “p se e somente se ¢”, cujo valor logico é a verdade (V), se p e ¢ sdo ambas verdadeiras

ou ambas falsas, e a falsidade (F') nos demais casos.
Simbolo: .
Notacao: p <> q.
Na bicondicional de duas proposi¢ao p <+ ¢, temos:
i) p é condi¢do necessaria e suficiente para q.
i1) q é condi¢do necesséria e suficiente para p.

Definimos o valor légico da bicondicional de duas proposi¢ao p e g por meio da

seguinte tabela-verdade:

Quadro 8 — Tabela-verdade da Bicondicional

P|gq|pP<q
VIV V
V| F F
FlV F
F|F V

Fonte: Elaborada pelo autor

Nos exemplos a seguir, apresentamos todas as possiveis combinagoes logicas para

o conectivo (<) utilizando duas proposigdes simples.

s T s
Exemplo 31. Dadas p : sen (2) =1eq:cos (4) <1, temos p <> q: sen (2) =1see
somente se cos (Z) < 1.

Exemplo 32. Dadas p:43 =64 e q:3+3 =7, temos p < q: 43 =64 se e somente se
3+3=T.
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Exemplo 33. Dadas p:tgr =1 e q: senmt =0, temos p <> q:tgmn =1 se e somente se
sent =0 (F).

Exemplo 34. Dadas p: sen20° > 1 e q:cos20° > 2, temos p <> q: sen20° > 1 se e somente
se cos20° > 2.

Dentre os exemplos que apresentamos, segue que, pela definicao de bicondicional,
as proposicoes compostas descritas nos Exemplos 31 e 34 tém valores l6gicos verdadeiros,
pois as suas proposi¢oes simples tém valores 16gicos ambos verdadeiros e ambos falsos,
respectivamente. Por outro lado, nos Exemplos 32 e 33, como os valores os légicos das

proposigoes simples sao distintos, temos que V(p <> ¢q) = F.

3.4 Construcao de tabelas-verdade

Conforme estudado na Se¢ao 3.3, uma proposicao composta é formada pela com-
binacao de proposi¢oes simples por meio de conectivos logicos. Nesta se¢ao, temos como
objetivo mostrar que, por meio da construgao de tabelas-verdade, é possivel determinar

em que casos uma proposicao composta serd ou verdadeira (V') ou falsa (F).

3.4.1 Valor légico de uma proposi¢ao composta

O valor légico de toda proposicdo composta depende exclusivamente dos valores
logicos das proposigoes simples que as compoem, ficando, dessa forma, por eles determi-

nado.

No préximo exemplo, apresentamos o procedimento necessario para determinar os

valores l6gicos de uma proposi¢do composta.

Exemplo 35. Determine os valores logicos da proposicao:

Pp,q) = (A (~q)— (pYaq)).

Solugao:

Quadro 9 — Tabela-verdade da proposicao P(p,q) = ((pA(~q)) = (p¥q))

pla|l~ql|(lpA(~q) | (¥q | (pA(~q) = (p¥Yq)
VIV F F F %
VIEF|V % % %
FIV]| F F v %
FIF| V F F v

Fonte: Elaborada pelo autor
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3.4.2 Numero de linhas de uma tabela-verdade

O numero de linhas da tabela-verdade de uma proposi¢cado composta depende uni-
camente do nimero de proposig¢oes simples que a compoem, pois, pelo principio da nao

contradicao:
i) para uma proposicao simples, temos dois valores logicos unicamente: V' ou F’;

i1) para duas proposi¢oes simples, temos quatro valores 16gicos unicamente: (V, V)
ou (V,F) ou (F,V) ou (F,F);

i11) para trés proposigoes simples, temos oito valores 16gicos unicamente: (V,V, V)
ou (V,V,F) ou (V,F,V) ou (V,F,F) ou (F,V,V) ou (F,V,F) ou (F,F,V) ou (F,F,F).

Nesse sentido, para k proposig¢oes simples distintas, ha tantas possibilidades quan-
tos sdo os arranjos com repeticao de 2 (V e F') elementos k a k. Logo, o ntimero de linhas

da tabela-verdade de uma proposicdo composta formada por k proposicoes simples é 2%

Exemplo 36. Construa a tabela-verdade da proposi¢io P(p,q,r) = (pVq) <> .

Solucao:

Note, inicialmente, que a proposi¢do composta P dada é formada por trés propo-
sicoes simples p, ¢ e r. Assim, a sua tabela-verdade terd 2% = 8 linhas. Logo, a proposicio

P(p,q,m) = (pVq) <> r dada tem a seguinte tabela-verdade:

Quadro 10 — Tabela-verdade da proposicao P(p,q,r) = (pV q) <> r - 1° Método

(pVa) | (pVg) <r

o S S S S
BS1E] ISl IS RSeS| IS B
B3I IS1 eS| NSRS TSI Res Il B
o S S S S S S
<= E < S S

Fonte: Elaborada pelo autor

Para a construcao da tabela-verdade desse exemplo, primeiramente formamos as
colunas das proposicoes simples p, ¢ e r. Em seguida, formamos a coluna para a pro-
posicao (pV q). Finalmente, para formar a coluna da proposicao P(p,q,r) = (pVq) <>,

necessitamos dos valores légicos das proposigdes r e (pV q).

Outro modo de construir uma tabela-verdade é tracar, inicialmente, uma coluna
para cada proposicao simples e para cada conectivo presente na proposicdo composta

dada.
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Quadro 11 — Tabela-verdade da proposi¢ao P(p,q,r) = (pV q) <> r - 2° Método

= S S S SR
IS EeS RS IS ST SIS N E
| et I BT ResT Il ISt
Wl < S| S S

e eS| Il s TSt Res | Aol s i1

Fonte: Elaborada pelo autor

Note que, para esse tipo de tabela-verdade, devemos, necessariamente, apds tracar
as colunas, atribuir valores numéricos, numa certa ordem, que indiquem os valores l6gicos
das proposigoes simples e das operagoes logicas, ou seja, o resultado de uma coluna sub-
sequente é consequéncia das colunas anteriores. Nesse exemplo, temos que a coluna (2) é

consequéncia das colunas (1) e (3). A coluna (5) é, por sua vez, consequéncia das colunas
(2) e (6).
Em suma, esse segundo modelo de construcao de tabela-verdade é usualmente

utilizado quando temos um grande ntimero de proposi¢oes simples e de operadores 16gicos

envolvidos em uma proposi¢cao composta.

3.5 Classificacao das proposicoes compostas

Nesta secao, abordaremos a classificagdo das proposi¢cdes compostas. Varios au-
tores, tais como: Castrucci (1986), Feitosa e Paulovich (2005) e Alencar Filho (2011),

classificam essas proposicoes em tautoldgicas, contravalidas e contingentes.

Uma proposi¢cao composta é uma tautologia quando a ultima coluna da sua
tabela-verdade apresenta apenas valores logicos verdadeiros (Vs). E uma contradigio
(ou contravalida) quando a tltima coluna apresenta apenas valores légicos falsos (F's).
E uma contingéncia (ou indeterminada) quando a tltima coluna apresenta valores

logicos verdadeiros (V's) e falsos (Fs).

Nota. As tautologias, as contradi¢oes e as contingéncias sao também denominadas
proposigoes logicamente verdadeiras, proposicoes logicamente falsas e proposigoes logica-

mente indeterminadas, respectivamente.

Nos exemplos a seguir, construa as tabelas-verdade das proposi¢dbes compostas

dadas e classifique-as como tautoldgicas, contravalidas ou indeterminadas.
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Exemplo 37. P(p,~ p) =pV ~ p.

Solugao:

Quadro 12 — Tabela-verdade da proposi¢do P(p,~p)=pV ~p

p|~p|pV~p
V| F V
Fl|V V

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que a proposicao P(p,~ p) =pV ~ p é tautoldgica, ja que a ultima coluna

da sua tabela-verdade ¢ formada apenas por valores légicos verdadeiros (V's).
Exemplo 38. Q(p,~p) =~ (pV ~p).
Solugao:

Quadro 13 — Tabela-verdade da proposi¢ao Q(p,~ p) =~ (pV ~ p)

p|~p|pV~p |~ (pV~p)
VI F vV F
FlV vV F

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que a proposi¢ao Q(p,~ p) =~ (pV ~ p) é contravalida, ji que a tltima
coluna da sua tabela-verdade é formada apenas por valores légicos falsos (F's). Outrossim,

note que a negacao de uma proposicao tautologica é uma proposicao contravalida, isto é:
P(p,~p) =~ Q(p,~p).
Exemplo 39. R(p,q) =pA(~pVp).

Solugao:

Quadro 14 — Tabela-verdade da proposicao Q(p,~ p) =~ (pV ~ p)

plqgl|~p|(~pVgq | pA(~pVD)
VIV F i% vV
VIF| F F F
FlV IV i% F
F|lF|V i% F

Fonte: Elaborada pelo autor
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Observe que a proposigao R(p,q) =pA(~pVp) é indeterminada, ja que a tltima

coluna da sua tabela-verdade é formada por valores 16gicos verdadeiros (V's) e falsos (F’s).

A nocao de tautologia é essencial para a compreensao dos conceitos de implicacao e
equivaléncia logicas, e para a validagao de argumentos, assuntos esses dos quais trataremos

a seguir.

3.6 Uso de parénteses

Um dos usos de parénteses na Logica Matematica tem como objetivo evitar ambi-
guidade nas interpretacoes de proposicoes compostas. Por exemplo, a expressao pAqVr

é ambigua, pois as proposigoes (pAq)Vr e pA(gVr) ndo sao equivalentes.

Quadro 15 — Tabela-verdade da proposigdo (pAg)VrepA(gVr).

(pAq) | (qvr) || (pAg)Vr || pA(gVrT)

S SIS S RS RS BN IS
S ISR RS ESEESI ESI RS S
= <[ <= <= <) =
S S S S ES RS RS
o << <[4 << <
| <[ <= <<=
S S E RS RS RS RS

Fonte: Elaborada pelo autor

A Matematica tem convencgoes mais bem estabelecidas para a ordem das operagoes
em declaragoes ambiguas. Por exemplo, no caso de 1+2 X 3, a convencao ¢ interpretar a
declaragdo como 1+ (2 x 3), resultando em 7, em vez de (14 2) x 3, resultando em 9. A

convencao em Matemadtica, nesse contexto, é que a multiplicagao precede a adigao.

A Loégica Matematica ndo tem uma convencao tao bem estabelecida como a Ma-
tematica, nesse contexto. No entanto, a maioria dos autores pesquisados, tais como Cas-
trucci (1986), Alencar Filho (2011) e Hegenberg (2012), apresentam algumas regras, um

conjunto de convencoes acordadas, sobre o agrupamento de conectivos.
Adotam-se as seguintes convengoes:

1. Utilizar chaves “{ }"” e colchetes “[ ]”, em vez de repetir varias vezes os parénteses

em uma dada férmula proposicional.

Por exemplo, para a expressao pAqVr — s, escrevemos

{(pAg)Vr] = s} ou{[pA(gVr)] = s},
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dentre outras maneiras.
2. Omitir os parénteses externos (desde que tal omissao ndo acarrete ambiguidade).

No exemplo anterior, podemos escrever a expressao sem as chaves:
[(pAg)VT]—=soul[pA(gVr)] —s.

3. Os parénteses devem ser inseridos nas féormulas proposicionais de acordo com a

seguinte “ordem preferencial”:
i) em primeiro lugar: ~.
ii) em segundo lugar: A.
iii) em terceiro lugar: V.
iv) em quarto lugar: —.
v) em quinto lugar: <.

O conectivo (~) “abrange”® a proposicao imediatamente & sua direita. Os demais

conectivos “abrangem”, respectivamente, as proposi¢oes de cada um dos seus lados.

Voltando ao exemplo anterior, devemos escrever a expressao pAqVr — s da se-

guinte maneira:
[(pAq)Vr] = s.

Dessa forma, a expressao ¢é dita bem-formada, ja que foi construida segundo as orientacoes

das regras. Por outro lado, a expressao [pA (¢Vr)] — s é dita mal-formada.

4. Omitir parénteses quando o mesmo conectivo ¢é aplicado sucessivamente em uma
mesma férmula proposicional, interpretando que o agrupamento, em tal caso, ocorre da

esquerda para a direita.
Por exemplo, a férmula bem-formada da proposicao pV gV r é (pVq)Vr.

Esse agrupamento, considerado da esquerda para direita, é necessario prioritaria-
mente nos casos em que o conectivo considerado é o condicional “—", ja que, conforme a

tabela-verdade a seguir, as proposigoes (p — q) — r e p — (¢ — r) nao sdo equivalentes.

8 “A parte abrangida serd o escopo do conectivo considerado” (HEGENBERG, 2012, p. 48), isto é, o
escopo é o intervalo de abrangéncia do conectivo em analise.
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Quadro 16 — Tabela-verdade da proposic¢ao (p —q) = rep— (¢—r)

p—=q) | (g=7r)| p=qg—=r|p—=(q—=71)

S| ReslRes]Resl IS IS IS SIS
] ResISI IS Res | Res TSI IS

oS S| S S S

<< <|<|™| =< <
<< << <o <
S SIS RS RSIRS ESIES
<< <<= <+ <

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que, nas linhas 8 e 10 da tabela-verdade acima, os valores légicos das
proposigoes (p — q) = r e p— (¢ — r) sao divergentes e, portanto, tais proposi¢oes sao

ambiguas.

Exemplo 40. De acordo com as regras discriminadas acima, insira os parénteses na
proposicao: S < PANQA~ RV S —-TV(Q < R.

Solucao:

S PANQA~RVS —-TVQ <+~ R Proposigao dada.

S« PANQAN(~R)VS—-TVQ <+ R Aplicacdo em (~)

S [(PANQAN(~R)IVS—>TVQ <+ R Aplicagao em (A), 2 vezes.
SeA{[(PAQIN(~R)]VS}—=(TVQ) <+~ R Aplicagao em (V).

S {(PAQ)AN(~R)|VS—= (TVQ)]+ R Aplicagdo em (—).

{S< [{[(PAQ)AN(~R)]VS}—= (TVQ)]} < R Aplicacdo em (+).
As regras discriminadas acima sao essenciais em Ciéncia da Computacao, ja que a
linguagem computacional é desenvolvida por meio de estruturas loégicas. No entanto, na
linguagem natural (em nosso caso, a Lingua Portuguesa), outros fatores influenciam o uso

de parénteses na Logica Matematica. Vejamos quais sao esses fatores.

1. Sinais de Pontuacgao da linguagem natural: os sinais graficos da Lingua
Portuguesa, utilizados em proposi¢oes escritas em linguagem natural, sao representados

por parénteses na linguagem simbolica.

Exemplo 41. Traduzir para a linguagem simbélica a sequinte proposicao: “se o poligono
ABC' tem trés lados, entao ABC' é convexo, e se ABC ndo € convexo, entdo ABC nao

tem trés lados’.

Solucao:

1° Passo: identificar as proposi¢oes simples e os conectivos 16gicos.
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Inicialmente, vamos sublinhar os conectivos proposicionais, para fazer com que as

proposicoes simples aparecam por contraste, as quais, entao, atribuiremos simbolos.

Se o poligono ABC' tem trés lados, entao ABC é convexo, e se ABC nao é

convexo, entdao ABC nao tem trés lados.
Os conectivos envolvidos sao:
i) “Se ..., entdo ...” (=), duas vezes.
ii) “..e..” (A), uma vez.
As proposicoes simples sao as seguintes:
p: O poligono ABC' é convexo;
q: O poligono ABC' tem trés lados.

2° Passo: reescrever a proposicao dada substituindo as proposigoes simples e os

conectivos logicos pelos seus respectivos simbolos.
q—pA~p—g.

3° Passo: pontue a proposicdo composta colocando parénteses em torno das foér-

mulas bem formadas®

Aqui colocaremos os parénteses na proposicao composta, considerando os sinais de
pontuacao (nesse caso, as virgulas) da Lingua Portuguesa. Nesse sentido, a tradugao final

s

e:

(= p)AN(~p—~q).

Portanto, temos que a proposicao dada é a conjuncao de duas proposigoes con-
dicionais (se ..., entdo). A colocagao dos parénteses desambigua a simbolizagao final de
interpretagoes alternativas, tais como [q¢ — (pA ~ p)] =~ ¢ (colocagdo dos parénteses de

acordo com as regras gerais).

2. Negacao de proposigcoes simples e compostas: Como visto na Secao 3.3,
quando é incluido o conectivo (~) em uma proposicao, significa que na linguagem natural
sera incluida a palavra “nao” antes do verbo da proposi¢ao; dai, obtemos uma proposicao
que ¢é a negacao da primeira. Outra forma para obter a negacao é por, antes das proposicoes

originais, as expressoes: “nao ¢ verdade que”, “é falso que” ou “é mentira que”.
Vejamos as diferencas dessas expressdes em proposig¢oes simples e compostas:

i) simples: consideremos a proposi¢ao p: O ntimero 19 é primo. Assim, podemos

representar a proposicao “~ p” pelas seguintes expressoes: “O ntimero 19 nao é primo”,
9

Uma expressao estd bem-formada quando é construida segundo os ditames das regras. (HEGENBERG,
2012, p. 46).
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onde a palavra “nao” aparece antes da forma verbal “é”, ou “Nao é verdade que o niimero
19 é primo” ou “E falso que o ntimero 19 é primo” ou “E mentira que o ntiimero 19 é
primo”, onde as expressoes “nao é verdade que”, “é falso que” e “é mentira que” antecedem

a proposicao original.

it) composta: consideremos as proposi¢oes p: O niimero 19 é primo, e a proposigao

q: Os lados de um triangulo equilatero sdo congruentes. Assim,

a) ~pAq “O nimero 19 nao é primo e os lados de um tridngulo equildtero sao
congruentes”. Note que, ao incluir a palavra “nao” antes do verbo da proposicao, a negacao

¢ aplicada somente a proposi¢cao mais proxima.

b) ~ (pAq): “Nao é verdade que o nimero 19 é primo e os lados de um tridngulo
equilatero sao congruentes”. Note que, ao incluir a palavra “nao é verdade” antes da

proposicao original, a negagao é aplicada a toda a proposicao.

Em resumo, no caso da palavra “nao” antes do verbo da proposicao original, o seu
escopo abrange apenas a proposicao imediatamente a sua direita, e, no caso das expressoes
“nao é verdade que”, “é falso que” e “é mentira que”, o escopo abrange todas as proposic¢oes

posteriores.

Exemplo 42. Traduzir para a linguagem simbolica a sequinte proposicao: “O poligono
ABC' € convexo ou nao € convexo e tem trés lados, e nao é verdade que ABC' tem trés

lados e nao ¢ convexo”

Solugao:
1° Passo: identificar as proposi¢oes simples e os conectivos 16gicos.

Inicialmente, vamos sublinhar os conectivos proposicionais, para fazer com que as

proposicoes simples aparecam por contraste, as quais, entao, atribuiremos simbolos.

O poligono ABC' é convexo ou nao é convexo e tem trés lados, e nao é verdade que

ABC tem trés lados e nao é convexo.
Os conectivos envolvidos sao:
i) “nao” (~), duas vezes e “nao é verdade que”, uma vez.
ii) “..ou.” (V), uma vez.
ii) “..e..” (A), trés vezes.
As proposicoes simples sao as seguintes:
p: O poligono ABC' é convexo;
q: O poligono ABC' tem trés lados.

2° Passo: reescrever a proposicao dada substituindo as proposigdes simples e os
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conectivos logicos, pelos seus respectivos simbolos.
PV ~pAGA~Dp =~ q.

3° Passo: pontue a proposicao composta colocando parénteses em torno das foér-

mulas bem-formadas.

Aqui colocaremos os parénteses na proposicao composta, considerando os sinais de

pontuacao (nesse caso, virgulas) da Lingua Portuguesa. Nesse sentido a tradugao final é:

[PV (~pAQIA~ (p—~q).

Portanto, temos que a proposigao dada conjuga (e) uma proposicao disjuntiva (ou)
com uma condicional (se ..., entao), sendo que a proposicao disjuntiva, por sua vez, conjuga
uma proposi¢ao simples com uma conjuntiva (e). A colocagao dos parénteses desambigua

a simbolizagao final de interpretacoes alternativas.

3. Enunciado dos problemas e/ou teoremas: Em alguns casos especificos, a
regra preestabelecida deve ser ignorada, para que se obtenha o que o problema solicita. Por
exemplo, a proposicao P — ) <> R, de acordo com as regras convencionais, deve ser lida
como uma proposi¢ao bicondicional: (P — @) <» R. No entanto, se o problema solicita

que a proposi¢ao dada seja uma condicional, entdo a forma correta de representa-la é:

P —(Q < R).

Exemplo 43. Simbolize a proposicio P do exemplo anterior, de modo que se torne uma

proposicao contravdlida (proposicao logicamente falsa).

Solugao:

Proposigao: o poligono ABC' é convexo ou nao é convexo e tem trés lados e nao é

verdade que ABC' tem trés lados e nao é convexo.

Conforme vimos anteriormente, podemos reescrever essa proposicao da seguinte

forma:
PV ~pAGN ~ g\~ D,
sendo que

[PV (~pAQA(~gA~Dp)

é uma proposi¢ao contravalida, conforme tabela-verdade a seguir.
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Quadro 17 — Tabela-verdade da proposi¢do [pV (~pAgq)] A (~ gA ~p).

| VIi(~p Al | A][(~g|A|~Dp)
VIV F [F|V|[F| F [F| F
VIV F [F|F|F| V [F| F
FIV| V [VIV[F|F [F|V
F|F| V |[FI|F|F|V V]V
14 2 (315 2 [3] 2

Fonte: Elaborada pelo autor

Em suma, os parénteses devem ser inseridos nas férmulas proposicionais de acordo

com a seguinte ordem:

1. insira os parénteses de tal forma que se obtenha o tipo de proposicao solicitada pelo

enunciado do problema e/ou teorema.
2. caso o enunciado nao discrimine o tipo de proposi¢cao desejada, deve-se:

i) em primeiro lugar, pontuar a proposi¢ao conforme os sinais graficos da lingua-

gem natural utilizada;

ii) em segundo lugar, pontuar a proposi¢ao de acordo com as regras preestabele-

cidas.

3.7 Implicagao légica

Definicao. Uma proposicao P implica logicamente uma proposicao ) se P — () é
uma tautologia.

Simbolo: =-.

Notacgao: Indicamos que “P implica Q)" do seguinte modo: P = Q).
0

Veja, no exemplo a seguir1 , 0s procedimentos necessarios para determinar se uma

proposicao implica ou nao outra proposicao.

Exemplo 44. Verifique se a proposicio dada no Exemplo 41 implica logicamente a pro-
posicao dada no Eremplo 42.

Solugao:
1° Passo: reescrever as proposicoes na linguagem simbolica.

conforme vimos anteriormente, as proposicoes

10 Exercicio 2 de (CASTRUCCI, 1986, p. 36).
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i) o poligono ABC' é convexo ou nao é convexo e tem trés lados, e nao é verdade

que ABC' tem trés lados e nao é convexo.

ii) se o poligono ABC' tem trés lados, entao ABC' é convexo, e se ABC nao é

convexo, entdao ABC nao tem trés lados.

podem de reescritas de acordo com as regras de boa formagao, do seguinte modo:
i) [pV(~pAgQIA~(gh~p).
i) (g =p)A(~p—~q)

Dessa forma, queremos demonstrar o seguinte:

[PV (~pAQIA~ (g ~p) = (@ = p) A~ p—~q).

2° Passo: construir a tabela-verdade de (i).

Quadro 18 — Tabela-verdade da proposi¢ao [pV (~ pAq)]A ~ (gA ~ p).

Pl VIi~p Al A]~[(@|A]~Dp)
VIV F [F|V[|V|[|V[IVI[F]| F
VIV F |[F|F|V|VI|IF|[F| F
FIV V [VIV[F[F[VI[V]V
F|F| V |[F|F|F|VIF[F|V
T4 2 (31541 ]3] 2

Fonte: Elaborada pelo autor

4° Passo: construir a tabela-verdade de (ii) usando os mesmos valores de varidveis

para as afirmagdes que formam a proposicao (i).

Quadro 19 — Tabela-verdade da proposi¢do (¢ — p) A(~p —~ q).

( )

Y

p

=

== < <
vo| <= <=L
LIRS SIS
|| | < < >
vo| < <3| 1| | ¢
w| <= < <[4
vo| <| | <|

Fonte: Elaborada pelo autor

5° Passo: construir a tabela-verdade de (i) — (7).
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Quadro 20 — Tabela-verdade da proposi¢do P(p,q) — Q(p,q)

~
.
~—r

il BESTES SIS RS

== ==
<|<|<|<l<L

Fonte: Elaborada pelo autor

Portanto, como a proposigao (i) — (ii) é tautologica, segue-se, pela defini¢do de
implicacao logica, que a sentenga [pV (~pAg)A~ (g\A~p) = (¢ —=>p)N(~p—r~q) é

verdadeira.

3.8 Equivaléncia légica

Definicao. Uma proposicao P é logicamente equivalente a uma proposicao () se
os valores l6gicos obtidos em cada linha da tltima coluna das respectivas tabelas-verdade
sao idénticos.

Simbolo: <.

Notacao: Indicamos que “P é equivalente a ()” do seguinte modo: P < ().

1

Veja, no exemplo a seguir'!, os procedimentos necessarios para determinar se duas

ou mais proposigoes sao equivalentes.

Exemplo 45. Consideremos as sequintes proposicoes:
p: o quadrado é retangulo e
q: o quadrado € paralelogramo.
Tomemos:

A: se o quadrado ndo é retangulo, entdo ele nao € paralelogramo, e se ele é retan-

gulo, entao € paralelogramo.

B: nao é verdade que: o quadrado € retangulo e nao é paralelogramo ou o quadrado

ndo ¢ retangulo e é paralelogramo.

Demonstre que A < B, usando as propriedades.

Solugao:

1° Passo: reescrever as proposicoes na linguagem simbolica.

11 Exercicio 2 de (CASTRUCCI, 1986, p. 42).
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de acordo com as regras de boa formagao, as proposicoes A e B podem ser reescritas
da seguinte forma:

Ap,q) = (~p—=~q)AN(p—q).

B(p,q) =~ [(pA~q)V(~pAq)].

Dessa forma, queremos demonstrar o seguinte:

A(p,q) < B(p,q).

2° Passo: construir a tabela-verdade de A(p,q).

Quadro 21 — Tabela-verdade da proposicio A(p,q) = (~p—=~q¢)A(p — q).
(~p =~ AP ]9)
F % F Viviv | Vv
F % |4 FIIV|F|F
1% F F FlF |V |V
\% \% \% VIF|V|F
2 3 2 4 11211

Fonte: Elaborada pelo autor

3° Passo: construir a tabela-verdade de B(p,q) usando os mesmos valores de va-

ridveis para as afirmagoes que formam a proposicao A(p,q).

Quadro 22 — Tabela-verdade da proposi¢do B(p,q) =~ [(pA ~ q)V (~pAq)].

( (

3

w| o | <| | >

~q) P

)
=

e < S| | <

w| o < | | >

o <= <2
ISR
vo| < 1| <
bo| < <[ =y | 2
|| < <

Fonte: Elaborada pelo autor

4° Passo: comparar os valores logicos em cada linha da coluna resultante de A(p,q)
e B(p,q).

Note que os valores l6gicos em cada linha da coluna resultante das tabelas-verdade

das proposigoes A(p,q) e B(p,q) sao idénticos. Portanto, pela definicio de equivaléncia

logica, temos que A < B.

Nota. Os simbolos = e —, apesar de semelhantes, nao tém a mesma funciona-
lidade, assim como os simbolos < e <». Enquanto os simbolos <> e — sao operadores
l6gicos usados para a formacao de proposigoes compostas, os simbolos < e = sdo sinais

que expressam relagao entre proposicoes.
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3.9 Validade de um argumento

Um argumento, como mencionamos na Segao 2.2, é um conjunto (nao vazio) finito
de proposigoes, no qual as primeiras proposicoes P;s(1 <7 <n—1) sao classificadas como

premissas, e a ultima proposi¢ao P,, como conclusao.

Um argumento é denominado valido se as primeiras proposigoes (premissas)

P;is(1 <i<n—1) implicam a tltima proposi¢ao P, (conclusdo), ou seja:
PINPOANP3A---NPp_1 = Py

Segundo Alencar Filho (2011, p. 83):

A validade de um argumento depende exclusivamente da relagdo existente en-
tre as premissas e a conclusdo. Portanto, afirmar que um dado argumento é
valido significa afirmar que as premissas estdo de tal modo relacionadas com
a conclusdo que nao é possivel ter a conclusao falsa se as premissas sao verda-
deiras.

Nesse sentido, podemos concluir que nao existem argumentos validos cujas premis-
sas sao verdadeiras e cuja conclusao é falsa. De outro modo, um argumento é nao valido

quando nao ocorre a implicagao, ou seja:
PINPOANPsAN---NPp_1 % P,

Simbolicamente, um argumento que contém premissas P;s(1 <7 <n) e conclusao

@ ¢ representado por
PP, ... P, FQ
o qual é valido se e somente se a condicional:
PINPOAN. AP, — Q)

é tautologica.

Podemos verificar a validade de um argumento por varios métodos, dentre os quais
o método das tabelas-verdade e o uso das regras de inferéncia, que, junto com as impli-

cagoes e equivaléncias, constituem a base do assim denominado método dedutivo.
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3.9.1 Validade mediante tabelas-verdade

O método das tabelas-verdade é o mais simples dos métodos de verificacao da
validade de um argumento. No entanto, pode ser um trabalho cansativo, no caso em que

o numero de proposicoes seja maior que 3.

Em geral, para a verificacao da validade de uma argumento por meio desse método,

temos que
i) construir a tabela-verdade do argumento Pj A Py A ... AP, — Q; e

i1) depois verificar se PP APy AP3sA---AP,_1 = P,, isto é, se a proposicao P; A
Po A NP, — @ é tautologica.

Veja, no exemplo a seguir, os procedimentos necessarios para determinar a validade

de um argumento por meio do método das tabelas-verdade.

Exemplo 46. Dado o argumento: “Se, em um triadngulo, o quadrado do maior
lado é a soma dos quadrados dos outros dois, entdao esse triangulo é um
triangulo retangulo”. Verifique, por meio do método das tabelas-verdade, se esse ar-

gumento € valido.

Solucao:

1° Passo: escrever, na linguagem simbolica, as proposi¢oes que constituem o argu-

mento dado.
Consideremos

p: O quadrado do maior lado do tridngulo dado ¢ a soma dos quadrados dos outros
dois;
q: O triangulo dado é um triangulo retangulo.

Assim, esse argumento tem a seguinte estrutura:

pP—q.

2° Passo: montar o argumento.

Queremos mostrar que, se p é verdade, entao ¢ deve ser verdade, ou seja, o argu-

mento:
p—q,phkq
é valido.

De outro modo: se o argumento: “Se, em um tridngulo, o quadrado do maior lado

¢ a soma dos utros dois, entao esse triangulo é um triangulo retangulo” é valido.
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3° Passo: construir a tabela-verdade do argumento ((p — ¢) Ap) — ¢ e depois ve-
rificar se (p — q) Ap = gq.

Quadro 23 — Tabela-verdade da proposi¢ao ((p — ¢) Ap) — ¢

=

S ISIESIRSIRS

vo| < < <L
= <<l
co| | | | < >
ISR

~ << <l
= <[ <}a

Fonte: Elaborada pelo autor

Portanto, como a proposigao ((p — ¢) Ap) — ¢ é tautologica, temos que p — gAp
= ¢. Desse modo, temos que o argumento p — ¢, p F ¢ é véalido. Alias, a forma desse
argumento define a regra de inferéncia denominada “Modus Ponens”, da qual trataremos,

juntamente com outras formas de inferéncia, na préxima secao.

3.9.2 Validade mediante regras de inferéncias

As regras de inferéncia constituem um rol de argumentos validos fundamentais

de uso corrente na Loégica Proposicional, cuja utilidade é tornar possivel o processo de
deducao logica.

Na tabela a seguir, apresentamos os argumentos validos fundamentais.

Quadro 24 — Argumentos véalidos fundamentais

Adicgao Modus Tollens
(i) pEpVgou (i) g qVp p—q ~qb~p
Simplificagao Silogismo disjuntivo
() pAgtpou (i) pAgtg () pVg, ~ptqoul(ii) pVg ~qgtp
Conjuncao Silogismo hipotético
() p, g-pAqou (ii) p, g gAp p—q, q—rkp—or
Absorcao Dilema construtivo
p—qbp—(pAq) p—q, r—8 pVrEqVs
Dilema destrutivo Modus ponens
P—=>q, T —>8 ~qV~sk~pV~r p—q,phkq

Fonte: Alencar Filho (2011)

Além desses, Castrucci (1986) apresenta outros quatro tipos de regras de inferéncia:

i) Regra da contraposigao:

p—qb~q—r~p.
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i1) Regra de exportacao:

pAqg—rEp—(¢g—7).
e

p—=>(q—r)FpAg—r.
i17) Regra de inferéncia por eliminagao:
P=qVaV..Van-1 Vin;, ~ 1™~ qn-1 F D= (n.
iv) Regra de inferéncia por casos:
PL—= QP2 =G5 oy Pn > G PLAP2 A APr— .

Veja, a seguir, as demonstragoes desses argumentos fundamentais por meio do
“método da deducao” ou “método de atribuicao de valores logicos”, isto é, partindo da

verdade das premissas, concluimos a verdade da conclusao.

3.9.2.1 Regra da Adigao (RAd).
pEpVqouqtqgVp.

Demonstragio. Temos que (p) é a premissa do argumento pt pV ¢, de modo que V(p) =V.

Ao atribuir o valor l6gico de V(p) =V a proposigao (pV q), deduzimos que V(pV q) =
V', ja que, pela definicao da disjungao (inclusiva), quando uma das proposicoes simples,

que formam a proposicao composta dada, é verdadeira, a conclusao também é verdadeira.

Resumidamente, temos

Vi op premissa
V. .pVq conclusdao

De modo analogo, pode-se demonstrar que o argumento g - ¢V p é valido. [l

3.9.2.2 Regra da Simplificagao (RS).

pAghp,oupAghtq.
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Demonstracao.
Temos que (pAq) é a premissa do argumento pAqF p, de modo que V(pAq) =V.

Neste caso, temos o resultado imediato, pois, de acordo com a defini¢do de conjun-
¢ao, se a proposicao composta dada é verdadeira, ambas as proposi¢oes simples também

sao verdadeiras. Portanto, em particular, V(p) = V.

Resumidamente, temos:

V' pAq premissa
V. .p  conclusao

De modo analogo, pode-se demonstrar que o argumento p A gt ¢ ¢é valido. U

3.9.2.3 Regra da Conjungao (RC).

p,qEpAgoup, gk qAp.

Demonstracao.

Temos que (p) e (¢) sdo as premissas do argumento p, ¢+ pAq, de modo que (x)
V(p)=VeV(g=V.

Neste caso, temos o resultado novamente imediato, pois, de acordo com a defini¢ao
de conjuncao, se ambas as proposicoes simples sao verdadeiras, entao o valor logico da
proposigao composta dada também é verdadeiro. Portanto, como V(p) =V e V(q) =V,

segue que V(pAq)=V.

Resumidamente, temos:

D premissa
q premissa

v
v
V. -.pAq conclusao

De modo analogo, pode-se demonstrar que o argumento p, g qAp é valido. [

3.9.2.4 Regra da Absor¢ao (RAD).

p—=qbFp—(PAq)
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Demonstracao.

Temos que (p — ¢) é a premissa do argumento p — g+ p — (pAq), de modo que
Vip—q)=V.

Supondo que V(p — (pAq)) = F, entdo, pela definicdo de condicional, temos que
V(p) =V eV(pAq) = F. Ao atribuir V(p) =V a V(pAq) = F, concluimos, pela defini¢ao
de conjuncdo, que V(q) = F. Logo, atribuindo V(p) =V e V(q) = F a (p — q), temos,
novamente pela definigdo de condicional, que V(p — q) = F, o que é um absurdo. Portanto,

Vip— (pAq) =V.

Resumidamente, temos:

V p—=q premissa
V. .p—(pAq) conclusdo

3.9.2.5 Regra do Dilema Destrutivo (RDD).
p—q, T —>S, ~qV~SstE~pA~T.

Demonstracao.

Temos que (p — q), (r —s) e (~qV ~ s) sdo as premissas do argumento p — ¢,
r—s, ~qV~sk~pV~r demodo que:

HVp—=q=V;

i) V(r—s)=V;

iti) V(~qV ~s)=V.

Supondo que V(~ pV ~ 1) = F, entao, pela definigao da disjuncao (inclusiva), temos
que V(~p)=F e V(~r)=F. Logo, V(p) =V e V(r) = V. Atribuindo V(p) =V em 1),
deduzimos que V(q) = V. Semelhantemente, ao atribuir V(r) =V em i), obtemos V(s) = V.
Assim, V(~ q) = F e V(~s) = F, o que é um absurdo, pois, por i), V(~ ¢V ~ s) =V.
Portanto, V(~pV ~ 1) =V.

Resumidamente, temos:

p—q premissa
r—S premissa
~qV ~s premissa
c.~pV ~r conclusao

<= <<
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3.9.2.6 Regra Modus ponens (RMP).
p—4,phaq

Demonstracao.
Temos que (p — q) e (p) sdo as premissas do argumento p — ¢, pt ¢, de modo que:
)Vp—q) =V;
ii) V(p) =V.

De i) temos que V(p) = V. Logo, ao substituir ) em 7), deduzimos que V(q) =V,
ja que, pela definicdo da condicional, quando a primeira proposi¢cao simples é verdadeira
e a conclusao da proposicao composta dada também é verdadeira, temos que a segunda

proposicao simples é também verdadeira.

Resumidamente, temos:

V' p—q premissa
Viop premissa
Vo q conclusao

3.9.2.7 Regra do Silogismo Disjuntivo (RSD).
pVq, ~pkqoupVg, ~qtp.

Demonstracgao.

Temos que (pV q) e (~ p) sdo as premissas do argumento V¢, ~ pF ¢, de modo

que:
i) Vipvae) =V;
i) V(~p)=V.
De 1) temos que V(~ p) = V. Logo, V(p) = F. Substituindo V(p) = F em ), con-

cluimos, pela definicao de disjuncao (inclusiva), que V(q) = V.
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Resumidamente, temos:

V' pVgq premissa
V. ~p premissa
V' .q conclusao

De modo analogo, pode-se demonstrar que o argumento pV q, ~ qF p é valido. [J

3.9.2.8 Regra do Silogismo Hipotético (RSH).
p—q q—rEp—r.

Demonstracao.

Temos que (p — q) e (¢ — ) sdo as premissas do argumento p —q, ¢ > rkp—r,

de modo que:

HVp—q=V;

i) V(g—r)=V.

Supondo que V(p — r) = F, entdo, pela defini¢do da condicional, temos que V(p) =
V e V(r) = F. Substituindo V(p) =V em i), deduzimos que V(q) =V e, ao substituir
V(r)=F em V(q— )=V, deduzimos que V(q) = F’, o que é uma contradigao, ja que, pelo
principio da nao contradicdo, uma proposi¢do nao pode ser, ao mesmo tempo, verdadeira

e falsa. Portanto, V(p — 1) =V.

Resumidamente, temos:

Vi qg—r premissa
V p—yq premissa
V. .p—r conclusao

3.9.2.9 Regra do Dilema Construtivo (RDC).
p—q, r—3s pVrkEqgVs.

Demonstracao.

Temos que (p — q), (r—s) e (pVr) sdo as premissas do argumento p — q, r — s,
pVrltqVs, de modo que:
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) Vp—q) =V;
i) Vipvr)=V.

it) V(r — s)

Supondo que V(qV s) = F, entao, pela definicdo da disjuncao (inclusiva), temos
que V(q) = F e V(s) = F. Atribuindo V(¢) =V em i), deduzimos que V(p) = F. Seme-
lhantemente, ao atribuir V(s) = F' em i), obtemos V(r) = F', o que é um absurdo, pois
V(pVr)=V. Portanto, V(qVs)=V.

Resumidamente, temos:

p—q Ppremissa
r— S premissa
pVr premissa
.qVs conclusao

SIS S S

3.9.2.10 Regra Modus tollens (RMT).
p—=q, ~qb~p.

Demonstracao.

Temos que (p — q) e (~ ¢) s@o as premissas do argumento p — ¢, p F ¢, de modo
que:

i) Vip—=q)=V;

it) V(~q)=V.

De i) temos que V(~ q) = V. Logo, V(¢) = F. Atribuindo V(¢) = F em 1), dedu-
zimos que V(p) = F, ja que, pela definicdo da condicional, quando a segunda proposigao

simples ¢é falsa e a conclusao da proposicao composta dada é verdadeira, a primeira pro-

posicao simples também e falsa. Portanto, como V(p) = F', segue que V(~p)=1V.
Resumidamente, temos:

V' p—q premissa
V ~gq premissa
V  -~p conclusao
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3.9.2.11 Regra da Contraposigao (RCo).
p—=qt~q—=~p.

Demonstracao.
Temos que (p — ¢q) é a premissa do argumento p — ¢+~ g —~ p, de modo que
i) V(p—q)=V.

Supondo que V(~ g —~ p) = F, entdo, pela definicdo da condicional, temos que
V(~¢q) =V e V(~p)=F. Logo, V(p) =V e V(q) = F, o que é um absurdo, ja que
V(p — q) =V, por 7). Portanto, V(~ ¢ —~p) =V.

Resumidamente, temos:

Vi p—=q premissa
V.  ~qg—~p conclusao

3.9.2.12 Regra de Exportacao (RE).
pAqg—rEp—=(¢q—=r)ep—(g—=r)FpAg—r.

Demonstracao.

Caso 1: pAq—rFEp—(¢—T).

Temos que (pAq— 1) é a premissa do argumento pAq— 1+ p— (¢ —r), de modo
que:

i) V(pAg—r)=V.

Supondo que V(p — (¢ — r)) = F, entdo, pela definigdo da condicional, temos que
V(p) =V e V(q—r)=F. Aplicando novamente a defini¢do da condicional em V(q — r) =
F, obtemos V(q) =V e V(r) = F. Portanto, em sintese, temos que V(p) =V, V(q) =V e
V(r) = F, o que é um absurdo, ji que V(pAq— 1) =V, por 7).

Resumidamente, temos:

Vi pANg—r premissa
V. .p—(qg—r) conclusdo




63

Caso 2: p— (¢q—r)FpAg—r.

Temos que (p — (¢ — r)) é a premissa do argumento p — (¢ = r)FpAqg—r, de

modo que:
HVip—=(¢g—=r)=V

Supondo que V(pAgq — 1) = F, entdo, pelas defini¢goes da condicional e da conjun-
¢ao, temos que V(p) =V,
r)) =V, por i).

V(q) =V e V(r) =F, o que é um absurdo, ja que V(p — (¢ —

V. p—(q—r) premissa
V. -.pAq—1r conclusao

Observagao. Note que, como os argumentos pAq—1rFp—(¢—7r) ep— (¢—

r)FpAq— 1 sdo validos, temos, pela definicao de validade de um argumento, que

pAqg—=T=p—(g—T)
e

p—(qg—=r1)=pAqg—r.
Portanto, pela definicao de equivaléncia logica, segue que

pAqg—TE D= (¢—).

3.9.2.13 Regra de Inferéncia por Eliminagao (RIE).
P=>q@V @RV Van-1Vian, ~qrs ™~ qn-17 P = Gn

Demonstracao.

Temos que (p = @1 V@V ...V@—1Van), (~q), (...), € (~ gn—1) sdo as premissas
do argumento p - 1 V@2V ...V @n-1V qn, ~ q1,.--;~ Gn—1 D — qn, de modo que

DVp—=aV@EV..Va—1Va)=V;
2)V(~q) =V;
) V(~q2) =V;
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n) V(~gn—1)=V.

Supondo que V(p — ¢n) = F, entdo, pela definigdo da condicional, V(p) =V e
V(gn) = F. Pelas premissas 2) a n), concluimos que V(q1) = F, ..., V(gn—1) = F. Assim, pela
defini¢ao da disjungao (inclusiva), temos que V(q1 V@2V ...,V¢n—1V qpn) = F. Substituindo
esse valor em 1), concluimos que V(p) = F, o que é uma contradigao, ja que, pelo principio
da nao contradi¢ao, uma proposi¢do nao pode ser, ao mesmo tempo, verdadeira e falsa.

Portanto, V(p — ¢qn) = V.

Resumidamente, temos

V p—=>qaVeV..Vqg,-1Vq, premissa

V ~q premissa
V ~q premissa
Vi ~qna premissa
Vo - p—=an conclusao

3.9.2.14 Regra de Inferéncia por Casos (RIC).

PL— Qs P2 >G5 ey Pn—> G DIAP2A APy — q.

Demonstracao.

Temos que (p1 — ¢q), (p2 = q), (...) e (pn — q) sdo as premissas do argumento
P1L—>q, P2 —> Gy s Pn— ¢ D1 AD2A ... APy — q, de modo que

i) V(p1 = q) =V;

it) V(pa = q) =V;

n) V(pp —q)=V.

Supondo que V(p1 Apa A... Ap, — q) = F, temos, pela definicdo da condicional,
V(pi ApaA...App) =V eV(q) = F. De V(p1 Ap2 A ... Apy) =V concluimos, pela defini¢ao
da conjuncao, que V(p1) =V, V(p2) =V, ..., V(pn) =V, 0 que é um absurdo, ja que
V(g)=F,V(p1 —q) =V, ..., e V(pn — q) = V. Portanto, V(p1 Ap2 A ... App = q) =V.



Resumidamente, temos

V. p1—q premissa
V pa—yq premissa
Vi pn—q premissa
Vo . ptApaA..Ap, —q conclusao
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Nos exemplos a seguir, verifique a validade dos argumentos dados, por meio das

regras de inferéncia.

5
Exemplo 47. x = o — sen(x) =

™

2

1 5) 1
—, T = Ve = %, sen(x) = 5~ cosec(x) = 2; x

6

o sen(z) = 3 Fsen(x) = 5 V cosec(x) = 2.

Solucao:

19 Passo: escrever, na linguagem simbélica, o argumento dado.

Consideremos

5%
ST =—;

b 6

q: sen(x) = =;
T

ror=—;
6

s: cosec(x) = 2.

Assim, desejamos demonstrar que o argumento

é valido.

p—q,rVp, q—S,r—>q-qVs,

2° Passo: conferir a validade do argumento, pelo método da deducao, usando as

regras de inferéncia.

p—q
rVp
q— s
r—q

geliaviiaciiav

S O = W N

p—s
C.qVs



Portanto, o argumento p —q, rVp, ¢ — s, 7 — qF qV s é valido. O
1 1 29
Exemplo 48. sen(%) =35~ cosec(%) =2, sen(%) =5 cosec(%) =2— tg(%) =5 +

T 29 T 1
tg(—=) = =0 \/cos(g) =3

Solucao:
1° Passo: escrever, na linguagem simboélica, o argumento dado.
Consideremos

T 1 s

1
p: sen(6) 5 ou 003(3) 5

q: cosec(i) =2
6

Ty = 29

6" 50

Assim, desejamos demonstrar que o argumento

r:tg(

pP—q,p,q—>rErVp,

¢é valido.

2° Passo: conferir a validade do argumento, pelo método da deducao, usando as

regras de inferéncia.

1 p—q P
2 p P
3 g—r P
4 q 1,2 - RMP
5 r 3,4 - RMP
6 ..rVp 5-RAd
Portanto, o argumento p — q, p, ¢ — r FrVp é valido. 0

Em suma: a Légica Matematica apresentada é essencial, em particular, para o
processo de demonstracao de teoremas, como foi mostrados nesses exemplos. No proximo
capitulo, descreveremos esse entrelacamento entre a Loégica e a Matematica, com mais

detalhes, com foco nas aplicagbes geométricas.

12 Em Trigonometria, se dois dngulos sdo complementares, entdo o seno de um é igual ao cosseno do

i ™ .o~
outro. Desse modo, sen(g) = cos(g) e, portanto, eles representam a mesma proposicao.
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4 LOGICA GEOMETRICA

Que ¢ Logica Geométrica? Que diferencia um raciocinio indutivo de um dedutivo?
Como sao estruturados os teoremas geométricos? Neste capitulo, apresentaremos alguns
conceitos fundamentais sobre Logica Matematica aplicados a Geometria Plana, com o

objetivo de responder a essas e a outras indagagoes pertinentes.

4.1 Nocoes introdutorias

Segundo Boyer (1974), etimologicamente a palavra Geometria origina-se do Grego:
“geos = terra” e “metria = medida”. Ela deriva de uma das aplicagoes que motivou seu
nascimento: a agrimensura dos campos do Egito, para que cada camponés pudesse colher

suas plantacoes, depois das inundacoes do rio Nilo.

Para Moise e Downs (1979), se pararmos para pensar, nos daremos conta de que
possuimos muitos conhecimentos geométricos. Por exemplo, sabemos como determinar
as areas de varias figuras simples e conhecemos a relagao pitagorica para os triangulos
retangulos. Algumas dessas nogoes sao tao evidentes que nunca paramos para analisi-las
se realmente sao verdadeiras, por exemplo, a definicao de retas concorrentes: “Duas retas
sdo concorrentes se elas tém um tnico ponto em comum” (DOLCE; POMPEO, 2005,

p. 4). Ja outras, como as relagoes pitagéricas, nao sao tao evidentes.

Desse modo, neste capitulo, trataremos das principais contribui¢oes da Logica Ma-

tematica no campo da Geometria Plana, sob as condigoes que desejamos analisar.

4.2 Processos de raciocinios em Geometria Plana

O conhecimento é adquirido de duas maneiras: “de modo direto (por meio dos
6rgaos dos sentidos) ou de modo indireto (relacionando-se alguns resultados a outros, por
forga de uma atividade mental)” (HEGENBERG, 2012, p. 3). O modo direito é conhecido
na Logica como processo de raciocinio indutivo, e o modo indireto como processo de
raciocinio dedutivo. Temos como objetivo, nesta secao, apresentar esses dois processos em

Geometria Plana.

4.2.1 Processo de raciocinio indutivo

A Geometria, como mencionamos anteriormente, comeca com a experiéncia, e sua

primeira motivagao tém sido as necessidades praticas. Dessa forma, temos que grande
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parte do conhecimento geométrico foi construido de forma empirica, até mesmo grosseira,

até sua formalizacao.

Os conceitos e defini¢des resultantes do processo indutivo em Geometria sao co-
nhecidos como nogées primitivas e postulados (ou aziomas), respectivamente . Eles nao

necessitam de demonstragoes, sendo a sua origem a experiéncia e a observacao.
O processo de raciocinio indutivo ¢ dividido em dois passos:

Quadro 25 — Processo de raciocinio indutivo

Passos Descricoes

1 Observa-se que uma propriedade ¢ verdadeira para cada caso veri-
ficado.

2 Como a propriedade é verdadeira em todos os casos verificados,
conclui-se que é verdadeira para todos os outros casos. Dessa forma,
estabelece-se uma generalizagao.

Fonte: Clemens, O’daffer e Cooney (1998)

Assim, o processo indutivo é o raciocinio segundo o qual, apés observar que uma
propriedade é verdadeira em diversos casos particulares, conclui-se que ela é verdadeira
para todos os outros casos. Em suma: o raciocinio indutivo parte de casos particulares

para o geral.

O exemplo a seguir mostra um aplicacao do processo de raciocinio indutivo em

Geometria.

Exemplo 49. A pizzaria Novo Horizonte vende quatro tipos de pizza:
- pizza pequena: duas fatias;
- pizza média: quatro fatias;
- pizza grande: sete fatias;
- pizza big: onze fatias;

As fatias sdo cortadas de forma que cada corte subsequente intersecta todos os

cortes anteriores, conforme mostra Figura 12 a sequir.

Figura 11 — Pizza de Steiner

T

NN

Fonte: Morgado e Carvalho (2015)
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Dessa forma, qual € o maior numero de fatias em que se pode dividir uma pizza

com n cortes retos 132

Solucao:

Os tipos de pizza que apresentamos na Figura 12 ilustram as situagoes em que o
numero de cortes varia de 1 a 4, e o quadro a seguir apresenta o nimero de fatias geradas

a partir dos niimeros de cortes.

Quadro 26 — Problema de Steiner

Numero de cortes (n) | Niumero de Fatias (F},)
1 2
2 4
3 7
4 11

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que o nuimero fatias, de acordo com essa tabela, aumenta em n unidades

em relacao a quantidade anterior, isto é,

= F=2=F=1+1,

= FFBh=242=4=F=1+1+2,

= F3=443=7T=F3=1+1+4+2+3,

= =7T+4=11=F;=14+1+2+4+3+4.

S 3 3 3
I

I
I N R

Portanto, aplicando a definicdo do processo de raciocinio indutivo, temos que o

numero total de fatias obtidas com n cortes retilineos é:

: 1 2 2
Fn:1+1+2+3+4—|—...+n:1+n<2+)<:>Fn:n+2n+,

para todo n > 1. O

Com base nesse problema, temos a seguinte generalizacao: “o nimero maximo de

regioes em que um plano pode ser dividido por n retas é

B n2+4+n+2

R, 5

, para todo n > 1.

Segundo Morgado e Carvalho (2015), essa solugao esta correta. No entanto, o argu-
mento utilizado estd errado, pois, para eles, o resultado final precisa de uma justificativa
(mais forte), em vez de apenas afirmar, com base em poucas observagoes, que a férmula

obtida é correta. Em outras palavras, mesmo que a verificagdo va até n = 1.000.000.000,

13 Esse problema é conhecido como Pizza de Steiner, em homenagem ao seu idealizador, o gedmetra
Jacob Steiner (1796-1863) (MORGADO; CARVALHO, 2015).
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nao estara demonstrado que a férmula vale para todo n > 1 natural, pois podera existir

um n > 1.000.000.000 para o qual essa férmula falha.

Os professores lezzi e Murakami (2005) relatam que o processo indutivo pode
levar a intimeros erros em Matematica, por exemplo, a féormula: y = 92* + 1 definida para
n € IN. De acordo com esses autores, Fermat acreditou, apds verificar os valores para
n =1,2,3,4, que, por meio dessa férmula, era possivel obter qualquer nimero primo.
No entanto, aproximadamente um século mais tarde, Euler mostrou que a féormula era
invalida para n=>5. Dessa forma, para verificar que uma generalizacao é falsa, basta tomar

um contraexemplo, assim como Euler fez.

Voltando ao Exemplo 45, ha alguma maneira de demonstrar a validade da férmula
obtida utilizando o raciocinio indutivo? A resposta é sim: por meio do processo conhecido
como Principio da Indugao Finita (ou Principio da Indugdo Matemaética). Esse principio
afirma que uma propriedade P(n) é verdadeira para todo n € N, tal que n > k,, onde k,

é dado explicitamente ou é evidente pelo contexto do enunciado, se e somente se:

i) P(k,) é verdadeira, ou seja, vale a propriedade para ky;

it) se, para todo k € N, k > 1, P(k), é verdadeira, entao P(k+ 1) também ¢é ver-
dadeira, isto é, P(k) implica a validade de P(k+1).

Portanto, a partir dessas verificagbes, podemos afirmar que a propriedade P(n) é

verdadeira para todo n > k,.

Dessa forma, consideremos P(n): o niimero méaximo de regides em que um plano
n?+n+2

pode ser dividido por n retas é R,, = 5

, para todo n > 1. Demonstre que P(n) é

valida para todo n € IN.

Demonstracao.
Aplicando o Principio da Indugao Finita em P(n), temos
i) P(1) é verdadeira, pois:
_1P+1+42 4

o que é verdade porque uma reta divide um plano em duas regioes.

it) Supondo valida a propriedade para um ntimero k de verificages (k > 1):

k2 +k+2
P(k): Ry = +2+ (hipotese de inducao),
demonstremos que ela vale para um ntmero £+ 1 de verificagoes:
(k+1)?+(k+1)+2

Pk+1): Rpyq = (Tese).

2
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De fato, observe que

Figura 12 — Problema de Steiner

@\ 0 /0O
9/ 02 f O

1 2 3 k

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao acrescentar o corte k+ 1, passamos a ter
Riy1=14+1+243+44 ... +k+(k+1) regioes.

Dessa forma, segue da hipétese de indugao que

K24k +2
Rppi=14+14243+44 . +k+(k+1) = ————+(k+1)

2+ k+2+2k+2

2
(K 42k +1)+ (k+1)+2

2
(k+1)2+(k+1)+2
; :

Logo, Py implica Py 1. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n € IN. O

No exemplo a seguir, apresentamos mais uma aplicacao do Principio de Inducao

Finita em Geometria Plana.

Exemplo 50. Demonstre que “a soma das medidas dos angulos internos de um poligono

convezo de n lados é Sy, = (n—2)-180°".

Demonstracao.

Consideremos P(n): a soma das medidas dos angulos internos de um poligono
convexo de n lados é S, = (n—2)-180°, para VYn € N, n > 3.

Aplicando o Principio da Indugao Finita, temos

i) P(3) é verdadeira, pois:

n=3= 53=(3—2)-180° = (1)-180° = 180°,
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o que é verdade porque a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°.
it) Supondo valida a propriedade para um poligono de k lados (k > 3):
P(k): Sp = (k—2)-180° (hipdtese de indugao),

demonstremos que ela vale para um poligono de k41 lados:
P(k+1): Sgy1=(k—1)-180° (Tese).
Observe que

Figura 13 — Soma dos dngulos internos de um poligono.

F

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao acrescentar um vértice (G) ao poligono (ABCDEF), obtemos um novo poli-
gono (ABCDEFG) tal que (ABCDEFG)=(ABCDEF)+(BCG). Como (BCG) é um
triangulo, segue que

Spi1 = Sp,+ 180° Sp1 = (k—2)-180° + 180°
Sk+1=[(k—2)-180°T+[(1) - 1807
Spi1 = (k—2+1)-180°

= (k—1)-180°.

1117

Sk+1

Logo, Py implica Py,q. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n € N. d

Esse exemplo mostra que para resolver certos problemas geométricos, ainda ¢ muito
util encontrar, em uma figura, uma solugao empirica, que guia a solucao verdade. Logo a
primeira vista, pode parecer que o processo indutivo é extremamente limitado, mas ele é

fundamental no desenvolvimento das generalizagoes sobre figuras geométricas.

4.2.2 Processo de raciocinio dedutivo

Uma das grandes contribui¢oes de Euclides no campo da Geometria foi, segundo
Morgado, Wagner e Jorge (1974), a introdugao do método axiomatico. Esse método se-
para as aquisi¢oes de uma ciéncia em duas partes claramente definidas: a parte empirica-

indutiva, por um lado, e a parte dedutiva, por outra.
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A parte indutiva, como mencionamos na se¢ao anterior, é o processo de raciocinio
baseado na experiéncia e na observacao, cuja maior finalidade é estabelecer generaliza-
¢oes. A parte dedutiva é o processo de raciocinio que utiliza as generalizagoes obtidas pelo
processo indutivo para obter novas generalizacoes, por meio das regras de inferéncia. Basi-
camente, o sistema dedutivo é composto por trés partes: Hipdteses + Regras de Inferéncias
+ Tese, em que as hipéteses sao as generalizagoes ja obtidas (proposigoes primitivas, pos-
tulados ou axiomas e teoremas ja demonstrados), e a tese é a nova generaliza¢ao obtida

(teoremas, lemas, coroldrios).

Figura 14 — Tipos de generalizagoes

® Nogdes Primitivas;
#Postulados;

* Axiomas

Nio precisa

demonstrar

E necessdrio

realizar a # Teoremas:
demonstragio » Corolarios;
*Definighes;
oLema;

»Qutros.

Fonte: Elaborada pelo autor

Segundo Morais Filho (2013), um lema é um teorema auxiliar, ou seja, quando
um teorema é demonstrado apenas para auxiliar na demonstragao de outro teorema ele
é chamado de lema. Um coroldrio é um termo matematico obtido a partir das combina-
¢oOes logicas de teoremas ja demonstrados, isto €, ele é um teorema que advém de uma
consequéncia imediata de outro teorema mais complexo. Por fim, um teorema, de modo
geral, é um conceito matematico obtido a partir das combinacoes logicas de postulados

ou axiomas e/ou outros teoremas.

Vejamos alguns exemplos'*:

Exemplo 51. Demonstre que, nas notagoes da Figura 15 a sequir, temos

r|s<=a=p<= a+y=180°.

140 modelo de demonstracio adotado nestes exemplos serd mais detalhado na Secio 4.4 deste trabalho.
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Figura 15 — Angulos alternos internos e colaterais internos

Fonte: Muniz Neto (2013, p. 39)

Demonstracao.

Consideremos

Hipdtese: H: r || s.

Tese: Th: a = e To: o+ = 180°.

Desejamos demonstrar que H — T7 AT,. Para isso, de acordo com a Secao 3.7,
basta demonstrar que o argumento H F T ATy é valido.

Observemos, inicialmente, pelas regras de equivaléncia, o seguinte:

H—-TANTy, <= ~HV(T1 \T)

— (~HVTI)N(~HVT)
— (H—->T)NH—Ty),

isto é, mostrar a validade de H F T7 AT equivale a mostrar a validade dos argumentos
HE T1 e Ht TQ.
i) Demonstracao de que H - T7.

Consideremos, inicialmente, a seguinte construgao:

Figura 16 — Construcao da paralela a uma reta por um ponto dado, ndo pertencente a essa reta

A

YN
B X

e
Fonte: Muniz Neto (2013, p. 37)

~ A <=
em que CAY = ACX, e s = AY é paralela a reta r.

Resumidamente, temos



Afirmagoes Justificativas
1. H Hipotese
2. H — s é a Unica reta paralela r pas- Postulado de Geometria: “Dados,
sando por B no plano, uma reta r e um ponto
B ¢ r, existe uma tnica reta s,
paralela a s, que passa por B.
3. s ¢ a unica reta paralela a r, que 1, 2- RMP.
passa por B
4. s ¢é a unica reta paralela a r, que Construcao.
passa por B — T}
2. .. 3,4 - RMP.

Desse modo, temos que o argumento H F T3 é valido.

it) Demonstracao de que H - Ty.

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas

1. H Hipotese.

2. H-T Caso (i).

3. Ty 1, 2 - RMP.

4. PB4y =180° Soma de éangulos sobre uma
mesma reta.

5. Ty AB+~v=180° 3,4 - RC.

6. TiANB+v=180°—= T Processo de substituicao algé-
brica.

7. Ty 5,6 - RMP

75

Desse modo, temos que o argumento H - T» ¢é valido. Logo, como os argumentos

H Ty e HE Ty sao validos, segue-se que o argumento H — 77 ATy também ¢ valido. [J

Exemplo 52. Demonstre que a soma dos angulos internos de um triangulo, em Geometria
Plana, € 180°.

Demonstracao.

Consideremos, inicialmente, a seguinte construcao:

Figura 17 — Soma dos angulos internos de um triangulo.

4 ™
D, A E

B C

Fonte: Elaborada pelo autor
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em que ABC' é um tridngulo qualquer, DE || BC' e AB e AC sao segmentos transversais

aos segmentos DE e BC.
Consideremos

Hipoteses: Hi: DE || BC e Ho: AB e AC sdo segmentos transversais aos segmentos
DE e BC.

Tese: ABC + BAC + AC'B = 180°.

Desejamos demonstrar que H; A Hy — T'. Para isso, de acordo com a Secao 3.7,

basta demonstrar que o argumento Hi A Hy =T é vélido.

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas
1. H; Hipdtese.
2. Hs Hipdtese.
3. Hi N Hy 1,2 - RC.
4. HiANHy— (BAD=ABC)A(CAE = ACB) Exemplo 47.
5. (BAD=ABC)A(CAE = ACB) 3,4 - RMP.
6. BAD-+BAC+ BAE =180° Soma de angulos sobre

uma mesma reta.
7. (BAD = ABC) A (CAE = ACBABAD + 5,6-RC
BAC +CAFE = 180°)
8. (BAD = ABC) A (CAE = ACBABAD + Propriedade matema-
BAC+CAE =180°) - T tica.
9. .-..T 7,8 - RMP

Exemplo 53. Demonstre que todos os angulos de um triangulo equildtero medem 60°.
Demonstragcao. Consideremos, inicialmente, a seguinte construcao:

Figura 18 — Tridngulo equilatero.

r N

A B
., y

Fonte: Elaborada pelo autor
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em que ABC é um triangulo equilatero.
Consideremos
Hipotese: H: ABC é um tridangulo equilatero.
Tese: A= B =C=60°.

Desejamos demonstrar que H — T'. Para isso, de acordo com a Secao 3.7, basta

demonstrar que o argumento H T é valido.

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas
1. H Hipotese.
2. HsA=B=C Definicao de tridngulo equilatero.
3. A=B=C 1,2 - RMP.
4. A+B+C=180° Exemplo 48.
5. (A=B=C)ANA+B+C=180°) 3,4-RC.
6. (/:1 = B; = Q) A(A+B+C =180°) — Propriedade matematica.
(A=B=C=60°)
7. A=B=C=60° 5, 6 - RMP.

Esses exemplos apresentam os conceitos de Lema (Exemplo 47), Teorema (Exem-
plo 48) e Coroldrio (Exemplo 49), isto é, para demonstrar a validade do Exemplo 48, é
necessario, inicialmente, demonstrar a validade do Exemplo 47 e, por consequéncia disso,
temos que o Exemplo 49 s6 sera valido se for verificada a validade do Exemplo 48. Sim-

bolicamente, temos
Lema (exemplo 47) = Teorema (exemplo 48) = Corolario (exemplo 49).

Em suma, temos que o processo dedutivo (lema, teorema, corolario) é o passo adi-
ante do processo indutivo (no¢oes primitivas, postulados ou axiomas). Isto é, os conceitos
obtidos por meio do modo indutivo constituem parte essencial do processo dedutivo, sem

0s quais, pois, é impossivel efetuar o processo dedutivo.

4.3 Estrutura logica de teoremas

O enunciado de um teorema tem a forma de proposi¢ao condicional (ou forma

equivalente, que pode ser facilmente transformada em condicionais, sem mudanca de sig-
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nificado). Em uma proposigao condicional, o antecedente é denominado “hipdtese”; e o

consequente, “tese”. Em outras palavras: a hipétese é a condicao, e a tese é o condicionado.

Exemplo 54. Se trés lados de um triangulo sao, ordenadamente, congruentes a trés lados

de outro triangulo, entdo esses dois triangulos sao congruentes.

Figura 19 — Congruéncia de Tridngulo - Caso (LLL)

Fonte: Elaborada pelo autor

Nesse exemplo, temos

Hipdtese: Trés lados de um tridngulo sao, ordenadamente, congruentes a trés lados

de outro triangulo.
Tese: Os dois triangulos sao congruentes.

Dessa forma, denotando hipdtese por H e tese por T, a forma esquematica desse

teorema ¢ a seguinte:
Se ocorre H, entao ocorre T.

Simbolicamente, temos: H — T', em que H é uma condicdo suficiente para T e T' é uma

condi¢do necessaria para H.
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4.3.1 Classificacao dos teoremas

Dois teoremas podem ser classificados em reciprocos, contrarios ou contrapositi-
vos. Essa classificagao ¢ baseada nos tipos das proposi¢oes associadas a uma proposi¢ao

condicional.

Um teorema (denominado direto) é considerado reciproco de outro quando a tese

de um é a hipétese do outro, e vice-versa, conforme apresentamos a seguir.
(i) Direto: Se ocorre H, entao ocorre T. Notagao: H — T;
(ii) Reciproco: Se ocorre T, entao ocorre H. Notagao: T'— H.

E importante salientar que a verdade de um teorema nao implica a verdade do seu

reciproco. O exemplo a seguir ilustra essa afirmacao.

Exemplo 55. Verifique a validade do reciproco do sequinte teorema: “Se dois triangulos

sao congruentes, entdo seus angulos, respectivamente, sao iquais”.

Demonstracao.

Consideremos

H: dois triangulos sao congruentes;

T os angulos de dois triangulos sao, respectivamente, iguais.
Logo, o teorema dado tem a seguinte estrutura:

i) Direto: H — T

it) Reciproco: T'— H.

Desse modo, partindo da premissa que, em 7), H é verdadeira, concluimos, pela
defini¢ao de congruéncia de triangulos, que T' é verdadeira e, portanto, o teorema H — T
é valido. Por outro lado, o reciproco desse teorema, descrito em i), é falso, j& que nao
existe o caso “adngulo, angulo, dngulo (AAA)” de congruéncia de tridngulos e, portanto,

o reciproco T'— H do teorema dado nao é valido. O

No entanto, quando, tanto um teorema quanto o seu reciproco sdo verdadeiros
b ) )
isto ¢, a condicao H e o condicional T" sao atendidos simultaneamente, entdao H é uma

condi¢ao necessaria e suficiente para T', e vice-versa.

Vejamos o exemplo do Teorema de Pitagoras:

Exemplo 56. Se ABC' é um tridngulo retingulo, entio o quadrado do maior lado (hipo-

tenusa) € igual a soma dos quadrados dos outros dois lados (catetos).

Demonstracao.
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Consideremos, inicialmente, a seguinte construcao:

Figura 20 — Triangulo retangulo.

Construgio 3

=

DE———————

Fonte: Elaborada pelo autor

Consideremos
H: ABC' é um triangulo retangulo;

T: o quadrado do lado maior (hipotenusa) é igual a soma dos quadrados dos outros
dois lados (catetos) do triangulo ABC.

Logo, o teorema dado tem a seguinte estrutura:

i) Direto: Se ABC é um triangulo retangulo, entdo o quadrado do lado maior

(hipotenusa) ¢ igual & soma dos quadrados dos outros dois lados (catetos), isto é, H — T
O seu reciproco tem, pois, a seguinte estrutura:

it) Reciproco: Se em um tridngulo ABC o quadrado do lado maior (hipotenusa)
é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados (catetos), entdo ele é um tridngulo
retangulo, isto é, T'— H.

Demonstracao:

i) Direto: H — T.

Resumidamente, temos
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10.
11.
12.

Afirmacoes
H
ADB é um triangulo retangulo
ADC é um triangulo retangulo
(ABC é um tridngulo retdngulo) A
ADB ¢ um triangulo retangulo
(ABC ¢ um triangulo retangulo) A

c
ADB ¢é um triangulo retangulo — — =
m

—<—cCc"=a'm

C

c a 2

— =—<=Cc"=am
m c

(ABC é um tridngulo retangulo) A
(ADC' é um triangulo retangulo)
(ABC ¢é um triangulo retdngulo) A

b
ADC' é um triangulo retangulo — — =
n

g(z)bzza n

b

b
—:g<:>1)2:a~n
n b

it) Reciproco: T'— H.

Resumidamente, temos

N R

0 3 O ot

Afirmacoes
T

a2=b+c2—2-ab-cosA
(
(0? A
(—=2-ab-cosA=0)
—2-ab-cosA=0

(=2-ab-cos A=0) — (cosA=0)
cosA=0

cosA=0— H

SH

2= +A)N(a?=0*+c—2-ab-cosA)
= +A)A(a® =>4+ —2-ab-cosA) —
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Justificativas
Hipotese.
Construcao 2.
Construcao 3.
1,2 - RC.

Semelhanca de tridngulos.

4,5 - RMP.

1, 3 - RC.

Semelhanca de tridngulos.

7, 8 - RMP.

6, 9 - RC.
Propriedade matematica.
10, 11 - RMP.

Justificativas
Hipotese.
Lei dos cossenos.
1, 2 - RC.
Operacao algébrica.

3,4 - RMP.

Operacao algébrica.
5, 6 - RMP.
Propriedade trigono-
métrica.

7,8 - RMP
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Nesse exemplo, temos que tanto o teorema como o seu reciproco sao verdadeiros.
Logo, podemos reescrever o modo direito e o reciproco em uma tnica proposigao: “ABC
é um tridngulo retdngulo se e somente se o quadrado do lado maior (hipotenusa) é igual

a soma dos quadrados dos outros dois lados (catetos). Simbolicamente temos: H <— T'.

Um teorema (denominado direto) é considerado contrario de outro quando a hipé-

tese e a tese de um sao as negacoes, respectivas, da hipdtese e da tese do outro:
i) Direto: Se ocorre H, entdao ocorre T. Notagao: H — T’
it) Contrario: Se nao ocorre H, entdo nao ocorre T. Notagao: ~ H —~ T.

De modo analogo ao que acontece com reciprocos, a verdade de um teorema nao
implica a verdade do seu contrario. Por exemplo, o teorema: “Se dois tridngulos sao con-
gruentes, entao seus angulos, respectivamente, sao iguais” tem uma sentenca condicional
contréaria falsa: “Se dois tridngulos nao sdo congruentes, entdo seus angulos, respectiva-

mente, ndo sdo iguais”!®.

Um teorema (denominado direto) é considerado contrapositivo de outro quando

cada um deles é o contrario do reciproco do outro.
(i) Direto: Se ocorre H, entao ocorre T. Notagao: H — T

(ii) Contra-positivos: Se nao ocorre T, entdo nao ocorre H. Notacdo: ~T —~ H.

Observemos o seguinte:

H—-T <«— ~HVT
~— Tv~H
— ~T—>~H,

isto é, os contrapositivos de um teorema sao equivalentes, de modo que ou ambos sao
verdadeiros ou ambos sao falsos.

A tabela-verdade a seguir apresenta os valores logicos das proposicoes associadas

a uma condicional.

Quadro 27 — Proposigoes associadas a uma condicional

Proposicoes Direito | Reciproco | Contrario | Contrapositivo
H|T| ~H|~T H->T| T—H |~H-—>~T ~T—>~H
Viv| F F V V V V
VIF| F V F V V F
FlVviV F V F F %

FIF |V % % % V V

Fonte: Elaborada pelo autor

15 Demonstracio aniloga aquela do Exemplo 51.
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Resumidamente, essa tabela-verdade mostra o seguinte:

i) a condicional H — T e sua contrapositiva ~ T —~ H apresentam, em cada
linha, os mesmos valores logicos, respectivamente, de modo que, por definicao, elas sdo

equivalentes, isto ¢,
H—-T<~T—>~H.

it) de modo andlogo, a reciproca T'— H e a contraria ~ H —~ T apresentam, em
cada linha, os mesmos valores légicos, respectivamente, de modo que, por definigao, elas

sao equivalentes, isto é,
T—H<<=~H—>~T.

O seguinte esquema logico mostra as relagoes entre um teorema, seu reciproco, seu

contrario e o seu contrapositivo.

Figura 21 — Esquema Légico das proposigoes associadas a uma condicional.

Reciprocos

Contrapositivos

Contrarios
Contrarios

Reciprocos ~T —~H

o (4] o T

Fonte: Elaborada pelo autor

Note que o reciproco (T'— H) e o contréario (~ H —~ T') sdo contrapositivos entre
si, isto é, (T'— H <=~ H —~T) . Portanto, se o direto (H — T') e o reciproco (T'— H)
sao verdadeiros, o contrario (~ H —~ T') também o é. De modo andlogo, temos que, se
o direto (H — T') e o contrario (~ H —~ T') sao verdadeiros, entdo o reciproco (T'— H)

também o é.

De modo geral, a maioria dos teoremas em Geometria Plana envolve uma implica-

¢ao légica do tipo
HIPOTESE = TESE

em que a Hipdtese é aquilo que temos como verdade, a Implicacdo (=) é o argumento

légico (propriedades béasicas da Geometria Plana e regras de inferéncia), e a Tese é a
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conclusao, isto é, aquilo que desejamos (temos que) demonstrar. Em alguns outros casos,

quando as reciprocas dos teoremas sao verdadeiras, temos que a estrutura logicas deles é:
HIPOTESE <= TESE

Portanto, diante do exposto nesse capitulo, podemos definir Légica Geométrica
como a parte da Matemaética que explora as aplicagoes logicas envolvidas no processo de

demonstracao em Geometria.

4.4 Aplicacoes

Nesta secao, apresentaremos as demonstragoes de alguns teoremas de Geometria
Plana por meio do método dedutivo com o objetivo de mostrar os processos logicos en-

volvidos nas demonstracoes geométricas.

Segundo Clemens, O’daffer e Cooney (1998), para desenvolver a demonstragao de
um teorema em Geometria por meio do método dedutivo, os seguintes passos devem ser

observados:

Passo 1: se o teorema nao esta na forma “Se ..., entao”, entdo, sempre que possi-

vel'6, deve ser colocado em tal forma.
Passo 2: construa um diagrama das condig¢oes do teorema.

Passo 3: escrevas a(s) hipdtese(s) do teorema, isto é, a parte entre o “Se” e o

“entao”.
Passo 4: Escreva a tese do teorema, isto é, a parte que segue o “entao”.
Passo 5: formule a estratégia para desenvolver a demonstracao do teorema.

Passo 6: formule a demonstracao fornecendo como justificativa as proposicoes

primitivas, os postulados ou os teoremas ja demonstrados.

Nos exemplos a seguir, apresentaremos alguns teoremas sobre segmentos de reta,
angulos, tridngulos, paralelismo e perpendicularidade, quadrilateros, circulo e areas de
superficies planas. Para tanto, apresentaremos duas formas de demonstragoes: a primeira
refere-se a demonstracao por meio do método dedutivo; a segunda refere-se a demonstra-

¢ao por meio do método informal.

Exemplo 57. (Segmentos de reta) Sejam P, A, Q e B pontos dispostos sobre uma reta r,

nessa ordem. Se PA e OB sao segmentos congruentes, mostre que PQ e AB sao também

congruentes.”

16 De acordo com Morais Filho (2013), nem sempre é possivel estruturar um teorema na forma “Se ...,
entao...”.
17 Exercicio 18 de (DOLCE; POMPEO, 2005, p. 16).
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Demonstracao.
12 Demonstracao: Método Formal - MF
1° Passo: representar o teorema dado na forma “Se..., entao...”.

Podemos reescrever esse teorema na seguinte forma: “Se P, A, () e B sao pontos
dispostos sobre uma reta r, tais que PA = QB, entdo PQ = AB'8.

2° Passo: Diagrama do teorema.

Figura 22 — Segmento de reta.

Fonte: Elaborada pelo autor

3° Passo: hipotese do teorema.

H: PA=QB.

4° Passo: tese do teorema.

T: PQ=AB.

5° Passo: estratégias para desenvolver a demonstracdo do teorema.

Note que o teorema tem a seguinte estrutura: H — T', de modo que, usando o mé-
todo dedutivo, demonstraremos, por meio das propriedades bésicas e regras de inferéncia,

que H ¢ condicao suficiente para T
6° Passo: demonstragao do teorema.

Para demonstrar o teorema H — T, basta demonstrar a validade do argumento
HET.

Resumidamente, temos

Afirmacoes Justificativas
1. H Hipotese.
H—-PA=QB Definicao de congruéncia de

segmentos.

3. PA=QB 1, 2 - RMP.

4. PA=QB— PA+AQ=AQ+QB O segmento AQ é acrescen-
tado em ambos os lados da
igualdade.

18 P A representa a medida (ou comprimento) do segmento PA.
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5. PA+AQ=AQ+QB 3, 4 - RMP.

6. PA+AQ=AQ+QB)— PQ=AB) Adigao de Segmentos.

7. PQ)=AB 5, 6 - RMP

8. PQ)=AB)—=T Definicdo de congruéncia de
segmentos.

9. .7 7, 8 - RMP.

22 Demonstracao: Método Informal - MI
Temos

Hipotese: PA e (QB sao segmentos congruentes.
Tese: P(Q) e AB sao também congruentes.

Por hipétese, temos que os segmentos PA e (QB sao congruentes. Assim, por de-
finicio de congruéncia de segmentos, temos que PA = QB . Além disso, observe que o
segmento AQ (Figura 22) é comum aos segmentos PQ e AB. Logo, adicionando AQ a
ambos os lados da igualdade PA = QB, obtemos PA+ AQ = AQ + QB que, por definicao

de adicdo de segmentos, resulta em PQ = AB. Portanto, pela definicdo de congruéncia de

segmentos, temos que P(Q e AB sao também congruentes. 0

Note que a funcao das regras de inferéncia, relacionadas no Método Formal (MF)
é assegurar que um determinado argumento (afirmagdo/justificativa) é valido. Assim,
ao afirmar, por meio dessas regras, que o argumento analisado inicialmente é valido, os
outros passos da demonstracao podem ser desenvolvidos até obter a comprovacao da tese
do teorema, ou seja, as regras de inferéncia constituem o elo entre os argumentos utilizados

em uma demonstragao (Figura 23).

Figura 23 — Método formal de demonstracdo de teoremas.

e ™\
e Tmi
\ J

Fonte: Elaborada pelo autor

Por outro lado, ao observar a demonstracao do teorema por meio do Método Infor-

mal (MI), nota-se que todos os argumentos utilizados no método formal sdo contemplados
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por esse método, excluindo apenas as regras de inferéncia. Nesse sentido, ambas as de-

monstragoes apresentam as mesmas afirmagoes e justificativas.

No entanto, por sua caracteristica mecénica (separar as afirmagdes e as justifi-
cativas em colunas), o Método Formal passa a ser o mais recomendado para o ensino
secundario, haja vista que, com esse método, o estudante é capaz de identificar com mais
facilidade as justificativas envolvidas no processo de demonstragao de teoremas (ou solu-

¢ao de determinados problemas).

A seguir, apresentamos outros exemplos de demonstragoes formais e informais que

tratam de Geometria Plana.

Exemplo 58. (Angulos) Consideremos AOB um dngulo dado. Se P é um ponto desse
angulo, entdo d(P,B) = d(P,@) > P e (bissetriz de AOB)."?
Demonstracao.

12 Demonstracao: Método Formal - MF

1° Passo: representar o teorema dado na forma “Se..., entao...”.

Note que esse exemplo ja esta representado na forma de um teorema bicondicional,

isto é, a reciproca do teorema dado é também verdadeira. Dessa forma, temos
i) Direto: “Se d(P,E) = d(P,B?), entdo P € (bissetriz de AOB);
ii) Reciproco: “Se P € (bissetriz de AOB), entéo d(P,m) = d(P,B?).
2° Passo: diagrama do teorema.

Se M e N sao os pés das perpendiculares baixadas de P aos segmentos E e B@,
respectivamente, entao d(P,@)) =PM e d(P,B®) =PN.

Figura 24 — Bissetriz de um angulo.

Fonte: Elaborada pelo autor

19 Proposicio 3.6 de (MUNIZ NETO, 2013, p. 74).
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3° Passo: hipotese do teorema.

i) Direto: H: PM = PN;

ii) Reciproco: T: P € (bissetriz de AOB).

4° Passo: tese do teorema.

i) Direto: T: P € (bissetriz de AOB);

ii) Reciproco: H: PM = PN.

38

5° Passo: estratégias para desenvolver a demonstracdo do teorema.

Note que o teorema tem a seguinte estrutura: H <— T. Por equivaléncia logica,

H+—T <—

(H—-T)N(T— H).

Logo, usando o método dedutivo, demonstraremos, por meio das propriedades basicas e

regras de inferéncia, que H é condicao suficiente e necessaria para T

HET.

i) Direto: H — T.

6° Passo: demonstragao do teorema.

Para demonstrar o teorema H — 7', basta demonstrar a validade do argumento

Resumidamente, temos

Afirmacoes

1. H

2. OP=0P

3. (PM=PN)A(OP =0P)

4. (PM = PN) A (OP = OP) —
(AMOP = ANOP)

5. AMOP=ANOP

6. (AMOP=ANOP)— MOP=NOP

7. MOP=NOP

8. AOB=MOP+NOP

9. (MOP = NOP) A (AOB = MOP +
NOP)

10. (MOP = NOP) A (AOB = MOP +
NOP) =T

1. T

it) Reciproco: T'— H.

Justificativas
Hipdtese.
Identidade.
1,2 - RC.
Caso de congruéncia de tri-
angulos retangulos.
3,4 - RMP.
Defini¢ao de congruéncia de
triangulos.
5, 6 - RMP.
Construgao.
7, 8 - RC.

Definicao de bissetriz.

9,10 - RMP.
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Para demonstrar o teorema H — 7', basta demonstrar a validade do argumento
HET.

Resumidamente, temos

Afirmacoes Justificativas
1. T Hipotese.
2. (P € bissetriz de AOB) — (MOP = Definicao de bissetriz.
NOP)
3. MOP=NOP 1,2 - RMP.
4. OP=0P Identidade.
5. OMP=ONP=090° Construcao.
6. (MOP = NOP) A (OP = OP) A 3,4,5-RC.

(OMP =ONP =90°)
7. (M@P = J\[OP) A (OP = OP) A Caso de  Congruéncia
(ONP = ONP = 90°) — (AMOP = (LAA,).

ANOP)
8. AMOP=ANOP 6, 7- RMP.
9. (AMOP=ANOP)—H Definicao de congruéncia de
triangulos.
10. . H 8,9 - RMP.

Logo, como H — T e T — H sao validos, segue que H <— T' ¢ também valido
e, portanto, o teorema bicondicional d(P,m) =d(P, B?) <= P ¢ (bissetriz de AOB) ¢

também valido.
22 Demonstracao: Método Informal - MI

(<) Suponhamos, primeiro, que P pertence & bissetriz de AOB (figura 23), e
consideremos M e N, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de P aos
segmentos AO e BO. Os triangulos AMOP e ANOP sdo congruentes, por LAA,, uma
vez que OP ¢ lado comum a eles, MOP = NOP e OMP = ONP = 90°. Da{, PM = PN,
ou seja, d(P,z@) = d(P,B?).

(=) Reciprocamente, consideremos P um ponto no interior do angulo AOB tal
que PM = PN, em que M e N sao os pés das perpendiculares baixadas de P, respectiva-
mente, aos segmentos AO e BO. Assim, os tridngulos AMOP e ANOP sido novamente
congruentes, agora pelo caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos, ja que OP é
lado comum a eles e PM = PN. Segue, entao, que MOP = NOP, e portanto, P pertence
A bissetriz de AOB. O

Exemplo 59. (Triingulos) Suponha que tenha sido demonstrado o teorema a seguir.

Teorema: Se dois lados de um triangulo sdo desiguais, entdo o angulo oposto ao

lado mais longo é maior do que o angulo oposto ao lado mais curto.
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Estabeleca o reciproco desse teorema e demonstre-o por meio das regras de inferén-

c1as.

Demonstracao.
12 Demonstracao: Método Formal - MF
1° Passo: representar o teorema dado na forma “Se..., entao...”.

O reciproco do teorema dado é: “Se, em um triangulo, dois angulos nao sdo con-
gruentes, entdao o lado oposto ao maior angulo é maior do que o lado oposto ao menor

angulo”.
Sem perda de generalidade, podemos considerar: “ABC > ACB — AC > AB".
2° Passo: diagrama do teorema.

Figura 25 — Tridangulo qualquer.

Fonte: Elaborada pelo autor

3° Passo: hipotese do teorema.

H: ABC > ACB.

4° Passo: tese do teorema.

T: AC > AB.

5° Passo: estratégias para desenvolver a demonstracao do teorema.

O reciproco do teorema dado tem a forma H — 7. Consideremos a proposi¢ao

condicional
H—-TVvVPVQ,
tal que
Ty: AC > AB;
Ty: AC = AB;

Ts: AC < AB.
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Como desejamos demonstrar que H — T, basta, entdao, demonstrar as validades
de H >~ 1Ty e H—~1Tj.

6° Passo: demonstragao do teorema.
Caso 1: H —~T5.

Para demonstrar a validade de H —~ T, P, basta demonstrar a validade do argu-

mento H, PF f, em que f é uma proposi¢ao contravalida qualquer (a ser obtida).

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas
1. H Hipdtese.
2. Ty Hipdtese.
3. Ty—»~H Propriedade de um triangulo isésceles.
4. ~H 2, 3 - RMP.
5. . .HA~H 1,4 - RC.

Com base nesse resultado, H, To = HA ~ H concluimos que a proposicao H —~Th
¢ verdadeira, ja que ((HATy) — (HAN~ H)) <= (H —~T3).

Caso 2: H —»~T3.

Para demonstrar a validade de H —~ T3, basta demonstrar a validade do argu-

mento H, T3+ f, em que f é uma proposigao contravalida (a ser obtida).

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas
1. H Hipotese.
2. T3 Hipdtese.
3. Ty —~H Teorema Direto: AC > AB — ABC > ACB.
4. ~H 2, 3 - RMP.
5. . .HA~H 1,4 - RC.

Com base nesse resultado, H, T35+ HA ~ H concluimos que a proposicao H —~Tj
¢ verdadeira, ja que ((HAT3) — (HAN~ H)) <= (H —~ T3).

Agora, pela regra da inferéncia por eliminagao, temos

H—T\VvIyVT;s
H —~T
H —>~1Tj3
.'.H—)Tl

22 Demonstragao: Método Informal - MI
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Queremos provar o seguinte teorema reciproco: “Se, em um tridngulo, dois angulos
nao sao congruentes, entao o lado oposto ao maior angulo é maior que o lado oposto ao

menor angulo”.
Logo, sem perda de generalidade, podemos supor o seguinte:
Hipotese: o angulo ABC seja maior que o angulo ACB.
Tese: Entao o segmento AC é maior que o segmento AB.

Observe que existem apenas trés situacoes para analisar em relacao aos lados de
um tridngulo, isto é, o lado AC' pode ser menor, igual ou maior que o lado AB. Nesse
sentido, se o lado AC' é menor que o lado AB, temos, pelo teorema direto, que ABC
¢ menor que ACB, o que contradiz a hipétese. Agora, se consideramos os lados AC e
AB iguais, temos, pelo teorema do tridngulo isosceles, que ABC ¢ igual a ACB, o que

também contradiz a hipotese. Portanto, o lado AC' é maior que o lado AB. O

Exemplo 60. (Quadrildteros) Os lados opostos de um paralelogramo sao iguais.

Demonstracao.
1* Demonstragao: Método Formal - MF
1° Passo: representar o teorema dado na forma “Se ..., entao....

Podemos reescrever esse teorema na seguinte forma: “Se o quadrilatero ABC'D é
um paralelogramo, entao AB = DC e AD = BC".

Assim, esse teorema tem teses conjuntivas.
2° Passo: diagrama do teorema.

Figura 26 — Quadrilateros - paralelogramo.

Fonte: Elaborada pelo autor

3° Passo: hipotese do teorema.
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H: O quadrilatero ABC'D é um paralelogramo.

4° Passo: teses do teorema.
Ty: AB=DC e
Ty: AD = BC.

5° Passo: estratégias para desenvolver a demonstracao do teorema.

A estrutura desse teorema ¢ a seguinte: H — T7 A'T,. Usando as regras de inferéncias

e as propriedades geométricas, demonstraremos esse teorema.

6° Passo: demonstragdo por meio de regras de inferéncia.

Para demonstrar o teorema H — T7 A'T,, basta demonstrar a validade do argu-

mento H FT1 AT5.

Resumidamente, temos

Afirmacoes
1. H

ro

@

(AB || DC) A (AD || BC)

AC)

H — (AB | DC)A(AD | BO)

8. ((BCA= DAC)A(BAC = DCA) A (AC =

AC)) — AABC = AADC
9. AABC=AADC
10. AABC=AADC - Ty NTy
11. Ty AT

Justificativa

Hipdtese.
Definicao de paralelogramo.
1, 2 - RMP.

Os angulos BC'A e DAC sao al-
ternos internos, assim como os an-

gulos BAC e DCA.

3,4 - RMP.
Identidade.
5, 6 - RC.

Congruéncia de triangulo do tipo
“angulo, lado, angulo - ALA”

7, 8 - RMP.

Defini¢ao de congruéncia.

9,10 - RMP,

Portanto, como o argumento H T1 ATh ¢é valido, segue que o teorema H — T1 ATh

esta demonstrado.

22 Demonstracao: Método Informal - MI

Hipotese: O quadrilatero ABC'D é um paralelogramo.

Tese: AB=DC e Ty: AD = BC.
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Consideremos ABC' D um paralelogramo (lados opostos paralelos).Tracando a dia-
gonal AC', temos que B CA=DAC =8, por serem angulos alternos internos formados por
AC, com lados paralelas AD e BC (Figura 27). Também temos que BAC = DCB = a,
por serem angulos alternos internos formados por AC, com lados paralelos AB e CD.
Entdo AABC = AADC' sio congruentes, por ALA, pois tém AC em comum. Conse-
quentemente, AB=DC e AD = BC. 0

Exemplo 61. (Circulo) Se duas cordas em um circulo sdo desiguais, entdo seus arcos

sao desiguais.

Demonstracao.
12 Demonstracao: Método Formal - MF
1° Passo: representar o teorema dado na forma “Se ..., entao....

Sem perda de generalidade, podemos reescrever esse teorema na seguinte forma:
“Se AB # CD, entdo AOB # COD”.

2° Passo: diagrama do teorema.

Figura 27 — Circulo.

Fonte: Elaborada pelo autor

3° Passo: hipdtese do teorema.

H: AB +# CD.

4° Passo: tese do teorema.

T: AOB # COD.

5° Passo: estratégias para desenvolver a demonstracdo do teorema.

Podemos verificar, por meio de conhecimentos geométricos, que a tese desse teo-

rema pode ser subdividida em:
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Ty: AOB=COD ou
Ty: AOB # COD.

Desse modo, podemos estruturar o teorema dado na seguinte forma: H — 17V T5.
Como desejamos demonstrar que H — T, basta demonstrar que o argumento H —~ T}

é valido, ja que T e Th sao mutuamente excludentes.
6° Passo: demonstragao do teorema.

Para demonstrar que o argumento H —~ T} é valido, basta demonstrar a validade

do argumento H, T F f, em que f é uma proposi¢ao contravalida (a ser obtida).

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas
1. H Hipétese.
Y 5t Hipotese.
3. Th—~H Congruéncia de tridngulo (LAL), ji que (OB = O0),

(OA=0D) e, como, por hipétese, temos AOB = cOD,
segue que AAOB = ACOD e, portanto, AB=CD .
4. ~H 2, 3 - RMP.
S HA~H 1,4 - RC.

ot

Desse modo, como a proposicao (H ATy) — (HA ~ H) é contravélida, segue que o

argumento H =~ Ty é valido.

Portanto, temos, pela regra de inferéncia por eliminacao, que

H—T\Vi,
H—>NT1
SH =T

Portanto, o teorema “Se AB # CD, entdao AOB # COD” esté demonstrado.
22 Demonstracao: Método Informal -MI

Desejamos demonstrar que, se duas cordas em um circulo sao desiguais, entao seus

arcos sao desiguais. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor o seguinte:
Hipétese: AB ¢ diferente de CD
Tese: as medidas dos arcos AOB e COD sao diferentes.

Supondo que os arcos AOB e COD tenham mesma medida, entdo os triangulos
AOB e COD sao congruentes, pelo caso LAL, ja que os lados OA=0B=0C=0D =

raio (Figura 28). Assim, pela defini¢gdo de congruéncia de tridngulos, temos que as cordas

AB e CD tém a mesma medida, o que contradiz a hipotese. Portanto, as medidas dos
arcos AOB e COD sio diferentes. O
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Exemplo 62. (Area de superficie plana) Demonstre, por meio da regra de inferéncia por

casos, que a drea de um paralelogramo € igual ao produto da medida da base pela medida

da altura.

(Veja a figura dada a sequir).

Figura 28 — Area de superficie plana: paralelogramo 1.

i D C D c
1 r
[ Ih
hl !
[ ] :
A W B A B W
+ b + + b +
N y
Fonte: Elaborada pelo autor
Demonstracao.

12 Demonstracao: Método Formal - MF
1° Passo: representar o teorema dado na forma “Se ..., entdo....

Podemos reescrever esse teorema na seguinte forma: “Se ABC'D é um paralelo-

gramo, entao a sua area ¢é igual ao produto da medida da base b pela medida da altura
h.

2° Passo: diagrama do teorema.

Com base no diagrama apresentado no enunciado, tracemos a diagonal BD em
ambos 0s casos.

Figura 29 — Area de superficie plana: paralelogramo 2.

Fonte: Elaborada pelo autor

3° Passo: hipdteses do teorema.
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H: ABCD é um paralelogramo de base b e de altura h.

Hi:ABCD é um paralelogramo de base b e de altura h, interna ao AABD.
Hy:ABC'D é um paralelogramo de base b e de altura h, externa ao AABD.
4° Passo: tese do teorema.

T: a area do paralelogramo ABC'D é igual ao produto da medida da base b pela

medida da altura h, isto é, [ABCD| =0bx h.

5° Passo: estratégias para desenvolver a demonstracao do teorema.

Desejamos demonstrar, por meio da regra de inferéncia por casos, o teorema

H — T. Para isso, ¢ necessario demonstrar, inicialmente, que as seguintes proposicoes

condicionais sao verdadeiras:

Caso 1l: H1 —T.

Caso 2: Hy — T.

6° Passo: demonstragao do teorema.

Demonstraremos o Caso 1, pois a demonstracao do Caso 2 é analoga.
Caso 1: Hi = T.

Para demonstrar o teorema H; — T, basta demonstrar a validade do argumento

HiFT.

W=

AR

10.

11.
12.

Resumidamente, temos

Afirmagoes Justificativas
H, Hipotese.
Hy — ((AB || DC)AN(AD || BC)) Defini¢ao de paralelogramo.
(AB || DC)N(AD || BC) 1, 2 - RMP.

(AB | DC)AN(AD || BC)) — ((AB =
DC)AN(AD = B(C))
(AB=DC)N(AD = BC)
BD = BD

(AB=DC)A(AD = BC)) AN (BD
BD)

((AB=DC)AN(AD = BC)) AN (BD
BD)) — (AABD = ACDB)
NABD =ACDB

ABD] = bxh

[ABCD] = [QABD] +[CDB]

Propriedade de paralelismo.

3,4 - RMP.
Identidade.
5,6 - RC.

Congruéncia de tridngulo (LLL).

8,9 - RMP.
Propriedade geométrica.

Propriedade geométrica.
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13. (AABD = ACDB) A (|[ABD] = Propriedade matematica.

bxh

“%y A ([ABCD] = [ABD] +

bxh bxh

CDB)) — (ABCD] = 222+ 220

14. [ABCD] = X bxh 12, 13 - RMP.
bgh b>%h

15. [ABCD] = 5 + 5 —T Propriedade matemaética.
16. -.T 14, 15 - RMP.
Caso 2: Hy — T.

Demonstracao analoga aquela do Caso 1.

Desse modo, pela regra de inferéncia por casos, temos

H1—>T
Ho —T
SHiNHy =T

Portanto, como H — H{V Hy e Hi AN Hy — T, segue que H — T. ]
22 Demonstragao: Método Informal - MI
Hipotese: O quadrilatero ABC'D é um paralelogramo.

Tese: A area do paralelogramo ABC'D é igual ao produto da medida da base b
pela medida da altura h, isto é, [ABC'D] =b X h.

Consideremos ABC'D um paralelogramo. Assim, pela definigdo de paralelogramo,
temos que (AB || DC) e (AD || BC). Tragando a diagonal AC, temos que AABD =
ACDB, pelo caso de congruéncia LLL (Figura 30). Dessa forma, temos que [ABCD] =
[ABD]+[CDB]. Como [ABD| = [CDB], ja que AABD = ACDB, segue que [ABCD| =
2 x [ABD]. Portanto, como a area de um triangulo é igual & metade do produto da medida

bxh
da base b pela medida da altura h, temos [ABCD] =2 x [ABD] =2 x N yxn O

Em suma, ao comparar os dois modelos de demonstracoes apresentados, pode-
mos observar algumas vantagens, bem como desvantagens, de cada qual deles, as quais

registramos no Quadro 28 a seguir.



99

Quadro 28 — Vantagens e desvantagens dos métodos dedutivo e informal

Método Dedutivo Método Informal

Vantagens - Permite inferir novas informa- | - Uso da linguagem natural (em
¢oes verdadeiras a partir de ver- | nosso caso, a Lingua Portuguesa).
dadeiras informacoes.
- Facilidade para verificagdo de | - Forma da escrita.
cada etapa de uma demonstracao.
- Consisténcia do argumento.

- Forma mecéanica.*

- Prova por computador.*

Desvantagens | - Alto grau de formalidade. - Dificuldades na verificagao de
cada passo de uma demonstracao.
- Pouca literatura para pesquisa | - Falta de solidez do argumento.
- Pouco uso da linguagem mate-
matica.

Fonte: Keedy (1969) (* Grifo nosso)

Em geral, segundo Keedy (1969), o método formal, por causa da sua facilidade na
verificacao de cada etapa de uma demonstracao, bem como a continuidade, é recomendado
para o uso de iniciantes, ou seja, para alunos do Ensino Médio. No entanto, a medida que se
ganha experiéncia e maturidade, o professor pode optar por apresentar uma demonstracao

mais resumida e com menos formalidade, aproximanda daquela do método informal.

Essa transicao — do método dedutivo para o informal — deve ser um dos objetivos
dos professores ao trabalharem com demonstragoes matematicas, especialmente geomé-
tricas, ja que grande parte dos artigos matematicos e livros avancados, com os quais os
alunos do Ensino Médio terdo contato ao ingressarem no Ensino Superior, quase sempre

usam um estilo informal de provas escritas.

Por fim, como visto anteriormente, os estudantes brasileiros possuem grandes di-
ficuldades em formular, empregar e interpretar a Matematica, o que estd intimamente
relacionado as dificuldades em leitura e interpretacao de texto na linguagem natural (no
nosso caso, a Lingua Portuguesa). Nesse sentido, ao invés do uso da linguagem natural
ser vantajosa, passa a ser desvantajosa. Portanto, como relatado anteriormente, por sua
caracteristica mecéanica, o método formal tem mais possibilidades de aprendizado do que

o método informal.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A Geometria, assim como toda a Matematica do Ensino Médio, deve ser organi-
zada de forma que proporcione aos alunos o desenvolvimento do pensamento matematico.
Para isso, é necessario valorizar o raciocinio matematico em todas as suas etapas (for-
mulagao, interpretacdo, solucdo e generalizagao). Nesse sentido, esse trabalho mostrou
que o processo de ensino deve valorizar o uso de elementos logico-dedutivos, de férmulas
e proposi¢coes matematicas, durante todo o processo de demonstragoes de teoremas da

Geometria Plana (ou solugoes de problemas).

A questao central que norteou todo o nosso trabalho foi a importancia da Légica
para o processo de ensino e aprendizagem em Matematica. O nosso objetivo foi mostrar,
por meio de diversas aplicagoes da Logica Matematica em Geometria Plana, a impor-
tancia dos elementos 16gicos dedutivos no Ensino Médio como instrumento facilitador do
processo de ensino e aprendizagem em Matematica, especialmente em Geometria Plana.
Dessa questao central surgiram outras: qual o papel da Logica no processo de ensino e

aprendizagem em Matematica? Como associar a Logica e a Matematica no Ensino Médio?

Analisando o primeiro questionamento sobre o papel da Loégica no processo de
ensino e aprendizagem em Matematica, este trabalho mostrou, por meio, principalmente,
da Secao 2.3, que a Logica devera ser trabalhada de forma paralela ao curriculo tradicional,
isto é, ela tem como objetivo servir de suporte para a aprendizagem, nao somente em

Geometria Plana, mas em toda Matematica.

De modo geral, este trabalho mostrou, principalmente por meio das diversas apli-
cagoes, que a Logica é essencial para o processo de ensino e aprendizagem em Matematica,
especialmente em Geometria Plana, ja que, por meio dessa, o aluno é capaz de utilizar

resultados ja demonstrados anteriormente para demonstrar outros.

O segundo questionamento surgiu a partir da necessidade de apresentar o entrelaga-
mento dos conteuidos da Légica com a Matematica do Ensino Médio. Teoricamente, como
mencionados nos paragrafos acima, a Logica Matematica é mostrada como um instru-
mento facilitador da aprendizagem em Matematica. No entanto, como vincular a Légica
no Ensino Médio de forma produtiva? Nesse sentido, apresentamos diversas aplicagoes da

Légica Matematica em Geometria Plana voltadas para os contetdos do Ensino Médio.

Essas aplicagoes foram desenvolvidas por meio dos métodos formal e informal, de
modo que permitissem ao professor optar, a medida que os contetidos da Geometria Plana
progridam, por apresentar demonstragoes mateméaticas mais resumidas, isto ¢, com menos

formalidade, que se aproximem cada vez mais do modelo informal.



101

Por fim , é importante salientar que o trabalho desenvolvido nesta pesquisa cor-
responde a uma parte muito pequena perante o universo das aplicagoes da Logica em
Matematica. Em outras palavras, por meio dos métodos utilizados no decorrer deste tra-
balho, os professores poderao trabalhar, de maneira analoga, os contetidos de Aritmética

e Algebra, por exemplo.
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