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Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo apresentar alguns problemas combinatoérios
que podem ser solucionados utilizando as Func¢oes Geradoras e, também, mostrar que
este estudo pode contribuir tanto para futuras pesquisas quanto para novas possibili-

dades metodoldgicas para o ensino da Matematica.

Palavras-chave

Fungoes Geradoras. Combinatéria. Ensino da Matemaética.
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Abstract

In this work, our goal is to present some combinatorial problems that can be sol-
ved using the Generating Functions and also to show that this study can contribute
to future research as well as to new methodological possibilities for the teaching of

Mathematics.

Keywords

Generating Functions. Combinatorial, Teaching of Mathematics.
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1 Introducao

Neste trabalho, apresentamos uma introducao a Teoria de Fungoes Geradoras, e,
para isso, utilizamos obras de teéricos como José Plinio de Oliveira Santos, Carl Boyer

e George Andrews.

O principal objetivo centra-se na tentativa de demonstrar as aplicagoes das Fungoes
Geradoras, tanto na Educacao Bésica quanto no ensino superior como uma ferramenta

de pesquisa.

Percorremos o seguinte caminho: primeiramente, contextualizamos o tema e a teoria;
depois, construimos um capitulo sobre Analise Combinatéria e nele estao contidos
conceitos elementares e suas aplicagoes; logo em seguida, tratamos sobre Bindémio de
Newton e suas propriedades; também, um capitulo préprio, referente a funcao ¢ de
Euler; e por fim, realizamos um estudo sobre as fungoes geradoras, o qual consideramos

como principal parte deste trabalho.

Entendemos que esse estudo é relevante, uma vez que pretende mostrar métodos e

ferramentas que auxiliam na resolugao de problemas de contagem.

2 Contextualizacao

Euler foi o primeiro matematico a utilizar as ideias da Analise a problemas de Teoria
dos Numeros. Um deste problema refere-se a solugoes inteiras de equagoes. No caso,
para determinar as solucoes inteiras de uma equacao linear, Euler construiu um método
que se tornou bastante conhecido como Método das Fungoes Geradoras (Generating
Functions), que a propésito é o nosso objeto de estudo. Esse procedimento se mostrou
tao eficiente que levou a criacao de outros métodos, como o Método do Circulo de
Hardy-Littlewood-Ramanujan (Circle Method), cujo desenvolvimento conduziu a um
dos métodos basicos da Teoria Analitica dos Numeros Contemporanea; e o método das
somas trigonométricas de Vinogradov (Method of Trigonometric Sums) que influenciou
na criacao do ramo da Teoria Analitica dos Numeros conhecida como Teoria Aditiva

dos Numeros.
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No que se refere a aplicacao dessa teoria na Educagao Bésica, entende-se que é possi-
vel trabalhé-la apenas de maneira elementar, pois € um contetido da Educacao Superior,
mas que, no entanto, pode subsidiar suficientemente os estudantes do Ensino Médio
no desenvolvimento de habilidades e competéncias a respeito de situagoes-problema de

contagem.

3 Andlise Combinatoéria

Antes de entrarmos no objeto desta pesquisa, é necessario apresentar um conjunto
de conceitos que compoem os resultados esperados. Neste caso, uma série de técnicas
e métodos que permitem resolver problemas de contagem. O Principio Multiplicativo,
Permutagoes, Arranjos e Combinagoes sao introduzidos de forma intuitiva e natural, a
fim de que se perceba o quanto essas ferramentas sao importantes para simplificagao e

resolucao de varios problema.

3.1 Principio Multiplicativo

Definigao 1. Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se, para cada
uma dessas m maneiras possiveis de ocorrer A, um outro evento B pode ocorrer de n
maneiras distintas, entdo o numero de maneiras de ocorrer o evento A sequido de B €

m-n.
Exemplo 1. Um restaurante oferece almoco incluindo prato principal e sobremesa. De
quantas formas distintas um cliente pode fazer seu pedido, se existem quatro opgoes de
prato principal e trés de sobremesa?

Enumeremos os casos possiveis, sendo P = prato principal e S = sobremesa.

(P1S1, P152, P1S3, P251, P252, P2S3, P3S1, P352, P3S3, PAS1, P4S2, PAS3).

Portanto, o cliente pode fazer o pedido de 12 maneiras diferentes.

15



3.1.1 Extensao do Principio Multiplicativo

Se um evento A; pode ocorrer de m; maneiras diferentes, para i = 1,2, 3, ..., n, entao

esses n eventos podem ocorrer em sucessao de mq - msy - - - m,, maneiras diferentes.

Exemplo 2. Em um laboratorio, um professor de Quimica tem disponiveis seis dcidos
diferentes e quatro bases diferentes. Se, em uma aula, o professor prepara trés reagoes
de neutralizagdao (dcido + base — sal + dgua), determine o nimero de aulas necessdrias

para que ele demonstre todas as possiveis reagoes.

Teém-se 6 possibilidades para escolha do tipo de acido e 4 possibilidades para escolha
do tipo de base. Portanto, o conjunto de todas as reacoes de neutralizagao pode ser
obtido por 6 - 4 = 24 reacoes. Mas, como sao realizadas 3 reagoes por aula, entao

serao necessarias 3= 8 aulas para que o professor demonstre todas as reagoes de

neutralizacao possiveis.

Exemplo 3. Uma pequena locadora de filmes tem um acervo de 33 filmes de suspense,
41 de ficcao cientifica, 25 de aventura e 70 de romance. Um cliente pretende locar dois

filmes de géneros diferentes. De quantas maneiras ele pode escolhé-los?

O cliente pode fazer as seguintes escolhas:

e suspense e ficcao cientifica: 33 - 41 = 1353 maneiras;

e suspense e aventura: 33 - 25 = 825 maneiras;

e suspense e romance: 33 - 70 = 2310 maneiras;

e ficcao cientifica e aventura: 41 - 25 = 1025 maneiras;

e ficcao cientifica e romance: 41 - 70 = 2870 maneiras;

e aventura e romance: 25 - 70 = 1750 maneiras.

Como as escolhas feitas pelo cliente s6 podem ocorrer dentre uma das possibilidades

calculadas acima, entao 1353 4 825 4 2310 + 1025 4 2870 + 1750 = 10.133 é o nimero

de maneiras de fazer essas escolhas.
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3.2 Fatorial

Definicao 2. Seja n um nimero natural, definimos o fatorial de n ou n fatorial o

nimero (n!), tal que:
e paran=0:0'=1;
e paran=1:1'=1;
e paran>2:nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1.
Exemplo 4. Simplifique as expressoes:
15!
a) 1—3!;

n!
(n+ 1)1

b)

Podemos desenvolver o fatorial até um ponto conveniente, suficiente para que a
expressao seja simplificada:
15! 15-14- 13!
— = —=210.
%) T3 13!

b) nl n! B n! 1
n+1)! (n+1)-(n+1-1)! (n+1)-n n+l

3.3 Permutacao Simples

Embora muitos problemas de contagem possam ser resolvidos pelo Principio Mul-
tiplicativo, também conhecido como Principio Fundamental da Contagem (PFC), é
possivel utilizar outros resultados como, por exemplo, os calculos de permutagoes, ar-

ranjos e combinagoes. Neste caso, desenvolvemos o problema das permutagoes simples.
De quantos modos podemos ordenar em fila n objetos distintos?

Note que, a escolha do objeto que ocupa a primeira posi¢cao pode ser feita de n
maneiras; ja a segunda posicao, pode ser ocupada de n — 1 modos; a escolha do objeto
que ocupa a terceira posicao pode ser feita de n — 2 maneiras, e assim sucessivamente,
até que a escolha do objeto que ocupa a ultima posicao pode ser feita de 1 modo.

Assim, podemos concluir que o resultado do problema proposto é:

n-(n—1)-(n—2)---2-1=nl

17



Definicao 3. Se temos n elementos distintos, entao o numero de agrupamentos orde-
nados (Permutagao Simples), indicado por P,, que podemos obter com todos esses n

elementos € dado por:
Po=n-n—-1)-(n—=2)---2-1=nl,
com Py =0!=1.
Exemplo 5. Quantos sao os anagramas da palavra SORTE? Quantas comecam com

vogal?

Cada anagrama corresponde a uma ordem de colocacao dessas 5 letras. Portanto,
o nimero de anagramas é:
P; = 5! =120.

Agora, para formar um anagrama comecado por vogal, devemos inicialmente esco-
lher a vogal (2 modos) e, depois, arrumar as quatro letras restantes em seguida a vogal

(P, = 4! = 24 modos). Sendo assim, hé 2 - 4! = 48 anagramas comegados por vogal.

3.4 Arranjos Simples

Dado um conjunto com n elementos distintos, com n > 1, chama-se arranjo dos
elementos, tomados p a p, com p natural e p < n, todos os grupos de p elementos dis-
tintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza, escolhidos entre os n existentes.
Notagao AP.

Vamos apresentar uma expressao matematica que caracterize AP, partindo do Prin-

cipio Fundamental da Contagem.

Para n = p, temos A = P, = nl, ja estudado. Para n > p, temos n elementos

distintos e vamos arranja-los em grupos ordenados de p elementos distintos.

e O primeiro elemento pode ser escolhido de n maneiras.

e O segundo elemento pode ser escolhido de (n — 1) formas distintas, pois ja foi

feita a escolha anterior e nao hé elementos repetidos.

18



e Para o terceiro elemento, temos (n — 2) possibilidades de escolha, pois nao ha

repeticao.

e Assim, para escolher o p-ésimo elemento, a partir das (p — 1) escolhas, teremos

n—(p—1)=n—p+1opgoes. Usando o PFC":

A =n-n—1)-(n—2)---(n—p+1).
|

Multiplicando esse ntimero por u, obtemos:
(n—p)!
AP = n-(n—l)-(n—2)---(n—p+1)-M
(n—p)!
_onn—=1)(n—-2)---(n—p+1)(n—p)!
(n —p)!
n!
- (n—p)!
n!
Portanto, A? = ————
(n—p)!

Exemplo 6. Considerando os digitos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, quantos niumeros de trés alga-
rismos distintos podem ser formados?

A = 6 _¢6

67 (6-3) 3

Exemplo 7. A senha de acesso a uma rede de computadores € formada por uma

=6-5-4=120.

sequéncia de duas letras distintas sequida de trés algarismos distintos. Quantas senhas

apresentam simultaneamente apenas vogais e algarismos maiores que 5¢ Considere as
26 letras do alfabeto.

Para sequéncia de letras, temos duas posicoes a serem preenchidas apenas com
vogais distintas, entao:

5! 5!
(5-2) 3l

Az = 5-4 = 20.

Agora, para sequéncia de nimeros, temos 3 posicoes a serem preenchidas apenas
com algarismos maiores que 5, logo:
4! 4!

A3: = — =
YT 4-3) 1

24.
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Como a senha é formada simultaneamente apenas por vogais e algarismos maiores

que 5, entao:
AZ - A3 =20 - 24 = 480 senhas.

Exemplo 8. Encontre o nimero de inteiros positivos que podem ser formados com 0s

digitos 1, 2, 3 e 4, sendo que nao hd repeticao de digitos num mesmo nimero.

Numeros de 1 algarismo: Ha uma posicao a ser preenchida. Como temos 4 digitos,

entao sao 4 maneiras.

Numeros de 2 algarismos: Ha duas posigoes para serem preenchidas. Entao, temos

4 digitos para preencher duas posigoes, isto ¢, A2 = 12 maneiras.

Numeros de 3 algarismos: Ha trés posicoes para serem preenchidas. Dessa forma,

temos 4 digitos para preencher 3 posigoes, isto ¢, A3 = 24 maneiras.

Numeros de 4 algarismos: H& quatro posigoes para serem preenchidas. Logo, temos

4 digitos para preencher 4 posigoes, isto ¢, A} = 24 maneiras.

Portanto, h& 4 + 12 4 24 + 24 = 64 nimeros, segundo as condigoes do problema.

3.5 Combinagoes Simples

Combinagoes simples de n elementos tomados p a p, em que n > 1 e p natural tal
que (p < n), s@o os subconjuntos com exatamente p elementos que se podem formar

com os n elementos dados. Indica-se por C? = (Z)

Note que, como se trata de subconjuntos de um conjunto, a ordem dos elementos
é irrelevante, isto é, so6 consideramos agrupamentos distintos (que diferem entre si)

apenas pela natureza dos elementos.

Segundo lezzi (2004, p.278), podemos calcular combinages simples de n elementos
tomados p a p, fazendo uma escolha de determinados objetos, considerando para cada
uma a permutacao desses objetos, ou seja, obtemos uma férmula para combinacao

simples por meio da divisao do arranjo simples pela permutagao.
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| |
cr = () = Ar ol 1 n!

n p

P (n=p)'p pln—p)

Exemplo 9. De quantas maneiras um técnico pode escolher seu time de futebol de

saldo, composto por 5 jogadores, tendo 12 atletas a sua disposi¢do?

Sao b jogadores a serem escolhidos dentre os 12. Como a ordem nao importa, entao:

12! 12 12-11-10-9-8-7!

5I(12—5) 57 517! = 792 times.

5 __
C’12_

Exemplo 10. Dados 10 pontos num mesmo plano, 6 deles pertencem a reta r, 4
pertencem a reta s, sabendo que a reta r € paralela a reta s, determine o numero de

tridngulos que podemos formar com vértices nesses pontos.

Um triangulo fica determinado quando temos:
(a) Um ponto em r e dois pontos em s;

(b) Um ponto em s e dois pontos em 7.

Calculemos essas duas possibilidades e somemos:

(a) Temos 4 pontos em s e precisamos de 2, logo:

o A
47 9191

6.
Como em r h& 6 pontos e podemos considerar qualquer um deles, temos:
6-C? =6-6 = 36 possibilidades.

(b) De maneira analoga, temos 6 pontos em r e precisamos de 2, entdo:

6!

2 _
06_2!4!_

15.

Como em s ha 4 pontos e podemos considerar qualquer um deles, temos:

4-C2 =4-15= 60 possibilidades.
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Juntando as possibilidades, temos:

6-C%244-C2% =36+ 60=96.

Logo, sao determinados 96 triangulos com esses 10 pontos.

3.6 Combinacoes com Repeticao

Quantas sao as solugoes inteiras nao-negativas da equacao 1 + xo + -+ + x, = p?

A solucao para este problema é representada por C'RE, que é o nimero de combi-

nacoes com repeticao dos n objetos tomados p a p.

Para determinar o valor de C'RP, vamos representar cada solucao da equagao por
uma fila de sinais — e |. Por exemplo, para a equacao = + y + z = 7, as solugdes
(1,1,5) e (0,0,7) podem ser representadas por —| — | — — — ——e || - — — — — —— ,
respectivamente. Observe que as barras sao utilizadas para separar as icognitas e a

quantidade de sinais — indica o valor de cada icognita.

Portanto, para a equacao x; + 2 + ... + x,, = p, cada solucao é representada por
n — 1 barras e p sinais —. Sendo assim, basta escolher dentre os p +n — 1 lugares da
fila os p lugares onde sao colocados os sinais —, o que pode ser feito de C;’ n1 = CRE

modos.

Exemplo 11. De quantos modos podemos distribuir 10 balas idénticas para trés cri-

ancas?

Este nimero é o niimero de solugoes em inteiros nao-negativos da equagao
r1 + x9 + x3 = 10, em que xz; denota o ntimero de balas para cada crianca i, para
1=1,2,3. Logo,

CR3 = Ciy,5_, = C13 = 66 modos.

Exemplo 12. Quantas sao as solugoes em inteiros positivos de v +y+w + z < 67

22



Para resolvermos a inequacao x + y + w + 2z < 6, devemos contar o ntumero de

solucoes em inteiros positivos para as seguintes equacgoes:
r+yt+wt+z=1
r+yt+wtz=2
rT+y+w+z=3;
r+y+w+z=4;

rT+Yy+w+z=05.

Como C} = C? = C3 = 0, o nmero de solugoes em inteiros positivos para cada
uma das trés primeiras equagoes é zero. Agora, para as duas ultimas, temos, respec-
tivamente, C5 = 1 e C3 = 4 e C3 = 10. Portanto, o ntimero procurado ¢ a soma dos
resultados encontrados acima 0 + 1 +4 4 10 = 15.

Exemplo 13. De quantos modos podemos distribuir 8 livros iguais em trés caixas

diferentes, sabendo que cada uma recebe pelo menos 1 livro?

Resolver este problema é equivalente a encontrar o nimero de solugoes inteiras nao-
negativas de x +y+ 2z = 8. Porém como cada caixa recebe pelo menos 1 livro, facamos

a seguinte mudanca de varavel:
r=a+1l,y=b+1,z=c+1.
Assim, obtemos a seguinte equagao:

a+14+b+14+c+1=8<a+b+c=>5.
Esta mudanca nos diz que, cada solu¢ao em inteiros nao-negativos da equacao
x4+ y + z = 8, corresponde a Unica solugao em inteiros positivos para a equagao

a + b+ c = 5. Portanto, essa mudanca de variaveis garante que z > 1,y > 1le z > 1

(como queriamos). Entdo,

CR} = C?, 4, = C? = 21 modos.
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3.7 Permutacoes com Repeticao

No item anterior, vimos uma proposta de resolucao para o problema: Quantas sdao

as solugoes inteiras nao-negativas da equacio r1+ To + -+ +x, =p?

Agora, apresentaremos uma outra resolucao, porém do ponto de vista da Permutacao
com repeti¢ao. Sendo assim, voltemos na representagao de filas de sinais — e |. Note
que, o namero de solucoes inteiras nao-negativas para equacao acima pode ser exibida
por (n — 1) barras e p sinais —.

- .= ||||

N————

b vezes  (p—1)vezes

Logo, temos uma permutagao de (p +n — 1) elementos, com p elementos iguais a

— e (n — 1) elementos iguais a |. Assim, basta calcularmos a permutagao de todos os

(p +n — 1) sinais, mas como as permutagoes entre as (n — 1) barras e p sinais — nao

produzirdo novos anagramas, precisamos dividir pela permutagao das (n — 1) barras e
p sinais —, o que pode ser feito de

(p+n—1)!

pln— 1)1 = Cornr - G = PR(p+n —1;p,n — 1) modos.

p+n—1—p

Consideremos, agora, o caso em que dentre os n elementos de uma permutagao
simples, existem n; iguais a ai, nsy iguais a asg, --- , n, iguais a a,..
ala/l'.'a1a2a/2'.'a2'.'a71a7‘".a/r

-~ -~ -~
nijvezes navezes NrvVEZES

Estendendo a ideia do caso anterior, precisamos escolher n; lugares para colocagao
dos a)s. Dos n — ny lugares restantes, escolher ny para colocagao dos ajs e assim por

diante, obtendo

n! (n—mny)!
ni ., n2 . n3 o e Ty f— .
Ca' - CnZny - Cns oy Oy o,y nil(n —ny)! nol(n —ng —ny)!
(n —mny —ng)! (n—mny—---—n,_q)! n!
nsl(n —ny —ng —n3)!  nln—ny—---—n) nglngng!--on,!’
Denotamos este ntimero por PR(n;ny,ng,ns, -+ ,n,.). Note que,

n1+n2+n3+---+m=n.
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Exemplo 14. Quantas sao as solugoes inteiras nao-negativas da equagao

r+y+tw+z="77

Podemos usar a representagao de filas de sinais — e |. No caso,

S
representa a solugao (1, 1, 2, 3).

Portanto, trata-se de uma permutacao de 10 elementos com repeticao de 7 sinais —

e 3 barras idénticas.

10!
PR(10;3,7) = 37 120 solugoes.

Exemplo 15. Quantos sao os anagramas da palavra BATATA?

O numero de anagramas da palavra BATATA é dada por:

6
PR(6;2,3) = ST 60 anagramas.
3.8 Arranjos com Repeticao

Ja vimos que no Arranjo Simples de n elementos tomados p a p, com n > 1, pode

ser obtido por
A =n-(n—1)-(n—2)---(n—p+1).
Este ntimero fornece todas as possiveis maneiras de se escolher, de um grupo de n

elementos distintos, todos os grupos de p elementos distintos, que diferem entre si pela

ordem.

Se forem concedidas repeticoes, o Principio Multiplicativo nos da o ntmero total
de maneiras de se escolher, levando-se em consideracao a ordem, p de n elementos,

distintos ou nao, é igual a

Uma vez que o primeiro elemento deve ser retirado de m maneiras, o segundo também

de m maneiras, e assim sucessivamente, até que o p-ésimo seja escolhido.
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Exemplo 16. Uma prova de 10 questoes do tipo "Verdadeiro ou Falso”. De quantas

maneiras um aluno pode responder essa prova aleatoriamente?

Observe que para cada questao, ha duas possibilidades de resposta. Verdadeiro ou

Falso, logo:

AR3, = 2'0 = 1024 maneiras.

3.9 Permutacoes Ciclicas

O nimero de maneiras de se ordenar n objetos distintos em torno de um circulo é
denominado Permutagoes Ciclicas, ou Permutagoes Circulares, denotado por (PC),.

Consideremos 4 objetos A, B, C', D, inseridos em torno de um circulo.

B
) [ ) \J_/
Figura 1: Permutagoes Ciclicas de 4 Objetos.

A primeira vista, parece que para formar um circulo com 4 pontos basta escolher
uma ordem para elas, o que poderia ser feito de 4! = 24 modos, mas observe que os
circulos BADC e CBAD sao idénticos, pois o que importa é a posigao relativa dos
pontos entre si. Assim, como cada circulo pode ser "virado"de quatro maneiras, a

contagem de 24 circulos contou cada circulo 4 vezes, e a resposta é i 6.

Generalizando, o nimero de Permutagoes Ciclicas de n objetos é dada por
|
(PC), = = = (n— 1)\,
n

Exemplo 17. De quantas maneiras podemos formar uma mesa de canastra com 6

jogadores?
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Basta considerarmos as Permutacoes Ciclicas de 6, isto é,

(PC)g = (6 — 1)! = 5! = 120.

Exemplo 18. De quantas maneiras podemos formar uma roda de ciranda com 5 me-

ninos e 5 meninas de modo que pessoas de mesmo sexo nao figuem juntas?

Como se trata de um problemas de Permutagoes Ciclicas, note que existem (PC)s.

3.10 Particoes de um Inteiro

Nesta secao, trabalharemos apenas com a noc¢ao intuitiva de particoes de um inteiro,
com intuito de mostrar que alguns problemas de Analise Combinatoria, especialmente
problemas que envolvem a distribuicao de objetos idénticos em compartimentos idén-
ticos, podem ser tratados de maneira elementar. Esse assunto sera abordado de forma

mais aprofundada no Capitulo 5.
Vejamos o seguinte problema:

De quantos modos distintos podemos colocar cinco bolas idénticas em trés caixas

idénticas, de modo que nenhuma fique vazia?

Até agora, realizamos o estudo de problemas de distribuicao de objetos idénticos
em caixas distintas, tanto que fizemos a relagao desse tipo de problema com a solugao
inteira de equacoes lineares com coeficientes unitarios do tipo x1 + 2o + -+ + x, = m,

porém aqui temos algumas restricoes nas variaveis z;’s.

Portanto, a fim de facilitar a resolucao apresentaremos um método, a principio mais

simples, na resolugao do problema acima. No caso, faremos uma partigao em inteiros
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do nimero 5, isto é, vamos escrevé-lo como

5
441
3+2
3+1+1
2+2+1
24+1+1+1
I1+1+1+1+1

Como queremos a distribuicao em trés caixas, entao temos apenas duas solugoes:
{3,1,1} e {2,2,1}.

A tabela abaixo ilustra as particoes de 3, 4 e 6.

6
o+1
442
4 4+1+1
3 3+1 3+3
2+1 2+2 3+2+1
1+14+41 24141 3+1+1+1
I+1+1+1 2+2+2
2+2+1+1

2+1+1+1+1

I1+1+14+1+1+1

Talvez pareca bem simples, mas com nimeros maiores, percebemos que o nimero
de partigoes aumenta consideravelmente, por exemplo, o nimero de particoes de 20
é 627 e de 200 temos 3.972.999.029.388 particoes. Existe uma féormula exata para o
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calculo do nimero de parti¢goes, desenvolvida pelos mateméticos S. Ramanujan, G. H.
Hardy e H. Rademacher. Posteriormente, faremos uma analise minuciosa a respeito

das partigoes de um inteiro.

4 Bindtmio de Newton

4.1 Coeficiente Binomial

Definicao 4. Dados dois nimeros naturais, n e p, com 0 < p < n, definimos o

coeficiente binomial de numerador n e classe p, todo nimero dado pela expressao:

n n!
- _cr
(p) p!(n —p)! "

4.1.1 Propriedades:

e Binomiais Complementares

Demonstracao.

e Relagao de Stifel
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Demonstracao.

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
Qﬁ4)+( p) B @—1mm—1%wp—ww+mm—1—M!
(n—1)! (n—1)!

(p—Din—p)  pin—1-p)

Exemplo 19. Se (170) = (la?), determine o valor de x.
Sabemos que a igualdade acontece nestas situagoes:

e =17

e /+r=102=3

Exemplo 20. Calcule o valor da expressao:

9 n 9
5 6/
Pela Relagao de Stifel, temos:

9 9 10
(- ()= ()=
4.2 Desenvolvimento do Binémio de Newton

A soma de dois termos distintos ¢ denominada Binomio, isto ¢, a expressao (a+0b) é
uma representacao algébrica do Binomio. Portanto, faremos o estudo dos coeficientes

das expansoes de poténcias de (a +b), ou seja, (a + b)".
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Assim, sendo n um ntmero natural, temos:
en=0=(a+0)"=1

en=1=(a+b)l=a+b

en=2= (a+b?>=(a+b)(a+b)=a*+2ab+1?

e n=3= (a+b)?=(a+0b)*a+b)=a®+ 3a%b+ 3ab® + b3

Para valores de n maiores que 3, continuaremos o desenvolvimento acima e aplicando

as propriedades de poténcia, a fim de desenvolver o Binémio de Newton. De modo geral,

(a+0)"=(a+0b)(a+b)"!

Essa técnica nos conduz a calculos bastante trabalhosos, sendo assim, para obter a

formula que da o desenvolvimento de (a + b)", basta multiplicar

(a+b).(a+0b)---(a+D)

Note que, o termo genérico do produto é obtido pela poténcia p da segunda parcela,
com p =0,1,2,3,...,n, juntamente com a poténcia n — p da primeira parcela. Logo, o

termo genérico do produto ¢ CPa"Pb? e
(a+Db)" =Cha"t® + Cha'b' + C2a" 0" + -+ + Crab" = > Cha" V.
p=0

Observe também que o desenvolvimento binomial permanece valido para expansao

(a—0b)".

(a—b)" = la+ (=b)]" = C%"(—b)° + Cla" ' (=b)" + C2a"*(=b)* + - - -+ C"a’(—b)".
Cada um dos termos acima contém poténcias do tipo:

b*,  se k for par

(b =

—b*, se k for fmpar.

Dessa forma, os sinais dos termos do desenvolvimento (a + b)" se alternam, a partir

do 1° termo, que é positivo.
(a=B)" = [a+ (=B)]" = O™ (3)° = Cha™(0)! + C2a" 2(B)2 — -+ + Cra(—b)"
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Agora, sera apresentada uma demonstracao, por Inducao Finita, do desenvolvimento

do Binémio de Newton, com o intuito de validar as conjecturas feitas acima.
Portanto, para n = 1, temos:
(a+0)'=CY a0 0+ Cf -a'! - b = a+b. Verificado.
E necessario que demonstremos P(k) = P(k + 1)

Por hipotese (P(k)), temos:

k
(a+0)* => Cla* PP,

p=0

Multiplicando ambos os lados da igualdade por (a + b), obtemos:

k
(a+b)-(a+b)f = (a+b)- > Cla" v
p=0
k k
(a+0b)ftt = Z CPar -7y 4 Z CPah—rpptt

p=0 p=0

k k
(a+b)F* = aM 4" Pt 4 o Ly O e

p=1 p=1

Agora, colocando o termo a*~P*1bP em evidéncia:

k
(a+b)F ! =a" T LN C[Cr 4+ CpY b
p=1

Aplicando a Relacao de Stifel:

k
(CL + b)k+1 _ akJrl + bk+1 + Z C];:J+1 . ak*erlbp’

p=1
logo:
k+1
(a 4 b)k+1 — Z C]€+1 . akfp+1bp.
p=0

CQD.
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n
Assim, fica demonstrado que (a + b)" = > CPa" PbP. De maneira analoga, é feita
p=0
a demonstragao para (a — b)".

Exemplo 21. Efetue a expansio do binémio (z + 1)°.

(z+1)° = Cl%1° + Csa5 11 + C32% 212 + - - - + CF2°1°
(x+1)° = 2°+62° + 152" + 202" + 152 + 62 + 1.

4.3 Termo Geral do Bin6mio de Newton

Na expansao do Binémio de Newton, vimos que:

(a+b)" = Co™ + CLam b + C2a" 202 4+ + CPa™ "W + - -« + Cra'h".
—_—— Y Y ———r S——

T1 T T Tpi1 Tt

Sendo assim, o termo geral do bindémio é dado por: T,.; = CPa" Pb’. Note que, o
desenvolvimento tem (n + 1) termos (DANTE, 2000, p. 362).

Exemplo 22. Encontre o quarto termo no desenvolvimento do binémio (a — 2)7.

Usando a féormula acima, obtemos:
Tz = —C3a"32% = -35.a* - 8 = —280a".

8
Exemplo 23. Calcule o termo independente de x no desenvolvimento de (:U + —) )
x

1 P
Tp1 = ngs—p (‘)

Z

O termo independente de z é o de z°, isto é, quando 8 —p =p < p = 4.

Logo, o termo independente de z é:

T4+1 = C§
8!
T
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4.4 Triangulo de Pascal

No inicio deste topico, fizemos o listamento da expansao do bindémio (a + b)™ para

alguns valores de n. Assim,
(a+0)°=1
(a+b)}=a+1b
(a+0b)*=a*+2ab+1?
(a+b)* = a®+ 3a*b + 3ab® + 1*
(a+0b)* = a* + 4a®b + 6a%* + 4ab® + b*
(a+b)° = da® + 5a*d + 10a®b? 4+ 10ab* + 5adb* + b°
(a+b)® = a® + 6a°b + 15a*b? + 20a®b® + 15a%b* + 6ab® + b°
(a+0)"=a" + 7a% + 21a°0? + 35a*b> + 35a3b* + 21a?0° + Tab® + b".

Os coeficientes das expansoes acima serao reorganizados formando um triangulo, ou

seja, o Triangulo de Pascal.

11
121
1331
14641
15101051
161520 1561

1721332171
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Observe que a soma dos elementos da n-ésima linha do Triangulo de Pascal é dada

pelo seguinte somatorio:

CP=C'+Cr+C2 4. 4 Cr=2".

5 Funcao Phi de Euler

Até o momento, fizemos apenas uma fundamentacgao teérica a respeito de problemas
combinatorios, partindo de conceitos aplicados a Educagao Bésica, porém apresentare-
mos um conteido que também nos fornece resultados quanto a problemas de contagens,
mas aplicado a educacgao superior, neste caso, trata-se da funcao totiente de Euler, tam-

bém conhecida como funcao ¢ de Euler, que se refere a distribuicao de ntimeros primos.

Definicao 5. A funcao ¢ : N — N, que relaciona cada nimero natural m com a

quantidade de nimeros primos com m, entre 0 e m — 1, é chamada de funcao ¢ de
FEuler.

Exemplo 24. Determine o valor de ¢(12) e de ¢(7).

De acordo com a definicao acima, devemos encontrar a quantidade de nimeros

relativamente primos com 12, no intervalo [0, 11]. Neste caso, tais ntimeros sdo:

{1,5,7,11}

portanto, o valor de ¢(12) = 4.

Agora, para ¢(7), temos que no intervalo [0, 6], existem 6 ntimeros primos com 7,
logo:
¢(7) = 6.

Na verdade, é facil ver que se p é primo, entao:

o(p) =p— 1.
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Note que, trata-se de um problema de contagem e, neste exemplo, ficou facil encon-
trar o valor numérico da funcao ¢, porém quando m assumir um valor muito grande,
tal calculo nao é tao trivial. Assim, apresentaremos dois lemas e um teorema a fim de

nos auxiliar na demonstracao do calculo de ¢(m).

1
Lema 1. Se p € primo e k natural, entdo ¢(p*) = p* (1 — —).
p

Demonstragao. Observe que de 1 até p¥, temos p* niimeros naturais. No caso, temos
que descartar, desses, os ntimeros que nao sao primos com p¥, isto ¢, todos os miltiplos

de p, que sao p,2p,3p, -- -, p*~'p*, dessa forma, devemos excluir p*~?

P(p*) = pF — pFt & 9(p*) = p* (1 - %) O

numeros. Logo,

Lema 2. Sejam m,l € N tais que (m,l) =1 er € L. Entao {r,r+1,r+2l,--- ,r(m—

1)} é um sistema de restos completo médulo m.

Demonstragao. Neste caso, temos que mostrar que todos os restos na divisao por m
pertencem ao conjunto {r,r +,r +2l,--- ;r + (m — 1)} e como nesse conjunto ha
exatamente m elementos, entao temos que provar que nao existem termos distintos,
pertencentes a tal conjunto, com o mesmo resto moédulo m. Sendo assim, faremos a

demonstracao é feita por absurdo.

Suponha que existam 7,7 < m — 1,7 # j tais que

r+il=(r+j) modm=1i—j)=0 modm,

como (m,l) =1, entao

(t—7)=0 mod m.

Absurdo! Pois, como i,j < m — 1 e i # j, entao a diferenga (i — j) € [1,m — 1], logo

nao pode ser divisivel por m. O
Teorema 1. Sejam m,l € N tais que (m,l) = 1, entao ¢p(ml) = ¢(m)o(l).

Demonstracao. Perceba que para m = 1 ou [l = 1 o resultado é trivial. Assim, vamos
supor que m > 1 e [ > 1. Considere também, a seguinte tabela formada pelos niimeros

naturais de 1 a m - [:
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I+1 42 47 2l

(m—l+1 (m-D)l+2 -+ (m—-Dl+r -+ m-I

Cada coluna dessa tabela é um sistema de restos completo moédulo m, pelo Lema
2, e também possui o mesmo resto modulo [. Portanto, para calcular ¢(m - ) devemos

encontrar os inteiros na tabela acima que sao simultaneamente primos com m e [.

Note que, se o primeiro elemento de uma coluna nao for primo com [, entao todos
os elementos dessa coluna nao sao primos com [. Assim, os elementos primos com [
estdo impreterivelmente nas colunas restantes que sao exatamente ¢(l) ntimeros, cujos
elementos sao primos com [. Agora, vamos determinar quais sao os elementos primos

com m em cada uma dessas colunas.
Como, por hipotese, m e [ sao primos entre si, a sequéncia
rl4r  (m—=1)1+r.
Portanto, o niimero de elementos primos com m e [, simultaneamente, é dado por
¢(ml) = p(m) - ¢(1).
(HEFEZ, 2014, p. 231). O

Agora, temos condi¢oes de encontrar a féormula que nos permite calcular o valor

numérico da funcao ¢ de Euler para qualquer caso.

Teorema 2. Se m = pi"* - p3?---pO, entdo o valor de ¢p(m) € dado por:
1 1 1

wmon (-2) (-2 (-2

b1 D2 Dr

em que pi,Pa, - ,Pr, S0 08 divisores primos de m.

Demonstracao. Pelo Teorema 1, podemos escrever:

¢(m) = o (pr" - p5" - pf") = o (01") - & (15%) -~ & (77)
e pelo Lema 1, temos:
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o(m) = ¢ (1")- ¢ (3°) - o (P)

1 1 1

(D) (D) (1)

b1 P2 Dr

o 1 1 1
S (100) (1) (00

y4 b2 DPr

como m = pi* - py* - - - P&, entao:

om=m-(1- 1) (1= 1) (1= 1),

Exemplo 25. Quantos sao os niumeros menores que 3500 primos com ele?

Primeiro, vamos decompor 3500 em fatores primos.
3500 = 2% - 5% . 7.

Agora, aplicando o calculo de ¢(m), para m = 3500 = 22 - 53 - 7, temos:

$(3500) = 3500 - (1 - %) : (1 - %) : (1 - %) = 1200.

Logo, existem 1200 niimeros inteiros menores que 3500 primos com ele.

6 Funcoes Geradoras

Quanto mais um problema de contagem impoe restri¢oes, mais complexa se torna a
sua resolugdo. Uma das ferramentas da Analise Combinatoria que facilita a resolugao
desses problemas é a Funcao Geradora. Este método é bastante eficiente na resolugao
de problemas que envolvem equacoes lineares do tipo x1 +xs+ ... +x; = r, em nimeros

inteiros nao-negativos.

Vimos anteriormente técnicas que nos permitem encontrar as solugoes inteiras nao-

negativas da equagao acima, porém nao havia nenhuma restrigao nas variaveis x;’s.

Levemos em consideragao o seguinte problema:
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Quantas sao as solugoes inteiras da equacao x; + x9 + x3 = 10, sabendo que as
variaveis x; e xs pertencem ao conjunto {2,3,4}, e a variavel z3 pertence ao conjunto

{2,3,5}7

Solucao: Note que, nesse problema hé restricoes nas variaveis x;’s, portanto nao
podemos empregar as técnicas estudadas nos topicos 6 e 7. Assim, para resolvermos
tal situacao, vamos associar cada variavel x; a um polinémio p;, cujos expoentes repre-

sentam as possibilidades de valores que cada varidvel pode assumir.
2 3 4
p(z) =2 +2° + 2°,

po(z) = 22 + 2% + 2t

p3(r) = 2° + 2° + 2°.

Como estamos procurando nimeros cuja soma seja 10 e que estejam, cada um, num
conjunto cujos elementos sao os expoentes dos polindbmios acima, entao consideremos

o produto destes 3 polinémios:

f@) = pi(2) - pa(z) - p3()
= (2 + 23+ 2% (2 + 23+ 2b)

= 204327 + 528 4+ 629 + 5210 + 41 4 2212 + 213,

A solucao, neste caso, serd o coeficiente de z'° na expansao do produto dos polino-
mios, logo a equagao x; + xo + x3 = 10 possui H solugoes inteiras com as restrigoes
dadas. Por exemplo, um termo como x2x3z° nos fornece a solucdo z; = 2, x5 = 3 e
x3 = b, isto é, o que verificamos aqui é que cada solugao deste problema corresponde a

0

exatamente uma maneira de se obter z'° na expansao dos produto dos polinémios em

questao.
Observe também que, o polinémio encontrado f(z) gera o nimero de solugoes para
todas as equagoes x1 + 2 +x3 = r, parar € {6,7,8,9,10,11,12, 13}, com as restri¢oes

dadas as variaveis z;’s.

Dizemos que o polindmio f(x) é a fungao geradora que nos fornece as solugoes desse

problema de contagem através de seus coeficientes, 1,3,5,6,5,4,2, 1.
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Antes de apresentarmos a definicao de fungoes geradoras, precisamos enunciar o

conceito de séries de poténcias.

Definicao 6. Uma série de poténcias € uma série que depende de um pardmetro x, da

sequinte forma:

S(x) = Z an(x — z0)".

n=0
Definicao 7. Se a,, para r = 0,1,2,..., € o numero de solucoes de um problema de

combinatoria, a funcao geradora ordindria para esse problema € a série de poténcias
oo
— no__ 2 3
f(z) = g apx" = ag + a1T + ayx” + asx® + ...
n=0

para xo = 0.

Como o nimero de maneiras de escolhermos r objetos de um conjunto de n objetos

distintos, r < n, é (:f), a funcao geradora ordinaria para este problema é:

= (0) 4 ()ar (5)er s (D)o (1)

que pode ser reescrita como:
flx) = (1+a)"
(SANTOS, 2007, p. 152).

Exemplo 26. De quantas maneiras podemos escolher 5 pessoas de um grupo de 8

pessoas?

Trata-se de um problema simples de combinatoéria, pois podemos utilizar uma com-

8\ s 8
(5) =0 = 51(8 —5)! o0

Porém, pode-se resolver esse problema usando como ferramenta a fungao geradora,

binagao simples

vejamos.

Tomemos (14 x) como o polinémio que representa a presenga de uma pessoa e com

o desenvolvimento e (1 + x)® temos:
f(z) = (1+2)® =1+ 8z + 2822 + 562 + 702 + 562° + 282° + 87 + 2.
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Portanto, pela definicao de funcao geradora, o coeficiente de 2° é a solucao desse

problema, que no caso é 56.

Exemplo 27. Determine a func¢do geradora ordindria tal que o coeficiente a, de x" €

o numero de solugoes inteiras positivas de:

Ty + a9+ 23 =71, em que r € {12,13,14,15,16,17,18}
3<x; <5, parai=1,2

A solucao de a, neste caso é o coeficiente de " na expansao do produto, conforme

vimos na introducao desse topico:
(23 + 2 + 2)2(2° + 27 + 28) = 212 + 322% 4 62 + 625 + 5218 + 2217 + 18,

Logo, essa série de poténcias é a fungao geradora ordinéria para a questao apre-
sentada e a sequéncia formada pelos seus coeficientes, 1,3,6,6,5,2,1, nos fornece o

numero de solugoes para esse problema de combinatoria.

Os exemplos acima nos permitem utilizar as fungoes geradoras como ferramenta
para problemas de contagem na Educacao Basica, mas agora vamos além, pois essas
fungoes também nos auxiliam enquanto instrumento de pesquisa, portanto faremos
a introducao de conceitos considerando que ja se tenha o conhecimento de algumas

expansoes em série de algumas fungoes.

6.1 Calculo de Coeficientes das Fungoes Geradoras

Partindo da definicao de funcao geradora ordinaria, apresentada anteriormente, para

a sequéncia a, =1ler=20,1,2,3,---, temos
f@)=14+az+2>+2°+---, (1)

como sua funcao geradora, porém estamos interessados apenas no calculo dos coefici-
entes destas func¢oes e nao nos valores numéricos da variavel z, sendo assim, sempre

que |z| < 1, sabemos que




No contexto das Fungdes Geradoras quando consideramos a expressao (1), estamos
interessados apenas nos seus coeficientes, isto é, nao ha pretensao de atribuir valores
numeéricos a variavel z, assim, vamos operar tais séries sem nenhuma preocupacao com

a convergencia.
Exemplo 28. Encontre a fun¢ao geradora para sequéncia (a,) = (1,1,2,1,1,--+).
Solucao: Pela definicao, a série de poténcias procurada é dada por:
f@)y=1+z+2%+2> +2* +---.

as quando se pede a funcao geradora, estamos interessados em um expressao mais

simples, entao fagamos a seguinte manipulagao:

flx) = 1+ax+22+22+23+2"+---

= 2+ (1l+z+a*+28+at+--)

1
_ 2
= :E—I—(l_m).

Chamamos esse formato para funcao geradora ordinaria de forma fechada.

Exemplo 29. Encontre a sequéncia gerada pela fungao geradora ordindria

1
f(a:)zl =144+ +23+--
-

Substituindo x por 3z nesta tltima expressao, temos:

=1+ (3z)+ (32)* + (3z)* + - -

1—3z

Agora, basta multiplicar a expressao acima por a2

=22 1422 (3z) + 2% (3z)* + 2% (3z)> +---

flz) = 1_3$:x2+3x3—|—9x4+27:v5+-~-.

Logo, f(z) é a fungao geradora da sequéncia (a,) = (0,0,1,3,9,27,---).
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6.2 Teorema Binomial

No Tépico 6, vimos que o nimero de solugoes inteiras nao negativas para a equagao

1+ T+ T3+ + 2y =p

é dado por £+p71‘ Como z;, i = 1,2,3,---, pode assumir qualquer valor inteiro nao

negativo, a fungao geradora que determina a presenca de x; é

1
1—a

l+z+a®+a2°+. - =

Sendo assim, a funcao geradora para esse problema é

1
(1+x+x2+x3+)”:m:(l—x)_"

Agora, para mostrarmos, nessa funcao, mantenha o coeficiente de z? é, de fato,

CY,, 1, precisamos de um teorema que generalize o desenvolvimento do Binomio de

Newton.

Tomando o desenvolvimento em Série de Taylor, em torno de zero, da fungao

flx) = (1+ )",

em que v é um numero real qualquer, conseguimos provar o seguinte Teorema, para

lz] <1

Teorema 3 (Teorema binomial).

e = () (e (e () :i ()

em que

teremos



O ntimero (;), indicado acima, é chamado de coeficiente binomial generalizado. Na
condicao de que u seja igual ao nimero natural n, (Z) serd o coeficiente binomial usual
e o desenvolvimento acima se reduzird a expansao do Binomio de Newton. Portanto,

a partir desse resultado podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 4. O coeficiente de xP na expansao
(I+a+a®+a°+.--)P

¢ iqual a ("ﬂ’*l).

Demonstracao. De fato, temos que:

I+z+2?+2°+ )= ——=(1—z)™"

Aplicando o teorema anterior, obtemos:

1-mm=3 () tor - 3 ()

p=0 p p=0 p

Usando a definigao de coeficiente binomial generalizado, temos que o coeficiente de
2P & igual a:
(=n)(=n—1)(=n=2)-(=n—p+ (-1

|
o3
SN—
—
|
—_
N—
=
I

P+ 1)+ 3 (n4p—1)(~1)
!

B n(n+1)(n+2)---(7f+p—1)
!

: (n+p—1)(n—€p—2)---(n+1)n(n—1)!
pl(n —1)!

_ (t+p-1)!

 pl(n—1)!

_ (n—&-ﬁ—l)‘

]

Observacao 1. Mesmo que, para n inteiro positivo e p inteiro nao negativo, (_p")

nao tenha uma leitura combinatoria, uma stmples manipulacao algébrica nos permite

()=o)
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Exemplo 30. Encontre o coeficiente de x> no desenvolvimento binomial de (1 + l‘)%.

Pelo Teorema Binomial, temos:

W S TSR,

|
p s p!

p=0

Logo, o coeficiente de 2% ¢ dado por:

2 G- G341 1

3! 16

Exemplo 31. De quantas maneiras diferentes podemos escolher 10 camisetas se exis-

tem 4 marcas diferentes?

Como nao ha restrigoes quanto ao niimero de camisetas de uma determinada marca,
a fungao geradora ordinaria que determina o nimero de camisetas de uma dada marca
é
l+o+2°+2° 4+ + 2%

Mas como sdo 4 marcas, a solucao serd o coeficiente de z'° no desenvolvimento de

(I+az+a”+a2+- - 2%

Usando o fato de que

1 — 11
l+oz+r?+2° 4+ +20= ° ,
11—z
temos:
1 — g1t 4
(1+x+x2+x3+---+x10)4:(1 - ) =(1—2"*1 -2
—x

Uma vez que
(1— 2% =1 — 4z 4 6222 — 4% 4 o4,

vemos que o coeficiente de z'° em (1 +z + 2 + 2% + -+ + 21°)* ¢ o coeficiente z'° em

(1 —2)~%. Como .
-a =3 ()

p=0

(I(?) (-1 = (4 + 18 a 1) — 286.
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Portanto, existem 286 maneiras diferentes de se escolher 10 camisetas se existem 4

marcas diferentes.

Exemplo 32. Quantos dos inteiros compreendidos entre 1 e 100000 tém soma dos

algarismos iguais a 137

Vamos pensar nos ntumeros de 0 a 99999, ja que 100000 nao é, claramente, um dos

inteiros que tém soma dos algarismos iguais a 13.

Todo ntimero na base 10 compreendido entre 0 e 99999 pode ser escrito da forma
T1ToX3T4Ts
tal que 0 < x; <9, parai=1,2,---,5. De fato,
0 = 00000

1 = 00001

e, assim por diante, de modo que desta forma representamos todos os inteiros de 0 a
99999.

Assim, como vimos no inicio deste capitulo, o nosso problema consiste em encontrar

o nimero de solugoes da equagao
T1+ o+ T3+ Ty + Ty = 13

com a restricao 0 < z; < 9. Para isso, temos que encontrar o coeficiente de z'® na

expansao da seguinte funcao geradora ordinaria

5
f@)=(0+z+a®+2°+--+2°)° = (11__I;0) = (1= (1-2)".

Como
(1 -2 =1 — 52" + 1022 — 102° + 5% — &

3

precisamos dos coeficientes de 23 e '3 na expansao de (1 — z)™°, que sdo, respectiva-

mente:
(=05 =0 =3 (ED? =075 = (5) = 2380
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Logo, o coeficiente de z'* em
(1—2"(1—2)"°

¢ —5- 35+ 1-2380 = 2205, que ¢é a solugao para o nosso problema.

Até agora, vimos alguns exemplos em que utilizamos a funcao geradora ordinéaria
para resolver problemas cuja ordem dos objetos é irrelevante. A seguir, vamos discorrer
sobre as fungoes geradoras exponenciais, que usaremos para solucionar problemas em

que a ordem dos objetos retirados é importante.

6.3 Fungoes Geradoras Exponenciais

Definicao 8. A série de poténcias
T x? 3 "
a0+a1ﬂ+a2—2! +CL3—3! +"'+CLT—T! + -

¢ a fungao geradora exponencial da sequéncia (a,).(SANTOS,2007).

Exemplo 33. Encontre a fun¢ao geradora exponencial para a sequéncia (1,1,1,-+).

Sabemos que a expansao de e é dada por
2 I‘S "

T _ T T
R Tk TR s

I.T’
e nesse desenvolvimento o coeficiente de = ¢ igual a 1, para todo 7.
r!

Logo, esta ¢ a funcao geradora exponencial da sequéncia a, = 1, parar =0,1,2,3,-- -,
isto é
_ 1 2 28 x" .
f(.%’)— +x+a+§+~-~+ﬁ+---—e .
Exemplo 34. Encontre a funcao geradora exponencial que determina o nimero de
sequéncias de k letras (k < 3) formadas pelas letras a e b, em que a letra a ocorre no

mdximo uma vez e a letra b no mdzximo duas vezes.

Temos que considerar o produto dos dois polinémios abaixo, em que cada um deter-

mina a presenca das letras a e b, respectivamente.

2 52 3
fl@)=(1+2) (1+x+%) :1—1—295—1—%—1—%.
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Como queremos a sequéncia dos coeficientes de —

7 VaImos escrever esse polindémio
7!

na forma:

Portanto, essa expressao, em que a ordem dos objetos é relevante, ¢ a funcao geradora

exponencial para esse problema.

Exemplo 35. Uma companhia telefénica contrata 8 pessoas para trabalharem em trés
diferentes escritorios. De quantas maneiras ela pode distribuir esses 8 contratados para

trés escritorios diferentes de modo que cada um receba pelo menos um novo funciondrio?

De acordo com o enunciado, nenhum escritério podera receber mais que 6 novos
contratados, pois nenhum deles podera ficar vazio. Como o ntimero de funcionéarios em
cada escritorio é relevante, usaremos, para resolver este problema, a seguinte funcao

geradora exponencial:

A AN
f(x):<ﬁ+§+§++ﬁ)

8

. x - . )
e, a resposta é o coeficiente de ) nessa fungao. Note que, este coeficiente é o mesmo

se tomarmos

x x> 23 a0 3
0 - (D es )
x x> a3 20 3
- (1+ﬁ+§+§+”'+a+"'—1)
S

= % — 3e% 4 3e® — 1,
28
jd que as poténcias extras nao contribuem para o coeficiente de R No entanto,

sabemos que:
2 .3

e _ T,
R T
logo:
3r  (3x)?  (3z)? (3z)8
31‘ f— — — — . .. — ...
e =1+ 1 + 9] + 3] + + 3] +
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8
. . €T, . , .
Assim, o coeficiente de 0 ¢ 3%. De maneira analoga, encontramos o coeficiente de
8 ’ 8
2 que ¢ 28. Logo, o coeficiente de 5 o

fx) = (e* —1)° = —3e¥ +3e” — 1

sera 3% — 3. 2% + 3 = 5796.

Apresentaremos, agora, um teorema que generaliza esse resultado

Teorema 5. O niumero de maneiras de distribuirmos n objetos distintos em k com-

partimentos distintos, sem que nenhum compartimento fique vazio, que indicamos por

T(n, k), é: k
T(n.k)=>» (-1) (’:) (k — i)™

i=0
Demonstra¢ao. Como cada um dos k£ compartimentos deve ter pelo menos um objeto,
e a ordem dos n objetos distribuidos é relevante, a funcao geradora exponencial para

este problema é

r 2 2 ¥ . K
f(:L‘)Z <F+§+§+) :(6 —1)
e, a solucao para esse problema é o coeficiente de T Sabemos que
n
k
(ex _ 1)k _ Z(_l)z (IZC) elk—i)z
i=0
e como
, > 1
(k—i)z (k= )"
‘ S k=i

— &

Entao, o coeficiente de '
n!

T(n, k) = i(—ni (’j) (k — i)™
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Com esse teorema, conseguimos resolver o Exemplo 35 de uma maneira bastante

simples, tomemos n =8 e k = 3.
’ 3 3 3
T — _11 _'8: 8 28 :8_ .28 — )
(8,3) ;0( ) (z) (3 —1) 3 (1> + <2> 3 =3 + 3 =5796

Agora, apresentaremos um teorema no caso da distribuicao de n objetos distintos

em compartimentos iguais.

Teorema 6. O nimero de maneiras S(n, k) de distribuirmos n objetos disitintos em

k compartimentos idénticos sem que nenhum compartimento fique vazio é

stok) =gttty = 31 (-

Demonstragao. Para que possamos obter uma distribuicao de n objetos distintos em
k compartimentos distintos, sem que nenhum compartimento fique vazio, basta en-
contrarmos uma distribuicao de n objetos distintos em k compartimentos idénticos e

ordenar esses objetos. O que nos garante que T'(n, k) = k!S(n, k), logo:
1
S(n, k) = ET(n k).
]

Exemplo 36. De quantas maneiras podemos distribuir 5 bolas distintas em duas caixas

idénticas, de modo que nenhuma caiza figue vazia?

Esse problema é uma aplicagao direta do Teorema 6, paran =5¢ k = 2,
1 o 1
2= 33 (1 K (2= =g -

6.4 Particoes de um Inteiro

Definicao 9. Uma particao de um inteiro positivo n € uma colegao de inteiros positivos

cuja soma é n. Denotamos por p(n) o nimero de partigdes de n.

Como vimos na Sec¢ao 3.10, o nimero de parti¢goes do nimero 5 ¢ 7, isto é, p(5) = 7.
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Se representarmos por pg(n) o nimero de partigoes de n tendo k como a maior parte,
temos que py(6) = 3, pois na partigdo de 6, temos trés que podem ser escritas como

uma soma de dois elementos, como podemos ilustrar.

6
541
44-2
44+1+1
3+3
3+2+1
3+1+1+1
2+24+2
24+2+1+1
2+1+1+1+1

1+14+1+1+1+1
De modo geral,

> pu(n) = p(n).

6.4.1 Grafico de uma Particao

Pode-se representar graficamente uma particao do inteiro n através de um conjunto
de n pontos no plano, inserindo-se em cada linha, e em ordem decrescente, um ntmero

de pontos igual a cada uma de suas partes.

Um gréfico da particao 3+2+1+1 de 7 é:
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Caso troquemos as linhas por colunas na representagao grafica de uma particao n,

obtemos uma nova particao de n chamada de conjugada da particao analisada.
Vejamos a seguir o grafico de uma particao com sua respectiva particao conjugada.

Particao

4+2+1

Particao Conjugada
3+2+1+41

Teorema 7. O nimero pg(n) de particoes de n tendo k como a maior parte é igual ao

nimero de qi(n) de partigoes de n com exatamente k partes, isto €, pg(n) = qr(n).

Demonstragcao. Por meio da particao conjugada definida no conjunto das particoes de
n, vemos que toda particao tendo £ como a maior parte transformada em uma particao
que possui exatamente k partes, e que cada que possui k partes é levada em uma que

possui k£ como maior parte, portanto fica demonstrado. O

Corolario 1. Seja Pi(n) o nimero de parti¢ées de n com partes menores ou iguais a k,

e Qr(n) o numero de parti¢ées de n. com, no mdzximo, k partes. Entao, Py(n) = Qr(n).

Demonstracao. Aplicando a operacao conjugacao, notamos que ela transforma cada
elemento Py(n) em um unico elemento contado por Qk(n), isto pela mesma razao

demonstrada no teorema anterior. OJ
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Teorema 8. Denotando por F(n) o nimero de parti¢oes de n em que cada parte aparece
pelo menos duas vezes, e por G(n) o nimero de particoes de n em partes maiores que

2 e tais que inteiros consecutivos nao aparecem como partes, entio F(n) = G(n).

Demonstra¢ao. Tomando o conjugado de uma partigdo enumerada por F'(n), temos

exatamente um dos elementos enumerados por G(n), conforme o exemplo abaixo.

Particao Particao Conjugada

Como cada parte aparece pelo menos duas vezes, entao, na particao conjugada, a

menor parte é pelo menos 2, e inteiros consecutivos nao podem ocorrer como partes. [l
Essa é uma prova analitica, que também pode ser feita através de identidades com-
binatérias aplicando fungoes geradoras, que vamos deixar por conta do leitor, tal de-

monstracao é apresentada no Teorema de Elder.

Uma parti¢ao é chamada de autoconjugada se ela for igual a sua conjugada, isto

¢, se trocarmos as linhas pelas colunas obtermos a mesma particao.

Particao

34241
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Particao Conjugada

3+241
e o o
o o

°

Antes de apresentarmos o conceito de funcao geradora para parti¢coes, vamos relem-
brar uma importante interpretagdo combinatorial para gx(n), o nimero de partigdes
de n com exatamente k partes. Como vimos, na Seg¢ao 3.10, as partigoes de 5 sao
{5}, {4,1},{3,2},{3,1,1},{2,2,1},{2,1,1,1},{1,1,1,1,1}. Se desejarmos distribuir 5
objetos idénticos em 3 caixas idénticas, sem que nenhuma fique vazia, teremos apenas
as possibilidades {3,1,1},{2,2, 1}, que sao as partigdes de 5 em exatamente 3 partes.
Portanto, podemos concluir que o nimero de maneiras de distribuir n objetos idénticos

em k caixas idénticas, sem que nenhuma fique vazia, é igual a gx(n).

Vamos, obter, agora, a funcao geradora para particoes de n em partes impares dis-

tintas. Se tomarmos o produto
(L+2) A +2") (1 +2%) - (142

observe que o coeficiente de x° é igual a 1, ou seja, é o total de maneiras de se escrever

5 como soma de impares distintos. Da maneira analoga, podemos concluir que o

coeficiente de z!'* ¢ 3, pois somente se obtém z'* quando se multiplica z - '3, 23 - 2!

e 2° - 2°. Portanto, vemos que

ﬁ(l =+ x2k+1) — idi(n)xn,
k=0 n=1

em que d;(n) é o nimero de partigdes de n em partes impares distintas, isto é, que

o

H(l + $2k+1)

k=0

¢ a funcéo geradora para d;(n).
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Uma motivagao para a avaliacao do resultado acima é a seguinte observacao de que
o nimero de parti¢oes de n que sao autoconjugadas é igual ao nimero de parti¢oes de
n em partes impares distintas. Para ilustrarmos esta transformagao, vamos considerar

a seguinte particao autoconjugada de 13.

5+3+3+1+1 9+3+41

o o o e © 06 06 0 0 0 o o
o o o = e e e
° °

Observe que pegamos a primeira linha junto com a primeira coluna e criamos uma
nova particao com a primeira linha formada por estes pontos. Procedendo da mesma
forma com o que sobrou da segunda linha e da segunda coluna obteremos a segunda
linha da nova particao. Fazendo isso com as demais linhas e suas respectivas colunas
obteremos uma partigao de 13. Como as parti¢oes auto conjugadas sao simétricas em
relagao a diagonal principal entao as linhas criadas na nova particao terao duas vezes
o tamanho da linha original menos um, pois a linha e a coluna da partigao original
tem a mesma quantidade de pontos e um ponto em comum. Assim, as linhas da nova

particao terao um nimero impar de pontos e sao distintas.

Agora, caso nos interessemos somente nas particoes de n em partes distintas, tome-

mos o seguinte produto:
A+2) 1+ 423 - (1 +2")---.

Assim, no que segue, a fungao geradora para particoes de n em partes distintas é

ﬁ(l + ).

k=1
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Exemplo 37. Mostre que a funcao geradora para p(n), o nimero de parti¢oes de n é

dada por:

[e.9]

Spma =] =
n=1 k=1

em que p(0) = 1.

Vamos apresentar uma demonstragao nao muito rigorosa, por estarmos mais inte-

ressados na interpreta¢ao combinatéria de p(n) como coeficiente de z" nesta expansao,

assim: .
= l4+az+22+23+---;
1—137
= 142?42 +a2%4 .-
1 — 22
1 2 3
= 142"+ 27"+
1 —am
temos:

Hl_xk I+z+2*+2°+- A+ +2' +2°+ - A+ + 28+ 27+ )|

em que percebemos que os coeficientes de ™ vém de um termo x® da primeira série,
de 22® da segunda, de 23%, ..., e de ™% da m-ésima série, com a; > 0, para todo i.

Sendo o produto destes termos igual a 2", temos que

a1+2a2+3a3+---+mam:n.

Cada a; deve ser visto como o nimero de ¢’s que aparecem na particao de n, ou seja,

podemos escrever 1 como
=(14+14+1+ -+ +2+2+ 42+ + (m+m+--+m),

no qual temos a; 1’s no primeiro parénteses, as 2’s no segundo e a,, m’s no m-ésimo.
Desta forma, cada particao de n contribui com uma unidade para o coeficiente de x™.

Portanto, podemos escrever

H - xk = (Lbzta™ e ) (Tha? a2 2?2 2 ) (Lpad a8 333
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Entao, a funcao geradora para as parti¢coes de n em que nenhuma parte supera m é

dada por:

m

1
=

k=1

Agora, vamos listar algumas fungoes geradoras.

Funcao Geradora || Para a sequéncia das particoes de n em partes que sao:
IT(1+ z?+1) fmpares distintas
k=0
o] 1 .
kl;[g m 1mpares
00 1
—_ ares
kl;ll (1 — ) P
IT(1+ 2%) pares distintos
k=1
[T(1+ a:kg) cubos distintos
k=1
cubos
kl;ll (1- xkg)
1 .
T E— primos
p primo (]— - $p)

Tabela 1: Fungoes Geradoras

Teorema 9. O numero de particoes de n em partes distintas € igual ao nimero de

particoes de n em partes impares.

Demonstrag¢ao. Vimos que a fungao geradora para partigoes em partes distintas ¢ dada

por:
H (1+ z*
k=1

e que a fungao geradora para parti¢oes em partes impares (Tabela 1) é igual a:

oo

Pt (1 _ $2k+1) ’
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Logo, basta provarmos que essas duas expressoes sao equivalentes. Dessa forma

oo - (14 2%)(1 — 2%)
kl;ll(l T = kl;ll (1 —a*)
B 00 (1 _ 1.2]{))
= (1 —ak)

(1—22)(1 —aM)(1 — 2% -
(1—z)(1—2a2)(1—23)(1 —2*)(1 —ad)---

B 1
-
- kl;ll (1 — 22hH1)’

Exemplo 38. Dé uma interpretagao, em termos de parti¢oes, para

(a)

(b)

o coeficiente de x'? na expansao de
(1+a?+at+aS a0+ 212) 14zt + e +a1?) (12t +212) (1+a®) (14+210) (14+212)
e calcule o coeficiente de x'?.
o coeficiente de x*° na expansdo de
(1+2° + 2% + 27 + 2 + ) (1 + 2% + 2"%) (1 + 27)
e calcule o coeficiente de x'5.
Observe que a expansao da expressao
(1+a? ot +ad a0 212 (1ot e+ o) (1t +212) (1ra®) (14+210) (14+212)

se trata de uma funcgao geradora para as partigoes de n em partes pares e, como
queremos o coeficiente de x'2, entdo, basta encontrarmos o niimero de particoes

de 12 em partes pares. Assim, podemos reescrever a expressao acima como

(1+I2+ZE2+2+$2+2+2+ZE2+2+2+2+I2+2+2+2+2—|—l’2+2+2+2+2+2)'(1+$4+$4+4+[E4+4+4)'

(142°+2°)- (14+2%)- (14+2'°) - (1+2'?), dessa maneira, conseguimos diferenciar
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os produtos que geram os fatores de expoente 12 e coeficiente 1, entao:
22.1-1-1-29.1=2"
22 22 24242 1] . ] = 12
$2+2'JI4+4'1’1'1'1:ZE12
222112811 =2
$2+2+2'1'$3+3'1'1'1:$12
$2+2+2+2'$4'1'1'1'1:ZL’12
p2F2H2H24242 1 .1.1.1.1 = 212
1-z*-1-1-2%8-1=2a"
1'I4+4+4'1'1'1'1:l‘12
1-1-1-2616.1.1 =212
1-1-1-1-1-2'2 =22

Assim, obtemos todos os termos acompanhados de z'2, agora, somando, temos
112'2, logo o coeficiente de x'? & 11.

(b) Note que, neste item, a expansao da expressao
(1—|—x3+x6+x9+x12+x15)(1+x6+x12)(1+x9)

se trata de uma funcgao geradora para as particoes de n em partes miltiplas de
3 e, como queremos o coeficiente de z'°, entao, basta encontrarmos o nimero de

particoes de 15 em partes miltiplas de 3. Reescrevendo a expressao acima
(14 2% 4 2343 4 g3T3+3 | 3484843 | 34348484343) | (] 4 46 4 ,6+6y(1 4 0,
Logo, de maneira analoga ao item anterior, obtemos o coeficiente de z!°
g g

23 . 646 1 — 415

2331 2% =21

23343 . 6 15

1==x

$3+3+3+3+3 1.1 = [E15



Somando, temos 5x'%, isto é, o coeficiente de x'® é 5.

7 Consideracoes Finais

Neste trabalho, foram estudados alguns resultados sobre a resolucao de diferentes
equagoes de nimeros inteiros positivos. Apoés analisarmos diversas possibilidades, vi-
mos que as fungoes geradoras sao uma ferramenta eficiente para encontrar as solugoes

dessas equacoes.

Em relacao as partigoes de um inteiro, consideramos que elas vao além das apli-
cagoes recorrentes na Educagao Bésica, pois elas fornecem condigoes de desenvolver
novos resultados e demonstracoes combinatorias de identidades que possuem provas

analiticas.

Espera-se que este estudo possa contribuir na producao de futuras pesquisas e possa
abrir novas possibilidades metodolégicas para o ensino da Matematica na Educagao

Basica.
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