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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar uma proposta pedagdgica
para o ensino das Equacgoes Diofantinas no Ensino Fundamental e assim melhorar os ra-
ciocinios algébrico e aritmético dos alunos; além de fomentar o trabalho do professor em
sala de aula. Para isso, a aplicacao da proposta didatica se deu em trés etapas: emprego de
um pré teste para aferir conhecimentos ja adquiridos anteriormente pelos alunos; oficina
sobre Equacoes Diofantinas Lineares; e, por tltimo, a aplicacao de um segundo teste para
verificacao de possiveis resultados da oficina. E apresentada uma breve contextualizacio
historica das Equagdes Diofantinas, bem como conceitos bésicos sobre Teoria dos Ntme-
ros. Cada defini¢do apresenta um exemplo, com aplicagoes praticas sempre que possivel,
para uma melhor compreensao. Utilizou-se também uma situacao cotidiana vivenciada
pelos alunos como modelo de aplicagao pratica de Equagoes Diofantinas Lineares. Diante
dos resultados obtidos, observou-se que o ensino de Equacoes Diofantinas Lineares pode
ser uma importante ferramenta para auxiliar os alunos no processo de desenvolvimento

dos raciocinios algébrico e aritmético.

Palavras-chave: Ensino Fundamental, Teoria dos Numeros, Equagoes Diofantinas Line-

ares.



ABSTRACT

The present work has as main objective to present a pedagogical proposal for the teaching
of the Diophantine Equations in Elementary School and thus to improve the students’
algebraic and arithmetic reasoning; besides fomenting the teacher’s work in the classroom.
For this, the didactic proposal was applied in three stages: the use of a pre-test to mea-
sure the knowledge previously acquired by the students; Diophantine Linear Equations
workshop; and, finally, the application of a second test to verify possible results of the
workshop. A brief historical context of the Diophantine Equations, and the basic concepts
of Number Theory is presented. Every definition presents an example, with practical ap-
plications, for a better understanding. Was also used a daily situation experienced by
the students as a model of practical application of the Diophantine Linear Equations.
Considering the obtained results, it was observed that the Linear Diophantine Equations
teaching can be an important instrument to assist students in the process of developing

algebraic and arithmetic reasoning.

Keywords: Elementary School, Number Theory, Linear Diophantine Equations.
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1 INTRODUCAO

Obter pares de nuimeros que sao solugoes de determinada equacao é uma agado
corriqueira para a maioria dos estudantes do Ensino Fundamental. Geralmente essas solu-
¢oOes sao obtidas pelo método da tentativa e erro, que apesar de importante, pois induz a
imaginacao, aos contraexemplos, aos erros e acertos como afirmam os Parametros Curricu-
lares Nacionais (BRASIL, 1998), pode se tornar dificil de ser aplicado quando o problema,

envolve valores muito altos.

Nesse sentido, o curriculo de Matematica do Ensino Fundamental apresenta topicos
de Teoria do Ntumeros como: decomposicao em fatores primos, multiplos, divisores, divisao
euclidiana, maximo divisor comum, entre outros. Entretanto, depois que o aluno estuda
esses toOpicos, a nao ser com alguma pequena aplicacao em operagoes, ele nao volta a
estuda-los de forma mais profunda e muito menos aplica esses conhecimentos para resolver
problemas. O ensino de Equacoes Diofantinas Lineares pode ajudar o aluno a se expressar

e argumentar em diferentes linguagens (VANSAN, 2015).

As equagoes lineares com duas varidveis frequentemente sao atreladas apenas a
exercicios algébricos repetitivos. Acreditamos que ao propor uma nova abordagem acerca
deste tema, podemos contribuir para o desenvolvimento dos pensamentos algébrico e
aritmético dos alunos, visto que a dificuldade apresentada por eles estd justamente na
interpretacao de situagoes-problema e no discernimento de que ferramenta matematica
usar para obter a solu¢do. E importante ressaltar que esta dificuldade nio é um fato
peculiar a um grupo especifico de alunos, ou seja, nao se restringe a fatores como idade,

nivel social ou localizagdo geogréfica da escola (POMMER, 2015).
A Lei de Diretrizes e Bases da Educa¢ao Nacional (BRASIL, 1996) define como

alguns dos objetivos do Ensino Fundamental o desenvolvimento da capacidade de apren-
dizagem e o dominio do céalculo. Porém entendemos que esses objetivos podem ser melhor
alcancados quando o aluno é confrontado e incentivado a resolver, de maneira propria,
certa situagdo. Nao enfatizando o processo mecanico, mas sim incentivando os processos

pessoais. E neste caso, indicando caminhos que facilitem o processo.

O objetivo central deste trabalho é apresentar uma sequéncia didatica para o en-
sino de Equacoes Diofantinas Lineares no 9° ano do Ensino Fundamental. Para alcangar
este propdsito foi investigada a relevancia do processo de ensino dessas equacgoes; veri-
ficar e mensurar o impacto causado pelo ensino de Equagoes Diofantinas Lineares na
interpretacao de problemas e no raciocinio matemaéatico geral de alunos do 9° ano; e apre-
sentar uma proposta de oficina didatica, tendo como suporte contextual a resolucido de

problemas, pois segundo Freitas (2015), o enfrentamento de situagoes-problema que ex-
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trapolem o ambiente de estudo a que o aluno esta acostumado auxilia no processo de
ensino-aprendizagem da matematica e possibilita a expressao e a argumentacao do aluno

em diferentes linguagens.

Assim, o trabalho foi organizado em cinco capitulos, a saber: no primeiro foi rea-
lizado um breve levantamento histérico das Equacoes Diofantinas; na sequéncia aborda-
remos conceitos preliminares de Teoria do Niimeros; no terceiro capitulo apresentaremos
a sequéncia didatica e a metodologia utilizada; no quarto capitulo, realizaremos a analise
dos dados e, baseado nestes, também a discussao dos resultados. E, finalmente, no dltimo
capitulo apresentamos o fechamento da pesquisa. Por fim, os anexos apresentam os dois
testes que foram aplicados visando mensurar o desenvolvimento dos alunos antes e depois

da oficina de conhecimento.
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2 ASPECTOS HISTORICOS DAS EQUA-
COES DIOFANTINAS

Dentre todas as personalidades histéricas que influenciaram o desenvolvimento da
Algebra desde seus primérdios até a versio moderna a que temos acesso atualmente,
dois nomes se destacam: Diofanto e Euclides, ambos de Alexandria. Na primeira se¢ao
trataremos das contribui¢oes de Euclides, ja na segunda, abordaremos um pouco da vida

e obra de Diofanto.

2.1 Euclides de Alexandria

Euclides viveu aproximadamente entre 360 e 295 a.C. Foi professor, matematico e
escritor. Teria sido educado em Atenas e frequentado a Academia de Platao. Foi convi-
dado por Ptolomeu I para compor o quadro de professores da recém fundada Academia,
que tornaria Alexandria o principal centro de erudigdo por geragoes. Foi autor de varias
obras. Entre elas: Os FElementos; Os Dados (uma espécie de manual de tabelas de uso
interno da Academia e que complementava os seis primeiros livros de Os Elementos);
Divisdo de Figuras; Os Fenomenos (sobre astronomia); e Optica (sobre a visdo). Essas
obras sobreviveram parcialmente, e hoje sao alguns dos mais antigos tratados cientificos
gregos existentes. Pela sua maneira de expor nos escritos deduz-se que Euclides era um

habilissimo professor.

Sem duvida nenhuma, sua obra mais importante foi Os Elementos um tratado
composto de treze livros que cobria toda a Matematica Elementar: o livro I apresenta
boa parte da geometria que é ensinada no Ensino Médio; o livro II trata de uma algebra
geométrica, diferente da dlgebra simboélica moderna, mas como os mesmos fins; os livros
ITI e IV tratam da geometria no circulo; os livros V e VI tratam sobre a teoria das
proporgoes; os livros VII, VIII e IX sdao dedicados a Teoria dos Niuimeros; o livro X trata
sobre incomensurabilidade; o livro XI trata sobre geometria no espago; o livro XII traz
proposicoes referentes a medida de figuras, usando o método da exaustao; o ultimo livro
é inteiramente dedicado as propriedades dos cinco sélidos regulares.

Nao é certo que Os Elementos tenha sido de completa autoria de Euclides. Acredita-
se que a obra foi fruto de uma equipe de colaboradores coordenada por ele. Mas na Grécia

antiga era comum que todo o crédito fosse dado ao mestre. Sobre a autoria e originalidade
de Os Elementos, Boyer (2012) afirma:

O proprio Euclides ndo manifesta qualquer pretensao de originalidade, e é claro
que ele utilizou grandemente obras de seus predecessores. Acredita-se que a
ordenacao seja dele, e presumivelmente, algumas demonstracoes foram feitas
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por ele; mas afora isso, é dificil avaliar o grau de originalidade dessa obra, a
mais renomada da histéria da matemdtica (p.89).

Para os gregos “nimeros” sempre se referia aos inteiros e positivos (os naturais).
Em todos os livros cada niimero é representado por um segmento que ele chama AB. Por
isso, Euclides nao usa frases como “é multiplo de” ou “é fator de”, ele as substitui por
frases como “é medido por” e “mede” respectivamente. Isto é, um nimero n é medido por

outro nimero m se existe um terceiro niimero k tal que n = km.

O livro VII comeca com duas proposi¢oes que constituem a celebre e tao util regra
na Teoria dos Numeros, hoje conhecida como “algoritmo de Euclides” para calcular o
méaximo divisor (medida) comum de dois nimeros. E um esquema que sugere a aplicacio
inversa do axioma de Eudoxo. Dados dois niimeros diferentes subtrai-se o menor a do
maior b repetidamente até que se obtenha um resultado r; menor que o menor ntimero;
entao subtrai-se repetidamente esse resto 1 de a até resultar em um resto ro menor que
r1; entao subtrai-se repetidamente ro de r1 até que o método leva a um resto r,, que mede
rn—1; portanto, todos os restos precedentes bem como a e b; este nimero r, serd 0 maximo

divisor comum de a e b.

Esse resultado é de suma importancia para o objeto de estudo deste trabalho:

Equacgoes Diofantinas Lineares.

2.2 Diofanto

A vida de Diofanto é uma das grandes incertezas da Histéria da Matematica. Nao
se pode afirmar categoricamente nem ao menos o século em que ele viveu. Em geral,
acredita-se que viveu cerca de 250 d.C. Alguns historiadores questionam, inclusive, se ele
realmente era grego, devido a sua escrita fora dos padroes da Matematica grega a época.
Sabe-se que estudou e trabalhou na Escola de Alexandria, no periodo denominado “Idade
de Prata” (250 - 350 d.C). Por um verso relatado em uma colegao de problemas chamada,

“Antologia Grega” e escrito no timulo de Diofanto deduz-se quanto tempo ele viveu:

Aqui jaz Diofanto. Maravilhosa habilidade. Pela arte da algebra a lapide nos diz
sua idade: Deus deu um sexto da vida como infante, um duodécimo mais como
jovem, de barba abundante; e ainda uma sétima parte antes do casamento; em
cinco anos nasce-lhe o rebento. Lastima! O filho do mestre e sibio do mundo
se vai. Morreu quando da metade da idade final do pai. Quatro anos a mais de
estudos consolam-no do pesar; Para entao, deixando a terra, também ele alivio
encontrar. (COHEN; DRABKIN, 1958 apud BOYER; PEREZ, 1974, p.128)

Representando o problema como uma equagao algébrica, onde x representa sua
idade:

L5444
r=—+—+— —
6 127 2
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Se o0 enigma é historicamente exato, Diofanto viveu 84 anos.

Diofanto escreveu trés tratados: Aritmética composto por treze livros, dos quais so-
breviveram seis; Numeros Poligonais do qual restarem apenas fragmentos; e Porismas que
foi completamente perdido. Porém, sem duvida, sua principal obra é Aritmética. Devido
a esta obra Diofanto ficou conhecido como o “pai da algebra”. Talvez essa designacgao seja
um tanto quanto exagerada pois, "[...Japesar de ser caracterizada por um alto grau de ha-
bilidade matematica, Aritmética nao forma a base da algebra elementar moderna."Roque
(2012, p.233)

Aritmética é a primeira obra que continha algum tipo de notagao simbélica, total-

mente desvinculada dos métodos geométricos tao utilizados na época.

[...]O desenvolvimento da dlgebra passou por trés estdgios: o primeiro, conhe-
cido como retorico, onde tudo é completamente escrito em palavras; o segundo,
chamado sincopado, sao adotadas algumas abreviagoes; e um terceiro, intitu-
lado simbdlico ou final. Essa divisdo é naturalmente uma simplificacdo exces-
siva, mas se aproxima do que realmente aconteceu. A Aritmética de Diofanto
deve ser colocada na segunda fase. (BOYER, 2012, p.134)

Segundo Freitas (2015) Aritmética foi encontrada em Veneza por Johann Muller
em 1464 e traduzida pela primeira vez em 1575 por Wilhelm Holzmann. Esta obra se
assemelha em muitos aspectos a algebra babilonica, mas enquanto os babilénicos se ocu-
pavam com solugoes aproximadas de equagodes determinadas, a obra de Diofanto é quase
totalmente dedicada a solucoes exatas de equagoes tanto determinadas quanto indetermi-
nadas. Por isso, o assunto chamado anélise indeterminada ficou conhecido como anélise

diofantina.

Nesta obra, Diofanto representa um valor desconhecido designando-o como arith-
mos, dai o nome “aritmética”. J4 no primeiro livro, ele introduz simbolos, os quais chama
de “designacoes abreviadas”, para representar os diversos tipo de quantidade que apare-
cem nos problemas. O quadro abaixo mostra o método de abreviacao utilizado. Diofanto
representava a palavra usada para designar essas quantidades por sua primeira ou tltima

letra de acordo com o alfabeto grego.

LETRA SIGNIFICADO
S ultima letra da palavra arithmos, a quantidade desconhecida
AY primeira letra de dynamis, o quadrado da quantidade desconhecida
KY primeira letra de kybos, o cubo da quantidade desconhecida
AYA a quarta poténcia
AKY a quinta poténcia
KYK a sexta poténcia

Fonte: Roque (2012) - Adaptado
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A diferenca principal entre a linguagem de Diofanto e a linguagem moderna esta
na auséncia de simbolos especiais para operagoes e relagoes, bem como de notagao ex-
ponencial. Segundo estudiosos Diofanto s se interessava por solug¢oes racionais positivas,
nao aceitando as negativas ou as irracionais. Além disso, Diofanto opera com quantida-
des desconhecidas do mesmo modo como lida com quantidades conhecidas. A natureza
das quantidades, conhecidas ou nao, e as operagoes realizadas se baseiam nas proprieda-
des do ntimeros. Sobre isso, Roque (2012) afirma que na resolu¢do de um problema, as

quantidades conhecidas ou desconhecidas tém o mesmo estatuto.

Apesar de nao ser uma algebra propriamente simbdlica, ndo se pode negar que a
linguagem utilizada por Diofanto em Aritmética foi um passo importante a abstracao tao

valorizada em algebra.

Aritmética ndo é uma exposi¢ao sistematica sobre as operagoes algébricas, ou um
texto sobre demonstragoes formais. Ao invés disso é uma cole¢ao com 150 problemas, todos
resolvidos com termos numéricos especificos. Roque (2012, p.232) afirma que: "Fica claro
que a técnica continuaria a funcionar, casos os nimeros fossem substituidos por outros,
mas isso nao chega a ser feito". Diofanto nao faz distingao entre problemas determinados
e indeterminados, e mesmo para os ultimos, quando as solugoes em geral sdao infinitas,

uma sé resposta é dada.

Deixando de lado o mérito de ser ou nao “pai da algebra” o fato é que Diofanto
e sua Aritmética tiveram uma influéncia maior no que hoje chamamos de Teoria dos

Numeros que qualquer outro matematico grego nao gedmetra.
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3 CONCEITOS DE TEORIA DOS NUME-
ROS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos de Teoria Elementar dos Nt-
meros. Esses conceitos sao indispensaveis para a deducao da formula geral que fornece o
nimero total de solucoes inteiras de uma equagao diofantina. Os enunciados e demons-
tragOes presentes neste capitulo foram baseados em Martinez et al. (2010); Santos (2010)
e Hefez (2006).

3.1 Divisibilidade em N

Dizemos que a divide b, escrevendo a | b, quando existir ¢ € N tal que b = ac. Neste
caso dizemos que a é divisor de b, ou ainda, que b é multiplo de a. A negacao desta
sentenca é representada por a{b e significa que nao existe um natural ¢ tal que b = ac.

Abaixo temos alguns exemplos que explicitam essa definicao.

Exemplo 3.1.0.1. a) 2|6, pois 6 =2 x 3;
b) 3|15, pois 15=3x5 ;
c) 314, pois nao existe um nimero natural que multiplicado por 8 resulte em 4;

d) 2113, pois nao existe um nimero natural que multiplicado por 2 resulte em 13 .

E importante ressaltar que que a simbologia a | b ndo significa uma operagao em N. Trata-

se apenas de garantir a existéncia (ou nao) do niimero natural ¢ tal que b = ac.

Apresentaremos a seguir algumas propriedades da divisibilidade.

Proposicao 3.1.0.1. Sejam a,b € N* e c € N. Tem-se que

i)1|c,alaeal0

i) sea|beb|c, entdio alec.

Prova. i) Decorre imediatamente das igualdades ¢ =1.c, a = 1.a e a.0 =0. ii) como a | b
e b| ¢ podemos afirmar que existem f e g € N, tais que b=a.f e ¢ = b.g. Substituindo o

valor de b da primeira equacao na segunda, obtemos

c=bg=(a.f).g=a.(f.9g)

0 que nos mostra que a | c. [
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Proposicao 3.1.0.2. Se a,b,c ede N, coma#0 e c#0, entdo
albec|d=a.c|bd.

Prova. Se a | b e ¢ | d, entdao existem f e g €N, tais que b =a.f e d = c.g. Portanto,
b.d = (a.c)(f.g), logo, a.c|b.d. n

Proposicao 3.1.0.3. Sejam a,b e c€ N, com a # 0, tais que a | (b+c). Entao
alb<alec.

Prova. Como a | (b+c¢), existe f € N tal que b+c = f.a. Agora, se a | b, temos que existe

g € N tal que b = a.g. Associando as duas igualdades acima, temos
a.g+c=fa=a.f,
donde segue-se que a.f > a.g e, consequentemente, f > g. Portanto
c=a.f-ag=a(f-g),
o que implica que a | ¢, j& que f—g € N. [

A prova da implicagdo a | ¢ =-a | b é andloga.

Proposigao 3.1.0.4. Sea,beceN, coma#0 ex,y €N sdo tais que a|b e a|c, entdo
a|(xb+yc); e se b > yc entio a | (xb—yc).

Prova. a | b e a| ¢ implicam que existem f e g € N tais que b=af e ¢ = ag. Logo,

zbtyc=ux(af)£ylag) = alzf £yg),
o que prova o resultado, pois, nas condigoes dadas, (zf +yg) € N. [ ]

A seguir temos um exemplo desta proposicao.

Exemplo 3.1.0.2. Como 3|15 e 3|42, entdo 3 dividira qualquer combinagdao linear
entre 15 € 42: 3| (8 x 15 —7x42), 3| (42x5+15x% 2), etc.

A relagao de divisibilidade em N* é uma relagao de ordem, pois satisfaz as seguintes

propriedades:

i) Reflexiva: Va € N*, a | a;
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ii) Transitiva: se a | b e b| ¢, entdo a | c,
iii) Anti-simétrica: se a |b e b|a, entdo a = b.

Prova. i) e ii) ja foram demonstradas anteriormente. Resta provar iii). Se a | b, existe
c € N* tal que b= ac (I). Temos também que se b | a, entdao existe d € N* tal que a = bd
(II). substituindo (I) em (II) obtemos

a=acd=cd=1=c=d=1.

E portanto a = b. [

3.2 Divisao Euclidiana

Como ja foi visto anteriormente, quando a divisao é entre dois nimeros naturais
a e b é exata, definimos que a | b e diz-se que a é um givisor de b, ou ainda, que b
¢ um multiplo de a . Porém, nem sempre é possivel a divisibilidade entre dois niimeros
naturais. Contudo, sempre é possivel efetuar a divisao de b por a, com resto. Este teorema,
cuja demonstracdo apresentamos abaixo, nao é s6 um importante instrumento da obra
de Euclides, como também é um resultado fundamental na teoria que envolve Equacoes

Diofantinas Lineares.

Teorema 3.2.0.1. (Divisao Euclidiana) Sejam a e b dois nimeros naturais com 0 < a <b.

FExistem dois unicos numeros naturais q e r tais que
b=a.q+r, comr < a
Prova. Suponha que b > a e considere, enquanto as diferencgas forem positivas, os nimeros
b,b—a,b—2a,....b—n.a,...

Pelo Principio da Boa Ordenacao, o conjunto S formado pelos elementos acima tem um

menor elemento r = b— ¢g.a. Vamos provar que r < a.

Se a | b, entao r =0 e a prova estd concluida. Por outro lado, se a{b, entao r # a, e
basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto ocorresse, existiria um nimero
natural ¢ < r tal que r = ¢+ a. Consequentemente, sendo r = c+a = b— q.a, teriamos

c=b—(q+1)aeS, comc<r,

contradicao, pois r é o menor elemento de S.
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Portanto, temos que b =a.q+1r com r < a, o que prova a existéncia de g e de r. Agora,
provaremos a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de S, a diferenca entre
o maior e o menor, sendo um multiplo de a, é pelo menos a. Logo, se r=b—q.a e
ro=b— q/.a, comr <7 < a, terlamos J— > a, o que implicaria r > r+a > a, absurdo.

Portanto r = 7"/.

Dai segue- se que

!

b—a.q:b—a.q/:a.qza.q/:qzq

Nas condicoes do teorema acima, os numeros ¢ e r sao chamados, respectivamente, de

quociente e de resto da divisao de b por a.
Assim, tem -se que o resto da divisdo de b por a é zero, se, e somente se, a divide b.

O exemplo a seguir nos apresenta uma aplicacao deste teorema.

Exemplo 3.2.0.1. "Quantos sao os miltiplos de 5 que se encontram entre 1 e 2537"(HE-
FEZ, 2016a, p.49)

Solugao. Pelo algoritmo da divisao temos que
253 =5.50+3

ou seja, o maior miltiplo de 5 menor que 253 é 5.50. Portanto, os multiplos procurados

sao
1.5, 2.5, 3.5, ..., 50.5,

e, consequentemente, sao em numero de 50.

3.3 Algoritmo de Euclides

Trata-se de um método simples e eficiente para encontrar o maximo divisor comum
entre dois nimeros inteiros diferentes de zero. Mas, antes de apresentar e demonstrar este
método iremos definir o que é o divisor comum e também o maximo divisor comum de

dois nameros.
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3.3.1 Maximo Divisor Comum

Definicao 3.3.1.1. Definimos como divisor comum de a e b um niumero inteiro ¢ que é

divisor tanto de a quanto de b.

Definicao 3.3.1.2. O mdadximo divisor comum de dois inteiros a e b, com a ou b # 0,

denotado por (a,b), é o maior inteiro que divide a e b.

Para provar a existéncia do maximo divisor comum de dois niimeros, Fuclides usou

o o resultado a seguir.

Lema 3.3.1.1. (Lema de Euclides) Sejam a, b, n € Z. Se existe (a,b—na), entdo (a,b)

existe e
(a,b) = (a,b—na).

Prova. Seja d = (a,b—na). Como d | a e d| (b—na), segue que d|b=b—na+na. Logo,
d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um divisor comum de a e b.

Logo, ¢ é um divisor comum de a e b—na e, portanto, ¢ | d. Isso prova que d = (a,b). =

Na pratica este lema afirma que é possivel somar ou subtrair quantas parcelas forem
necessarias de um dos fatores que o m.d.c. ndo sera alterado. Abaixo, apresentamos um

exemplo.

Exemplo 3.3.1.1. O piso de uma sala retangular, medindo 3,52 m de larqura e 4,16 m
de comprimento, serd revestido com ladrilhos quadrados, de mesma dimensdo, inteiros,
de forma que nao fiqgue espaco vazio entre ladrilhos vizinhos. Os ladrilhos serdo escolhidos

de modo que tenham a maior dimensdo possivel. Na situacdo apresentada, quanto deve
medir o lado do ladrilho?

Solucao. Para resolvermos essa questao devemos primeiro converter as medidas 3,52 m
x 4,16 m para centimetros (cm). Dai teremos um piso de 352 cm x 416 cm. Para escolher
a dimensao adequada do ladrilho que irad revestir o piso retangular devemos calcular
(352,416). Pelo Lema de Euclides, sabemos que:

(352,416) = (352,416 — 1.352) = (352,64) = (64,352) = (64,352 — 5.64) = (64,32) = 32

Portanto, o ladrilho quadrado que ird revestir a sala retangular terd 32 cm x 32

cm de dimensao.

A seguir apresentamos a demostracao construtiva do Algoritmo de Euclides, objeto

essencial para determinar a existéncia, ou nao, da solu¢ao de uma Equagao Diofantina.



23

Teorema 3.3.1.1. (Algoritmo de Euclides) Dados a e b € N, podemos supor, sem perda
de generalidade, b<a. Seb=1,b=a, oub|a, (a,b) =a. Suponhamos entao, que 1 <b<a

e que bt a. Logo, pela divisao euclidiana, podemos escrever
a=0bq+r1, com0<r; <b.

Prova. Temos duas possibilidades:

a) r1 | b. Nesse caso, 1 = (b,r1) e, pelo Lema de Euclides, temos que
r1=(b,r1) = (ba—q1b) = (b,a) = (a,b),

e o algoritmo termina.

b) 71 1b. Nesse caso, efetuando a divisao de b por r1, obtemos
b=riqga+re, com 0 < r9 < ry.

Novamente, temos duas possibilidades:

a/)rz | r1. Em tal caso, r3 = (r1,72) e, novamente, pelo Lema de Euclides,
ro = (r1,r2) = (r1,0—qor1) = (r1,b) = (a — q1b,0) = (a,b),

e o algoritmo termina.

bl)rg fr1. Em tal caso, podemos efetuar a divisao de 1 por ra, obtendo

r1 =roq3+73, com 0 < rg <ro.

Este processo é finito, pois caso contrario, criariamos uma sequéncia de niimeros naturais
b>ry >re > ... que ndo possui menor elemento, o que nao é possivel pelo Principio da

Boa Ordenagao. Logo, para algum n remos que r, | r,—1 0 que implica que (a,b) = 7y,.

O algoritmo citado acima, pode ser realizado na pratica da forma como mostrada
a seguir. Inicialmente, efetua-se a divisao de a por b obtendo a = bg; + 1 colocando os

numeros envolvidos na tabela:

di1

r
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A seguir, continuamos efetuando a divisao b =1r1q2 + 72 e colocando os nimeros envolvidos

na tabela.
q1 | 92
a b I
r{ | ro

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

dqi1 {92 | 93 | -+ | 9n—1 dn dn+1
a | b |r |12 .. |1p_2|rp|1rn=1_(ab)
I 9 I3 4 I'n

Exemplo 3.3.1.2. Determinar (1001,109).

Solucgao.Utlizando o algoritmo de Euclides, temos

1001 | 109 |20 |9 |2 |1
20 9 21110

Observe que, no exemplo acima, o Algoritmo de Euclides nos fornece:
1001 = 109.9+ 20
109 =20.54+9
20=9.2+2
9=24+1
2=12+40

Como o (a,b) é sempre o tltimo resto nao nulo, temos que (1001, 109) = 1.

3.3.2 Teorema de Bézout

O méaximo divisor comum de dois niimeros sempre pode ser expresso como uma

combinagao linear desses niimeros. Este resultado estd descrito no teorema a seguir.

Teorema 3.3.2.1. Dados a e b € Z, sempre é possivel escrever o (a,b) =d como uma

combinagdo linear de a e b, isto é, existem x e y € Z tais que:

d=ax+by
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Prova. Seja d = (a,b), podemos afirmar que d | a e d | b. Tomando um ¢ € Z tal que ¢ | a
e c|b. Assim, ¢ | ax+by com x e y € Z. Por consequéncia, ax + by = ¢q com g € Z. Mas,

como d = (a,b) e c|d entdo d = qc. Logo, ax + by = qc = d. [ ]
No exemplo 3.3.1.2 podemos escrever (1001,109) = 1 como:

1001.(—49) +109.(450) = 1

3.4 Equacoes Diofantinas

Nesta secao abordaremos com um pouco mais de atengdo o tema Equagoes Dio-
fantinas. Os exemplos apresentados sdao, em sua maioria, contextualizados buscando uma

melhor aplicagdo ao grupo alvo da pesquisa.

Equagoes Diofantinas sao equagoes polinomiais com duas ou mais variaveis que
admitem apenas solugoes inteiras. Segundo SAMPAIO e CAETANO (2008):

Definicao 3.4.0.1. Equacoes Diofantinas sao equagoes polinomiais, em vdrias incognitas,
com coeficientes inteiros (ou racionais) para as quais se buscam solugées restritas ao

conjunto dos numeros inteiros.

Exemplo 3.4.0.1. Podemos citar como exemplos de Equagoes Diofantinas:
a) 26x+ 18y = 10;

b) 22 —y? =13;

c) 3 +yP+23=7

Neste trabalho trataremos apenas das equagoes da forma ax + by = ¢ denominadas
equagoes diofantinas lineares, com duas variaveis, onde a, b e ¢ sdo nimeros inteiros dados,

e x e y, também inteiros, sdo as solugoes procuradas.

Muitos problemas cotidianos dependem da resolugao de equacoes do tipo ax + by =
c. O seguinte exemplo, quando modelado, resulta numa equacao semelhante a citada

anteriormente.

Exemplo 3.4.0.2. De quantas formas é possivel sacar R$ 110,00 em um caiza eletronico
que dispoe apenas de cédulas de R$ 10,00 e de R$ 20,007

Solugao. Sendo x a quantidade de notas de R$ 10,00 e y a quantidade de notas de R$

20,00, a situagao descrita resume-se a resolver a seguinte equacao 10z + 20y = 110

Um método intuitivo de solucionar este problema ¢é atribuir valores a uma das variaveis e

verificar o valor correspondente a outra. Por exemplo:
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a) Uma cédula de dez e cinco cédulas de vinte reais;
10.(1) +20.(5) = 110

b) Trés cédulas de dez e quatro cédulas de vinte reais;

10.(3) +20.(4) = 110

¢) Cinco cédulas de dez reais e trés cédulas de vinte reais;
10.(5) +20.(3) =110

d) Sete cédulas de dez reais e duas cédulas de vinte reais;
10.(7)+20.(2) = 110

e) Nove cédulas de dez reais e uma cédulas de vinte reais;
10.(9) +20.(1) =110

f) Onze cédulas de dez reais.

10.(11) +20.(0) = 110
Assim os pares (1,5), (3,4), (5,3), (7,2), (9,1) e (11,0) sdo solugdes para essa

equacao. Uma observacao importante a ser feita é que a mesma quantia de R$ 110,00 nao
poderia ser obtida apenas com cédulas de R$ 20,00, pois 20 1 110. Os caixas eletronicos
se baseiam em Equagoes Diofantinas Lineares para a dispensa das notas e, apesar de
oferecerem na maioria dos casos, apenas duas alternativas de escolha de cédulas, observa-

se que qualquer uma das formas citadas anteriormente seria possivel.

Este método de tentativa e erro é 1til, porém trabalhoso; e nos casos em que a
equac¢ao nao tem solucao, é uma perda de tempo. Por exemplo, seria possivel sacar 115
reais nesse mesmo caixa eletronico? Por este método percebe-se que nao, pois a equacao

102 4 20y sempre resultara em nimeros pares, enquanto 115 é impar.

Mas quando esse tipo de equagao admite solucao? Este questionamento pode ser

respondido utilizando o teorema a seguir.

Teorema 3.4.0.1. A equacdo diofantina ax + by = ¢ admite solucio se, e somente se,

(a,b) divide c.

Prova. Suponha a existéncia de solu¢ao na equacao,ou seja, que existam x, e y, € Z tais
que az,+ by, = c¢. Temos que (a,b) | a e (a,b) | b portanto, (a,b) divide qualquer combinagao

linear formada por a e b. Assim, (a,b) | (az,+by,), logo (a,bd) | c.

Reciprocamente, por hipdtese, temos que d = (a,b) | c. Entéao, existe ¢ € Z tal que ¢ = qd.
Pelo Teorema 3.3.2.1, existem x, e y, € Z tais que ax,+ by, = d. Multiplicando por ¢
ambos os lados da igualdade, obtemos (az,)q+ (byo)q = dq. Portanto, (az,)q+ (by,)q = c
e assim, podemos afirmar que q equagao diofantina ax 4 by = ¢ adimte pelo menos uma

solugdo: © =1x,q € Yy = Yoq ]
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Uma consequéncia deste teorema é o fato de que quando (a,b) =1 a equacao
apresentara infinitas solugoes, ja que 1 é divisor de qualquer ntimero real. Importante
notar que quando (a,b) # 1 podemos dividir ambos os membros da igualdade por um

valor conveniente de modo que (a,b) = 1.

Exemplo 3.4.0.3. Quais das equacoes a sequir admitem solugdo?
a) 3x+12y = 312.
b) bx + 15y = 233.

Solucgao. a) Devemos verificar se (3,12) | 312. (3,12) =3 e 3| 312. Logo, a equag¢ao possui

solucao.
b) (5,15) =5 e 51233. Portanto, a equagao nao possui solugao.

Nos casos acima, o (a,b) pode ser calculado facilmente. Quando isso nao for pos-

sivel, como mostrado no exemplo a seguir, aplica-se o algoritmo de Euclides.

Exemplo 3.4.0.4. Qual o maior numero, menor que 300, que pode ser escrito como uma

combinacgdo linear entre 105 e 287

Solucao. A representacao do problema é dada por 105z + 28y = ¢, em que ¢ é o nimero

procurado. Utilizando o Algoritmo de Euclides para calcular (105,28)

31113
105 | 28 | 21
210710

Dai, temos que (105,28) = 7. Assim, para que a equagao tenha solugdo é necessario que
7| c. Portanto, o nimero procurado é um miltiplo de 7. Como 300 = 7 x 42+ 6, a resposta,

para nosso problema ¢é 42 x 7 = 294. De fato:
105.(2) +28.(3) = 294.

Confirmada a existéncia das solugoes, é plausivel o seguinte questionamento: essas
solugoes seguem um padrao? Esta pergunta é respondida com o teorema enunciado a

seguir.
Teorema 3.4.0.2. Seja o par de inteiros x, € Yy, uma solucao particular da equacao

diofantina ax + by = ¢, entdo todas as outras solucoes sao da forma

x:xo+gt s
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comteZ.

Prova. Sejam z, e y, solugoes particulares e x e y solugoes quaisquer da equacao ax + by =

¢; podemos escrever:
ar,+ by, = c = ax + by.
Dessa igualdade encontramos:
a(x—x0) = b(yo —y).

Sendo d = (a,b), entdo existem inteiros f e g tais que a = fd e b= gd com (f,g) = 1.

Substituindo a e b na equagao acima, temos:

fd(z—xz,) = gd(yo—y).

Eliminando o fator d, podemos concluir que g | f(z —x,). Como (f,g9) =1, g ndo divide

f. Portanto g | (x —x,). Sendo assim, existe um inteiro ¢ tal que:
T —To=gt.

Assim, substituindo na equacao anterior, resulta que:

fat =9(yo—y).
Concluindo que:
Yo—y = [t.
Assim, chegamos as formulas:
r—xo = gt,
Yo—y = [t.

b a
Mas, sabemos que g = p e f = —. E, finalmente, substituindo nas férmulas acima encon-

d

tramos:
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O inteiro t é também chamado de parametro, sendo que para cada valor de t,

tem-se uma solucgao distinta para a equacao diofantina.

Exemplo 3.4.0.5. No Campeonato Brasileiro, cada vitoria vale 3 pontos, cada empate
vale 1 ponto e cada derrota wvale 0 ponto. Certo time terminou o primeiro turno in-

victo(nenhuma derrota) e com 43 pontos. De quantas formas é possivel que isso ocorra?

Solucgao. A situagao acima pode ser descrita pela equacao diofantina 3x+y = 43, onde x
¢ a quantidade de vitérias e y ¢ a quantidade de empates, nao sendo necessario representar
a quantidade de derrotas, pois estas nao valem pontos. Esta equacdo tem solugdo, pois
(3,1) =1 e 1]43. Uma solugao particular dela é x, =0 e y, = 43. Assim, a solu¢ao geral
desta equagao é da forma: x =0+t e y =43 — 3t. Como sdo pontos em um campeonato,
nao faz sentido pensar em soluc¢oes negativas. Portanto: 0+t >0e43—3t>0e 0<%t < 14,
visto que t € Z. Substituindo entao os possiveis valores de ¢ encontramos todas as solugoes

possiveis.

tio(1 1234 5|6 7,89 ]10(11]12]13]14
x| 0|1 23456 7|89 (1011|1213 14
y |43 140373431 |28|25/22(19|16 |13 |10 7 | 4 |1

O exemplo acima sintetiza o que deve ser feito para resolver uma equagao diofan-
tina. Primeiro verifica-se se a equagao tem solugao; depois descobre-se a solugao particular
To € 1Yo. Quando esta solucao nao puder ser percebida facilmente, usa-se o Algoritmo de

Euclides de tras para frente para determinar inteiros m e n, tais que:
am—+bn=1

os quais sempre existem pelo Teorema 3.3.2.1. Dai, basta multiplicar ambos os membros

da equacao por ¢, encontrando assim:
a(me) +b(nc) =c.

E a solugao particular seria x, = mc e y, = nc.

Exemplo 3.4.0.6. Quantos sao os pares (x,y) positivos que satisfazem a equagio 2x +
3y=1017 (LUZ, 2014, p.50)

Solugao. Primeiramente, verificamos que a equagao possui solugao pois (2,3) =1e 1 |101.
Uma solugao particular da equagao é x, =1 e y, = 33. Assim, as solucao geral é da forma

r =143t e y=33—2t. Os valores devem ser positivos, assim
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)1+3t>0=t> 3

33
) 33-2t>0=t <

Como t € Z, devemos ter 0 <t < 16. Portanto, sao 17 os pares positivos que satisfazem a

equagao 2z + 3y = 101.

Exemplo 3.4.0.7. Se um trabalhador recebe 510 reais em tiquetes de alimentagdo, com

valores de 20 reais ou 50 reais cada tiquete, de quantas formas pode ser formado o carné

de tiquetes desse trabalhador? (BORGES, 2013, p.42)

Solugao. Se x denota a quantidade de tiquetes de 20 reais e y denota a quantidade de

tiquetes de 50 reais, a equacao que representa o problema é:
20z + 50y = 510.

A equagao possui solugao, pois (20,50) =10 e 10 | 510. Dividindo ambos os membros da,

equagao da equagao por 10 obtemos:
2z +5y =51

Sabemos que (2,5) =1 logo, pelo Teorema 3.3.2.1 podemos escrever 1 como uma combi-

nacao linear entre 2 e 5.
2.(=2)+5.(1) =1
Multiplicando a equacao por 51, obtemos:
2.(—102) +5.(51) = 51.

Portanto, x, = —102 e y, = 51 é uma solucao particular. Assim, as demais solu¢des sao
dadas por x = —102+ 5t e y = 51 — 2t. Nossas solucoes devem ser positivas. Logo:
102

I) —102+45t >0 =t > &

o1
)51 -2t >0 =t < 5

Como t € Z temos que 21 <t < 25 e sao ao todo cinco possibilidades para os carnés, a

saber:

Para t = 21, temos um carné com 3 tiquetes de 20 reais e 9 tiquetes de 50 reais;
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Para t = 22, temos um carné com 8 tiquetes de 20 reais e 7 tiquetes de 50 reais;
Para t = 23, temos um carné com 13 tiquetes de 20 reais e 5 tiquetes de 50 reais;
Para t = 24, temos um carné com 18 tiquetes de 20 reais e 3 tiquetes de 50 reais;
Para t = 25, temos um carné com 23 tiquetes de 20 reais e 1 tiquete de 50 reais.

Apesar de ser um topico abordado apenas no Ensino Superior, percebe-se por meio
dos exemplos apresentados, que Equagoes Diofantinas Lineares pode ser um conteido
apresentado as séries finais do Ensino Fundamental e também a todo Ensino Médio, pois
os conceitos envolvidos sao plenamente acessiveis a alunos dessas duas etapas da Educacao

Basica.
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4 SEQUENCIA DIDATICA E METODOLO-
GIA

Neste capitulo apresentamos o método utilizado nesta pesquisa e também a pro-
posta didatica para o ensino de Equagoes Diofantinas Lineares para o 9° ano do Ensino
Fundamental. Ressaltamos que o objetivo deste trabalho nao é a inclusao das Equacgoes
Diofantinas Lineares no curriculo de Matematica do Ensino Fundamental, mas apresen-
tar uma forma de abordar estes conceitos de modo a incentivar o desenvolvimento dos

pensamentos algébrico e aritmético do publico alvo da pesquisa.

4.1 Engenharia Didatica

A metodologia usada nesta pesquisa é de abordagem qualitativa, pautada nos

pressupostos tedricos e praticos da Engenharia Didatica.

A noc¢ao de Engenharia Didatica emergiu na Didatica da Matemadtica (enfoque na
didatica francesa) no inicio dos anos 80. Segundo Almouloud, Queiroz e Coutinho (2008)
caracteriza-se por um esquema experimental baseado em realizacoes didaticas em sala de

aula.

Basicamente, a pesquisa se subdivide nas vertentes qualitativa e quantitativa. Sobre

isso Pommer (2013) afirma que:

A Engenhria Didética possui dupla funcao: pode ser utilizada como metodo-
logia qualitativa de pesquisa na area da matematica, mas também ¢é extrema-
mente util para a elaboragao de situacoes didaticas que configurem um quadro
de aprendizagem significativa em sala de aula (p. 21)

A metodologia da Engenharia Didatica foi desenvolvida e amplamente descrita por
Artigue (1996) que a nomeou desta forma por se assemelhar ao trabalho do engenheiro
que se apoia e aceita o controle cientifico, mas também esta ciente da maior complexidade

dos problemas didaticos.

Ainda segundo Artigue (1996) esta metodologia estd dividida em quatro fases.
a) Estudos Prévios: levam em consideragao o quadro tedrico didatico geral, envolvendo o
campo de dominio a ser estudado.
b) Anélises a Priori: o investigador identifica as varidveis didaticas para subsidiar a tomada
de decisoes.
¢) Experimentagdo: consiste basicamente no desenvolvimento e aplicacdo da sequéncia

didatica pretendida.
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d) Analises a Posteriori: se caracteriza pelo tratamento dos dados obtidos anteriormente,

permitindo a interpretacao dos resultados.

E importante ressaltar que essas fases nao ocorrem, obrigatoriamente, de forma
sequencial e isolada. Ao contrario, é comum a antecipacao, jun¢ao e até sobreposicao dos

elementos caracterizadores destas quatro fases.

Nas proximas subsegoes apresentaremos de que modo a pesquisa foi realizada, de

acordo com as fases da Engenharia Didatica.

4.1.1 Anélises a priori

O primeiro passo da pesquisa foi realizar o levantamento de informacoes relevantes
referentes tanto ao objeto de pesquisa e aplicagao didatica quanto aos estudantes envolvi-
dos. Nesta pesquisa as analises a priori aparecem em juncao aos estudos prévios. Listamos

a seguir as etapas que foram seguidas nesta primeira fase:

i) estudo didético e matematico do objeto de saber “ntiimeros e operagoes”, mais especi-

ficamente os conceitos e abordagens de “equagoes do 1° grau com duas variaveis”;

ii) pesquisa e anélise de publicagoes que tratam sobre as dificuldades em absorver e aplicar

conceitos algébricos e aritméticos apresentadas por diferentes grupos de estudantes;

iii) consulta aos Pardmetros Nacionais do Ensino Fundamental e ao Referencial Curricular

do Ensino Fundamental do estado do Tocantins;

iv) coleta e elaboracao de questoes para verificar as concepgoes prévias apresentadas pelos

estudantes acerca do tema proposto;

v) previsdes do método de resolugao e possiveis dificuldades que poderiam ser apresentadas

pelos estudantes.

Associada a Engenharia Didatica utilizamos também a metodologia de resolucao de
problemas, em sua maioria contextualizados, pois segundo Sales (2014, p.59): “[...Jquando
o alunos faz o papel de pesquisador tem a seu favor que todos os procedimentos por ele
testeados sdo frutos de uma experimentacao e este é mais facilmente lembrado em outras

ocasioes...]".

4.1.2 Experimentacao e aplicacao da Sequéncia Didatica

Baseou—se em uma sequéncia de 5 encontros semanais que aconteceram no periodo
de 07 de novembro de 2017 a 05 de dezembro de 2017. Cada encontro teve duracao de 90

minutos, sempre as tercas feiras no turno vespertino.

No primeiro encontro ocorreu aplicagao de um pré teste composto por 5 situagoes

problema. Este teste teve como propésito verificar conceitos ja adquiridos pelos alunos
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acerca do tema proposto.

Estavam presentes 28 dos 39 alunos matriculados no 9° ano do turno vespertino,
que foram organizados em duplas, com o intuito de promover a troca de conhecimento

entre os alunos. Nao houve interferéncia da pesquisadora na formacao das duplas.

Como atividade inicial foi feita a leitura em voz alta das questoes e os alunos foram

orientados a resolver os problemas da maneira que achassem melhor.

Os estudantes de posse das informagoes propostas nos problemas, visto que du-
rante a assimilacao destes apresentaram muitas duavidas a respeito da interpretacao das

questoes. Elas nao foram respondidas.

Neste primeiro momento nao foi notado grande entusiasmo entre os alunos, talvez

pelo fato desta atividade nao “valer nota”.

No segundo encontro foi dado inicio a oficina de Equagoes Diofantinas. Estavam
presentes 31 alunos. Foram abordados conceitos iniciais tais como: miltiplos, divisores,

m.d.c.,m.m.c., divisao euclidiana.

Foram resolvidos exercicios para exemplificar os conceitos abordados. A maioria
dos estudantes apresentou certa dificuldade com esses conceitos, mostrando apenas o

dominio da aplicagdo mecanizada de algoritmos.

Questionados sobre o verdadeiro significado dessas defini¢oes, nenhum deles soube
explicar o real sentido dos calculos efetuados. Foi percebido por exemplo, que nenhum deles
conseguia identificar, na divisao euclidiana, a relacao entre dividendo, divisor, quociente

e resto. Apesar de todos eles saberem o nome de cada fator envolvido.

No final do encontro foi deixado um “desafio” que recaia em uma Equacao Di-
ofantina, a saber: “Determine um ntmero positivo que dividido por 13 deixa

resto 5 e dividido por 7 deixa resto 2”.

O terceiro encontro iniciou-se a discussao aberta da resolugao do desafio deixado no
encontro anterior. Nesta ocasido estavam presentes 35 alunos. Apenas 19 alunos resolve-
ram o problema, e todos o fizeram pelo método da tentativa e erro. Desses, 18 encontraram
como solugdo o nimero 44. Apenas um encontrou mais de uma solucao: os niimeros 44 e

135. Eles relataram terem gastado muito tempo para acharem uma solucao.

Houve participacao dos estudantes expondo as solugdes que haviam encontrado.
Somente depois das discussoes e exposicoes das solugoes encontradas é que eles perce-
beram que havia mais de uma solugao possivel. A partir dai foram abordados conceitos
de Equagoes Diofantinas Lineares (definigao, condi¢ao de existéncia de solugao, solugao
particular e solu¢ao geral). Desde entao percebemos uma mudanga de postura dos alunos,
que se mostraram muito mais interessados neste novo contetido e participaram ativamente

inclusive fazendo perguntas e tirando duvidas. Segue a solugao do desafio.
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Solucao do Desafio. Seja n o nimero inteiro procurado. Ele deve satisfazer as igualdades:
n=13r+5en="Ty+2.

Associando essas duas igualdades concluimos que devemos procurar as solugoes da equacao
13z — 7y = —3. Esta equagao tem solucao, pois (13,7) =1 e 1| —3. Escrevendo 1 como

uma combinacao linear entre 13 e 7 obtemos:
13.(=1)—=7.(-2)=1.
Multiplicando a equacao por -3 teremos:
13.(3) = 7.(6) = —3.

Portanto, xg =3 e yg = 6 é uma solugao particular da equagao. Logo, as demais solucoes

sao da forma:
r=3-—Ttey=6—-13t

Como o niimero procurado é positivo, é necessario que x >0 e y > 0. O que implica que
3 . P , .
t< - Como t € Z, basta que tenhamos t < 0, sendo assim, temos infinitos niimeros que sao

solucoes da equagao proposta. A seguir expomos os cinco primeiros valores encontrados.
Para t =0, temos x =3, y =6 e n =44;

Para t = —1, temos x =10, y =19 e n = 135;

Para t = —2, temos * =17, y = 32 e n = 2206;

Para t = —3, temos x =24, y =45 e n = 317,

Para t = —4, temos x = 31, y = 58 e n = 408.

E possivel verificar que os estudantes encontraram apenas as duas primeiras so-
lugoes pelo fato de que, nesta ocasiao, eles ainda nao tinham o conhecimento necessario
para entender o padrao presente nos resultados e resolveram a questao testando valores.
Esse episddio foi capaz de mostrar a eles que a aplicagao de conceitos formais pode nao
ser a Unica maneira de se resolver um problema, mas, na maioria das vezes, é a maneira

mais rapida e efetiva.

O quarto encontro foi dedicado a resolucao das questoes do Teste I (ver Apéndice)
buscando exemplificar e retomar os conceitos vistos em toda a oficina de conhecimento,
bem como tirar as dividas dos alunos. Estavam presentes 33 alunos que participaram in-

tensamente fazendo perguntas e expondo estratégias préprias de resolucao. Ao final desse
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encontro foi deixado como tarefa aos alunos um problema que foi modelado com informa-
¢oOes sobre um bazar realizado por eles. Este problema sera tratado mais detalhadamente
na préxima se¢ao. Os alunos foram orientados a trazer este problema resolvido por escrito

no préximo encontro.

Na semana entre o quarto e o quinto encontro houve movimentacao dos estudantes
no contra turno, as duplas estavam empenhadas em resolver o problema do bazar. Muitos
trouxeram outros problemas que recaiam em Equagoes Diofantinas a fim de tirar dividas.
A maioria dessas duvidas consistia na resolugao das inequagoes que delimitam o intervalo
do parametro t. Foi percebido que, apesar de nao “valer nota” os alunos se mostraram

dedicados ao tema proposto.

O quinto encontro foi dedicado a finalizagao da sequéncia didatica com a realizagao
de duas atividades: a resolucao do problema do bazar e a realizagao de um pos teste pelos
alunos. Para o problema do bazar foi dedicado 30 minutos e sua analise sera feita mais

detalhadamente na préxima secao.

Para o pos teste foram dedicados 60 minutos. O pos teste continha cinco questoes
diferentes daquelas presentes no pré teste. Estavam presentes 38 estudantes. Todos fizeram
o pos teste, entretanto, para termos um parametro de comparagao, vamos analisar apenas

os dados referentes aos 28 alunos participantes do primeiro teste.

As informacoes referentes aos demais alunos serao expostos apenas para fins de
ilustragdo. Os estudantes se organizaram em duplas, com o mesmo colega do primeiro

teste. Acreditamos que assim o resultado seria mais fidedigno.

As analises a posteriori foram baseadas nos dados coletados através de observagoes
e de comparacoes entre os resultados dos testes. Estas andlises serdo abordadas de forma

mais especifica no proximo capitulo.

4.2 Aplicabilidade das Equacoes Diofantinas

Esta aplicacdo foi realizada utilizando dados reais de um bazar realizado pelos
alunos do 9° ano do Ensino Fundamental da Escola Mul. Mestre Pacifico Siqueira Campos,
localizada na quadra 409 norte, em Palmas- TO. Visando a festa de formatura, esses
alunos vinham fazendo vérios eventos para arrecadar dinheiro, dentre eles: rifas, festival

de sorvete e o bazar empregado no estudo de caso.

O bazar foi realizado no dia 21 de outubro de 2017, das 9 as 16 horas e havia pecas
de R$ 2,00 e de R$ 5,00 somente.

A professora de ciéncias estava encarregada de ajudar os alunos neste bazar. So-
mente ela detinha informacoes precisas como: quantidade de pegas de cada valor, total

arrecadado e quantidade de pecas vendidas. Assim sendo, ficou acordado que ela nao di-
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vulgaria para os alunos a quantidade de pecas vendidas, apenas o valor arrecadado e que

a quantidade de pecas vendidas de cada tipo foi praticamente a mesma.

A partir desse evento os estudantes deveriam descobrir, por meio da resolugao da

Equagao Diofantina, quantas pecas de cada valor foram vendidas.

O problema: “No dia 21 de outubro de 2017, os estudantes do 9° ano da Escola
Mestre Pacifico realizou um bazar para arrecadar dinheiro para a formatura. Havia pecas
de R$ 2,00 e de R$ 5,00, totalizando R$ 297,00 arrecadados. Sabendo que a diferenca
entre a quantidade de pecas de R$ 2,00 vendidas e a quantidade de pecas de R$ 5,00 foi

a menor possivel, quantas pecas no total foram vendidas?”

Todas as duplas apresentaram a solucao do problema por escrito. A grande maioria
delas, cerca de 89,3%, resolveu o problema encontrando todas as solugoes possiveis, pelo
método da tentativa e erro, e destacando aquela que atendia a restricaio do problema.
Apenas trés duplas aplicaram os conceitos de Equagdes Diofantinas lineares. Foi dada
oportunidade para que, voluntariamente, as duplas expusessem se tinham conseguido

resolver o problema e de que forma.

Essa exposicao deveria ser feita apresentando a solu¢ao no quadro para os colegas.

Duas duplas se manifestaram.

A primeira dupla resolveu o problema pelo método da tentativa e erro. Porém, ja
haviam percebido a dinamica das solu¢oes das Equagoes Diofantinas e assim, encontraram

a solugao desejada rapidamente.

A segunda dupla aplicou os conceitos de Equagoes Diofantinas em sua totalidade,
percebendo inclusive para qual valor do parametro ¢ tinha-se a solucao desejada. Esta
segunda dupla apresentou apenas uma duvida: a ordem das variaveis x e y na subtracao
interferia no resultado. Na sequéncia foi explicado a eles e a toda turma que na verdade
isso nao acontecia, devido a presenca do médulo na operacao de diferenca. Entao, foi
exposto superficialmente a ideia de médulo, e colocado que eles irdo ter um contato maior

com este conceito no Ensino Médio.

4.2.1 Resolucao do Problema do Bazar

A situacao pode ser descrita pela equacao 2x + 5y = 297, onde x e y sdo as quan-
tidades de pecas de R$2,00 e de R$ 5,00 respectivamente. Uma solucao particular desta
equagao é

To=1¢ y,=2959

Assim as solugoes sao da forma
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r=14+5tey=>59—-2¢
A diferenca entre as quantidades de pecas é dada por
|z —y|=|Tt—58]
Para que esta diferenca seja minima devemos ter
| TE—58 =0 =t — ?

Como t € Z, temos que t =8

Portando, = = 41 e y = 43. Entao, no total foram vendidas 84 pecas: 41 no valor de dois

reais cada e 43 no valor de cinco reais cada.

A seguir apresentamos as formas como duas duplas resolveram o problema.

Figura 1 — Forma de solu¢do da dupla A

Fonte: Acervo da pesquisadora (2017)

Diante do desenvolvimento da sequéncia didatica, os alunos perceberam que a
diferenca entre as quantidades de pecas de R$ 2 e de R$ 5 iam diminuindo até um
determinado ponto e entao passariam a aumentar novamente. Entao quando encontraram
o ponto onde os valores eram “os mais préximos”(palavras dos préprios alunos) notaram

ser essa a solugao desejada e nao deram continuidade ao processo.

A figura 2 a seguir mostra a forma como a segunda dupla solucionou o problema

aplicando os conceitos de Equagoes Diofantinas.
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Figura 2 — Forma de solugdo da dupla B

Fonte: Acervo da pesquisadora (2017)

A atuacao dos estudantes na solucao deste problema nos mostra como a juncao
entre matematica e realidade é importante para que eles se interessem pelo conteido

proposto e, consequentemente, melhore o aprendizado.
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5 ANALISE DE DADOS E DISCUSSOES
DE RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos e comparamos os dados coletados nos dois testes

aplicados.

5.1 Pré Teste

Como ja exposto anteriormente, foram aplicados dois testes para quantificar o im-
pacto do ensino de Equacoes Diofantinas na interpretagao e resolugao de problemas. O
primeiro teste teve o proposito de verificar o conhecimento prévio dos alunos acerca do
tema e se encontra no apéndice A. Duas questoes foram elaboradas pela propria pesqui-

sadora e trés foram retiradas de fontes diversas.

O teste foi aplicado da seguinte forma: dividimos a turma em 14 duplas e propo-
mos que cada uma resolvesse 5 questoes. Ressaltamos que todas as duplas resolveram as
mesmas 5 questoes para que assim pudéssemos comparar a relacao entre erros e acertos, e
o modo como buscavam solucionar os problemas. Tomaremos como acerto o fato da dupla

ter encontrado pelo menos uma solugao para o problema proposto.

O grafico a seguir discrimina o resultado quantitativo (acerto, erro e branco) por
questao no primeiro teste. Participaram quatorze duplas. Os testes eram compostos por
cinco questoes. O eixo vertical representa a quantidade de duplas, ja o eixo horizontal
representa o numero da questao. Na questao 1 tivemos um total de nove acertos, quatro
erros e uma dupla deixou a questao em branco; na questao 2 tivemos sete acertos, cinco
erros e trés duplas deixaram a questao em branco; na questao 3 cinco duplas acertaram, 4
erraram e 5 deixaram o item em branco; na quarta questao duas duplas acertaram, cinco
duplas erraram e sete duplas deixaram o item em branco; e na ultima questao tivemos

dois acertos, sete erros e cinco duplas deixaram a questao em branco.
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Figura 3 — Desempenho dos alunos no Pré Teste
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Fonte: Autora

Neste primeiro teste todos os acertos foram dados por tentativa e erro. Apenas
duas das quatorze duplas encontraram todas as solucdes possiveis: uma delas encontrou

todas as solugoes em todas as questoes; a outra, todas as solugoes nas questoes 1 e 2.

Observa-se que quando a questao trata de temas cotidianos, como as questoes 1 e
2, os alunos absorvem melhor as informacoes do problema e assim tem maiores chances

de acertar o item.

5.2 Pobs Teste

Apos trés encontros onde efetivamente foi trabalhado os conceitos referentes as
Equacgoes Diofantinas Lineares, foi aplicado um segundo teste com o objetivo de verificar
o aprendizado dos alunos e o impacto causado na interpretacao de situagoes problema.
Nesta ocasiao estavam presentes ao total 38 alunos, que também foram divididos em

duplas.

Destes, 10 nao estavam presentes no encontro em que foi aplicado o primeiro teste.
Todos eles fizeram o pods teste, porém optamos por expor os dados separadamente. Acre-
ditamos que assim a comparacao dos resultados serd mais proveitosa. As duplas que

relacionamos na figura 4 sdo as mesmas duplas que foram citadas no figura 3.

O gréfico a seguir mostra o desempenho quantitativo(acerto, erro e branco) por
questao das duplas no segundo teste. A maioria dos alunos resolveu as questoes aplicando
os conceitos e definicoes de Equagoes Diofantinas, e nao tentativa e erro. Assim como

no primeiro grafico, o eixo vertical representa a quantidade de duplas e o eixo horizontal
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o nimero da questdao. Neste teste o aproveitamento se distribuiu da seguinte forma: dez
duplas acertaram a primeira questao, duas duplas erraram e duas deixaram o item em
branco; onze duplas acertaram a segunda questao, uma dupla errou e duas duplas dei-
xaram o item em branco; uma dupla acertou a terceira questao, quatro duplas erraram
e nove deixaram o item em branco; sete duplas acertaram a quarta questao, trés duplas
erraram e quatro duplas deixaram o item em branco; uma dupla acertou a tltima questao,

dez duplas erraram e trés deixaram o item em branco.

E importante destacar que estao presentes apenas informacgoes referentes as mesmas

duplas que participaram do primeiro teste.

Figura 4 — Desempenho dos alunos no Pds Teste

Teste |1
12
10
B
6 m scertos
" W eros
branco
2 ‘I
0
1 2 3 4 5
Questdo

Fonte: Autora

Apresentamos ainda um terceiro grafico que mostra o desenvolvimento das cinco
duplas que participaram apenas do segundo teste, pois nao estavam presentes no dia em

que foi aplicado o primeiro teste.

Vale ressaltar que esses dados estao isolados pelo fato de nao haver critério de
comparacao. O resultado dessas duplas se deu do seguinte modo: na questao 1 tivemos
quatro acertos e apenas um erro; todas as duplas acertaram a questao 2; na questao trés
tivemos 3 erros e 2 duplas deixaram em branco; na questdo 4 tivemos trés acertos, um
erro e uma dupla deixou em branco; e na iltima questao tivemos um acerto, trés erros e

uma dupla deixou branco.
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Figura 5 — Desempenho dos alunos que participaram apenas do Pés Teste
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Fonte: Autora

Analisando os resultados das questoes um e dois podemos observar que a maioria
dos alunos absorveram informagoes essenciais como: definicdo de uma equagao Diofan-
tina, condi¢ao necessaria para haver solugdo e o comportamento das solugoes. Percebe-se,
porém, através do baixo desempenho dos estudantes na questao trés, que eles nao desen-
volveram o entendimento sobre o algoritmo de Euclides aplicado na ordem inversa; pois

esta era a tnica questdao em que esse algoritmo era realmente indispensavel.

A questao quatro nos mostra que a maioria dos alunos dividiram os membros
da equacao por um valor conveniente a fim de deixa-la mais simples e assim facilitar a

resolucao.

A quantidade de erros da questdo de nimero cinco mostra que eles nao interpre-
taram as informagoes da maneira adequada, ja que a maioria dos alunos escreveram a

seguinte equacao para representar o problema:
5z + 6y = 390.

Os alunos nao consideraram que para uma partida de vdlei sdo necessarios dois
times de seis pessoas; e para uma partida de basquete é preciso dois times de cinco

pessoas. Portanto, a equacao correta seria:
10z + 12y = 390.

Mesmo aqueles que resolveram a questao cinco por tentativa e erro nao consideram

o fato de ser preciso duas equipes para cada partida.
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As imagens a seguir sdo de uma mesma dupla e nos mostram a evolugdo na maneira
de resolucao dos problemas propostos. Somente a referida dupla acertou a questao de

numero 5 do Pds teste.

Figura 6 — Solugao da questdo 2 do Pré Teste

Fonte: Acervo da Pesquisadora

Figura 7 — Solugdo da questdo 5 do Pds Teste
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Fonte: Acervo da Pesquisadora

Observamos que alguns fatores influenciaram nos resultados obtidos, tais como:

poucos encontros disponiveis, o fato do tema ter sido ministrado concomitantemente a
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outros conteudos programaticos e por fim, o fato do pos teste ter sido aplicado na semana

de provas bimestrais.

Apesar de todos as adversidades, os resultados obtidos a partir dos testes I e II
mostram que tivemos um aumento de 20% nos acertos, uma diminuicao de 16,66% e de

4,76% nos erros e nas questoes deixadas em branco, respectivamente.

A interferéncia da oficina de conhecimento fica ainda mais evidente quando anali-
samos os dados referentes as duplas que participaram somente do teste II, pois o indice

de acertos dessas duplas foi superior a 50%.

Entao, é possivel concluir que o ensino, ainda que superficial, de conceitos rela-
cionados a Equagbdes Diofantinas Lineares influenciam positivamente na forma como os

alunos interpretam e solucionam problemas algébricos.

Destacamos que a metodologia de Resolucao de Problemas aliada a aplicacao do
contetido a uma situagao real vivenciada pelos alunos foi capaz de retird-los de uma
zona de conforto, onde eram apenas agentes passivos e receptores de conhecimento, para

colocé-los como construtores do proprio saber.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma analise da interferéncia do
ensino de Equacoes Diofantinas Lineares na interpretacio e resolugao de problemas por

alunos do 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola piblica do estado do Tocantins.

Além disso, também permitiu desenvolver uma aplicacao pratica do referido con-

tetdo e avaliagao de como este recurso afeta na aprendizagem dos alunos.

A matematica é uma ciéncia presente em tudo o que nos cerca, mesmo assim
seu ensino tem sido cada vez mais questionado devido ao baixo rendimento da maioria
dos alunos. Entao, dada a importancia do assunto, este trabalho objetivou apresentar as
Equacoes Diofantinas Lineares como mais uma ferramenta para motivar o aluno, auxiliar
no desenvolvimento do raciocinio matematico em geral e consequentemente contribuir na
melhora do aproveitamento escolar. Como todo trabalho que envolve a pesquisa de campo,

foram observados pontos positivos e pontos negativos.

6.1 Pontos Positivos

e A proposta de aplicacao voltada para uma situacao cotidiana vivenciada pelos alunos
foi importante no que diz respeito ao interesse pelo conteido apresentado, contetdo

este que nao faz parte do curriculo formal do Ensino Fundamental.

e A aquisicdo por parte dos estudantes dos resultados a partir de uma atividade

realizada;

e O maior grau de rigor matemético com que o conteido foi tratado mostrou aos

estudantes que conceitos matematicos sao construidos e tem uma finalidade.
e Os estudantes investigaram e construiram conceitos mateméticos ao invés de apenas

receberem defini¢oes prontas.

Diante das andlises realizadas através do decorrer dos encontros e dos resultados

obtidos com os testes I e II foi possivel observar que os alunos:

e Compreenderam quando existe ou nao solugao para uma Equacao Diofantina;

e Relacionaram os conceitos de Equagoes Diofantinas com contetidos estudados ante-

riormente: como multiplos, divisores e Sistemas de Equagoes;
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e Perceberam a possibilidade de existéncia de mais de uma solucao na maioria dos

problemas;

e Utilizaram tentativa e erro como estratégia principal de resolu¢ao no primeiro teste,
que evoluiu a partir de atividades apresentadas nos encontros surgindo utilizagao

do uso do miltiplo ou divisor de um niimero como ferramenta facilitadora;

e Escreveram corretamente equagoes que representavam a maioria os problemas pro-
postos e nos casos possiveis, escreveram também a forma mais simples dessas equa-

¢oes, afim de auxiliar na resolu¢ao dos problemas.

6.2 Pontos Negativos

O emprego de preceitos baseados na Engenharia Didatica também foi fundamental
para que os resultados fossem alcancados, pois possibilitou relacionar os mecanismos dos
estudos tedricos e o cendrio experimental do momento. Porém, alguns pontos de nossa

pratica de pesquisa devem ser considerados e repensados para futuros trabalhos.

e A formacao das duplas: o trabalho em duplas objetiva a troca de conhecimento.
Entretanto, os alunos tendem a se associar levando em consideracdo apenas a afi-
nidade, nao se importando se o colega vai ou nao ajudar na desenvolvimento do
conhecimento. Sendo assim, pensamos que se a pesquisadora tivesse interferido na

formacao das duplas, os resultados teriam sido ainda melhores.

e O espago de tempo entre os encontros: os encontros aconteciam uma vez por se-
mana. Isso associado ao fato de que Equagoes Diofantinas Lineares foi ministrado
concomitantemente a outros conteudos, atuou de modo negativo no rendimento do
publico alvo. A solugdo seria que a oficina de conhecimento acontecesse em dias

consecutivos e isolada de outros conteudos.

e A data de aplicacdo do Pés Teste: essa aplicagao se deu na semana de provas bimes-
trais. Os maioria dos alunos nao estava totalmente focada no estudo de um conceito

que nao “nao valia nota” e nem faz parte do curriculo formal da disciplina.

A aplicagao dos dois testes conseguiu mostrar o crescimento dos alunos em relagao
ao assunto, pois obtivemos um aumento na quantidade de acertos e uma diminui¢ao na
quantidade de erros e questoes deixadas em branco (como detalhado no capitulo anterior).
Analisando os resultados, é possivel concluir que os objetivos foram alcancados, ja que
obtivemos melhora no rendimento do ptublico alvo da pesquisa, a maioria dos alunos escre-
veu corretamente as equacgodes que representavam os problemas e aplicaram os conceitos

de equagoes diofantinas para resolver esses problemas.
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Ademais, percebemos ainda, que a contextualizacao dos problemas interfere direta-
mente nos resultados, pois a quantidade de acertos foi maior nas questoes que envolviam

situagoes presentes no seu dia a dia.

Outro ponto importante é notar que o método de tentativa e erro, que foi a tnica
ferramenta utilizada no primeiro teste, deixou de ser o mecanismo principal de resolugao
das questoes, havendo uma maior compreensao por parte dos alunos no enunciado das
questoes e também na assimilacao das propriedades e das ferramentas que oficina pode

oferecé-los.

Nesse sentido, a abordagem do tema por meio da resolucao de problemas se mostrou
viavel pelo fato de colocar o aluno como sujeito ativo do processo aprendizagem, pois o

estimula a pensar, criar, relacionar e testar ideias e estratégias proprias.

O que se espera deste trabalho é que ele auxilie o professor na pratica docente
no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento algébrico dos estudantes. Esta
habilidade tem inicio no Ensino Fundamental e geralmente é tida como um conteido

dificil pelos alunos.

Neste cenario, o ensino de Equacoes Diofantinas Lineares surge como um instru-
mento auxiliar visando o aprimoramento do raciocinio matematico em geral, pois pode

ser abordado de vérias formas: geométrica, aritmética e algébrica.
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ANEXO A - TESTEI

Apresentamos aqui as questoes que foram usadas nos dois testes que aplicados para

quantificar o impacto do ensino de Equagoes Diofantinas Lineares.

1) No Campeonato Brasileiro, cada vitéria vale 3 pontos, cada empate vale 1 ponto
e cada derrota vale 0 ponto. Certo time terminou o primeiro turno invicto(nenhuma
derrota) e com 43 pontos. Quais as quantidades possiveis de vitérias e empates deste

time?

2) De quantas formas é possivel sacar R$ 110,00 utilizando apenas cédulas de R$
20,00 e de R$ 10,007

3) De quantas maneiras podemos comprar selos de 3 reais e de 5 reais de modo
que se gaste exatamente 50 reais? (HEFEZ, 2006, p.74)

4) Uma loja de conveniéncia trabalha com diversas marcas de café. Num determi-
nado més, um comprador desta loja comprou 2 tipos de café — tipo A (normal) e tipo
B (descafeinado). Sabendo-se que ele gastou exatamente R$ 58,00, quais sdo as diversas
maneiras que ele pode adquirir os pacotes do tipo A e do tipo B? O preco do pacote da
marca A é R$ 2,00 e do pacote da marca B, R$ 3,00. (POMMER, 2008, p.61)

5) Uma camiseta custa, R$ 21,00 , mas comprador s6 tem notas de R$ 2,00, e o

caixa, s6 de R$ 5,00. Nessas condigoes, serd possivel pagar a importancia da compra? De
que modo? (SANTOS, 2013, p.75)
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ANEXO B - TESTE II

1) Em um evento beneficente em prol de criangas com cancer que ocorreu no Centro
Cultural Roberto Palmari em 2017 no Municipio de Rio Claro - SP, foram vendidos R$
720,00 em ingressos. Sabendo que o valor do ingresso para homens custavaR$ 15; 00 e
para mulheres R$ 8; 00, quantos homens e quantas mulheres participaram do evento?
(SOUZA, 2017, p.41)

2) Uma aluna, Bianca, fa de misica, reserva num certo més uma certa quantia para
a compra de CDs ou DVDs. Se um CD custa R$ 12,00 e um DVD R$ 16,00, quais sao as
varias possibilidades de aquisicao de um deles ou de ambos, gastando-se exatamente R$
70,007 E qual a equagao que representa este problema? (POMMER, 2013, p.40)

3) Determine o menor nimero natural que tem restos 11 e 35 quando dividido,
respectivamente, por 37 e 48. (HEFEZ, 2016b, p.93)

4) Um laboratério dispde de 2 méquinas para examinar amostras de sangue, uma
delas examina 15 amostras de cada vez enquanto a outra examina 25. Quantas vezes essas
maquinas devem ser acionadas para examinar exatamente 2 mil amostras? (ROQUE;
PITOMBEIRA, 1991, p.39)

5) Um time de basquete é formado por 5 pessoas, um time de vélei é formado por
6 pessoas. Quantas quadras de basquete e quantas quadras de volei sao necessarias para

que 390 pessoas joguem ao mesmo tempo? (CASTRO, 2013, p.54)
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ANEXO C - SOLUCOES TESTE I

1) A situagdo pode ser descrita pela equagao diofantina 3x+y =43, onde z é a
quantidade de vitérias e y é a quantidade de empates, nao sendo necessario representar
a quantidade de derrotas, pois estas nao valem pontos. Esta equacdo tem solugdo, pois
(3,1) =1 e 1]43. Uma solugao particular dela é x, =0 e y, = 43. Assim, a solu¢ao geral
desta equacao é da forma: x =0+t e y = 43 — 3t. Como sdo pontos em um campeonato,
nao faz sentido pensar em soluc¢oes negativas. Portanto: 0+t >0e43—3t>0e 0 <t < 14,
visto que t € Z. Substituindo entao os possiveis valores de ¢ encontramos todas as solugoes

possiveis.

t1o0| 1234|567 8|9 1011]12]13 |14
x| 0|1 23456 7|89 (1011|1213 |14
y | 43140373431 |28|25/22(19|16 |13 |10 7 | 4 |1

2) Sendo x a quantidade de notas de R$ 10,00 e y a quantidade de notas de
R$ 20,00, a situacao descrita resume-se a resolver a seguinte equacao 10x + 20y = 110.
Dividindo ambos os membros desta equacao por 10, temos =+ 2y = 11. A equacao tem
solugao pois (1,2) =1 e 1| 11. Uma solugao particular da equacdo é z, =1 e y, = 5.
Entao, as solugoes sao da forma z =1+2t e y =5 —¢. Dai, temos que 0 <t < 5. Portanto,

6 formas possiveis.

3) Sendo x a quantidade de selos de R$ 3,00 e y a quantidade de selos de R$
5,00 a referida situagao pode ser presentada pela equagao 3x + 5y = 50. Equacao esta que
apresenta solugao, pois (3,5) =1 e 1| 50. Uma solugao particular é z, =0 e y, = 10. Logo,
as solugbes sao da forma x = 5t e y = 10 — 3¢. Dal, concluimos que 0 <t < 3. Portanto, 4

formas possiveis. Sendo elas:

Dez selos de R$ 5,00 e nenhum selo de R$ 3,00;

Sete selos de R$ 5,00 e cinco selos de R$ 3,00;

Quatro selos de R$ 5,00 e dez selos de R$ 3,00;

Um selo de R$ 5,00 e quinze selos de R$ 3,00.

4) O problema pode ser representado pela equacao 2z + 3y = 58, onde z é a quan-
tidade de pacotes de café normal e y é a quantidade de pacotes de café descafeinado. A

equagao tem solucao, pois (2,3) =1 e 1| 58. Uma solucao particular é x, =29 e y, = 0.
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Assim, as solugbes sao da forma x =294 3t e y = —2t. Dai, —9 <t < 0. Portanto, dez
formas possiveis. Sao elas:
e Vinte e nove pacotes de café normal e nenhum de café descafeinado;
e Vinte e seis pacotes de café normal e dois de café descafeinado;
e Vinte de trés pacotes de café normal e quatro de café descafeinado;
e Vinte pacotes de café normal e seis de café descafeinado;
e Dezessete pacotes de café normal de oito de café descafeinado;
e Quatorze pacotes de café normal e dez de café descafeinado;
e Ongze pacotes de café normal e doze de café descafeinado;
e QOito pacotes de café normal e quatorze de café descafeinado;
e cinco pacotes de café normal e dezesseis de café descafeinado;
e dois pacotes de café normal e dezoitoito de café descafeinado.

5) Na compra de um produto vale a seguinte regra Valor pago - Troco = Valor do
produto. Entao, a situacao é representada pela equagao 2o — 5y = 21, em que x representa
a quantidade de notas utilizadas pelo comprador e y a quantidade de notas utilizadas
pelo caixa. Esta equacao possui solucao, pois (2,5) =1 e 1| 21. Uma solugao particular é

To =13 e y, = 1. Assim, as solucoes sao da forma z =13+5t e y =1+ 2t. Como t € N,

basta que t > 0. Portanto, o problema apresenta infinitas solu¢des. Apresentamos algumas:

t 0O 11]2]3
Valor pago | 26 | 36 | 46 | 56
Troco 5 | 1512535
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ANEXO D - SOLUCOES TESTE II

1) Seja = a quantidade de mulheres e y a quantidade de homens presentes no evento,
a equagao que representa a situagao ¢ dada por 8z + 15y = 720. Esta equacao possui
solugao, pois (8,15) =1 e 1| 720. Pelo Teorema de Bézout temos que 8.(2) +15.(—1) = 1.
Multiplicando ambos os membros da equagao por 720 obtemos 8.(1440) 4 15.(—720) = 720.
Entao as solugdes sdo da forma x = 1440415t e y = —720 — 8. Dai, —96 <t < —90.
Portanto, sete solugdes possiveis. Substituindo o valor de t encontramos todas elas. A

saber:

e Quarenta e oito homens e nenhuma mulher;
e Noventa mulheres e nenhum homem;

e Quinze mulheres e quarenta homens;

Trinta mulheres e trinta e dois homens;

Quarenta e cinco mulheres e vinte e quatro homens;

Sessenta mulheres e dezesseis homens;

Setenta e cinco mulheres e oito homens.

2) A equagao que representa o problema é dada por 12z + 16y = 70, onde = é a
quantidade de CDs comprados, e y a quantidade de DVDs. A equacao nao possui solugao,
pois (12,16) =4 e 4170. Portanto nao é possivel ela adquirir CDs e/ou DVDs gastanto
exatamente R$ 70,00.

3) Seja N o ntimero procurado. Entdo N possui as seguintes formas N = 37z + 11
e N =48y + 35. Relacionando essas duas igualdades obtemos 37x — 48y = 24 A equagao
possui solugdo, pois (37,48) =1 e 1| 24. Aplicando o Algoritmo de Euclides invertido
obtemos 37.(13) —48.(10) = 1. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por 24 temos
37.(312) —48.(240) = 24. Assim, as solugoes sdo da forma x =312 —48t e y = 240 — 37¢.
Como o nimero procurado deve ser positivo, t < 6. N deve ser minimo, entao t = 6. Dali,
x=312—48.6 =24 =N=37.244+11=899.

4) Seja x a quantidade de vezes que a maquina de 15 amostras é acionada e y a
quantidade de vezes que a maquina de 25 amostras é acionada, a equagao que representa
a situacao dada é 15z + 25y = 2000. Para facilitar, podemos dividir ambos os membros

da equacao por 5, obtendo 3z + 5y = 400. Esta equagdao possui solugdo, pois (3,5) =1 e
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1]400. Uma solugao particular é z, =0 e y, = 80. Entao, as solugoes sao das formas z = 5t
e y =80 —3t. A solucao deve ser positiva, logo 0 <t < 26. Portanto, temos 27 solugoes

possiveis. Listaremos algumas:

e Set=1,temosx=5¢ey="77,
e Set=2 temos x =10 e y = 74;

e Set=3,temos x=15ey="71.

5) Para que cada partida acontega sao necessarios dois times de cada esporte.
Portanto a equacao que representa o problema é dada por 10x + 12y = 390, onde x repre-
senta os times de basquete e y representa os times de volei. Dividindo ambos os membros
da equacdo por 2 obtemos 5x + 6y = 195. Esta equacdo tem solucdo, pois (5,6) =1 e
1]195. Uma solugao particular desta é z, =39 e y, = 0, entao as solugbes sdo da forma
x=394+6t e y=—>5¢t. Dai, —6 <t < 0. Logo, temos sete maneiras possiveis. A menor

quantidade possivel de quadras é 33 e a maior é 39 quadras.
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