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Resumo

Os conceitos e aplicagoes algébricas de funcoes, produto cartesiano, matrizes, niime-
ros complexos, polinomios sao basilares para o ensino basico, e iremos uni-los em uma
so estrutura, chamada de Espacos Vetoriais, estudados em cursos de Algebra Linear com
o intuito de melhorar e fortalecer os conhecimentos dos professores do ensino bésico,
proporcionando-lhes mais seguranca e clareza ao ministrar suas aulas, como também pro-
cura incentivar os professores a se atualizarem e fazer com que os seus alunos se motivem
para o ensino superior, em areas que a Matematica, em particular, a Algebra Linear esté
presente. Conhecendo a definicao de espacos vetoriais, acreditamos que o professor poderéa
compreender melhor as técnicas e operagoes algébricas dos contetidos por ele ensinados,
uma vez que munidos da operacao de soma e produto por escalar, os objetos por ele en-
sinados no ensino médio constituem exemplos classicos de Espacos Vetoriais da Algebra
Linear. Acreditamos que o nao conhecimento desta estrutura de algebra, faz com que o
professor exponha de forma limitada e sem motivacao futura, em termos de outros estudos
por parte dos seus alunos no ensino médio, e é claro, que esta visao ou esta abordagem
nao é interessante; é preciso melhorar esta visao em sala de aula, é preciso que o professor
tenha uma visao panoramica daquilo que ensina. Assim, pretendemos com este trabalho
apresentar os conceitos de fungoes, pares ordenados, matrizes, niimeros complexos, po-
linémios (tipo especial de fun¢do) em seguida dota-los de duas operagoes binarias, a saber,
soma e multiplicacao por escalar, usuais, e mostrar que estes sao exemplos de Espacos
Vetoriais ou Espacos Lineares, observando sempre as difencas que existem entre os objetos
estudados, é bom enfatizar que nossa preoculpacao maior nao é com o conteiido de Espaco
Vetorial e sim sua exposi¢ao didatica, mostrando que de algum modo esta associado aos
conceitos estudados no ensino basico.

Palavras-chave: Funcoes, Matrizes, Polinémios, Algebra Linear.



Abstract

The concepts and applications of algebraic functions, Cartesian product, matrices,
complex numbers, polynomials are cornerstones for basic education, and we will unite
them in a single structure, called Vector Spaces, studied in Linear Algebra courses in
order to improve and strengthen teachers’ knowledge of basic education by providing
them with more certainty and clarity to teach their classes, but also seeks to encourage
teachers to upgrade and make their students motivate themselves for higher education in
areas that mathematics In particular, Linear Algebra is present. Knowing the space vector
definition, we believe that the teacher can better understand the technical content and
the algebraic operations taught by it, once armed with the addition operation and scalar
product, the objects that he taught in school are classic examples of Vector Spaces Linear
Algebra. We believe that no knowledge of this algebra structure, makes the teacher expose
a limited future and no motivation in terms of other studies by its students in high school,
and of course, it is this vision or approach is not interesting, it is necessary to improve
the vision in the classroom, it is necessary that the teacher has a panoramic view of what
he teaches. So, with this work we intend to present the concepts of functions, ordered
pairs, matrices, complex numbers, polynomials (special type of function) then equip them
with two binary operations, namely addition and scalar multiplication, usual, and show
these are examples of Vector Spaces and Linear Spaces, always taking difencas that exist
between the objects studied, it is good to emphasize that our preoculpacao bigger is not
with the content of Vector Space but its didactic, showing that this somehow associated
to the concepts studied in primary education.

Keywords: Functions, matrices, polynomials, linear algebra.
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Introducao

E muito comum o comentario sobre as dificuldades em aprender Matematica. O fato
de alguém ter facilidade no aprendizado e uso desta matéria significa para muitas pessoas
inteligéncia superior, e esse fato ¢ assim julgado desde a antiguidade onde a Matematica

era reservada nas escolas para aqueles que seguiam os estudos até niveis elevados, pois:

No inicio do Livro VII da Repiublica, logo apoés a alegoria da Caverna, Platdo, procurando explicitar os preceitos
para uma educagao adequada ao filosofo, estabelece que antes de o candidato a filésofo ser introduzido nos canones

da dialética é necessario que a ele seja ensinado o cultivo das Mateméticas [18].

Em dissertacao de mestrado, sob o titulo - "*A Matemaética é para poucos"”: um

sentido marcado na histoéria - cita:

Problemas ligados as estagoes podem ter criado a necessidade dos primeiros calculos. Surgiram assimos especialistas
na feitura de calendarios e, inicialmente, esta profissdo foi reservada aos sacerdotes. Foram eles os primeiros “ma-
tematicos”, os primeiros calculistas.Os sacerdotes egipcios executavam laboriosas medigoes afim de adquirirem um
razodvel conhecimento acerca das enchentes e vazantesdo Rio Nilo. Em seus templos, bem dissimulados, existiam

nilémetros, aparelhos que os ajudavam nesse mister.

O povo ndo participava desse trabalho nem conheciam esses instrumentos. Assim, quando os sacerdotes previam
determinada enchente ou vazante, tal previsdo era recebida pelo povo aureolada de profecia; por via da consequéncia,
os sacerdotes recebiam ndo apenas reveréncias reservadas aos profetas e deuses, como possivelmente mais importante
que isso, outra homenagens mais materiais como presentes, dinheiro, etc. Desta forma, desde o inicio, a produgao e
organizagao do conhecimento matematico estavam em maos da classe dominante, ja que os sacerdotes constituiam-se

em aliados importantes do poder [17].

Se quisermos uma educacao inovadora, precisamos conceber a matematica em sala de
aula como um processo de construcao, em que o educando percorre um caminho por meios
proprios, com tentativas e erros e com uma orientacao sem dogmatismos. Um ensino em
que esta disciplina seja vista relacionada ao mundo real, com aplicacoes em situacoes do
cotidiano, nao como algo abstrato e sem utilidade, isto sempre que possivel. Se o mediador
do ensino da Matemética, o professor, for capaz de oferecer um ensino da Matemaética
de forma dindmica, atrativa e criativa, inclusive voltado para estudos futuros de seus
aprendentes, tem em maos uma arma valiosa para desenvolver no educando o pensamento
critico, a confianca em seu potencial mental via raciocinios logicos e o habito de utilizar

as suas competéncias adquiridas com autonomia, senso investigativo e sobretudo criativo.
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Quando discutimos o papel da Matemaética no processo de ensino-aprendizagem, é
pertinente analisar a forma como ele se apresenta em nossas escolas. E fundamental ter
sempre presente que o educando aprende mais quando lhe é permitido fazer relacoes, ex-
periéncias e ter contato com material concreto, isto nem sempre é possivel fazer quando
ensinamos matemaética, uma vez que esta é por natureza uma disciplina abstrata em mui-
tos dos seus aspectos, mas é necessario inovar, fazer relagoes com o que vive o aprendente
sempre que isto tiver ao nosso alcance como professores. Porém, infelizmente, muitas
vezes a escola bloqueia ou dificulta o processo de aprendizagem justamente por impor
a transmissao de conhecimentos em Matematica de forma estanque, isolada, repetitiva
e sem aplicagoes, nao permitindo uma construgao e um desenvolvimento 16gico no edu-
cando. Isto se dar por varias razoes, uma delas é a falta de tempo que os professores tem
para pesquisar uma aula desta natureza, uma vez que as escolas nao tém as estruturas
necessarias e o professor nao é dedicacao exclusiva aquela escola, ou mesmo para a edu-
cagao, pois os salarios muitas vezes os obriga a manter a educagao apenas como um bico,
um salario a mais em seu orcamento ja cansado. Promover a ampliacao na capacidade de
raciocinio, memoéria, rigor, ritmo, analise critica, etc., é tao significativo através do estudo

da Matemaéatica quanto o é através das artes.

" das salas de aula é tarefa

Desmistificar a Matemaética como sendo o "‘bicho papao
a qual todo o mediador do ensino da Matemética deve ser conciente E, acima de tudo,
precisamos mostrar esta ciéncia como tendo uma funcao relevante no desenvolvimento do
educando como um ser social. Como nos mostra os Parametros Curriculares Nacionais-

PCN’s (ver BRASIL [3]):

(...) a Matematica pode dar sua contribuicdo & formagdo do cidaddo ao desenvolver metodologias que enfatizem a
construgao de estratégias, a comprovacao e justificativa de resultados, a criatividade, a iniciativa pessoal, o trabalho

coletivo e a autonomia advinda da confianca na préopria capacidade para enfrentar desafios [3].

No momento educacional em que vivemos, é fundamental que o mediador do ensino
da Matematica faca uma reflexao critica sobre sua prética, pois assim como qualquer
conteudo curricular, a Matematica nao pode ser concebida como um saber pronto e aca-
bado mas, ao contrario, como um saber vivo, dinamico e que, historicamente, vem sendo
construido, atendendo as necessidades sociais e culturais. E obra de varias culturas e
de milhares de homens que, movidos pelas necessidades concretas, construiram coletiva-
mente a Matematica que conhecemos atualmente. Este é um dos saberes necessarios para
o bom andamento de seu trabalho educativo. E essencial, também, que o educador saiba
que "‘ensinar nao é transferir conhecimentos"’, ou seja, o educando nao é um depositario

de informacoes, que deverao ser memorizadas e repassadas tal qual aprendeu. Ensinar é
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sim possibilitar situacoes de aprendizagens que viabilizem a construcao de conhecimentos
significativos pelos educandos, de forma critica, consciente, estimulando a autonomia, a
reflexdo, a discussdo, o raciocinio. E importante ressaltar o valor da palavra: mediador.
Este é o papel do educador hoje. A relacao de troca, debate entre o educando e o medi-
ador do ensino da Matematica(como diz Paulo Freire "‘ndo ha docéncia sem discéncia™’)
é fundamental para o bom andamento da pratica educativa. Nao podemos esquecer estas

e

sabias palavras: "‘Quem ensina aprende ao ensinar e quem aprende ensina ao aprender"’

(ver [6]).

Outro aspecto importante, é que ensinar exige pesquisa, mas que tempo temos para
isto?. No6s educadores, precisamos ter bem claro isto, e temos, s6 que nao é nos dado
a oportunidade e as estruturas necessarias por parte dos nossos governates em geral.
Ensinar nao é mais transmitir conhecimentos, alias nunca foi, ensinar é ajudar a construir

sentidos e significados.

A teoria dos mediadores de ensino reflexivos propoe uma concepgao de docéncia como
pratica que, aliada a reflexao constante, conduz a criacao de um conhecimento especifico,
ligado & acdo. A reflexdo do mediador do ensino da Matematica sobre sua propria pra-
tica, seguida pela constante atualizacao e inovacao da problematizacao e nao aceitagao
da realidade cotidiana da escola, é considerada o inicio do processo de compreensao e de
melhoria do seu ensino. O mediador do ensino da Matematica reflexivo é um profissional
inovador e criativo, que descobre problemas e saidas, inventa e experimenta novas solu-
¢oes, liberando-se de formas convencionais, e em constante (re)construgao. Entende-se
"Professor pesquisador"’ como aquele que explicita as inquietudes que emergem da sua
pratica e toma-as como problema de pesquisa, procurando solugoes bem fundamentadas,
com o objetivo de propor e implementar mudancas concretas na sala de aula e/ou na sua
instituicao.

A reflexdo é vista como um processo em que o mediador de ensino analisa sua pratica,
compila dados, descreve situacoes, elabora teorias, implementa e avalia projetos e partilha
suas idéias com colegas e educandos, estimulando discussoes em grupo. Para Fiorentini e
Castro (ver [5]), sem reflexdo o mediador de ensino mecaniza sua pratica, cai na rotina,
passando o trabalho de forma repetitiva, reproduzindo o que ji esta pronto e o que é mais
acessivel, facil ou simples. Refletir significa, segundo Saviani, produzir, de modo meticu-
loso, significados sobre o que somos e fazemos: “Refletir é o ato de retomar, reconsiderar
os dados disponiveis, revisar, vasculhar numa busca constante de significados. E exami-

nar detidamente, prestar atengao, nalisar com cuidado” (ver [16]). Refletir, entao, acerca
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do contexto no qual estamos inseridos, com suas limitacoes e possibilidades, permite-nos
um novo olhar sobre o mundo escolar em sua dinamica e complexidade, Para Gémez , a

reflexao implica:

a imersdo consciente do homem no mundo da sua experiéncia, um mundo carregado de conotagoes, valores, inter-
cambios simbolicos, correspondéncias afectivas, interesses sociais e cenarios politicos. O conhecimento académico,
teodrico, cientifico ou técnico s6 pode ser considerado instrumento dos processos de reflexdo se for integrado sig-
nificativamente, nao em parcelas isoladas da memoéria semantica, mas em esquemas de pensamento mais genérico

activados pelo individuo quando interpreta a realidade concreta em que vive e quando organiza sua propria experi-

"ne "

éncia. A reflexdo ndo é um conhecimento "‘puro"’, mas sim um conhecimento contaminado pelas contingéncias que

rodeiam e impregnam a propria experiéncia vital. (ver |7])

E nesse sentido que compreendemos a reflexdo: como um caminho possivel de ruptu-
ras, que busca indices para compreender melhor o cotidiano escolar e desenvolver acoes
pedagobgicas que integram mais o educando e o mediador de ensino no processo de ensino-
aprendizagem. A reflexdo, portanto, aparece como parte do processo de formacao profissi-
onal, no qual os saberes docentes sao mobilizados, problematizados e ressignificados pelos
mediadores de ensino. Entendemos que o conceito de ressignificacao, que aqui adotamos,
é uma das conseqiiéncias da reflexao. A ressignificagdo diz respeito ao processo criativo
de atribuir novos significados a partir do ja conhecido, validando um novo olhar sobre o

contexto em que o sujeito estd imerso. Segundo Fiorentini e Castro,

quando estamos imersos numa pratica social, em especial na sala de aula, nossas reflexdes e significagoes sobre o

que ja sabemos, fazemos e dizemos podem constituir-se em algo formativo para cada um de noés.(ver [5])

Gomez (ver [7]) pontua que a reflexdo ndo é apenas um processo psicologico-individual,
uma vez que implica a imersao do homem no mundo da sua existéncia. Nesse sentido,
torna-se necessario estabelecer os limites politicos, institucionais e teérico-metodologicos
relacionados a pratica, para que nao se incorra em uma individualizagao do mediador de
ensino, advinda da desconsideracao do contexto em que esta inserido. Na vida profissional,
o mediador de ensino defronta-se com miltiplas situagoes para as quais nao encontra
respostas pré-estabelecidas e que nao sao suscetiveis de serem analisadas pelo processo
classico de investigacao cientifica. Na prética, o processo de didlogo com a situacao deixa
transparecer aspectos ocultos da realidade divergente e cria novos marcos de referéncia,
novas formas e perspectivas de perceber e reagir. A criacao e construcdo de uma nova
realidade obrigam o mediador de ensino a ir além das regras, fatos, teorias e procedimentos
conhecidos e disponiveis. Na base dessa perspectiva, que confirma o processo de reflexao

na acao do profissional, encontra-se uma concepc¢ao construtivista da realidade com que
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ele se defronta. Nao ha realidades objetivas passiveis de serem conhecidas; as realidades
criam-se e constroem-se no intercambio psicossocial da sala de aula. As percepcoes,
apreciacoes, juizos e credos do mediador de ensino sdo um fator decisivo na orientagao

desse processo de construcao da realidade educativa.

Desde que entrou em vigor uma importante lei de 1996 (ver [2]), o Ensino Médio
brasileiro vem sendo modificado para atingir um padrao de exceléncia que se adapte as
continuas e velozes transformacoes da sociedade. Por esta razao, o ensino de Matematica
passou a transitar entre a ciéncia e suas aplicacoes praticas, procurando capacitar o edu-
cando a participar da vida social e produtiva com autonomia intelectual e senso critico.
Junte-se a este fato, a lei 11892/08 (ver [1]), que institui a Rede Federal de Educacao
Proficional, Cientifica e Tecnicolégica e cria os Institutos Federais de Educagao, Ciéncia e
Tecnologia, fazem parte do plano do nacional na busca de uma educacao de qualidade no
Brasil, como também a OBMEP(Olimpiadas de Matematica das Escolas Publicas). No
que tange a Educacao Matematica, em relagao a pesquisa no Brasil, o Governo langou
em 2010 um Programa de Pos-Graduagao em Matematica em rede nacional(PROFMAT
- Mestrado Profissional em Matematica), além do apoio aos programas de pos-graduagao
nas universidades federais. Todas essas acoes por parte do Governo brasileiro, contribuem
para a melhoria da Educacao brasileira. Nossa ideia central é ajudar na formacao con-
tinuada dos Educadores que atuam na Educacao Basica, colaborando com uma melhor
atuacao na sala de aula e enriquecendo de modo continuo os seus conhecimentos para um
trablho de forma mais intensa, consistente e mais efetiva, na preparacao de nossos edu-

candos, tanto para uma continuacgao de seus estudos, quanto para competicoes nacionais

como a OBMEP.

Por fim, ao se estabelecer parametros para o ensino da Matemética na Educacao Ba-
sica, pretende-se contemplar a necessidade da sua adequacao para o desenvolvimento e
promocao de alunos, com diferentes motivacoes, interesses e capacidades, criando condi-
¢oes para a sua insercao num mundo em mudancas e contribuindo para desenvolver as
capacidades que deles serao exigidas em sua vida social e profissional. Em um mundo
onde as necessidades sociais, culturais e profissionais ganham novos contornos, todas as
areas requerem alguma competéncia em Matematica e a possibilidade de compreender
conceitos e procedimentos matematicos é necessaria tanto para tirar conclusoes e fazer
argumentacoes, quanto para o cidadao agir como consumidor prudente ou tomar deci-
soes em sua vida pessoal e profissional. A Mateméatica comporta um amplo campo de
relacoes, regularidades e coeréncias que despertam a curiosidade e instigam a capacidade

de generalizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estruturacao do pensamento e o
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desenvolvimento do raciocinio logico. Essa potencialidade do conhecimento matemaético
deve ser explorada da forma mais ampla possivel, no Educacao Bésica. Para tanto, é
importante que a Matematica desempenhe, equilibrada e indissociavelmente, seu papel
na formacao de capacidades intelectuais, na estruturacao do pensamento, na agilizagao do
raciocinio dedutivo do aluno, na sua aplicacao a problemas, situacoes da vida cotidiana
e atividades do mundo do trabalho e no apoio a construcao de conhecimentos em outras
areas curriculares. Todas essas ideias constituem a maior parte do trabalho didatico do
mediador de ensino, tornando-se talvez, o grande desafio em sua atuacao como Educador

e mediador do conhecimento matemaéatico.

De tudo que foi colocado acima, chegamos a conclusao de que na literatura deveria
existir um trabalho que reunisse os contetdos do ensino basico e introduzisse sobre eles
a ideia de algebra linear, em especifico, o conhecimento de espagos vetoriais, tema inicial
de quem estuda algebra linear. Nas escolas da educagao béasica, os nossos alunos se
deparam com os contetdos de Fungoes, Matrizes, Geometria Analitica (idéia de pares
ordenados), Numeros Complexos (que de certo modo, também remete a ideia de pares
ordenados), Fungdes Polinomiais (que é um tipo especial de Func¢ao), estes objetos sdo
munidos de duas estruturas algébricas, a saber, soma e multiplicacao por escalar que serao
definidos no decorrer deste trabalho, e nos livros didaticos nao é se quer mencionado, que
estas estruturas, para aqueles alunos que seguirao estudos académicos em areas de exata,
estarao presentes na disciplina de algebra linear quando estudando os espagos vetorias.
Este trabalho, tem por tanto a meta de mostrar aos professores que é possivel estigar seus
alunos quando apresentados estes contetidos. Além da proépria ideia de conjuntos, onde
estao definidos por exemplo, o dominio, o contra dominio e imagem das funcoes. Neste
sentido, pensamos neste trabalho, em usar estes elementos da Mateméatica do ensino bésico
para apresentar uma nocao de espago vetorial para os professores deste nivel de ensino
com o objetivo que eles em suas aulas apresentem estes contetidos de forma a remeter
seus alunos para o futuro, para a continuagao dos seus estudos em um curso superior de
Matemética ou Engenharias, onde essa estrutura de Algebra é estudada na disciplina de
Algebra Linear, um dos primeiros cursos de Matematica que o aluno vai se submeter se
estudando na universidade e na area indicada. Além disso, acreditamos que um professor
deve ter um conhecimento daquilo que se ensina de forma panoramica e neste sentido
este material deve fornecer, também, a este professor, a condicao de saber mais do que
aquilo que se esté ensinando e deve, portanto, conhecer que o conjunto de todas as funcoes
reais a valores em R, munido das operacoes de soma e multiplicacao por escalar ususais,

constitui um exemplo de espago vetorial, o conjunto de todas as matrizes de mesma
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ordem, munido das operagoes de soma e multiplicacao por escalar usuais, ¢ um exemplo
de espaco vetorial e assim por diante. A palavra usuais aqui sao as operacoes naturais
de soma e produto por escalar de fungoes ou Matrizes ensinadas nas escolas do ensino
béasico. No decorrer do nosso trabalho vamos apresentar e provar que sao, de fato, os
entes matematicos apresentados com as operagoes usuais de soma e produto por escalar,
exemplos de espacos vetoriais e inclusiove vamos definir o que é um espago vetorial para

que possamos fazer as provas seguindo todos os axiomas de um espago vetorial.

Com objetivo de facilitar a leirura deste material, daremos uma visao geral do que sera
feito em cada capitulo e seccao. No Capitulo 1.5, vamos apresentar os preliminares para o
entendimento do nosso trabalho. Na Secgao 1.1, iremos apresentar a definicao de funcao,
comecando por definir par ordenado e produto cartesiano, posteriormente definiremos
uma relacao binaria e por fim, apresentaremos a definicao de funcao como também de
suas operagoes usuais, de soma e multiplicagao por escalar, e daremos alguns exemplos
para fixar a teoria. Na Seccgao 1.2, iremos expor a defini¢ao de fun¢ao polinomial (um
caso particular de fungao) e suas operagoes usuais, e daremos alguns exemplos esbogando
os graficos de alguns polindémios para fixar nossas ideias. Mais adiante na Seccao 1.3,
definiremos matriz e sua representacao através do seu elemento genérico, suas operagoes
de soma e multiplicacao por escalar, bem como daremos alguns exemplos de soma de
matrizes e de produto entre matriz e um escalar. Na Sec¢ao 1.4 apresentaremos a defini¢ao
de par ordenado e de suas operagoes de soma e multiplicacao por escalar e mostraremos
os graficos da soma de pares ordenados e o grafico de um par ordenado multiplicado por
uma constante escalar, através de exercicios. Finalizando com a Seccao 1.5, onde daremos
a definicao de niimero complexo e apresentaremos as operacoes usuais de soma e produto
por escalar e daremos alguns exemplos de soma entre complexos e de multiplicagao por

escalar e nimero complexo para fixar a teoria.

No Capitulo 2.6, na Seccao 2.1.1, vamos apresentar a defini¢cao formal de espaco Ve-
torial. Na Seccao 2.2 provaremos que o conjuntos das funcoes, munido das operacoes de
soma e multiplicacao por escalar é um exemplo classico de Espaco Vetorial. Na Seccao
2.3, mostraremos que o espaco das fun¢oes polinomiais munido das operacoes de soma
e multiplicacdo por escalar também é um exemplo de espaco vetorial. Na Seccao 2.4,
apresentaremos uma prova de que o conjunto das matrizes de mesma ordem, munido das
operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar, definidas anteriormente, constitui
um exemplo de espaco Vetorial. Na Seccao 2.5, mostraremos que o conjunto dos pares
ordenados, com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar, é também um

exemplo de Espago Vetorial e finalmente, na Seccao 2.6, mostraremos que o conjunto



Introducao 16

dos nimeros complexos, munidos das operacoes usuais de soma e multiplicacao por esca-
lar, ¢ um Espacgo Vetorial. Por fim, Capitulo 3 faremos as nossas consideracoes finais e

mostraremos algumas perspectivas para outros trabalhos.
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1 Preliminares

Para iniciar a abordagem sobre espacos vetoriais no ensino médio tomaremos por
base algumas defi¢oes e aplicagoes nas diversas ciéncias e que sao estudadas na Educagao
Basica. Como a discussao dessas questoes é extensa e complexa, iremos nos deter, aqui,
no inicio do ensino médio que é, para todos os alunos, um momento de crescimento e de
desafios. O aluno que comeca o Ensino Médio faz parte de um grande e heterogénio grupo,
que, de forma mais intensa ou nao, é pressionado por questoes que nao sao recentes, mas,
nos dias de hoje, tem caracteristicas especificas, como o trabalho e/ou o prosseguimento
dos estudos num mundo globalizado. Comecarenos nossa reflexao falando sobre algumas
estruturas da dgebra, alguns conjuntos munidos das operagoes de soma algébrica e produto

por escalar, e que sao estudados no ensino médio.

Estruturas essas como o conjunto F das fun¢oes transcendentes, o conjunto das ma-
trizes Mm n), de ordem m x n, o conjunto P, dos polinomios, como um caso particular
das funcoes, o conjunto R? dos pontos do plano cartesiano e o conjunto C dos niimeros
complexos. Todos essas estruturas de espacos vetoriais sao estudados no ensino superior

na disciplina de algebra linear.

1.1 Funcao

Recordemos, de forma resumida, o conceito de relacao entre dois conjuntos e vamos

nos basear por [14].

Definicao 1.1.1. Dados dois numeros reais a e b, podemos formar com eles um par
ordenado, indicado por (a;b). A no¢do de par ordenado € um conceito primitivo. Com

1850 temos que

(a;0) = (¢;d) & a=bec=d.

Definigcao 1.1.2. Consideremos dois subconjuntos A e B, nao vazios, de nimeros reais.

O conjunto de todos os pares ordenados (r;y), com z € A ey € B, chama-se produto
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cartesiano de A em B e se indica por A x B e
Ax B={(z;y) |z € Aeye B}
Observagao 1.1.3. Se A =@ ou B = @, completa-se a definigio com A x B = J&.
Exemplo 1.1.4. Dados os conjuntos A ={2,4,6} e B ={1,5}, temos
Ax B ={(2:1),(25),(41),(45),(6:1),(6;5)}.

Definicao 1.1.5. Sejam os subconjuntos de numeros reais A e B. Uma relacao R, de

A em B, € qualquer subconjunto de A x B.

Exemplo 1.1.6. Consideremos os conjuntos do exemplo anterior. Os subconjuntos de

A x B. Veja a Figura 1 e a Figura 2

B, = {('
Ry = {(2;5),(6;5)}

Sao exemplos de relacao bindria.

Figura 1: Relacao ¥.

vamos definir fun¢do nos baseando em [9].

Definicao 1.1.7. Sejam A e B dois subconjuntos, diferentes do vazio, de niumeros reais.
Uma funcio f, de A em B, € uma correspondéncia que associa a cada elemento de A
um unico elemento em B. De forma mais precisa, uma funcao é um tipo especial de
relacdo tal que, devemos coniderar uma relagao bindria f : I € R — R, onde
I € um intervalo de numeros reais. Diz-se que f € uma funcdo de A em B se, e somente

se, para todo x em A, existir em correspodéncia um e sé um y em B, tal que y = f(z).
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Figura 2: Relagao Rs.

Exemplo 1.1.8. Suponha que uma industria téxctil utilize, na fabricagao de seu produto,
fibras de poliéster obtidas por meio da reciclagem de garrafas PET. O custo de producao
para esse produto é composto de vdrias parcelas a molde, matéria-prima, saldrio dos ope-
rdrios, transporte, energia elétrica, aluguéis, impostos etc. Algumas dessas parcelas sao
fizas, independentemente do nimero de unidades produzidas. Assim, o custo de produc¢do

por unidades diminui conforme aumenta a quantidade produzida.

Admitindo que, sob determinadas restricoes, para cada x unidades fabricadas, o custo

de produgao por unidade seja 50 — 1755 reais, o custo total dessa produgao, em real, € dado

por:
2

flx)==x (50 — %) = f(z) = 1_030 + 50z.

Observe que o custo de producao f é uma funcao da quantidade fabricada x, com x em

mulhares de unidades.

Exemplo 1.1.9. Dada a funcao f : [—1,1] — R dada por f(z) =z + 4, com x €

[—1,1]. Observe o grifico dessa fun¢io na Figura 3.

Defini¢ao 1.1.10. Sejam f,g: I C R — R duas fungoes e c € R (constante). Entao
(i) (f+g): I C R — R definida por
(f +9)(x) = f(z) +g(z)
(ii) (cf): 1 C R — R definida por

(cf)(x) = cf(x)
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Figura 3: Exemplo de funcao.

Exemplo 1.1.11. Sejam f,g:[—2,3] — R duas funcdes definidas por
flz)=—x+2eg(x)=2.
Entao por 1.1.10 item (i), temos (f + g) : [-2,3] — R definida por

f+9l(z) = f(z)+(9)(z)
= (—z+2)+2
= —r+4

Veja o grifico na figura Figura 4.
Exemplo 1.1.12. Sejam a constante c =3 e f : [—2,3] — R wuma funcao definida por
flz)=—x+2.

Entao por 1.1.10 item (ii), temos

(cf)(z) = cf(x)

Veja o grdifico na Figura 5.
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Figura 4: Exemplo de soma entre fun¢oes.

35

Figura 5: Exemplo de produto entre fungao e um escalar.
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1.2 Polinbmio

Um construtor destinou determinada verta para a construcao de casas de alto padrao
ou de apartamentos populares. O dinheiro pode ser empregado apenas na construcao de
casas, ou apenas na construcao de apartamentos, ou ainda, uma parte na construcao de

casas e a outra parte na construcao de apartamentos.

Apobs o estudo das possibilidades de construcao com os recursos disponiveis, o cons-

trutor obteve o grafico na Figura 6:

y (nimero de aptos.)

80
65

0 20 60 x(numero de casas)

Figura 6: Exemplo de polinomio.

Em economia, esse grafico é chamado de curva de possibilidade de producao
e pode ser aproximado pelo grifico de uma funcdo do tipo y = ax? + bx + c. Para
determinar os valores a,b e ¢, basta substituir x e y pelas coordenadas dos trés pontos

(0,80), (20,65) e (60,0), obtendo o sistema:

a.02 + 5.0+ c =80
a.202 + .20 + ¢ = 65
a.60> +0.604+c=0

Tx? 11x

e ¢ = 80 e, portanto, y = — 755 — S + 80.

_u
24

do qual obtemos: a = —4%0, b
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- 2 , - A . ..
A expressao —% — 12173” + 80 é chamada de polindmio na variavel x .

As fungoes polinomiais sao muito utilizadas quando se pretende obter resultados nu-
méricos, isso porque os calculos efetuados com esse tipo de funcao exigem apenas adicoes
e multiplicacoes. Muitos mateméaticos, como Brook Taylor, dedicaram boa parte de suas
vidas em busca de fungoes polinomiais que se aproximem o maximo possivel de fun¢oes

nao polinomiais como a exponencial e*, 0 seno e o cosseno etc.

A importancia teodrica e pratica dos polindmios nos motiva a dedicar parte deste

capitulo ao seu estudo.

Defini¢ao 1.2.1. Dada a sequéncia de nimeros reais (ag, ay,az, -+ ,a,), consideremos a
fungio p: R — R definida por p(z) = apa™ +a, 12" + o™ 24+ Fasx® + a1z + ag.
A funcao f dada é chamada de polindmio associado a sequéncia dada. Os nimeros reais
~ . . 2 n ~
ag, a1, Ao, -+ , G, SGo denominados coeficientes e as parcelas ag, a1x, asx”, -« , a,x" $G0O

chamadas de termos do polinémio p.

Exemplo 1.2.2. As sequintes aplicacoes p,q, h : R — R sdo polinémios definidos por:

p(z) = b2’ —2z% + 4, onde ap =0,a; =4,a2 = —2 € a3 = b.
qxz) = 7:1:4+1, onde ap =1,a1 =as =a3=0eays=7.
h(z) = —a? 4+ 3z, onde ap =0,a1 =3 € ay = —1.

Observacao 1.2.3. Observamos que um polinémio de varidvel real e com coeficientes
reais, por definicao, € um caso particular de funcao. Assim, se forem dados um nimero
real ¢ e o polinomio p: R — R, definido por p(x) = apx™ + ap_ 12" 1 + @y ox™ 2 4 -+ +

asx* + a1 + ag, chama-se valor numérico de p em c a imagem de c pela fungao p, isto é:

-1 2 2
p(c) = apnc® + apn 1"+ ay o+ - ac” +ajc+ ag

Assim, por exemplo, se p: R — R, definido por p(z) = 32* + 2z — 1, temos:

p(2) =32%2+22—1=15 onde c = 2;
p(=1)=3.(-1)2+2.(—-1) =1 =0, onde c = —1;
p(0) =3.02+2.0—1= —1, onde ¢ = 0.

Definicao 1.2.4. Sejam os polindmios p,q : R — R, definidos por
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n
p(x) = apr" + anflxni1 + -+ an’Z +a1x +ag = E a;z"
=0

4@) = bua™ 4 by @ e bya? bz by = 3 bt
1=0

Chama-se soma de p com q, o polinémio p+ q : R — R, dado por
(p+q)(x) = (an + b))z + (an-1 + bp1)x™F + -+ + (ag + ba)z? + (ay + by)x + (ao + by).

Isto é:

(p+a)(x) = D7 o(ai + bz,

Dai, podemos verificar que sendo p,q : R — R dois polinémios quaisquer, entao p + ¢q :
R — R é dado por (p+ ¢)(x) = p(x) + ¢(x), vejamos:

n

(p+q)(x) = Z(aﬂrbz‘)xi

(p+a)(z) = Y {(a)a’ + (b))

(p+q)(z) = Z a;x’ + Z b’
(p+q)(x) = p(x)+qz).

Exemplo 1.2.5. Esbogar o grifico da soma entre os polindmios p e q, dados por p(z) =

23+ 2z e q(x) = 22 + 2. Veja a Figura 7:

Definicao 1.2.6. Sejam ¢ um nimero real qualquer e o polinémio genérico p, dado por
p(1) = a2 + ap_ 12"+ -+ agx® + a1z + ag, a multiplicacdo entre o nidmero c e p € a

multiplicacao de um escalar por um polindmio e definimos assim:

(cp)(x) = cana™ + ca, 12" + - + cayx® + cayz + cag.

Dai, podemos também perceber que sendo ¢, um ntmero real e p um polin6mio

dado por p(z) = a,z"™ + ap_ 12" + - -+ + asx? + a1z + ag um polinémio qualquer, entao



1.8 Mairiz 25

nxi=pl)+alx)

I
|
|
|
|
I
t
I
|
I
|
T
1
I
I
|
I
|
|
1
|
|
I

Figura 7: Exemplo de soma de polinémios.
(cp)(z) = cp(x):

(ep)(x) = ani:vi

(ep)(z) = c(Zaixi>
(ep)(x) = cp(z).

Exemplo 1.2.7. Seja o polinémio p definido por p(x) = 23 + 2x e a constante ¢ = 2,

observe que o grdfico na Figura 8 representa o produto c.p(x):

1.3 Matriz

As matrizes e seus elementos estao relacionados com os coeficientes de sistemas de
equacgoes lineares. Aqui estudaremos certas operacoes algébricas sobre elas. O material
utilizado é essencialmente de calculo. Todavia, tal como nas equacgoes lineares, o tra-
tamento abstrato dado mais adiante nos proporciond novas luzes sobre a estrutura das
matrizes. Os elementos das matrizes provirao de algum corpo K arbitrario, porém fixo.
Os elementos de K sao chamados de escalares. Nada de essencial se perdera se admitirmos
que K seja o corpo dos reais R. Finalmente, observaremos que os elementos de R™ sao

"

representados convenientemente por "‘vetores linha"’ ou "‘vetores coluna'’, que sao casos

especiais de matrizes (ver [10]).
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hix)=c.p(

Figura 8: Exemplo de produto entre polindémio e um escalar.

Definicao 1.3.1. Uma matriz sobre o corpo dos nimeros reais R, ou simplesmente matriz,

¢ um quadro retangular de escalares a;; da forma

aip a2 - Qip
Q21 G2z -+ Q2p
Am1 Am2 -~ Amn.
A matriz supra é também denotada por (a;;), i1 =1,2,3,---, me j=1,2,3,--- ,n,

ou simplesmente (a;;). As m énuplas horizontais

(an,au,"' 7a1n)7(a217a227"' ;a2n)7"' 7(am17am27"' 7amn)-

sao as linhas da matriz e as n énuplas verticais

a1 12 Q1n

a21 22 Q2p,

Am1 Qm2 Qmn
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sao as colunas. Note-se que o elemento a;; chamado 75 ou componente ij, aparece na
i-ésima linha e na j-ésima coluna. Uma matriz com m linhas e n colunas é chamada de

matriz m X n.

Denotaremos usualmente as matrizes pelas letras maitsculas A, B,C, ---, e os ele-
mentos do corpo dos niimeros reais por letras mintsculas a, b,c, ---. Duas matrizes sao
iguais A = B se tem a mesma forma e se os elementos correspondentes sao iguais. Assim,
a igualdade de duas matrizes é equivalente a um sistema de m x n igualdades, uma para

cada par de elementos (ver, [12]).

1 2 3
Exemplo 1.3.2. ) Veja uma matriz 2 x 3 : [ ] :
4 5 6

. . . 1 2 3
Suas linhas sao (1,2,3) e (4,5,6); suas colunas sao [ A ] , [ ] e [ ] )

5 6
35
14

ty 224
b) A igualdade rry s

rT—Yy zZ—w

(

r+y=3
. , r—y=1
€ equivalente ao sistema: <
2z+w =25
z—w =4
\
A solucao do sistema é x =2,y=1,z=3 ew = —1.

Observacao 1.3.3. Uma matriz linha é também chamada de vetor linha, e com uma

coluna, vetor coluna. Em particular, um nimero real pode ser encarado como uma matriz
1 x 1(ver, [12]).

Definicao 1.3.4. Sejam A e B duas matrizes de mesmo tamanho, digamos, m X n:

aixz ai2 - QAip biy by - bln

21 Q22 -+ Q2p bai by -+ by,
A= e B=

Am1 QAm2 - Amn bml bm2 e bmn

A soma algébrica de A e B, que se escreve A+ B, € a matriz obtida somando-se os
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termos correspondentes:

ayp +bnn apg+biz -0 a, + b1,
A214boy age +bag -+ ag, + by,
A+ B =
am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn
a1; Q12 - Qin
. o~ . . .. Q21 A22 -+ Q2p
Definicao 1.3.5. Sejam um niumero real ¢ e uma matriiz A = ] ] ] s

Am1 Am2 - Amn

definimos o produto de ¢ pela matriz A, ¢- A ou simplesmente cA, como sendo a matriz

cA, cujos elementos sao os elementos de A multiplicados por c, isto é:

C.a11 C.12 -+ C.Q1p

C.a921 C.Q9g -+ C.Q9p
cA =

C.m1 CQma -+ C.Qmp

Observacao 1.3.6. Note-se que a matriz A— B € definida por A+(—1)-B e a matriz — A

¢ definida por (—1)-A. Nao se define soma algébrica de matrizes de tamanhos diferentes.

Exemplo 1.3.7. Sejam

1 2 3 0 -2 1
A: (& A:
4 5 6 —4 2 —6
Entao
(140 2—2 3+1 10 4
4—4 5+2 6-6 070

[31 32 33 3 6 9
3A: p—

| 34 35 36 12 15 18
1.4 O plano euclidiano

O plano R? & um conjunto formado pelos pontos do plano cartesiano e sio muitas
as aplicacOes nas mais diversas areas do conhecimento humano. Antes de definirmos tal

conjunto, vamos descrever uma situacao do cotidiano que envolve tal conhecimento e suas
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aplicagoes. Em uma viajem de férias, um automovel sofre um pequeno acidente em uma

rodovia.
O motorista, imediatamente, liga para a companhia de seguros.

O atendente, depois de obter as informacoes necessarias, pergunta: Em que ponto da

rodovia ocorreu o acidente?
O motorista, olhando para uma marca quilométrica ao lado da rodovia, responde:
Exatamente no quilémetro 9.

Essa informacao do motorista fornece a coordenada do ponto em que ele se encontra
na rodovia. Em muitas outras situacoes do cotidiano, necessitamos de um sistema de

coordenadas. Por exemplo:

e Ao enviar uma carta, devemos escrever no envelope um conjunto de informacoes
apropriadas para a localizacao do destinatario. Essas informagoes sao as coordena-

das do local do destino da carta.

e Um ponto da superficie da terra é determinado por duas coordenadas: a latitude e

a longitude.

e Um ponto do espaco aéreo é determinado por trés coordenadas: A latitude, a lon-

gitude e a altitude.

Do mesmo modo, para localizarmos um ponto em um plano, podemos adotar um
sistema de coordenadas. O mais usual é o sistema cartesiano ortogonal de coorde-

nadas, que apresentaremos a seguir, nos basearemos por [13].

Definicao 1.4.1. Para localizar um ponto no plano, podemos fixar nesse plano um sistema
cartesino ortogonal de coordenadas, que € formado por dois eizos, Ox e Oy, perpendicu-

lares entre si no ponto O. Observe a Figura 9:

Exemplo 1.4.2. Para determinar as coordenadas do ponto P da Figura 10 a seguir,
tracamos por P as retas perpendiculares a Ox e Oy, obtendo, nesses eizos, dois nimeros

chamados abscissa e ordenada do ponto P, respectivamente.

No exemplo, as coordenadas do ponto P sdao 4 e 3. A abscissa é 4, e a ordenada é 3.

Indicamos este fato por P(4,3).

A representacao (4;3) é chamada de "‘par ordenado de abscissa 4 e ordenada 3"
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Figura 9: O sistema cartesiano ortogonal.

¥ (Eto das ordenadas)
P

jfmsmmmm s [

1

|

I

21 |

I

I

:

]

14 I

1

|

0 : x (Efto das abscissas)
2 1 0 1 2 3 4 5 ] 7

14

Figura 10: Exemplo de par ordenado.
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Definigao 1.4.3. Sejam os pares ordenados A = (a;b) e B = (¢;d), a soma A+ B como

sendo o par ordenado
A+ B = (a;b) + (c;d) = (a + ¢; b+ d).(ver, [15))

Exemplo 1.4.4. Sejam os pares ordenados A = (—2,3) e B = (3,—1), vamos construir

o grifico da soma A+ B na Figura 11.

¥

Figura 11: Exemplo de soma entre pares ordenados.

Definigao 1.4.5. Considere um nimero real qualquer k e um par ordenado A = (a;b),

define-se o par ordenado k.A como sendo

kA =k.(a,b) = (k.a,k.b)

Exemplo 1.4.6. Sejam os pontos A = (2,3) e o escalar k = 2. A Figura 12 abaizo
representa o par ordenado kA = 2.(2,3).

Observacao 1.4.7. 1. Dois pares ordenados de numeros reais $ao tguais se, € So-

mente se, suas abscissas sao iguais e suas ordenadas sdo iguais, isto é: (a,b) =

(c,d) & a=ceb=d.
Por exemplo:

(a,8) =(7,y) & a=Tey=38.

2. Os eixos ordenados Ox e Oy, chamados de eixos coordenados, separam o plano

em quatro partes chamadas quadrantes.

3. Todo ponto de abscissa nula pertence ao eizo Oy, e todo ponto de ordenada nula

pertence ao eizo Ox.
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Figura 12: Exemplo de produto entre par ordenado e escalar.

1.5 Os niimeros complexos

E razoaval admitir que os nimeros, de todos os tipos, sempre estiveram postados no
universo: uns evidentes, como os naturais, outros ocultos, como os irracionais. Coube aos
seres humanos descobri-los, de acordo com as necssidades de cada época. A descoberta do
numero como abstracao de quantidades observadas no cotidiano foi o primeiro, e talvez o
mais importante, feito matematico da humanidade. Houve uma longa e a&rdua caminhada
desde os niimeros naturais até os ntimeros reais. Mas, seriam os ntimeros reais o ultimo
estégio na escalada do conceito de niimero? Veremos que nao, que esse conceito se amplia

para além dos ntmeros reais, definindo os ntimeros complexos.

O problema a seguir mostrara a insuficiéncia dos niimeros reais diante de certas situ-

acoes concretas ou abstratas.

Um engenheiro projetou duas caixas-d’agua de mesma altura: uma em forma de cubo
e outra em forma de um paralelepipedo reto-retangulo com 6m? de area da base. O
volume da caixa ctibica de ter 4m? a mais que o volume da outra caixa. Qual deve ser
a medida, em metro, da aresta da caixa ctubica? Indicando por x a medida da aresta da
caixa ctbica e sendo v, o volume da caixa ctibica e por v, o volume da caixa em forma de

paralelepipedo, temos:

Vc::133evpzﬁx:>x3:6x—4(:)x3—6x+4:0.

Essa equacao pode ser resolvida pelo método proposto por volta de 1535 pelo matema-
tico italiano Niccolo Fontana, conhecido como Tataglia. Tal método implica em substituir

x por u — v, de modo o produto u.v seja igual & teca parte do coeficiente de x, isto é:
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uy = —2

{ (u—v)?—6u—v)+4=0

que é equivalente a

{ wd —3utv+3uv? — v —6u+6v+4=0

uy = —2.

Fazendo uv = —2 na primeira equacao, obtemos:

w—vi+4=0 (1)
v = =2 (I1)

u

Substituindo (I) em (I1), chegamos & equagio u® + 4u® + 8 = 0, cuja resolucao pode

ser feita através da mudanca de variavel u® = ¢, com a qual obtemos a equacao do 2°:
t?+4t+8=0

em que A = 4% — 4.1.8 = —16, e portanto,

_ —4+/—16

t
2

da qual concluimos que:

;_ —4+ /16
2

Nesse momento poderfamos ser levados a concluir que a equacdo z®> — 6z +4 = 0 ndo

u

possui raiz real, pois nao existe no conjunto R o ntimero v/—16. Porém, essa conclusao é
equivocada, pois o numero real 2 é raiz da equacao, como se constata pela substituicao
de x por 2:

23 —6.2+4=0

Essa espantosa constatacao nos leva a admitir a exiténcia do niimero nao real /—16.
Historicamente, Geronimo Cardano, médico e matematico italiano, apos ter aprendido
com Tartaglia o método descrito anteriormente, foi o primeiro a admitir a existéncia de
nimeros nao reais, durante a resolucao de uma equacao cubica, como essa que discutimos.
Apos tal descoberta, um matematico contenporaneo de Cardano, Rafael Bombelli, teve o

1nes

que considerou uma "‘ideia louca"’: comegou aoperar com nimeros nao reais estudados
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por Cardano. Bombelli admitiu, por exemplo, a identidade:
24v-14+3—-vV—-1=5

dando, assim, subsidios para o inicio da construcao de um novo conjunto de nimeros: o

conjunto dos niimeros complexos.

A insufiéncia dos nimeros reais se revela na radiciacao: nao existem, em R, raizes
quadradas, quartas, sextas,- - -, de nimeros negativos. Para que a radiciacao seja sempre
possivel, os matematicos ampliaram o conceito de nimero, definindo o niimero 4, nao real,

que chamaram de unidade imaginaria e que satisfaz a seguinte condicao:

P =ii=-1
A partir da unidade imaginaria vamos usar as defini¢des em [15]:

Definicao 1.5.1. Numero complexo é todo niumero da forma a + b.i, em que a e b sao

numeros reais e v € a unidade imagindria.
Exemplo 1.5.2. a) 5+ 2i
b) 3i

¢) 0i (que € igual a zero)

O conjunto dos numeros complexos é indicado por C, isto é:

C ={a+bi, com a e b reais}.

Com esses "‘novos'’ ntimeros é possivel definir raiz de indice par e radicando negativo,

pois poténcias de niimeros complexos com expoente par podem ser negativas; por exemplo:
(3i%) = 3% = 9.(—1) = —9.

Assim, 3i é uma raiz quadrada de —9. A expressao a + bi, com a e b € R, é chamada

forma algébrica do nimero complexo, em que a é a parte real e b é a bfparte imaginaria.

Exemplo 1.5.3.

a) No nimero complexo 5+ 4i, a parte real é 5 e a parte imagindria € 4. Todo nimero

complexo cuja parte imagindria € diferente de zero é chamado de niimero imagindrio.
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b) No nimero complexo Ti, que pode ser representado por 0+ Ti a parte real é 0(zero) e
a parte imagindria € 7. Todo numero complexo cuja parte real é zero e a imagindria €

diferente de zero é chamado de numero imagindrio puro.

¢) No nimero complezo 9, que pode ser representado por 9+ 0i a parte real é 9 e a parte

magindria € zero.

d) Dois nimeros complexos a+bi e c+di, com a, b, ¢c e d € R, sdo iguais se, e somente

se, suas partes reais SG0 1guais e Suas partes tmagindrias Sao 1guais.

Ou seja:

a==c

b=d

at+bi=c+di &

Todo nimero complexo com parte imagindria zero € um numero real. Note, portanto,
que todo numero real a, € também, um numero complexo, pois pode ser representado por

a+ 0i. Assim, temos que R C C.

A cada nimero complexo z = x+yi, em que x e y SA0 NUMeEros reais, vamos associar o
ponto do plano cartesiano determinado pelo par ordenado de ntimeros reais (x,y), vamos
denotar esse ponto por A = (z,y). Essa associagdo é biunivoca, isto é, cada nimero
complexo esti associado a um tnico ponto do plano cartesiano, e cada ponto do plano

estd associado a um tnico nimero complexo. Com isso, podemos definir o Plano Complexo

na Figura 13:

eixo Im

eizo Re
T

D ——m e ——————

Figura 13: O plano complexo.

Definicao 1.5.4. Para quaisquer nimeros compleros zy = a + bi e z9 = ¢+ di, em que
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a,b,c e d sao niumeros reais, temos:
214+ 20 =(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)=(a+c)+ (b+d) - 1.

Exemplo 1.5.5. Sendo os nimeros complexos z; = 2—1 e z9 = 34 21, vamos representar

a soma z1 + 23 no plano complexro apresentado na Figura 14.

eixo Im

7,42)=54

! i
0 ! i eixoRe
T T T T T T T t T + T T T T
4 5 4 3 2 A [ 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 14: Exemplo de soma de complexos.

Definicao 1.5.6. Sejam o numero real k e o nimero complexo z = a + bi. Definimos o

nimero complexo k.z como sendo:
k- z=k- (a+bi)=k- a+k- bi =ka+ kbi.

Exemplo 1.5.7. Sendo o niumero complexo z = 3 — 41 e constante k = —2, vamos

representar o produto k- z = —2z no plano complexo descrito pela Figura 15.
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Figura 15: Exemplo de multiplicagao entre nimero complexo e escalar.
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2 Espacos Vetoriais

Neste capitulo iremos anlisar detalhadamente algumas das estruturas de algebra linear
ensinadas pelos professores da educacao basica. Inicialmente, comecaremos definindo o
que é um espaco vetorial, qual estrutura algébrica se comporta como um espaco vetorial.
Demostraremos que os conjuntos de que tratamos no capitulo anterior, sao espacos ve-
toriais. Vamos considerar um espaco vetorial sobre o corpo R que usualmente denota o

conjunto dos niimeros reais. Iniciamos pela seguinte Seccao.

2.1 Espaco vetorial definicoes e propriedades

Trataremos o conjunto (R?,+,-) como o conjunto dos pares ordenados, o conjunto
(F(R),+,-) como sendo o conjunto de todas as fungoes reais a valores reais, o conunto
(Pn(R),+,) é o conjunto de todos os polindmios reais com coeficiente reais de grau me-
nor ou igual a n, este pode ser considerado um caso particular de fun¢ao, o conjunto
(Myn(R, +, ) das matrizes m x n e o conjunto (C, +, -) dos niimeros complexos com coe-
ficientes reais. Vamos apresentar uma prova que mostra que estes conjuntos sao exemplos

de espacos vetoriais segundo a Defini¢ao2.1.1.

Em varias partes da Matematica, defrontamo-nos com um conjunto, tal que é, ao

"‘combinacdes lineares"’ dos objetos

mesmo tempo, significativo e interessante lidar com
daquele conjunto. Por exemplo, no estudo de equagbes lineares(geralmente estudado
inicialmente na educagio bésica), é bastante natural considerar combinagées lineares das
linhas de uma matriz. E provavel que o leitor tenha estudado calculo e tenha ja lidado
com combinagoes lineares de fungoes (o que ocorre também no ensino médio). Talvez
o leitor tenha tido alguma experiéncia com vetores no espago euclidiano tridimensional
e, em particular com combinagoes lineares de tais vetores. A grosso modo, a algebra
linear é o ramo da matemaética que trata das propriedades comuns a sistemas algébricos

constituidos por um conjunto mais uma nocao razoavel de uma "‘combinacao linear"’ de

elementos do conjunto. Aqui definiremos o objeto matemético que, como a experiéncia
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mostrou, ¢ a abstracao mais 1til deste tipo de sistema algébrico

Escolhemos para este trabalho a definicdo dada por Hoffman-Kunze ([8]) em seu livro

de Algebra Linear traduzido para o portugués por Adalberto P. Bergamasco.

Definigao 2.1.1. Um Espaco Vetorial (ou espaco linear) consiste do seguinte:

(1) Um corpo F de escalares;
(2) Um conjunto V de objetos, denominados vetores;

(3) Uma regra (ou operacao), dita adicio de vetores, que associa a cada par de vetores
aefemV um vetor a + 5 em V, denominado a soma de o e 3, de maneira tal

que se forem dados «, (B, ey, pertencentes a 'V, entao
Aq - a adicdo é comutativa, « + 3 = B+ «;
Az - a adigao é associativa, o+ (B +7) = (a+ B) +;

Az - existe um unico vetor 0 em V', denominado o vetor nulo, tal que o« +0 =0+ a =

a, VaenV;
Ay - para cada vetor o em V' existe um tinico vetor —a em V tal que o+ (—a) = 0;

(4) Uma regra (ou operacao), dita multiplicacao escalar, que associa a cada escalar ¢ em F
e cada vetor a em V um vetor ¢ a« em V', denominado o produto de ¢ por « de
maneira tal que se forem dados o e B, pertencentes a V' e ¢y e ¢y, pertencentes a [F

entao
M, -1-a=a, VaenV;
M - (c100)a = ¢q(c20v);
Msj; - c(a+ ) = ca+ cf;

My - (1 + )a = ca+ ca.

E importantissimo observar, como afirma a definicdo, que um espaco vetorial é um

! "

objeto composto de um corpo (conjunto de ntimeros), um conjunto de "‘vetores"’ (ou
objetos) e duas operacoes com certas propriedades especiais, a saber, a soma e a multi-
plicacao por escalar. O mesmo conjunto de vetores pode ser parte de diversos espacos
vetoriais. Quando nao ha possibilidade de confusao, podemos simplesmente nos referir

ao espaco vetorial por V ou, quando for desejavel especificar o corpo, dizer que V é um
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espago vetorial sobre o corpo F que para o nosso proposito sera sempre R. O nome
"vetor"” ¢é aplicado aos elementos do conjunto V' mais por conveniéncia. Nao devemos
emprestar muita importancia ao nome uma vez que a variedade de objetos que apare-
cem como sendo os vetores em V' podem nao apresentar muita semelhanca com qualquer
conceito de vetor adquirido a priori pelo leitor. Nas seccoes seguintes passaremos agora

demonstrar que os cinco conjuntos mencionados no Capitulo 1 sao espagos vetoriais.

2.2 O espaco vetorial das funcoes sobre o corpo dos
nimeros reais

Sejam, R o corpo dos niimeros reais e [ um conjunto arbitrario e nao-vazio de nimeros
reais. Seja (F,+,-) o conjunto das fun¢oes do conjunto I em R. Considerando o que esta

em [?], temos:

Definigao 2.2.1. A operagio (+) é chamada de adi¢ao algébrica de dois vetores f, g :
IC R — R emF, onde

(f+g9): 1 CR — R (f+g)(z)=f(z) +g(x), Vo €l
Definicao 2.2.2. O produto (-) do escalar k € R pela funcao f € definida por kf, onde
(kf): 1 € R — R; (kf)(z) =kf(x), V2 €1.

Exemplo 2.2.3. Afirmamos que a terna (F,4+,-) € um espago vetorial sobre o corpo
R. Prova: Com efeito, sejam f,g e h pertencentes ao conjunto F, onde f,g e h :

I € R — R, dai teremos que

Ay - (f+9) =g+ f):

(f+9)(x) = f(z)+g(x) (Definicio de adigio em F).
g

9l
() + f(z) (Prop. comutativa dos nimeros reais).

= (g+ f)(x) (Defini¢io de adi¢io em F).

Como [ e g sao funcoes definidas num mesmo dominio I, temos

(f+9)@)=(g+)x), Vee I

e, portanto,

(f+9)=(g+f)
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Ay - [f+(g+h)]=[(f+g) +h:

[f+(g+h))(z) = f(x)+(9+h)(z) (Definicio de adicio em F).
= f(x) + [g(x) + h(x)] (Definigio de adicio em F).
= [f(x) +g(@)]
= [(f + 9)(x)] + h(z) (Definicio de adigio em F).
= [(f +9) + h](z) (Definigio de adigio em F).

+ [g(x) +
+ + h(z) (Prop. associativa em R).
(f+g
(f+y
Como f,g e h sao funcoes definidas num mesmo dominio I, temos

[f+(g+h)l(x) =[(f+9) +h](z), Vo eI

e, portanto,

f+(g+h)]=I[(f+g)+h]

Az - existe um unico vetor e em V', denominado func¢ao nula, tal que f +e= f+e=c¢e

para todo f em F;

Suponha que existe e € T tal que

(f+o=(e+H=1.
Entao, Vx € 1

(f+e)x)=f(zx) = f(z)+e(x)=f(x) (Definicio de adi¢ao em F).

= e(x) =0, VY x (Lei do cancelamento em R ).

e = 0 (fungao identicamente nula.)

Da unicidade: se existir € tal que

(f+e) =T

(f+e)(z)=fx) = f(z)+7( f(z) (definicao de adi¢iao em F).
=0

r) =
, V@ (lei do cancelamento em R).

o e=e=0 e vale a unicidade.

Ay -V f € F existe um unico vetor € em F, denominado o vetor simétrico, tal que
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f+e=e+ f=0;

Suponha que existe e € F, onde € ¢é tal que
(f+e)=(e+f)=0.

Entao, ¥V x € 1

(f+e)(x)=0 = f(x)+e(x) =0 (Definicio de adigao em F).

+e
= f(z) +e(x) = f(x) — f(z), Yz (00 € o elem. neutro em R).

= e(z) = —f(x), Yx (Lei do cancelamento em R).

o6 = —f(x).

. . . . ’
Da unicidade: se existir e tal que

’

(f+e)=0.
Entao, YV x € 1

(f+e)z)=0 = f(z)+e(x)=0 (Definicio de adigio em F).

/7

= f(x)+e(x)=f(z)— f(x), Va (OO0 ¢éo elem. neutro em R).
= ¢ (z) =—f(z), ¥z (Lei do cancelamento em R).

/

s.e=e = —f ewale a unicidade.

M1 - 1f = f
Suponha f € F, YV x € I, entao

(1f)(z) = 1f(z), ¥V x (Defini¢ao de produto por escalar em F).

= f(z) (O nimero 1 é o elemento neutro da multiplicagcao em R).
Slf=f,Va e I

My - [(kik2) f] = ki(kaf):

Considere f € F, Vo € R os numeros reais ki e ko, entao

[(k1ko) fl(x) = (k1ko)f(x), ¥V = (Definicao de produto por escalar em JF).
= ki(kof (z)) (Associatividade em R).

" [(k1k) f] = ki (kof), Yo € 1.

Mz - (ki + ko) f =k f +kaof:
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Considere f € F, Vo € R os numeros reais ki e ky, entao

(k1 + ko) fl(z) = (ki +k2)f(z), Yz (Defini¢ao de produto por escalar em F).
= kif(z)+ kof (z) (Distributividade em R).

[(/{31 + k?Q)f] =kf+kf, Vo € I

My - k(f +g)=kf +kg:
Considere feg € F onde f,g: 1 C R — R, Vx € [ e o numero real k,

entao

k(f+9)(x) = k(f+9)(x), Va (Definicio de produto por escalar em F).
= k[f(z)+ g(z)] (Definicio de adi¢ao em F).
= kf(x)+ kg(x) (Distributividade em R).

Sk(f+9)=kf+kg, Yo € I.

Logo, concluimos que a terna (F,+,-) € um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros

reais.

2.3 O espaco das funcoes polinomiais sobre o corpo dos
niimeros reais

Sejam, R o corpo dos nimeros reais e P, o conjunto das funcoes p: R — R que
sao da forma:

p(z) = ag+ a1w +asx® +---+a,2", Vo € R

onde 0s nimeros ¢y, ¢1,Cs, - - , ¢, sao reais fixos (independentes de x). Uma funcao deste
tipo é denominada funcao polinémial sobre R. As opracoes de adicao algébrica de
polindmios e produto entre polindémio e um nimero real sdo definidas, com base em [§],

como segue :

Definigao 2.3.1. A operacio (+) é chamada de adigao algébrica de polinémios p,q :
IC R — R emP,, onde

(p+9):IC R — R; (p+g)(z)=px)+q(z), Vo € I

Definigao 2.3.2. O produto (-) do escalar k € R pela fungao polindmial p é definida
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por kp, onde
(kp): I C R — R; (kp)(z) = kp(z), Vo € I.

Exemplo 2.3.3. Afirmamos que a terna (P,,+,+) € um espaco vetorial sobre o corpo R.

Prova:

Com efeito, sejam p,q e r pertencentes ao conjunto F, onde p,q er : I C R — R,

dat teremos que

Ay - (p+q)=(qg+p):

(p+q)(x) = p(x)+q(z) (Definicio de adigio em Py).
= q(z) + p(x) (Prop. comutativa dos nimeros reais).

= (q+p)(z) (Definicao de adi¢ao em P,).
Como p e q sdo funcoes definidas num mesmo dominio I, temos

(p+q)(x)=(¢+p)z), Vo e I

e, portanto,

(p+q) = (q+p).
Ay -[p+(g+n)]=[p+q) +r]:

p+ (g +m)l(x) = ple)+(q+7r)(x) (Definicio de adigio em Pp).
= p(x)+ [¢(z) + r(z)] (Defini¢ao de adi¢ao em Py).
= [p(x) + q(z)] + r(x) (Prop. associativa em R).
= [(p+q)(x)] + r(z) (Defini¢io de adicao em P,).
= [(p+q) +r|(z) (Definicao de adigcao em P,,).

(
(

Como p,q e r sao funcoes definidas num mesmo dominio I, temos

p+(g+n))=[p+q) +7)(z), Vo € I

e, portanto,

p+(g+r)]=I[p+aq +r

As - existe um inico vetor e em P, denominado polindmio nulo, tal que p+e = e+p =p

para todo p em P, ;
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Suponha que existe e € P, tal que

(pte)=(etp) =p
Entao, YV x € 1

(p+e)(x) = f(xr) = px)+e(x)=p(x) (Definicio de adicao em P, ).

= e(x) =0, Yz (Lei do cancelamento em R).

c.e = 0 (polinomio identicamente nulo.)

Da unicidade: se existir € tal que
(p+e)=p.
Entao,

(p+e)(z) =plx) = plz)+e( p(x) (Definicao de adi¢ao em P,,).
—0

x) =
= e(x) =0, Yz (Lei do cancelamento em R).
. e=-e=0 e vale a unicidade.

Ay -V p € P, existe um unico vetor € em P,, denominado o vetor simétrico, tal que
pte=e+p=0.

Suponha que existe € € P,, tal que
(p+e)=(e+p) =0.

Entao,Vx € 1

(p+e)(z) =0 = p(x)+e(x) =0 (Defini¢ao de adigao em P,,).
= p(x)+elx) =plx)—pz), Vo (00 ¢éo elemento neutro em R).
= e(x) = —p(x), Y x (Lei do cancelamento em R).

ce=—p(x).

. . . . ’
Da unicidade: se existir e tal que

/

(p+e)=0.
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Entao, Vx € 1

(p+e)(z)=0 = p(x)+e(x)=0 (Definicio de adicio em P,).

= p(x)+e(z)=px)—plx), Yz (00 ¢o elemento neutro em R).

’

= e (z) = —p(x), ¥V x (Lei do cancelamento em R).
. e=¢ = —p e vale a unicidade.

My - 1p =p: Suponha f € P,, Vx € I, entao

(Ip)(x) = 1p(x), ¥ x (Defini¢io de produto por escalar em Py).

= p(z) (O nimero 1 é o elemento neutro da multiplicacao em R).
Sdp=p Va2 € I

M, - [(k’ﬂfz)p] = k1(7€2p)5

Considere p € P,, VYV € R os nimeros reais ki e ko, entao

[(k1k2)pl(x) = (kik2)p(x), V x (Definicao de produto por escalar em Py,).
= ky(kop(z)) (Associatividade em R).

S (kik2)p] = Ki(kep), Vo € 1.

My - (ki + k2)p = kip + kap:

Considere p € P,, Va € R os nimeros reais ki e ko, entao

(k1 + k2)p)(z) = (k1 + k2)p(x), ¥V = (Defini¢ao de produto por escalar em P,,).
= kip(z) + kop(z) (Distributividade em R).

(k?l + kg)p = k1p+ k?gpf, Vo € 1.

My - k(p+q) = kp + kq:
Considere p eq € P, onde p,q: I CR — R, Vo € [ e o numero real k, entao

k(p+ )l(x) = k(p+q)(x), ¥V x (Defini¢cao de produto por escalar em P,).
= klp(x) + q(x)] (Definigao de adi¢ao em Py).
= kp(x) + kq(x) (Distributividade em R).

S k(p+q)=kp+kq YV € I
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Logo, concluimos que a terna (P,,+,-) € um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros

Teais.

2.4 O espaco das matrizes m X n sobre o corpo dos
nimeros reais

Seja R o corpo dos ntimeros reais e Mm n(R) o conjunto de todas as matrizes m x n,
com m e n inteiros e positivos, sobre o corpo R. Vamos considerar duas matrizes genéricas
de ordem m x n dadas por A = (a;;) e B = (bij),ondei=1,2,3,--- ;mej=1,23,---

aix Q2 - Aip bii by - by

Q21 Q22 -+ QAgp by bay -+ bay,
A= e B=

Am1 Am2 Amn bml bm2 e bmn

As opracoes de adigao algébrica de matrizes e produto entre uma matriz e um nimero

real sdo definidas, tendo por base (8], por:

Defini¢ao 2.4.1. A operacio (+) é chamada de adi¢io algébrica de matrizes, onde A =
(a;j) e B = (b;), ambas com ordem igual a m x n, onde i = 1,2,3,--- ,m e j =
1,2,3,--- ,n, defintda por:

(A+ B)ij = (aig) + (bij)-

Definigao 2.4.2. A operacio (-) € chamada de produto por escalar k por A = (a;;) em
Mm,n(R) € definida por:
(kA)U = kai]’.

Exemplo 2.4.3. Afirmamos que a terna (Mm,n(R),+,-) € um espago vetorial sobre o

corpo R.

Prova:
Com efeito, sejam A, B e C' pertencentes ao conjunto Mm n(R), onde A, B e C' sdo matri-
zes de ordem mxn dadas por A = (a;5), B = (b;j) e C = (¢;5),ondei =1,2,3,--- ;/mej=

1,2,3,--- ,n, dai teremos que
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Ay - (A+ B)i = (B+C)ye

(A+B)ij = ay + by (Def. de adigdo em Mm n(R)).
= b;; +a;; (Prop. comutativa dos nimeros reais).

= (B4 A)j; (Def. de adicao em My n(R)).

Como A e B sao matrizes de mesma ordem m X n, temos

e, portanto,
(A+ B) = (B + A).

Ay -[A+(A+B)ly=[(A+B)+Cly

[A+(B+C)y; = a;+ (B+C)i; (Def. de adicdo em My 1 (R)).
= ajj + (bij + cij) (Def. de adicdo em Mm n(R)).
= (aij + bi;) + cij (Prop. assoc. em My n(R)).
= (a+10)y + cij (Def. de adigdo em My n(R)).
= [(A+ B)+ CJi (Def. de adicio em Mm n(R)).

Como A, B e (' sao fungoes matrizes de mesma ordem m x n, temos
[A+ (B+C)]y; =[(A+ B) + CJy;

e, portanto,
[A+(B+C)|=[(A+ B)+C].

As - existe um tnico vetor £ = (e;;) em Mm n(R), denominado matriz nula, tal que
A+ E = FE+ A= Apara toda matriz A = (a;;) em Mm n(R).
Suponha que existe £ € My n(R) tal que

(A+E)=(E+A) = A,
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Entao,

(A+E)j = Aij = aij+ ey = ay (Def. de adicio em Mm n(R)).
= ¢;; =0, V2 (Lei do cancelamento em R).

= EZJZO

.. E = 0 (matriz identicamente nula.)

Da unicidade: se existir £ = € tal que

(A+E)= A4,

Entao,

(A +E)U = AZ] = Qi —|—Ez] = Q4 (Def de adl(;éo em Mm7n(R))

= €; =0, Vz (Lei do cancelamento em R).

. E = F =0 e vale a unicidade.

Ay - VA € Mmn(R) existe um tnico vetor E em Mmn(R), denominado matriz
simétrica, tal que A + E=FE+A= 0;
Suponha que existe E € Mmn(R), tal que

(A+E)=(E+A) =0

(A+E);j =0 = a;+e; =0 (Def. de adigio em Mm n(R)).
= a;; + €y = a;; — a;j, Va;; (O 0 ¢é o elemento neutro em R).

= €jj = —ajj, Va;; (Lei do cancelamento em Mm n(R)).

E=—A.

Da unicidade: se existir £ tal que

(A+E)=0,
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Entéo, VA € Mm}n(R)

(A+E)y=0 = a;+ e;j = 0 (Def. de adi¢do em Mm n(R)).
= a;; + e;j = a;; — a;j, Va;; (O 0 é o elemento neutro em R).

/ .
= e, = —ay, Ya;; (Lei do cancelamento em R).

E = E = —A e vale a unicidade.

Ml - 1A= A:
Suponha A = (a;j) € Mmn(R), Va; € R, entao

(1A)i; = lagj, Vai; (Def. de produto por escalar em Mm n(R)).

= a;; (O ntimero 1 & o elemento neutro da multiplicagdo em R).

1A = A, VA € Mm7n(R)

My - [(k1k2)A] = ki(k2A): Considere A = (a;;) € Mmn(R), Va; € R os nimeros reais

ki e ko, entao

[(kiko)Ay] = (k1k2)aij, Yai; (Def. de produto por escalar em Mm n(R)).
= ki(koaij) (Associatividade em R).

[(k'lkfg)A] = kl(k?QA),\V/ZE el

Ms - (k1 + kg)A = kA + ko A: Considere A = (a;;) € Mmn(R), Va; € R os nimeros

reais ki e ko, entao

(kv 4+ ko)Ay; = (k1 + k2)aij, Vai; (Def. de produto por escalar em Mm n(R)).
= kyai; + koa;; (Distributividade em R).

(k’l + k’Q)A =klA+ kQA, VA € Mm,n(R)

My - k(A+ B) = kA + kB: Considere A = (a;;) e B = (b;;) € Mm n(R) e o nimero
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real k, entao

[k(A+ B)y;] = k(ay + by), (Def. de adicdo em Mm n(R)).
= ka;; + kb;; (Prop. distributiva em R).
= kA;; + kB;; (Def. de produto por escalar em M n(R)).

. k(A+ B) =kA+kB.

Logo, concluimos que a terna (Mmn(R),+,-) é um espaco vetorial sobre o corpo dos

nimeros reais.

2.5 O espaco euclidiano sobre o corpo dos niimeros re-
ais

Sejam, R o corpo dos ntimeros reais e R? o conjunto de totos os pares ordenados
(a,b) com a e b ntimeros reais. Seja (R* +,-) o conjunto de todos os ares ordenados

munido de duas operacoes (+) e (+). Observando o que esta em [11], temos:

Definigao 2.5.1. A operacgao (+) é chamada de adigao algébrica de dois vetores, em R?,

chamados pares ordenados A = (a,b) e B = (¢,d), onde a, b, c e d € R, definida por:
A+ B = (a,b)+ (¢,d) = (a+b,c+d), onde A e B € R

Definicao 2.5.2. A operacao produto () do escalar k € R pelo par ordenado A = (a,b)
€ definida por kA, onde

(kA) = k(a,b) = (ka,kb), V A € R2.

Exemplo 2.5.3. Afirmamos que a terna (R?,+,-) € um espaco vetorial sobre o corpo R.
Prova:
Com efeito, sejam A, B e C pertencentes ao conjunto R?, onde A, B e C sao pares orde-

nados dados por
A= (a,b),B=(c,d) e C = (e f), onde a,bced € R

, dai teremos que
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A -(A+B)=(B+C0C):

(A+ B) =|(a,b) +

(e,

d)] [(a,b) + (¢,d)] = (a + ¢, b+ d)(Def. de soma em R?).
(a+c,b+d) = (c+a,d+0b) (Prop. distrib. em R).
(c+a,d+b) = (c,d)+ (a,b) (Def. de adi¢io em R).
(c,

N
.
.
= (¢d) +(a,b) = (B+ A)

Como A e B sao pares ordenados, temos que

Ay -[A+(B+0)) =

[A+ (B+C))

(A+B)=(B+A).

[(A+B)+C]:

(a,b) + ((¢,d) + (e, f))]
(a,b) + (c+e,d+ f)] (Definicao de adigao em R?).

+c+eb+d+ f) (Definigio de adicio em R?).
a+c)+e, (b+d)+ f] (Dropriedade associativa em R).
a+c,b+d)+ (e, f)] (Definicio de adigao em R?).

b) + (c,d)) + (e, f)] (Defini¢ao de adi¢ao em R?).

[
[
(a
[
[
[((a,

(A+ B)+CJ.

(
(
(
(

Como A, B e C sdo pares ordenados, temos

A+ (B+C)=[(A+ B)+C].

Asz - existe um tnico velor E = (e,e) em R?, denominado par ordenado nulo, tal que
A+ FE=FE+ A=A, para todo par ordenado A = (a,b) em R?.
Suponha que existe £ € R? tal que

Entao,

(A+ FE)

=A

¢l

E=(e,e) e (A+FE)=(E+ A=A

[(a,b) + (e, €)] = (a,b)
(a+e,b+e¢)=(a,b) (Def. de adi¢io em R?).
ate=aeb+e=b% x (Def. deigualdade em R?).

e=0ee=0 (Lei do cancelamento em R?).
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. E= (0,0) (par ordenado nulo).

Da unicidade: se existir E = (€, €) tal que

(A+E) = A

N
+

5
I

A = (a,b)+ (e,€) = (a,b)
= (a+€),b+¢€) = (a,b) (Definicio de adigao em R?).
= a+e=aeb+e=>b (Usando a igualdade em R?).

ee =0

o

ol

=
. E=FE=(0,0) e vale a unicidade.

Ay - VYA € R? existe um inico vetor E em R2, denominado ponto simétrico de A =

(a,b), tal que A+ E=FE+A=0. Suponha que existe Ee R2, onde E = (€,€) tal

que
(A+E)=(E+A) =0
Entao,
(A+E)=0 = [(a,b)+ ()] =0
= (a+¢b+7¢) =(0,0) (Definicio de adigio em R?).
= a+e=0eb+¢c=0 (Definigio de igualdade em R?).
= (a+e)=(a—a)e(b+¢)=(b—-0)(00 ¢éo elem. neutro em R).
= e=—aeec=—b, (Lei do cancelamento em R).

F= —A = (—a,—b).

Da unicidade: se ezistir E tal que
E=(,€)e(A+E)=0.
Entio, V A € R?

(A+E)=0 [(a,b) + (¢',€) = (0,0)

(a+€,b+¢€)=(0,0) (Defini¢io de adicio em R?).

a+e =0eb+e =0 (Definigao de igualdade em R?).
a+e =a—aeb+e =b—b, (00 F¢€o elem. neutro em R).

!’ ’

e =—aee =—b, (Lei do cancelamento em R).

R
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S E=FE = (¢',€) = —A e vale a unicidade.
M, - 1A = A: Suponha A = (a,b) € R% Va € R, entdo

(1A) = 1(a,b)
= (la,1b), ¥V A (Definicio de produto por escalar em R?).
(

a,b) (O nimero 1 € o elemento neutro da multiplicagdo em R).
1A=A, VA € R%L

My - [(k1k2)A] = [k1(kA)]: Considere A = (a,b) € R* Vaeb € R os nimeros

reais ki e ko, entao

[(k1k2)A] = [(kik2)(a, b)]
= (kikq, kiksb), ¥ A (Definicao de produto por escalar em R?).
= [k1(koa), k1(keb)] (Associatividade em R ).
= ki(koa, keb) (Definicio de produto por escalar em R?).
= ki[ko(a,b)] (Definicao de produto por escalar em R?).

", [(klk‘z)A] = [k’l<k’2A)], VA € R2.
Ms - (ki + ko)A = k1A + kyA: Considere A = (a,b) € R* VA € R? os nimeros

reais ki e ko, entao

(k1 + ko)A = (k1 + k2)(a,b)

(k1 + k2)a, (k1 + ko)b] (Definicao de produto por escalar em R?).
= (kia + koa, k1b + kob) (Distributividade em R).

(kia, k1b) + (koa, kob) (Definicao de adi¢io em R?).

= ki(a,b) + ko(a,b) (Defini¢ao de produto por escalar em R?).
R (kl + kQ)A =kA+ kA VA € R2.

M, - k(A+ B) = kA+ kB: Considere A = (a,b) e B= (¢,d) € R? o nimero real k,
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entao

FA+B)] = Kl(a,b)+ (cd)]
= k(a+c,b+d) (Definigio de adicao em R?).
[k(a+ c),k(b+d)] (Definigao de multiplicagdo por escalar em R?).
= (ka+ ke, kb+ kd) (Propriedade distributiva em R).
(ka, kb) + (kc, kd) (Definicao de adigao em R?).
= k(a,b) + k(c,d) (Defini¢io de produto por escalar em R?).

- k(A+ B) = kA + kB.

Logo, concluimos que a terna (R?,+,-) é um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros

Teais.

2.6 O espaco dos ntimeros complexos sobre o corpo dos
nimeros reais

Sejam, R o corpo dos nimeros reais e C o conjunto dos ntimeros complexos z =
a+b.i com a e b ntimeros reais, onde 2 = y/—1, e i é chamada unidade imaginaria. Seja

(C,+, ) o conjunto de todos os nimeros complexos munido de duas operacoes (+) e (-).

Definigao 2.6.1. A operacao (+) é chamada de adi¢ao algébrica de dois nimeros com-

plexos z1 =a+b.i e zo =c+d.i, onde a, b, ced € R, 21 e zo € C, definida por:
21+ 20 =(a+bi)+ (c+di) =[a+c, (b+d)i], onde z1ezy € C

Definigao 2.6.2. A operagao produto () do escalar k € R pelo nimero complero z =

a+b-i € definida por kz, onde
(kz) = k(a+b.4) = (ka+ kb.i), ¥V z € C(ver,[15]).

Exemplo 2.6.3. Afirmamos que a terna (C,+,-) é um espago vetorial sobre o corpo R.
Prova: Com efeito, sejam z1, 2o e z3 pertencentes ao conjunto C, onde 21,2, € 23 $ao
pares ordenados dados por zy =a—+b-i, zo=c+d-i e z3=e+ f -1, onde a,b,c,d,e e f

€ R, dai teremos que
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Al - (21 + 22) = (22 + Zl).'

(1 +2) = (a+b-i)+(c+d-19)
= [(a+c)+ (b+d)-i] (Defini¢io de adigao em C).
= [a+c+0b-i+d-i| (Propriedade distributiva dos nimeros complexos).
= [c+d-i+a+0b-i] (Propriedade comutativa em C).
= (c+d-i)+ (a+0b-1i) (Propriedade associativa em C).

= (22 + Zl)
Como Z1 € ZQSdO numeros comple:nos, temos que

(Zl + 22) = (ZQ + 21).

A2 - [21 + (22 + 23)] = [(21 + ZQ) + 23] :

[z1+ (2 +23)] = {(a+b-i)+[(c+d-i)+(e+ f-9)]}
{la+b-i)+[(c+e)+ (d+ [f)-i]} (definicao de adi¢ao em C).

[(a+c+e)+ (b+d+ f)-i] (Defini¢ao de adigio em C).
= [a+c+e+b-i+d-i+ f-i| (Prop. distributiva em C).
[(a+c+b-i+d-i)+ (e+ f-i)] (Prop. assoc. e comulativa C).
= {[(a+0b-i)+ (c+d-i)]+(e+ f-i)} (Prop. associativa em C).
= [(z1+ 22) + 23).

Como z1, 29 € z3 sao pares ordenados, temos

[21 + (22 + 23)] = [(21 + 22) + 23].

Az - existe um unico vetor E = (e 4+ e-1) em C, denominado nimero complezo nulo,
tal que 2+ E = E + z = z, para todo par z=a+b-1 em C.
Suponha que existe E € C tal que

E=(e+e-i)e(z+E)=(E+z2) ==z
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Entao,

(z4+E)=2z = [la+b-i)+(et+e-i)])=a+0b-1i)
(a+e)+ (b+¢€)-i=a+b-i (Definicao de adi¢ao em C).
a+e=aeb+e=0b (Definicio de igualdade em C).

R

e=0ee=0 (Lei do cancelamento em C).

S E=0+0-17 (nimero complexo nulo).

Da unicidade: se existir E = (€ +€) tal que

(z4+F) ==z

(a+b-i)+(e+€) =a+b-i
(a+e) 4+ (b+€) =a+b-i (Definicio de adigao em C).
at+e=aeb+e=>b (Definicio de igualdade em C).

Gyl

e =0 ee=0 (Defini¢io de adi¢io em C).
S E=E=0+0-i e vale a unicidade.

Ay - Vz € C existe um tunico vetor E em C, denominado simétrico de z =a + b -1, tal
quez+E:E+z:0.
Suponha que eviste E € C, onde E = (e+€-1) tal que

Entao,

(z+E)=040-i = [(a+b-i)+(E+¢-i)]=0+0-i
= (a+€+b-i+€-i)=04+0-i (Def de adi¢cio em C).
= a+e=0eb+e=0-1 (Definicao de igualdade em C).
= a+eée=a+(—a) eb+e=b+ (=b) (Elem. neutro em R).
= e=—a ec=—b (Lei do cancelamento em R).

L E= (—a —b-i) = —z. Da unicidade: se existir E' tal que

z=( 4+€-i)e(z+FE)=0.
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Entao, V 2z € C

(:4+E)=0+0-i = [(a+b-i)+ (e +€-i)=0+0-i
= [(a+€ 4 (b+€)-i]=0+0-i (Definicio de adi¢io em C).
= a+e=0eb+e =0, (Definicao de igualdade em C).
= a+¢e =a+(—a) eb+e =b+ (=b) (Elem. neutro em R).
= ¢ =—aee =—b YaeVb (Leido cancelamento em R).
- E=FE =—z e vale a unicidade.

M, -1z =z: Suponha z=a+b-1 € C,Vaeb € R, entao

(12) = 1(a+b-9)
= la+1b-i, YV a e b (Def. de produto por escalar em C).

= a+b-i (O ndmero 1 é o elemento neutro da multiplica¢ao em R ).
Slz=2 Vz e C.

My - (kiks)z = ky(kez): Considere z=a+b-i € C,Vaeb € R os nimeros reais

ki e ko, entao

(k1ka)z = (kik2)(a+b-1)
= (kikga + kikeb - 1), ¥ z (Definigao de produto por escalar em C).
= [ki(kea) + k1(kab - i)] (Dssociatividade em C).
= ky(kea + kob - i) (Definicao de produto por escalar em C).
= kilka(a+b-1i)] (Definicao de produto por escalar em C).

o (kkez) = ky(ke2), V 2z € C.

My - (ki + ko)z = k12 + koz: Considere z=a+b-i € C, Vaeb € R e os nimeros

reais ki e ko, entao

(k1 +ko)z = (k1 +k2)(a+0b-1)
= [(k1 + k2)a+ (k1 + ko)b - i], (Definicao de produto por escalar em C).
= kya+ koa + kb i+ kob - i (Propriedade distributiva em C).
= ki(a+b-i)+ ko(la+b-1i) (Prop. assoc. e distributiva em C).
= kiz + kaoz (Definicao de produto por escalar em C).
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(k14 ko)z=kiz+ koz, V2 € C.

My - k(z1 4 z2) = kz1 + kzo: Considere z1 =a+b-i ez =c+d-i € C, e o nimero

real k, entao

k(z1+ 22)] = k[(a+b-9)+ (c+d-1)]
= kl(a+c)+ (b+4d)-i], (Def. de adigio em C).
= [k(a+c¢)+ k(b+d)-i| (Def. de multiplicacio por escalar em C).
= ka+kc+kb-i+ kd-i (Propriedade distributiva em C).
= k(a+b-1)+k(c+d-i) (Prop. associativa e distributiva em C).
= [kz1 + k)

k’(Zl + 22) =kz + kzs.

Logo, concluimos que a terna (C,+,-) é um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros

reais.
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3 Consideracoes Finais

Nosso estudo foi realizado com o objetivo de estudar a forma como os professores do
ensino basico apresenta os contetidos de funcoes, funcoes polinomiais, matrizes, o espago
euclidiano e os ntimeros complexos e sugerir uma forma como os professores deverao
apresentar esses contetidos aliados a ideia de que esses conjuntos munidos das operacoes
de soma e multiplicacao por escalar constituem estruturas conhecidas no ensino superior
como estruturas de espacos vetoriais. Podemos com este tipo de abordagem, mostrar para
os nossos alunos caminhos possiveis de estudos futuros, e para os mais agucados, podemos
até chamar atencao no sentido de antecipar saberes. Nesse sentido, nosso trabalho teve

como foco central uma reflexao na préatica docente dos professores do ensino bésico.

Baseados na analise alguns de livros didaticos do ensino béasico, como o livro Fun-
damentos de Matematica Elementar do professor Gelson lezzi, teoria dos conjuntos da
colecao schaum e outros, podemos apontar algumas constatacoes de ordem geral relativas

a apresentacao tebrica destes temas:

e Nos livros didaticos que analisamos percebemos que, em nenhum momento do texto
refente a funcoes ha referencia a soma entre funcoes nem a multiplicacao de funcao
por uma constante. Nao se fala em momento algum que o conjunto das fungoes
munido das operacoes de soma e multiplicacao por escalar ¢ um exemplo classico de

um espaco vetorial;

e No caso das funcoes polinomiais, apresenta-se a soma e multplicacao por escalar,

mas nao ha comentario com relacao a espago vetorial;

e Com relacao aos pares ordenados, matrizes e nimeros complexos nao menciona-se

nada a respeito de espacgos vetoriais.

Fazendo uma breve comparacao com os livros de Calculo, que é uma das primeiras dis-
ciplinas da graduagao, em sua grande parte, apresentam, por exemplo, o conjunto das

funcoes nunido das operacgoes de soma e multiplicacao entre nimero e uma fungao, bem
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como o faz com o conjunto das matrizes de mesma ordem munido das operagoes de soma
e multiplicacao por escalar. Com tudo isso, podemos amenizar as dificuldades dos nossos
alunos que vao ingressar no ensino superior mostrando, desde o inicio do ensino médio,
que estas sao estruturas algébricas conhecidas como espagos vetoriais que serao estudadas
no futuro, em uma disciplina de Célculo e/ou em um curso de Algebra Linear, ao ingres-
sarem no ensino superior nas areas de exatas. Além disso, nosso estudo aponta para outra
dificuldade comum no que diz respeito a especificidade da linguagem algébrica, o que nos
remete & uma reflexao, quanto a introdugao dessa linguagem, ja nos primeiros anos da
educacao escolar propiciando, assim, um pensamento algébrico desenvolvido por meio de
atividades que assegurem o exercicio dos elementos caracterizadores desse pensamento

facilitando com isso a abordagem desses assuntos com as ideias de Algebra Linear.

Acreditamos ser necessario repensar a forma de o professor apresentar os contetidos
mencionados, no sentido de se apresentar uma linguagem que tenha significado e, por-
tanto, aponte para a introducao de estruturas de espacos vetroriais. Detectamos, em nosso
estudo, que a maior parte das propriedades algébricas de espacos vetoriais sao ensinadas
pelo professor do ensino basico, porém o que ainda nao faz parte de muitos processos de
aprendizagem, é a ponte entre esse nivel de ensino e o ensino superior, que pode ser feito
através de uma relacao entre esses assuntos e as estruturas de espaco vetorial estudadas
no ensino superior nos cursos de Algebra Linear em areas de exatas. Esta ligacdo entre
as duas formas de se estudar estes matematicos, servird como instrumento para o desen-
volvimento de um raciocinio mais abrangente e dinamico no intuito de preparar melhor
o aluno para que possa dar continuidade aos seus estudos com menos dificuldades, ao
ingressarem em cursos superiores nas areas de exatas. Para tanto, acreditamos, assim, ser
fundamental a formacao de professores reflexivos e, no que diz respeito ao nosso estudo,
dos professores de Matemaética, pois serd em sua formacao inicial que existird a possi-
bilidade de se discutir as concepgoes sobre a Matemética, seu ensino, sua aprendizagem
e especificidades inerentes a ela. No nosso entender, a formagao inicial tem contribuido
muito pouco para ajudar o professor nessa reflexao, pois para que os professores se predis-
ponham a mudancas, é preciso que tenham a oportunidade de perceber sua necessidade e
importancia. Assim, acreditamos que dificilmente um professor de matematica formado
em um programa tradicional, cristalizado e com um curriculo obsoleto, estara preparado
para enfrentar os desafios, que se fazem crescentes, em sua pratica pedagogica. Defen-
demos uma reforma curricular, uma atualizacao no sentido de oferecer condicoes para
que esse professor desempenhe o seu novo papel social, ou seja, preparar jovens e adultos

para uma sociedade em constante evolucao. Outro aspecto importante na formacgao de
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professores é o desenvolvimento de uma formacao reflexiva que aponte caminhos para
uma educacao matematica como pratica social, preparando o professor com uma visao
panoramica, para uma educacao matemética que prepare seus alunos para a continuidade
dos estudos, tornando-os mais preparados para que ao ingressarem no ensino superior nao
tenham tantas dificuldades nos primeiros cursos, como acontece em cursos de Calculo e
Algebra Linear. Esse caminho pode ser apontado criando-se condicdes para uma articu-
lagao entre a teoria e a pratica no momento da formacao. Acreditamos ser necessario que
os professores entrem em contato com a realidade que os espera, o mais cedo possivel.
Talvez, do conhecimento da realidade, aliado a reflexao, surja uma consciéncia politico-
social que leve os futuros professores a compreenderem que a educacao ultrapassa e muito

o conceito de instrugao.

Compartilhando com as idéias de D’Ambrodsio (ver [4]), acreditamos ser necesséario
que os professores de Matematica possuam uma visao do que venha a ser a Matematica
e do que constitui a legitima atividade matematica. Defendemos a ideia da necessidade
de mudanca nas propostas pedagogicas e na reformulacao do ensino da Matematica, até
entao centrada nos moldes do ensino tradicional, entretanto ha que se ter uma orientacao
adequada e consciente, para que esse movimento aconteca com compreensao particular e

subjetiva, para que esse conhecimento se transforme em um saber socializado.

Nao defendemos o abandono das aulas expositivas e nem dos livros didéticos, entre-
tanto chamamos a aten¢ao no enfoque que os mesmos dao ao ensino dos temas estudados
em nosso trabalho, percebendo que é razoavel que o professor do ensino bésico traba-
lhe com os contetidos de Funcoes, Polindmios, Matrizes, (Geometria Analitica e Nimeros
complexos com perspectivas para estudos futuros dos alunos que ingressarem em areas
exatas. Apontamos, portanto, a condicao de reflexdo por parte do professor com uma
visao de educacao voltada para a pratica social, onde as aulas expositivas e os livros
didaticos sejam fortes aliados na construcao de um conhecimento que tenha significado
e possa ajuda-lo em seus primeiros cursos do ensino superior facilitando cada vez mais
sua aprendizagem. Ao professor cabe selecionar, criar dinamicas exploratérias, propici-
ando um ambiente de pesquisa em sala de aula, onde a reflexao sobre e na sua pratica
também possa ser compartilhada e incentivada aos seus alunos, para que os mesmos exer-
cam uma postura critica e reflexiva sobre sua aprendizagem, levando-os a investigagoes e

exploragoes do seu conhecimento.

Podemos com este tipo de abordagem, mostrar para os nossos alunos caminhos possi-

veis de estudos futuros, e para os mais agucados, podemos até chamar atencao no sentido
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de antecipar saberes.
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