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RESUMO

CABRERA, L. M. Uma introducido a matrizes, determinantes e sistemas lineares e suas
aplicacoes. 2018. 103 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2018.

Este trabalho tem como objetivo apresentar os conteidos de matrizes, determinantes e sistemas
lineares aos professores de matemadtica que lecionam no ensino médio, ressaltando as situagodes-

problema bem como suas aplicagdes, contextualizando através de problemas.

Palavras-chave: Matrizes, Determinantes, Sistemas lineares, Ensino, Aplicacoes.






ABSTRACT

CABRERA, L. M. An introduction to matrices, determinants, and linear systems and some
applications. 2018. 103 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computagdo,
Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2018.

The goal of this work is to present an introduction to matrices, determinants, and linear systems

to high school mathematics teachers highlighting some applications.

Keywords: Matrices, Determinants, Linear Systems, Teaching, Applications.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Este trabalho tem duas vertentes: A primeira € apresentar o conceito formal de matrizes,
determinantes e sistemas lineares, de forma que o docente tenha embasamento e confianca dentro
da sala de aula, pois ter dominio da matéria € fundamental. Nesse aspecto, pode ser entdo uma
ferramenta para o professor ter condi¢des de argumentar teoria e resultados apresentados nos
livros didéticos. A segunda mostra aplicagdes na resoluc@o de problemas didrios, enriquecendo
entdo as aulas com exemplos mais estimulantes e mostrando a aplicabilidade dos conteddos até

entao apenas expostos.

Na pretensao de atingir um nivel satisfatério do aprendizado da matematica nos alunos,
serd feito nesse estudo a contextualizagcdo para que se possa empregar conceitos e procedimentos
matemdticos como uma ferramenta na condu¢do de problemas cotidianos, estreitando-se a

relac@o entre professores, alunos e a matematica.

A préatica matematica € algo cada vez mais frequente em provas de vestibulares, concursos
publicos e no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Contudo, é importante observar como
se aplicam os conceitos matemdticos no intuito de solucionar problemas rotineiros em sala de
aula porque resolver problemas contextualizados nao € uma tarefa facil. Na transmissao dessas
informagdes aos alunos, a falta de solidez e de um rigor acentuado pode fazer com que a acao
nao tenha efeito. Desta forma, a ligacao entre as partes de um todo se torna uma obrigacao de

todo educador para com o seu educando.

O estudo de matrizes, determinantes e sistemas lineares podem formar um espaco de
significativa importancia para que o aluno treine sua capacidade de abstrair, generalizar e resolver

problemas.

Hoje em dia presencia-se no ensino de ciéncia matematica um descontentamento nos
alunos, com maior frequéncia nos do ensino médio. A razdo desse desinteresse pode estar
ligada a falta do elo dos contetidos abordados com a pratica cotidiana, gerando desmotivagao

na maioria das vezes. Simplesmente ndo perceber a riqueza do significado dentro do estudo da
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ciéncia matematica, faz existir uma cultura elitizada de que a matematica € algo muito complexo,

alcangdvel apenas por mentes intelectualmente superiores e que se distancia do mundo tangivel.

De acordo com a maioria dos alunos que participaram do teste aplicado nesta dissertacao,
os educadores sdo apontados como os grandes responsaveis pela repugnancia e apatia a matema-
tica, que se torna muitas vezes a ciéncia menos admirada da grade curricular. Comumente, os
temas sdo abordados de maneira desmotivada, com €nfase apenas na parte algébrica e dominio

do calculo.

E muito corriqueiro em sala de aula emergir a indagacio: "Professor, onde eu vou usar
isso na minha vida?". A falta de execucao pratica dos contetdos nos bancos escolares percorre a
um aprendizado robético, desprendido de reflexdo, exatamente por nao possuir associagdo com
a realidade pratica cotidiana. Sem relevar as circunstancias, o aprendizado de um determinado

tema impede a sua exploracdo, inviabilizando a construcdo significativa do conhecimento.

A necessidade do desenvolvimento da capacidade de compreensdo que envolva a pratica
da matematica, permitird assim reconhecer problemas, classificar as informacdes, buscar solugdes
e tomar decisdes. A potencializa¢do dessa capacidade na escola faz com que o aprendizado do

aluno seja mais perspicaz e assertivo, seja no ensino fundamental ou no ensino médio.

A matemitica deve ter uma posi¢do essencial do conhecimento humano, necessdria para

qualquer pessoa em formacao, que contribuird para uma leitura da realidade ao longo da vida.

Nos capitulos 2, 3 e 4, serdo abordados, respectivamente, matrizes, determinantes e siste-
mas lineares, contemplando contextos histdricos, contetidos e aplica¢des praticas dos mesmos.
O capitulo 5 trata da aplicacdo de um teste em sala de aula, envolvendo teoria contextualizada,

com Seis exercicios.
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CAPITULO

MATRIZES

2.1 Conceito historico

Na histéria, quando se compara a exposi¢ao de determinados conteidos matematicos
com a ordem em que surgiram, é muito frequente deparar-se com uma inversao (BERNARDES;
ROQUIE, 2016).

O inicio do estudo de matrizes e determinantes surge por volta do século IV a.C. com
os babilonios, quando estudavam sistemas de equacdes lineares. No século III a.C., os chineses
abordaram o conceito de matrizes de forma mais precisa, apresentando um processo de resolugdo

de sistemas lineares cuja ideia de matrizes aparecia implicita (IEZZI et al., 2016).

O conceito de matriz apareceu apds a no¢ao de determinantes, sistemas lineares, trans-
formacoes lineares e formas quadrdticas. Foi o matematico britanico James Joseph Sylvester
(1814 — 1897) quem introduziu o termo, no ano de 1850, no Philosophical Magazine (BERNAR-
DES; ROQUE, 2016).

De acordo com Bernardes e Roque (2016, p. 2), Sylvester definiu matriz:

[...] nés devemos comegar, ndo com um quadrado, mas com um arranjo
retangular de termos consistindo, suponha, de m linhas e n colunas. Isto
ndo representard em si mesmo um determinante, mas, uma Matriz da
qual podemos formar vdrios sistemas de determinantes por fixar um
nimero p, e selecionar quaisquer p linhas e p colunas, os quadrados
correspondendo ao que pode ser chamado de determinantes de p-ésima
ordem.

Em 1858, na escola inglesa Trinity College, Cambridge, em uma memoria do matematico
Arthur Cayley (1821 — 1895) sobre a teoria das transformagdes, teriam surgido as matrizes, onde

definiu as operagdes com matrizes e enunciou suas respectivas propriedades (BOYER, 2010).
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Cayley era contemporaneo e amigo de Sylvester (BERNARDES; ROQUE, 2016), que
compartilhou o seu interesse por transformagdes lineares e invariantes algébricos, surgindo a
teoria das matrizes de Cayley (BAUMGART, 1992).

Bernardes e Roque (2016, p. 2) aponta as consideracdes de Cayley:

O termo matriz pode ser usado em um sentido mais geral, mas nesta
memoria eu considero somente matrizes quadradas e retangulares, e o
termo matriz sem qualificacio deve ser interpretado como uma matriz
quadrada; neste sentido restrito, um conjunto de quantidades arranjadas
na forma de um quadrado [...].

Cayley criou isso sem imaginar nas aplicacdes que teria posteriormente como, por
exemplo, a representacdo de dados em tabelas (organizadas em linhas e colunas), as imagens

digitais e a computacdo grafica I1EZZI et al., 2016).

2.2 0O uso das matrizes no cotidiano

Diariamente, sdo encontradas informag¢des em jornais, revistas, internet, livros, etc.
Geralmente essas informacdes vém organizadas em formato de tabelas; em outras situagdes, essas
tabelas podem vir implicitas, dependendo do conteido abordado, de forma que sdo utilizadas

sem ser percebidas, como € o caso das imagens digitais. Alguns exemplos:

Exemplo 1. As planilhas de dados, organizadas em tabelas, sdo utilizadas constantemente. E
muito comum encontrar as informacdes distribuidas como na tabela a seguir, com dados do

Censo:
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existéncia de tablet no domicilio em 2015

Tabela 2.2.1a - Coeficientes de variagio das estimativas de domicilios particulares permanentes, moradores em
domicilios particulares permanentes e rendimento, médio e mediano, mensal per capita dos domicilios particulares
permanentes, segundo as Grandes Regides e a existéncia de tablet no domicilio - 2015

Grandes Regibes e
existéncia de tablet no

Domicilios particulares permanentes

Moradores em domicilios particulares
permanentes

Rendimento médio
mensal per capita dos
domicilios particulares

Rendimento mediano
mensal per capita dos
domicilios particulares

domicilio Valores absolutos (%) Valores relativos (%) Valores absolutos (%) Valores relativos (%) permanentes (%)(1) permanentes (%)(1)

Brasil 0,2 - - - 1,0 -

Havia 11 1,1 11 1,1 2,1 0,4
Na&o havia 0,3 0,2 0,2 0,2 0,7 0,2
Norte 0,6 - - - 19 0,7
Havia 37 3,6 4,0 4,0 51 11
Nao havia 0,7 0,3 0,4 0,4 16 0,5
Nordeste 0,4 - - - 17 0,3
Havia 23 2,2 2,2 22 37 11
Nao havia 0,5 03 0,3 03 13 0,7
Sudeste 0,3 - 0,1 - 1,7 0,2
Havia 1,7 1,6 1,6 1,6 3,4 0,5
Nao havia 0,6 0,4 0,5 05 12 03
Sul 0,5 - 0,1 - 1,6 0,1
Havia 2,4 2,4 2,3 2,3 29 0,6
N&o havia 0,7 0,5 0,6 05 15 0,5
Centro-Oeste 0,6 - 0,1 - 2,7 0,5
Havia 31 3,0 2,9 29 5,0 0,7
Na&o havia 0,8 0,6 0,7 0,7 19 0,5

Fonte: IBGE, Diretoria de Pesquisas, Coordenagéao de Trabalho e Rendimento, Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios 2015.

(1) Exclusive as informagdes dos domicilios sem declaragéo de rendimento mensal domiciliar per capita.

Fonte: IBGE. Pesquisa nacional por amostra de domicilios - 2015

Figura 1 — Estimativas de domicilios, rendimento mensal per capita dos domicilios particulares e a
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Exemplo 2. Pixel
O acrénimo de picture element dé origem a palavra pixel.

Pixel € um ponto luminoso mindsculo que, quando se junta com outros milhares ou
milhdes de pontos luminosos do mesmo tipo, ficando todos justapostos, passam sem ser notados
e formam as imagens digitais das telas de celular, televisores, tablets, notebooks, maquinas

fotograficas e muitos outros aparelhos eletronicos.

Aproximando-se da tela de um computador, por exemplo, pode-se notar que existem

varios pontinhos coloridos: os pixels.

Imagens na tela do computador ou uma fotografia em méaquina digital podem ser repre-

sentadas por matrizes:

1. Se um monitor de computador tem 1920 x 1080 pixels, essa € a maxima resolugcdo que
ele tem. Sendo assim, tem-se 1920 pixels na horizontal e 1080 na vertical. Fazendo-
se o produto: 1920 - 1080 = 2073600, tem-se um total de 2073600 pixels, ou ainda, 2

megapixels !, aproximadamente. Esse formato em linhas e colunas é denominado matriz.

2. De acordo com lezzi et al. (2016), quando se utiliza uma camera e a imagem digital
obtida por ela tem uma resolucdo de 3840 pixels na horizontal e 2400 na vertical, entdo
3840 - 2400 = 9216000, isto é, aproximadamente 9 megapixels. Nesse caso, tem-se uma

matriz com 3840 linhas e 2400 colunas.

Maior nimero de pixels numa fotografia significa maior niimero de detalhes e maior serd a
chance de uma resolucao melhor no momento em que a foto for impressa. A resolugdo

também vem atrelada a capacidade de captacao do sensor da camera.

a) federal (2017) expde um exemplo muito simples de imagem bindria, que é composta
por duas cores: preto e branco, formando uma matriz bindria 35 x 35, em que
por conveniéncia o zero (0) indicard a cor preta e o um (1), a cor branca. Cada

quadradinho representa um pixel.

A menor unidade de configuracdo que pode ser transmitida ou armazenada é 1 bit,
que assume dois valores: 0 e 1. Geralmente, em imagens capturadas em cdmera
digital (2D), os programas computacionais fazem uma associacdo: cada unidade de
imagem com um valor inteiro ndo negativo que corresponde a 1 byte = 8 bits.
Assim, para cada bit, tem-se 0 ou 1 (2 possibilidades). Como sdo 8 bits, entdo tem-se:
2.2.2.2.2-2-2-2 =128 =256, que é o niimero de valores distintos que pode ser
associado a um pixel.

Nestes termos, 0 indica a auséncia total de intensidade luminosa (cor preta) e 255

indica a luminosidade méxima (cor branca). Os valores entre 0 e 255 representam

U1 megapixel = 1000000 pixels



27

2.2. O uso das matrizes no cotidiano

Figura 2 — Gato Félix: matriz bindria

-html/matrix_boolean/matrix_boolean_br.html>

Fonte:<http://www.uff.br/cdme/matrix/matrix

escalas de cinza. E assim se formam as imagens digitais em preto e branco, com tons

de cinza.

€s

binagdo de tr

z

, que € a com

b) Para imagens coloridas, cada pixel pode ter uma cor

cores primitivas: vermelho (red), verde (green) e azul (blue). Essas cores assumem
um sistema padrao RGB, com as iniciais em inglés. Cada cor possui 256 tonalidades,

de cor e

éncia

(0) indica a aus

da mais clara a mais escura: o0 zero

com variagdes

0 255 indica a presenga méaxima da cor na combinagdo, representada por ternas
(R,G,B), indicando, sempre nesta ordem, a intensidade de cada cor no ponto de

éncias:

se as correspond

tem

b

imagem considerado. Assim, por exemplo

e AZUL: RGB (0,0,255)

e VERMELHO: RGB (255,0,0)

o VERDE: RGB (0,255,0)

115,51)

Y

e COBRE: RGB (184

e Na fotografia digital colorida da figura 3, existem pixels coloridos no formato

RGB. A mesma imagem é mostrada em quatro diferentes resolugdes, mostrando

a importancia da quantidade de pixels na resolugdo.


http://www.uff.br/cdme/matrix/matrix-html/matrix_boolean/matrix_boolean_br.html
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Figura 3 — Coelho: fotografia em quatro tipos de resolucdo

Fonte: Foto produzida por Nayara Zattoni Fotografias, Duartina-SP. Recebida em 17/08/2017.

A matriz que comporta 0s pontos que compdem a imagem mais distorcida tem
apenas 80 linhas e 53 colunas (80 x 53 pixels). J4 a imagem com 6016 linhas e
4016 colunas (6016 x 4016 pixels), exibe uma defini¢do bem melhor.

2.3 Definicao

Sejam m e n nimeros naturais ndao nulos. Uma matriz € um arranjo retangular de
mn numeros reais (ou complexos) distribuidos em m linhas horizontais e n colunas verticais.
Geralmente, usa-se uma letra maitscula para representar uma matriz, como por exemplo: A, ou
mesmo A, x,, quando for salientar a quantidade de linhas (m) e colunas (n). Os nimeros que
aparecem na matriz sao chamados elementos ou termos da matriz. Para representar o elemento de
uma matriz, usamos uma letra miniscula com dois indices, como, por exemplo, a;;: 0 primeiro
indica em que linha o elemento se encontra; o segundo, a coluna (IEZZI et al., 2016). Atribui-se

o nome de fila quando se refere a linha ou coluna da matriz, indistintamente.

Formalmente, a matriz € uma fungdo que associa cada par (i, j) € {1,--- ,m} x {1,--- ,n}
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ao numero real a;;.

Uma matriz A, de ordem m X n serd escrita genericamente, cCOmo:

ay ap a3 -+ ap; o A4y
ay dxp a3 - dzj - Aoy
A= ail ap aiz - 4ajj - dip [ OU ainda, A= [a,'j]
aml Am2 am3 - Amj - dmn
Nota-se que:
e A i-ésima linhade A é [ail ap aja ... am] ,sendo 1 <i<m;

Cllj
azj

e A j-ésimacolunadeAé |asz;|,sendo1 < j<n.

[ Fmj ]
1 3 4
Exemplo 3. AmatrizD= [0 1 0] é quadrada3 x 3, com
2 -1 0

di1=1,dy1=0,d31=2,d12=3,dp=1,d3s=—1,d13=4,dy3 =0, d33=0.

Exemplo 4. Balestri (2016) ressalta a utilidade de planilhas diariamente. No caso da planilha
eletdnica, que é um programa de computador, as informacdes sdo registradas em células orga-
nizadas em linhas e colunas, como em uma matriz. Cita ainda a importancia da aplicagdo de

matrizes nos contetidos que envolvam situacdes cotidianas, como uma planilha escolar de notas.

Tabela 1 — Notas dos alunos em matematica

Notas dos alunos em Matematica (2017)
Nome | 1° Bimestre | 2° Bimestre | 3° Bimestre | 4°Bimestre
Juliana 8,5 7,9 7,5 9,1
Laura 9.4 8,2 6,9 7.3
Paula 9,1 6,5 7,4 8,6
Rafael 8,9 9,4 8,8 8,8
Samuel 5,5 43 6,0 7,1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Essa tabela, com valores das notas organizados em 5 linhas e 4 colunas, ¢ uma matriz de

ordem 5 x 4, podendo ser representada de modo simplificado por:

8,5
9.4
9,1
8,9

5,5

7,9
8,2
6,5
9,4
4,3

7,5
6,9
7,4
8,8
6,0

9,1]
7,3
8,6
8,8
7,1]

Exemplo 5. Balestri (2016) também comenta sobre a origem dos seméforos em 1868, nas
esquinas movimentas de Londres. Tinham lanternas verdes e vermelhas para estruturar o fluxo
de carruagens e pedestres. Nos Estados Unidos, em 1914, iniciou-se a utilizagdo dos mesmos

sinais com luz elétrica, controlados entdo por guardas.

Na figura a seguir, o fluxo de veiculos que passam pelos pontos A, B e C é organizado

por 3 semaforos:

Figura 4 — Esquema que representa o encontro de duas vias de mao dupla

g"ﬁ;ﬁ e mmem e o C.parz &
e o 11 4 L M o 3 o e kol
M T
L 4 5 - 5
.ﬁ'mra[_'__ o .-r'll';-.m.-.-_--.---_-.-.-\.f;. ; 'I]_ '\-I'
'5‘-:1"“]?3 ----- s P f T e _:;-E_ ;'al'ﬂ': ._L_____ S
e FEEE
i i
J |
i s
i e
T

Fonte:<https://www.qconcursos.com/questoes-de-concursos/questao/d4cc48bc-1d>

Balestri (2016) explica que os valores indicam o tempo, em minutos, que cada seméforo
verde (aberto) a cada 2 minutos, no sentido de acesso da via indicada pela linha para a via
indicada pela coluna da matriz. O elemento aj,, por exemplo, mostra que o valor 1,5 indica que
o semaforo que dd acesso da via A (linha A) para a via B (coluna B) fica aberto 1,5 minutos a

cada periodo de 2 minutos:


https://www.qconcursos.com/questoes-de-concursos/questao/d4cc48bc-1d
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Tabela 2 — Tempo de abertura

A | B |C
Al 0O |15]1
B|05| 0 |1
C|15]05]0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essa tabela pode ser representada pela matriz:

0 1,5 1
0,5 0 1
1,5 0,5 0

Exemplo 6. Escreva a matriz X = [g;;],com 1 <i<3el < j <3, tal que:

1, parai=j
a,'j:

0, parai # j

A matriz X terd tr€s linhas e trés colunas. Sua representacdo genérica é

aiy app as
X=|ay axn ax

asy dzz ass

Pelas condic¢des descritas no exercicio: aj; =axy =azz3=1leajpp =ap3 =az =ap =
az| = a3y = 0. Tem-se, portanto:

D

I
[
S = O
- O O

Exemplo 7. Considera-se A = [a;j]2x3 de tal forma que a;; =2i+ j,Vie {1,2} e Vj € {1,2,3}.

Assim, tem-se:
3 45
5 6 7

Deve-se levar em conta que as ordens das matrizes sao nimeros naturais nao nulos, e
seus elementos podem ser nimeros reais ou complexos.

2-1+1 2-1+2 2-1+43
2-2+1 2-2+42 2-243

apr ap2 ais
A=
azp a4z azs

2.4 Tipos particulares de matrizes
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2.4.1 Matriz linha

A matriz A,, «, € chamada de matriz linha quando m = 1, ou seja, € formada por uma

unica linha e pode ser representada por A1 xj,.

Exemplo 8. A = [2 4 6} € uma matriz linha 1 x 3.

Exemplo 9. B = [1 —5] € uma matriz linha 1 x 2.

2.4.2 Matriz coluna

A matriz Ay, «, € chamada de matriz coluna quando n = 1, ou seja, é formada por uma

Unica coluna e pode ser representada por A, 1.

2

5
Exemplo 10. A = € uma matriz coluna 4 x 1.

9
0

2.4.3 Matriz quadrada

Uma matriz A,,«, é chamada de quadrada, se m = n, ou seja, quando o nimero de linhas

¢ igual ao nimero de colunas. Sua representacio € A,,.

Se A € uma matriz quadrada, define-se:

e A diagonal principal, que é constituida por todos os elementos de A cujo indice da linha

€ igual ao indice da coluna;

¢ A diagonal secundaria, que é formada pelos elementos de A cuja soma dos indices da

linha e da coluna € igual an+1.

Para n = 3, tem-se, de forma geral:
apl ap a3
A= |ay axn ax
asy asz ass
onde: a1, a e azz sdo elementos da diagonal principal; e a3, az; € a3} compdem a diagonal

secunddria. Chama-se tra¢o de uma matriz quadrada a soma dos elementos de sua diagonal

principal.
27 0

Exemplo 11. Considere amatrizA = |5 1 0 |.Tem-se que A € quadrada de ordem 3, cujos
6 9 -5

elementos da diagonal principal sdo: aj; = 2, a» = 1 e az3 = —35; ja a diagonal secunddria tem

como elementos: a3 = 0, an=1e as|) = 6.
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Exemplo 12. B =

1 0
] ¢ uma matriz quadrada de ordem 2, cujos elementos da diagonal

-1 V3
principal sd@o: a;; =1 e ax» = V3: j4 a diagonal secunddria tem como elementos: ajp =0 e
ar] = —1.

2.4.4 Matriz nula

E a matriz cujos elementos sdo todos iguais a zero. Indica-se a matriz nula m X n por

Opmxn, ou simplesmente por O.

Exemplo 13. A matriz O3.3 = ¢ a matriz nula 3 x 3.

oS O O
oS O O
oS O O

2.5 Matriz triangular superior e inferior

Considera-se a matriz A = [a;;] de ordem n. Chama-se de matriz triangular superior

quando a;; = 0, para i > j e matriz triangular inferior quando a;; = 0, parai < .

e Matriz triangular superior: Todos os elementos abaixo da diagonal principal tem

valor igual a zero.

al] a12 oo oo oo aln
0 a22 .o .o PR a2n
0 0 azp - - ay
0O 0 0 - 0 ap

e Matriz triangular inferior: Todos os elementos acima da diagonal principal sdo

iguais a zero.

ay 0 0 - - 0
a apy 0 - o 0
a1 ayx a3 0 -+ 0
0
apl dp2 ap3 Ann
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2.6 Matriz diagonal

Uma matriz quadrada A = [g;j]uxm ¢ chamada de matriz diagonal quando todos os

elementos fora da diagonal principal forem iguais a zero.

Ou seja,
[a; 0 0 - 0]
0 ann 0 0
a;j=0, quandoi# j,istoé, A= | 0 0 a3 0
0O 0 O Amm

Se a matriz diagonal A = [a;],nxm tem todos os termos da diagonal principal iguais, é

chamada entdo de matriz escalar. Ou seja:

X, parai=j
ajj =

0, parai+# j
Sendo assim: ~ _
x 00 --- 0
0O x 0 ---0

1 00
50
Exemplo 14. As matrizes F = 0 3 eG= |0 2 0] sdo diagonais.
0 0 3
500
Exemplo 15. AmatrizM = |0 5 0| € uma matriz diagonal escalar.
0 0S5

2.7 Matriz transposta

Seja a matriz A = [a;j|mxn. Chama-se matriz transposta de A, e indica-se por A’, a
matriz:
A" = (& nxm, comaj; =aji, 1 <i<n, 1< j<m
Pode-se dizer assim que a matriz A’ é formada trocando-se, ordenadamente, as linhas
pelas colunas, ou seja, a linha 1 da matriz A passa a ser a coluna 1 da matriz A’; a linha 2 da
matriz A passa a ser a coluna 2 da matriz A’, e assim sucessivamente para todas as linhas da

matriz A.
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9
da matriz A passou a ser a coluna 1 da matriz A’.

I -1 1 2
Exemplo 16. A transposta da matriz A = 5 EA" = [ 9] e percebe-se que a linha 1

Seja A uma matriz quadrada de ordem m x m, A’ sua transposta e a;; cada elemento de

A. Uma matriz é simétrica se A = A’, ou seja, a;; = aj;, paratodo i, j € {1,2,--- ,m}. Quando
A = —A’, recebe 0 nome de antissimétrica.

1 5 4
Exemplo 17. SejaamatrizA = |5 3 0|. A matriz transposta é

4 0 7

. Logo, a matriz A é simétrica, pois A = A’.

3

Il
A L —
S W W
< o A

As propriedades da matriz transposta serdo demonstradas ainda neste capitulo, apds as

operagdes com matrizes.

2.8 Matriz identidade (ou unidade)

E a matriz quadrada de ordem n. Pode-se representar por I, = [ j|nxn, onde:

0,sei£j
ajj =
I,sei=j
Denota-se por:
1 -0
L= |:
0 - 1

A matriz identidade é um caso particular de matriz escalar.

2.9 Outros tipos de matrizes

1. Matriz nilpotente de indice 7:
Seja a matriz quadrada A e a matriz nula O, ambas de mesma ordem.

A matriz A é nilpotente se para algum n > 1 (n € N), tem-se:

A"=0
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00
Exemplo 18. Neste caso, a matriz A = [3 0] € nilpotente porque:

SHEE

2. Matriz idempotente

0-0+0-3 0-0+0-0
3-:0+0-3 3-0+0-0

04+0 0+0
04+0 0+0

A2=A-A=

:lg g]_

E chamada de matriz idempotente toda matriz quadrada A que satisfaz:

A=A

Exemplo 19. A matriz A = [ 3

2
3] ¢ idempotente, pois:

A2=A-A=

—2 2]‘[—2 2]_[(—2) (=2)+2-(=3) (=2)-2+2-3
-

~3 3| |-3 3 3)-(=2)+3-(=3) (-3)-2+3-3

|4-6 —4+6
16-9 —6+9

-2 2
-3 3

2.10 Operacoes com matrizes

2.10.1 Adicao de matrizes

Sejam duas matrizes A e B, de mesma ordem, m X n. Denomina-se soma da matriz A
com a matriz B, e representa-se por A + B, a matriz C que é do tipo m X n, cujos elementos
sdo obtidos quando se somam os elementos de A e B correspondentes. Pode-se dizer entdo que
A = [a;j| e B = [b;j] sdo matrizes m x n, e asoma de A e B é a matriz C = [¢;j|, m X n, definida
por:

cij = aij + bij,
com
1<i<mel<j<n
Ou seja: A+ B = [a;j + bjj]

Portanto C € decorrente da adi¢do dos elementos correspondentes de A e B.

Exemplo 20. Sejam as matrizes

35 2 1 —4 —1
A= |2 8 —6|eB=|7 0 2
1 4 2 31 0
Entdo:
35 =2 1 —4 —1 3+1 5—-4 -2-1 4 1 -3
A+B= |2 8 —-6|+|7 0 2 |=1|247 8+0 —6+2| =19 8 —4
1 4 2 31 0 1+3 441 240 4 5 2
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Sejam A e B duas matrizes, de mesma ordem, m x n. Denomina-se diferenca entre A e

B, que se representa por A — B, a soma da matriz A com a matriz oposta de B:

A—B=A+(-B)

Ou seja: dadas as matrizes A = [a;|mxn € B = [bij]lmxn. A matriz C = A — B é dada por

cij=ajj—bjj,paral <i<me 1<j<n

' ) 2 40 -1 -1 3
Exemplo 21. Considerando-se as matrizes A = eB= ,

153 2 0 -5
tem-se:
2 40 [1 1 3] [2+1 441 0-3] [3 5 -3
A—B=A+(-B)= n |t oeT _
153 |20 5| |-1-2 540 3+5| [-3 5 8

2.10.2 Multiplicacao por um escalar

Seja A = [ajj|mxn uma matriz e k um nimero real. A multiplicagdo de A por um escalar

k, kA, é a matriz B = [b;;],uxn, dada por:
bij:kaij, coml<i<mel<j<n.

ou seja, a matriz kA € obtida multiplicando-se cada elemento de A por k.

2.10.3 Multiplicacao de matrizes

E comum, no cotidiano escolar, resolver problemas com multiplicacdo de matrizes de

forma mecanica, sem conexao com a pratica.

De acordo com Kolman e Hill (2006) e Dante (2014), a multiplicagdo de matrizes ndo é
uma operacgdo que possa ser considerada tdo simples, pois requer mais cuidado do que a adicao,
tendo em vista que as propriedades algébricas da multiplicacdo de matrizes sdo distintas daquelas
satisfeitas pelos nimeros reais. Mencionam também que uma das causas do problema é o fato de
AB ser definida somente quando o nimero de colunas de A € igual ao nimero de linhas de B,
que serd considerado ainda nesta subsecdo. Tanto Kolman e Hill (2006) quanto Dante (2014)

consideram situagdes-problema para um entendimento mais apurado do conceito.

Dante (2014) faz referéncia ao grupo C do futebol masculino durante as olimpiadas
realizadas em Londres, em 2012, que era composto por quatro paises: Brasil, Egito, Bielorrissia

e Nova Zelandia, organizados em tabela.
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Figura 5 — Olimpiadas 2012 - Grupo C

FUTEBOL MASCULINO ]
Gré-Brvetanha Mé;(ico Br;sil Esp;nha
Senvegal Coréiaudo Sul Eg}to Jap;éo
E. Al:abes Gaiaﬁo Bielor:rl]ssia Hon(:,iuras
Uruguai Su}ga Nova Zélé‘mdia Marliocos

Tabela feita por: Jean Morelli

Fonte:<https://tvrsd.wordpress.com/tag/tabela-do-jogo-masculino-nas-olimpiadas/>

De acordo com os resultados (nimero de vitérias, empates e derrotas) de cada um,

pode-se montar uma nova tabela e a matriz A43:

Vitorias | Empates | Derrotas 30 0
Brasil 3 0 0
- 1 1 1
Egito 1 1 1 A=
= 102
Bielorrassia 1 0 2
—— 01 2
Nova Zelandia 0 1 2

Pelo regulamento das olimpiadas, cada vitéria, empate ou derrota tem pontuagdo cor-
respondente a 3, 1 ou 0 pontos, respectivamente. Esse fato pode também ser registrado em uma
tabela, que gera a matriz B3« 1:

Numero de pontos 3
Vitéria 3
B=|1
Empate 1 0
Derrota 0

Ao terminar a primeira fase, para verificar o total de pontos dos paises participantes,

basta fazer:


https://tvrsd.wordpress.com/tag/tabela-do-jogo-masculino-nas-olimpiadas/
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Brasil 3.340:-14+0-0=9
Egito 1-341-14+1-0=4
Bielorrissia | 1-34+0-1+2-0=3

Nova Zelandia

0-34+1-14+2-0=1

Essa tabela, com a pontuagao total, sugere como deve ser feita a multiplicacdo de matrizes,

ou seja AB:

AB =

—_ W ~ O

Dada uma matriz A = [q;;] de ordem m X p e uma matriz B = [b;j| de ordem p x n, o

produto AB ¢ a matriz C = [c;;] cuja ordem € m X n, que assim se define:
n
Cij = ailblj +a,-2b2j + - +aipbpj = Z aikbkj
k=1

coml<i<mel<j<n.

Nesta equacdo, o i,j-ésimo elemento da matriz produto é o produto da i-ésima linha e a

J-€ésima coluna:

aji; ap aip
az ax axp b1 b1 by b1y cir Cr2 Cln
by1 b by by | |car 2 Con
i ap e P S A R O
bpl bp2 bpj bpn Cml Cm2 Cmn
_aml am2 amp_
Portanto:

P
(linha i) - (coluna j) = Z airby
k=1

Nota-se que s6 € possivel o produto de A e B quando o nimero de colunas de A € igual
ao numero de linhas de B, resultando na matriz C. A matriz resultante terd o0 mesmo numero de

linhas de A, e 0 mesmo nimero de colunas de B. Assim:
AB - (AmXp) : (Ban) == Can

Caso AB seja possivel, nem sempre o produto BA serd. Quatro situacdes diferentes podem

ocorrer:

e Se n # m, BA nio se define.
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e Se m = n, BA € definida.
e Se AB e BA sdo da mesma ordem, elas podem ser iguais.

e Se AB e BA sdao da mesma ordem, elas podem ser diferentes.

As propriedades basicas da multiplicacdo de matrizes serdo consideradas na tltima secao
deste capitulo.

Exemplo 22. Kolman e Hill (2006) usa o exemplo:

Os pesticidas sdo aplicados as plantas a fim de eliminar os insetos daninhos. Entretanto,
uma parte destes pesticidas € absorvida pela planta. Os pesticidas sd@o absorvidos pelos animais
herbivoros quando eles se alimentam de plantas que receberam pesticida. Para determinar a
quantidade de pesticida absorvida por um animal herbivoro, procedemos da seguinte maneira.
Suponha que temos trés pesticidas e quatro plantas. Represente por a;; a quantidade de pesticida

i (em miligramas) que foi absorvida pela planta j, formando a tabela que dé origem a matriz A:

Planta 1 | Planta 2 | Planta 3 | Planta 4 5 3 4 3
Pesticida 1 2 3 4 3
— =A=1|3 2 2 5
Pesticida 2 3 2 2 5
— 4 1 6 4
Pesticida 3 4 1 6 4

Suponha agora que temos trés animais herbivoros, e que b;; representa o nimero de

plantas do tipo i que um animal herbivoro do tipo j come por més, formando a tabela (matriz B):

Herbivoro 1 | Herbivoro 2 | Herbivoro 3

20 12 8
Planta 1 20 12 8

28 15 15
Planta 2 28 15 15 = B =

30 12 10
Planta 3 30 12 10

40 16 20
Planta 4 40 16 20

O elemento (i,j) em AB fornece a quantidade de pesticida do tipo i que o animal j

absorveu. Dessa forma, se i = 1 e j = 3, o elemento (1,3) em AB é:

2(8)+3(15) +4(10) 4+ 3(20) = 16 +45 + 40+ 60 = 161

Portanto, 161 mg do pesticida 1 absorvidos pelo animal herbivoro 3.

Exemplo 23. Se A ¢ uma matriz 2 x 4 e B € uma matriz 4 X 3, entdo AB € uma matriz 2 x 3 e
BA nio € definida.

4 3
1 25
Exemplo 24. Dadas: A = L o eB= |1 3|, oproduto AB é possivel, pois a matriz A é
2 1

de ordem 2 x 3, e a matriz B é de ordem 3 X 2 (numero de colunas de A € igual ao nimero de

linhas de B); entdo: A3 - B3xy = Caxo.
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Logo:
4
A-B 1

1 25
310

1-442-1+5-2 1-342-345-1
3:44+1-1+0-2 3-341-340-1

3
3| =
1
442410 3+6+5
12+14+0 9+3+0

|16 14
1312

Observacao: O produto BA também € possivel, pois a matriz B é de ordem 3 X 2, e a
matriz A é de ordem 2 x 3 (nimero de colunas de B € igual ao niimero de linhas de A); entao:

B3«2-Apx3 = C3x3, € o cdlculo procederia-se como no produto AB, com a diferenca que se teria

uma matriz resultante de ordem 3.

A operagao de multiplicagdo de matrizes ndo € comutativa, isto é, mesmo que sejam

possiveis ambos os produtos AB e BA, tem-se, em geral, AB # BA.

1 1 -2
Exemplo 25. Seja A = 3] eB= [3 5],obterABeBA.
s |2 2| e 2 (yrrs | s 1
23] 3 5] [(-2)-143:3 (-2)-(-2)+3-5] |7 19
o |t 2] 2 ][0 =23 6 5
13 5| |2 3] | 3245:(-2) 3-1+5:3] |-4 18

Na multiplicac@o de matrizes, ndo vale a lei de anulamento do produto, isto €, se AB =0
00 0O 4

eB= .
2 2 0 —4

oo

Na multiplicacdo de matrizes nao vale a lei de cancelamento do produto, isto €, se

ndo se tem necessariamente A =0ou B =0

Exemplo 26. Dadas as matrizes ndao nulas A =

C2:042:0 2-4+2-(—4)

5 [0:040:0 0-440-(—4)
0+0 8—8

040 0—0]

AC = BC, nem sempre A = B, a ndo ser que C seja inversivel.

01 0 2 05
,B eC= , tem-se:
00 00 00

Exemplo 27. Dadas as matrizes A =

ac— |0 1] [0 5] _[o-0+1-0 0-5+1-0] _ o 0]
[0 o] |0 0] [0:040-0 0-5+0-0] |0 0]
se— |0 2] 5] [0-0+2.0 0-5+2-0] [0 o]
Y 0] [0-0+0-0 0-5+0-0] |0 0]

Nota-se que AC = BC, mas A # B. De fato, a matriz C ndo possui inversa.
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Seja I, a matriz identidade de ordem n e A uma matriz quadrada de ordem n, tem-se:

AL, =1LA=A
i —1
Exemplo 28. Dada a matriz A = 4 ] , tem-se:
AD — 2 —1] (|1 0] 2:14(=1)-0 2-0+(—1)-1 1240 0—1| |2 ~1 _4
713 4 |{o 1| | 31440  3.044-1 | [340 0+4| |3 4|
. L of|2 -1} [1-24+0-3 1-(—-1)4+0-4 240 140 |2 -1 _ 4
7o 1] |3 4 0-241-3 0-(—1)+1-4] |0+3 0+4 3 4 '
Portanto: AL = hA=A
Se A = [ajj|mxn, sendo m # n, entdo:
I,A=Al,=A
1 —4
Exemplo 29. SejaamatrizA = |2 1
-1 3x2
1 0 0| |1 —4 1-140-240-1 1-(=4)+0-1+0-(—1)
LA=1(0 1 0|2 1 |[=1]0-141-240-1 0-(=4)+1-14+0-(-1)| =
00 1| [1 -1 0-14+0-2+1-1 0-(=4)+0-1+1-(-1)

14040 —4+0+0
04240 0+1+40 | =
04+0+1 0+0—1

—_— N =
[
—_ =~
| I
I
>

= 2-1+1-0 2-0+1-1 240 O+1( =2 1 |=A

L4l
AL= {2 1 [0
1-14+(=1)-0 1-0+(—1) 1-0 0—1 1 -1

I -1

1-14(=4)-0 1-0+(—=4)-1] [1-0 0—4 1 —4
1

Portanto A = AL, = A.

Observacao:

e Os produtos Al3 e [oA ndo sdo possiveis, pois em Als = (A3x2).(l3x3) 0 nimero de colunas

de A € diferente do nimero de linhas de /.

o A = (Ix2)(A3x3) ndo é possivel pois o nimero de colunas de 7 € diferente do nimero
de linhas de A.

Sendo assim, nota-se que a validade da féormula depende da ordem em que se multiplica

a matriz dada pela matriz identidade.
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2.11 Propriedades das operacées com matrizes

2.11.1 Propriedades da adicao de matrizes

Propriedades da adicdo de matrizes:
1. Comutativa: A+B=B+A

Demonstragdo. Sejam as matrizes:
A= [aij]mxn eB = [bij]mxn-
Tem-se:

A+ B = [ajjlmxn~+ [bijlmxn = [aij + bijlmxn = [bij + aijlmxn = [bijlmxn+ [@ijlmxn = B+A

O
, 5 —3 1 6
Exemplo 30. Seja A = eB= .
2 -5 0 4
5 3] [=1 6] [5—-1 —3+6] [4 3]
A+B= + — —
2 -5| |0 4] [240 —5+4| |2 1]
1 6] [5 =3] [-145 6=3] [4 3]
B+A= + — — .
(0 4] |2 -5] |0+2 4-5] |2 -1

Portanto A+B = B+ A.

2. Associativa: (A+B)+C=A+ (B+C)

Demonstragdo. Sejam as matrizes:
A= [aij]mxn, B = [bij]mxn eC= [Cij]mxn-
Entao:

(A+B) +C = ([aij] + [bij]) + [cij] = laij + bij] + [cij] = (laij + bij] + cij) = (aij+ [bij +
cijl) = laij] + [bij +cij] = [aij] + ([bij] + [ci]) = A+ (B+C)

[
1 3 5 6 0 —1
Exemplo 31. Tem-se A = ,B= eC = .
-1 4 -1 2 1 —4
1 3 5 6 0 —1 1 3 540 6+ (-1
-1 4 -1 2 1 -4 -1 4 —1+1 2+(—4)
1 3 n 5 5| | 145 345 | |6 8
—1 4| |0 =2| |-140 4+(=2)| |-1 2|
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1+5 3+6

(A+B)+C=<[_11 i]*[_sl D [(1) ] (1) 442 +[(1) :‘1‘]:

[6 9|, [0 -1 640 640 9—1 6 8
2 6

1 —4 —2+1 ( 4 —2+4+1 6—4 —1 2|
Portanto: A+ (B+C) = (A+B) +C.

3. Elemento Neutro: A+0 =A

Demonstragdo. Considerando a matriz nula O = [0;j]mxn, com 0;; = 0, e a matriz A =
@ij]mxn, tem-se:
A+0= [a,'j—i—oij] = [aij+0] = [aij] =A

4. Elemento oposto ou simétrico: A+ (—A) = O

Para cada matriz A, existe uma matriz oposta B tal que A+B=B+A = O, sendo O a

matriz nula.

Demonstragdo. Seja A = [a;jlmxn € defina B = [—a;j|mxn. Tem-se

A+B= [aij]mxn + [_aij]mxn = (aij"’ [_aij])mxn = [O]mxn =0

Denota-se a matriz [—a;j|mxn por —A. Dessa forma, A+ (—A) = O.

2.11.2 Propriedades da multiplicacao de matrizes
De acordo com Levorato (2017), para A = [@;j|mxn € B = [bji]nxp sdo vlidas as proprie-

dades:

1. Associativa

Se C = [cks) px g entdo: A(BC) = (AB)C.

Demonstragdo.
n p n p
BC) =Y aij(} bjcks) = Y, Y aijbjkcks
=1 k=1 j=1lk=1
p n p n
(AB)C =Y (Y aijbj)ces =Y. Y aijbjcrs = Z Z a;jb jicig
k=1 j=1 k=1 j=1 j=lk=
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2. Distributiva:
e A direita

Se C = [¢jk)nxp, entdo: (A +B)C = AC+ BC.

Demonstragdo.

n n n
(aij+bjk)cjk = Z aijCjx + Z bjkcjx =AC+BC
j=1 ' ~

J=1 J=1

O]
oA esquerda
Se C = [¢jk]uxp, entdo: A(B+C) = AB+AC.
Demonstragdo.
n n n
AB+C) =Y aijlbjp+cip) =Y ajbj+ Y aijcjx = AB+AC
j=1 j=1 j=1
O]
3. Elemento neutro
I,A=A
Para esta propriedade, considera-se o que ja foi abordado na subsecao 2.10.3.
Demonstragdo. Sel = [§;j] e A= [aj:
l,sei=j
I = 5,']‘ = /
0,seiz£j
m
InA =) Gjjaj = dnaiy+ Opask+- -+ didix +++ + Oim@mk = aix = ajp = A
j=1
Logo, [,A =A [

2.11.3 Propriedades da multiplicacao por escalar

Propriedades
Sejamxey € R, e A = [a;;], B = [b;;| matrizes de mesma ordem. Sdo vilidas as seguintes

propriedades:

1. Propriedade 1

x(yA) = (xy)A
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Demonstragdo. x(yA) = x(y[aij]) = x(yaij) = (x[yaij]) = (xy)]aij] = (xy)A O

2. Propriedade 2
x(A+B) =xA+xB

Demonstragdo. x(A+ B) = x([a;;] + [bij]) = (x[ai;] +x[bij]) = xa;j +xb;j =xA+xB [

3. Propriedade 3
(x+y)A =xA+yA

Demonstragdo. (x+y)A = (x+y)[aij| = (x[aij]| +ylaij]) = xaij +yajj = xA+yA O

4. Propriedade 4
IA=A

Demonstragdo. 1A = 1{a;j] = la;j =a;j =A -

5. Propriedade 5
—A=(—-1)A

Demonstragdo. —A = [—a;j] = [(—1)[aij]] = (—1)[a;j] = (—1)A O

2.11.4 Propriedades da Transposta

Propriedade 1: (A")' = A

Demonstragdo. Sejam as matrizes: A = [ajj]mxn, A" = [d] j]nxm e (A" = [ag}]mxn, tem-se que:

no__ 1o
a;j = aj = 4aij

2 —4
5 —1
2 5
—4 —1

A transposta da matriz transposta serd: (A’)’ = [

Exemplo 32. Seja a matriz A =

Sua transposta serd A’ =

—4

5 1] e, portanto, constata-se que

(A"Y = A.

Propriedade 2: (A+B)' = A’ +B'
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Demonstragdo. Considerando A = [a;jlmxns B = [ijlmxn, A' = [@};]nxm € B' = [

ji]nXm’ tem-se:

A+B=C= (A+B)' = (' Entdo:
/ / /
Cij =Cji —Clji‘f’bji —aﬂ—l—bﬂ

Logo, C' = A" +B'. O

_ [j _81].

Exemplo 33. Dadas as matrizes: A =

2 1 57
_|_
0 —1 10

245 1+7
0+1 —-1+0

A+B=

11
A 2 0
1 —1
B = > 1.
7 0
245 0+1 7 1
Al + B = * + = .
1+7 —140 8 —1

Portanto, (A+B)' = A’ +B'.
Propriedade 3: (AB)' = B - A’

Demonstmgdo. [(AB)t]ij = [AB]ji = 22):1 ajkbk,' = Zizl [Al]kj [Bt]l'k = 22):1 [Bl]ik [At]kj = [BIAZ],'J'
[

Observagao: No produto AB, o nimero de colunas de A € igual ao nimero de linhas de B.
Fazendo-se a transposta, o nimero de colunas de B passa a ser igual ao nimero de linhas de A,

sendo possivel apenas (na maioria das vezes) efetuar-se B'A’ ao invés de A’B'.

1 —1 -1 -1
Exemplo 34. Considera-se as matrizes: A = [O ] eB= [ ] .

2 34
DT L e O B L R O D R B Y O R B R R I e 1
o 2|3 4] |0-(=1)+2:3 0-(=1)+2-4| |0+6 0+8 |
—4 -5
6 8|
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|1 0]

-1 2]
p— |7

—1 4
BAl — -1 311 0 —1-14+3-(-1) —1-0+3-2 _|~1=3 0+6] _
—1 4| -1 2| |-1-144-(=1) —1-0+4-2| |-1-4 0+8
-4 6
~5 8|
Logo, (AB) =B'"-A'.
Propriedade 4: (mA)" = mA’
Demonstragdo. Considerando (mA)" = (a'j;)nxm, tem-se:
a’j’i = ma;j = ma}i,Vi,j e N* H
, 1 4
Exemplo 35. Dada a matriz A = 5| mostre que (2A)" = 24",
. |10
A transposta serd A’ = .
4 2

Multiplicando-se por 2 a transposta:

(—1 0] [-2 0]
2 = .

4 2 8 4

Considerando-se a matriz A multiplicada por 2, tem-se:
(—1 4] [-2 3]
0 2 0 4|

-2 0
Fazendo-se (2A)" =
8 4

Portanto, (24)" = 2A".

2.12 Matrizes de bits (ou booleana)

De acordo com Kolman e Hill (2006), a expansdo continua da tecnologia da computacio
fez com que o uso da representacdo bindria (base 2) da informacao emergisse nos dias atuais.
Cita também que na maioria das aplicacdes que existem no computador, tais como jogos,
transferéncias de dinheiro em caixas eletronicos, videos em DVD, musicas em CD, comunicagdes
via satélite ou via fax, a matemadtica que estd por baixo € invisivel para quem usa ou observa,

porém de extrema importancia, pois os dados codificados em bindrios t€ém intimeras aplicacgoes.
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Kolman e Hill (2006) fala da representacdo bindria da informacdo, que utiliza apenas
dois simbolos: 0 e 1, e a informacdo € codificada em 0 € 1 em uma sequéncia de bits. Pode-se
usar como exemplo o nimero 5, que € representado como a sequéncia bindria 101, interpretada
na base 2 como:

5=102%)+02"+1(2%

Logo, a representacao bindria de 5 € dada pela sequéncia de bits 101, que é determinada
pelos coeficientes das poténcias de 2.

Da mesma forma que se pode realizar operagdes ao usar a base decimal quando se trata
de numeros reais ou complexos, pode-se realizar também operacdes na base bindria (aritmética
bindria) (KOLMAN; HILL, 2006).

As tabelas a seguir mostram a estrutura da adi¢do e da multiplicacdo de bindrios, respec-

tivamente.

Tabela 3 — Adicdo

+0]|1
01011
11110

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que 0+0=0e¢e 1+ 1 = 0. Desta forma, o inverso aditivo de 0 € 0 (como ja
ocorre comumente) e o inverso aditivo de 1 € 1. Assim, o cdlculo da diferenca das matrizes de
bits A e B € dado por:

A—B=A+(inversade ) B=A+1B=A+B

Tabela 4 — Multiplicagao

x 01
01010
11011

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma matriz que possui todos os elementos cujo valor € 0 ou 1 € chamada de matriz de
bits.

Uma matriz cuja ordem é n X 1 ou 1 x n, formada por todos os elementos que sao bits, é

conhecida por vetor de bits de dimensao n (ou simplesmente vetor).
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1 00O
0 00O

Exemplo 36. A matriz A = 11 ¢ uma matriz de bits 4 x 4.
0101

Exemplo 37. A matrizU = [1 00O 1} ¢ um vetor de bits de dimensio 5, que normalmente
vem representado por letra mintscula u = [1 0 0 0 1j.
Exemplo 38. (UNESP) Uma rede de comunicagdo tem cinco antenas que transmitem uma para

outra, conforme mostrado na matriz A = [a;;], em que a;; = 1 significa que a antena i transmite

diretamente para a antena j, € a;; = 0 significa que a antena i ndo transmite para a antena j.

—_ == Oo
S = = O =
o - o = O
—_ o = o O
o~ O O O

Qual o significado do elemento b4; da matriz B = A%?

Como B = A? = A - A, faz-se a multiplicacdo da quarta linha de A pela primeira coluna
de A:

byt = as1-ay1 +as-ay; +asz-asz; +ass-as +asg-as1=1-0+1-1+1-1+0-1+1-1=3

Significa que existem 3 maneiras distintas de a antena 4 transmitir informacdes para a antena 1,

usando apenas uma dnica retransmissao entre elas. Assim:

e 4 transmite para a antena 2 e esta retransmite para a 1;
e 4 transmite para a antena 3 e esta retransmite para a 1;
e 4 transmite para a antena 5 e esta retransmite para a 1.
Exemplo 39 (Kolman e Hill (2006)). O 0 representa DESLIGADO, o 1 representa LIGADO e

LIGADO LIGADO DESLIGADO
A= |DESLIGADO LIGADO DESLIGADO
DESLIGADO LIGADO LIGADO

Encontre a matriz B LIGADO/DESLIGADO tal que A + B seja uma matriz em que todos os
elementos sejam LIGADO.

a b c
. A matriz B pode serescritacomo: B= |(d e f|.

—_— =
—_— O O

1
Tem-se entdo a matrizA = |0
0

Xy z
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Entao:

I 11
A+B= 1|11 1

I 11
1 10 a b c 111
01 0|+1|d e fIl=1111
011 Xy z 1 11

Assim, os valores que B assume, para que A + B seja uma matriz em que todos 0s
elementos sejam LIGADO é:

Exemplo 40. (BALESTRI, 2016) usa um exemplo da Universidade Federal de Santa Maria
(UFSM-RS) para visualizar uma matriz a partir de um diagrama que representa a cadeia alimentar
simplificada de um determinado ecossistema. A indicacdo da espécie de que a outra espécie se

alimenta € feita por setas:

Figura 6 — Cadeia

Fonte:<https://www.stoodi.com.br/exercicios/ufsm/2011/>

Atribuindo-se valor 1 quando uma espécie se alimenta de outra, e 0 quando nao se

alimenta, tem-se a tabela:


https://www.stoodi.com.br/exercicios/ufsm/2011/
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Tabela 5 — Cadeia alimentar

Urso | Esquilo | Inseto | Planta
Urso 0 1 1 1
Esquilo | 0O 0 1 1
Inseto 0 0 0 1
Planta 0 0 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para resolver os exemplos a seguir, deve-se levar em consideracdo que as defini¢des
de adi¢do e multiplicagdo por um escalar de matrizes também sdo utilizadas nas matrizes de
bits com a condi¢ao de que se utilize sempre a base 2 para qualquer cdlculo, inclusive para os

escalares.

O cdlculo para matrizes de bits ou vetores de bits com dimensao n pode ser feito
facilmente, considerando-se o uso de tabelas em 2.12, nas quais se utiliza apenas os escalares 0 e

1, bem como defini¢do e propriedades da adi¢do de matrizes em 2.10.1.

1 1 1 0
Exemplo 41. Dadas as matrizesA= |0 1| eB= |1 1], calcule A+ B.
00 1 1
1 1 1 0 1+1 140 0 1
A+B=1|0 1|+ |1 1|=1]0+1 1+1|=1]1 O
00 1 1 0+1 O0+1 1 1

1 1 1
Exemplo 42. Considerando-sea; =1,a; =1,a3=0,v| = [ ] , Vo = O] evy= [1] , calcula-se

)b

a1vy + axvy + azvs da seguinte forma:

1

1+1+0
o +1+
0

1+0+0

a\vi +axvy+azvy =1- +1-
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CAPITULO

DETERMINANTES

3.1 Historia dos determinantes

O aparecimento dos determinantes se da a partir da busca de solugdo para os sistemas
lineares por uma série de matematicos. Esse estudo de determinantes precedeu o estudo de
matrizes, que foi feito por Cayley (FILHO; SILVA, 2003).

Em 1683 surgiam os primeiros trabalhos sobre determinantes, com um artigo do mate-
madtico japonés Seki Kowa (1642 — 1708). Kowa foi considerado o maior matemadtico japonés do
século XVII.

Dez anos depois, na Europa, o alemdo Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 —1716)
formalizou o conceito de determinantes, dando-lhes entdo uma notacao escrita (BAUMGART,
1992).

Esses trabalhos, que surgiram quase na mesma época, tratavam de expressdes matema-
ticas associadas aos coeficientes das incégnitas das equagdes que formam um sistema linear.
Atualmente, pode-se dizer que essas expressdes definem o determinante da matriz incompleta
dos coeficientes de um sistema (BALESTRI, 2016).

A representacdo de determinante através de duas barras verticais paralelas ocorreu em
1841, por Cayley. Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) atribuiu o nome determinante ao
conceito, além de reunir tudo sobre o assunto no ano de 1812, sendo considerado o trabalho mais
completo (BAUMGART, 1992). Cauchy reprovou os resultados obtidos por outros matematicos
anteriormente, fornecendo resultados novos e precisos (FAGUNDES, 2013). Foi considerado a
estrela da década de 1820.

Outros matematicos contribuiram também com a teoria dos determinantes, entre eles:
Alexandre Thedphile Vandermonde (1735 — 1796), Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), Gabriel
Cramer (1704 — 1752), Etienne Bézout (1730 — 1783) e Josef Maria Wronski, que no século
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XVIII deixaram publicacdes valiosas a respeito dos determinantes (BAUMGART, 1992).

No século XIX, a teoria dos determinantes teve um destaque maior, desenvolvendo-se
com dois grandes matematicos: Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851) e Cauchy, permitindo
posteriormente a resolugdo de problemas em dareas diversas através do desenvolvimento de

técnicas avangadas; a computacdo € um exemplo disso (BALESTRI, 2016).

3.2 Permutacao

Seja P ={1,2,3,---,n} o conjunto de todos os nimeros inteiros que vao de 1 a n,
postos em ordem crescente. Uma reordenacdo ji j»j3- - j, dos elementos de P recebe o nome de
permutacdo de P (KOLMAN; HILL, 2006).

Qualquer um dos n elementos de P podem ser colocados na primeira posi¢ao, qualquer
um dos outros n — 1 elementos de P na segunda posi¢do, qualquer um dos outros n — 2 elementos
de P na terceira posi¢do, e assim sucessivamente, até chegar na n-ésima posi¢ao, que pode ser
preenchida pelo dltimo elemento restante Kolman e Hill (2006). Assim, P tem n(n—1)(n —

2)---2-1 = n! permutagdes. Representa-se o conjunto de todas as permutagdes de P por P,.
Entdo, tem-se, por exemplo:

P=11=1
Pp=20=21=2
P;=31=3.2-1=6
Pi=41=4.3.2.1=24
Ps=51=5-4.3.2-1=120
Ps=61=6-5-4-3.2.1=720

Significa que P, consiste em apenas uma permutagio do conjunto {1}, isto é, 1; P, tem
duas permutagdes do conjunto {1,2}, ou seja, 12 e 21; P possui 6 permutacdes do conjunto
{1,2,3}: 123, 132,231, 213, 312 ¢ 321.

Pode-se dizer que uma permutagao jj joj3--- j, de P ={1,2,3,--- ,n} terd uma inversao
se um inteiro j,, precede um outro inteiro menor j,. Uma permutacio recebe o nome de par ou
impar dependendo do nimero total de inversdes ser também par ou impar. Desta forma, em Ps,

por exemplo:

e As permutagdes pares sdo: 123 (ndo possui inversdo), 231 (duas inversoes: 21 e 31) e 312

(duas inversoes: 31 e 32);

e As permutacdes impares sao: 321 (trés inversdes: 32, 31 e 21), 132 (uma inversao: 32) e

213 (uma inversao: 21).
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3.3 Determinantes

Determinante ¢ um nimero associado a uma matriz quadrada.

Seja A = [a; J-] mxn- O determinante de A, indicado por detA, ou ‘A , € assim definido:

detA = ’A’ = Z(:I:)aljlagjz o 'anjn

Na férmula, o somatdrio varia por todas as permutacdes ji j2j3-- - j, do conjunto P =
{1,2,3,---,n}. O sinal depende da permutacdo jjj,j3---jn: € positivo (+) quando par, e é
negativo (—) quando impar.

Em cada termo ay j az, - - ay j, do detA, os indices das linhas estdo em sua ordem natural,
jé os indices das colunas estdo na ordem jj j»j3 - - ju, que € a reordenagdo de 1 a n e, portanto,
ndo tem repeticdo. Logo, cada termo do detA € um produto de n elementos de A, cada um
com seu sinal. A soma que define o detA tem n! termos, pois soma-se todas as permutagdes do
conjunto P ={1,2,3,--- ,n}

Se A = [a;j]1x1, entdo P; tem apenas uma permutacdo par (permutagdo identidade 1).

Entao:

detA — ‘an‘ —an
Exemplo 43. A = [—1} = detA = ‘—1‘ =—1
Caso A seja uma matriz 2 x 2:
A— [all 012]
arp ax
O seu determinante é obtido a partir dos termos:

ai—ar_ € daj—ar_

Os espacos vazios sao preenchidos com todos os elementos possiveis de P>; os indices se tornam
12 e 21. Como 12 é uma permutacio par, entdo o sinal (+) € associado a ajjasz; sendo 21 uma

permutacgdo impar, o sinal (—) € associado a ajpas;. Por isso:

detA = aijazy —aipdsy

1 2
Exemplo 44. Dada a matriz B = [ | 4] , entao:

detB =

2
L= 1Am2 () =442=6

Logo, detB = 6.
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ap; app as
A= |ay axn ax

asy dzz asj

¢ uma matriz 3 X 3, entdo, para calcular o seu determinante, escreve-se:

aj-ax-as— ,aj-a-az— ,a|—ax-asz— ,dj-ax_az— ,aj-ax_az— € dj-ax_az—

Com todos os elementos de Pz, preenchem-se os espacos. Coloca-se o sinal (+) quando

a permutacdo for par e (—) quando a permutag¢do for impar:
detA = (ay1-ax-a33)+(ai2-ax-az)+(a13-a21-az) —ap-ax -az3—ap -as-az —aj3-ax -asj

O célculo do determinante da matriz A serd feito através da regra de Sarrus, procedendo-

se da seguinte forma:

1. Reescreve-se a matriz A e repete-se a primeira e a segunda coluna a direita de A:

ar a2 a3z ail a2
azp 4z azz azp az;
asy azz daszz dsp asz

Observacao: A regra de Sarrus pode ser aplicada reescrevendo-se a matriz A e repetindo-se

a segunda e a terceira coluna a esquerda de A, nesta ordem.

2. Multiplica-se os trés elementos da diagonal principal de A. Seguindo-se a mesma dire¢@o
da diagonal principal, multiplica-se separadamente os trés elementos das outras duas

diagonais.

3. Multiplica-se os trés elementos da diagonal secundéria de A, trocando-se o sinal do produto.
Seguindo-se a mesma dire¢do da diagonal secunddria, multiplica-se separadamente os trés

elementos das outras duas diagonais, trocando-se também o sinal do produto obtido.

4. Soma-se todos os resultados obtidos nos itens 2 e 3, encontrando o determinante da matriz

A. Ou seja:

detA = (aj1-ax-asz) + (ain-axs-as)) + (a13-az1 -az) —ajp-a; -asz —apy -axs - azm —

az-daz;z-asy.

Convém lembrar que os métodos fornecidos até aqui ndo se aplicam para matrizes com

ordem superior ou igual a 4.
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Figura 7 — Regra de Sarrus
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Fonte:<https://www.somatematica.com.br/emedio/determinantes/determinantes3.php>

Exemplo 45. (Apostila Objetivo: UNESP - adaptado - modelo ENEM) Foi realizada uma
pesquisa, num bairro de determinada cidade, com um grupo de 500 criancas de 3 a 12 anos de
idade. Para esse grupo, em fung¢io da idade x da crianca, concluiu-se que o peso médio p(x), em

quilogramas, era dado pelo determinante da matriz A, em que

Com base na férmula p(x) = detA, podemos concluir que o peso médio de uma crianga

de 5 anos é, em kg, igual a:
a) 18
b) 19
c) 20
d) 21

e) 22

Resolugio:

W N

2
p(x):detA:1-0-§+3-2~1+0~(—1)-(—x)—l-O-O—l-(—x)-2—3-(—1)-
0+6+0—-04+2x+2=2x+38.

Parax =5, tem-se: p(5) =2-5+8 =18

Logo, a primeira alternativa € a correta.


https://www.somatematica.com.br/emedio/determinantes/determinantes3.php
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Exemplo 46. Calcule o determinante da matriz de bits 3 x 3:

1 01
B=1110
011

Resolugdo:
detA=1-1-14+0-0-0+1-1-1-1-0-1-1:-0-1-0-1-1=140+1-0-0-0=1+1=0

Propriedades dos determinantes
Propriedade 1: Uma matriz quadrada A e sua transposta (A’) tém os determinantes
iguais. Logo:
detA = detA’
a b c a x r
Sejam A = |x y z| esuatranspostaA’= |[b y s|.
r s t c z t

Calculando-se os determinantes:

detA = |x

<
N

= csx+brz+aty — btx —asz — cry

a x r
detA’ = |b y s|=brz+csx+aty—btx—asz—cry

c z t

E, portanto, conclui-se que: detA = detA’.

Propriedade 2: Se a matriz C € obtida da matriz A quando se troca a posicao de duas
linhas (ou colunas) de A, tem-se:

detC = —detA

. O seu determinante sera:

) . a
Considera-se a matriz A = [
c

a
detA =
c

b
‘zaa’—bc.
d

Trocando-se as duas colunas de A, por exemplo, obtém-se a matriz C =

a .
, CUjo
c
determinante sera:

a

b
detC = =bc—ad.
d

c
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Entdo: detC = bc — ad = —ad + bc = —(ad — bc) = — detA.

Propriedade 3: Se duas filas paralelas sdo iguais, o determinante serda nulo. Isto &,

quando os elementos correspondentes de duas linhas (ou duas colunas) forem iguais:
detA =0

a b c

SejaA= |d e f|,naqualaprimeira linha € igual a terceira.

a b ¢
a b c
detA=|d e f|=bcd+abf+ace—bcd—abf—ace=0.
a b ¢
Logo, detA = 0.

Propriedade 4: O Determinante de uma matriz A € nulo (detA = 0), quando uma fila de
A € nula.

Considera-se a matriz genérica A, de ordem n:

ajp app -+ Ay
ay axp -+ Ay
A= |a31 asxp - az
aupl Aap2 - App

Seja a m-ésima linha de A nula. Como cada termo na defini¢do do determinante de A

contém um fator da m-ésima linha, cada termo do determinante de A € nulo. Logo, detA = 0.

Propriedade 5: Multiplica-se uma fila da matriz A por um nimero real m, obtendo-se

uma nova matriz B, cujo determinante serd mdetA. Entdo:

detB = mdetA

Dada a matriz A = . O seu determinante é€:

e
detA = ae — bd
Multiplicando-se a primeira linha de A pelo nimero real m, obtém-se a matriz B =

[ma mb

, entao:
d e

detB = mae — mbd = m(ae — bd) = mdetA



60 Capitulo 3. Determinantes

Multiplicando-se esta matriz (todos os elementos) por um nimero real k, tem-se cada
elemento de A multiplicado por k. Desta forma, o seu determinante ficard multiplicado por k",
ou seja:

det(kA,) = K" detA

Entao:

e ao multiplicar por um niimero real uma linha: o determinante de A fica multiplicado por &,

ou seja, kdetA;

e ao multiplicar por um nimero real duas linhas: o determinante de A fica multiplicado por
k-k =k*, ou seja, k-k-detA = k*detA;

e ao multiplicar por um nimero real n linhas: o determinante de A fica multiplicado por
k-k-k---k=Kk" ousejak’"detA.

1 2
Exemplo 47. Dada a matriz A = [3 4] ,entiodetA=1-4—-3-2=4—-6=-2.

| ) 4 8
Fazendo-se 4A = 4- = ,entdo det(4A) =4-16—12-8 =64 —96 = —32.
3 4 12 16

Como det(kA,) = k" detA = 4?.(—2) = 16- (—2) = —32.

Propriedade 6: Se a matriz A = [q;;] € triangular (superior ou inferior) entdo o seu

determinante serd igual ao produto dos elementos da diagonal principal:

detA =aq; ~an) - Aazz - dpp

Na matriz identidade de ordem 7 (I,,), o determinante sera:

100 -0
010 -0

det(l)=10 0 1 -+ O]=1-1-1---1=1
000 1

Observacdo: O determinante da matriz diagonal serd o produto dos elementos da sua

diagonal principal.

Propriedade 7: O determinante da multiplicacio de duas matrizes quadradas e de mesma

ordem, det(AB), é igual ao produto do determinante da matriz A pelo determinante da matriz B.
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Considerando-se matrizes quadradas de ordem 2:

A-B=

e

A=

a x _z w
e B=

b y] c d]

az +xc aw+xd_

bz4+yc bw+yd|

az+xc aw-+xd

bz+yc bw+yd
azyd + xcbw + xcyd — [awbz + awyc + xdbz + xdyc| = azbw + azyd + xcbw + xcyd — awbz —

det(AB) =

= (az+xc) - (bw+yd) —[(aw+xd) - (bz+yc)| = azbw +

awyc — xdbz — xdyc = adyz + bexw — acyw — bdxz.

detA:a x
by
detB:Z v
c d

=ay — bx.

=zd —cw.

detA - detB = (ay — bx) - (zd — cw) = adyz — acyw — bdxz + bcxw = adyz + bexw —

acyw — bdxz.

Comparando-se entdo, nota-se que det(AB) = detA detB.

Considerando-se as matrizes de mesma ordem, A = [a;j]mxm € B = [bjj]mxm, nd0 se pode
afirmar que det(A + B) = detA + det B sempre serd vilido.

Para as matrizes A e B, de ordem 2, por exemplo, tem-se:

, _
A= . eB= ¢ f.
c d K h_
bl fe f] b
A+LB— n e f _ |ate —I-f.
c d d c+g d+h
at+e b+
det(A+B) = f =(a+e)-(d+h)—[(c+g) - (b+f)] =ad+ah+ed+eh—
c+g d+h
[cb+cf+gb+gfl=ad+ah+ed+eh—cb—cf—gb—gf.
b
detA =" °| =ad—be.
c d
detB = ¢/ =eh— fg.
g h

detA+detB=ad —bc+eh— fg.

Portanto, det(A + B) # detA + detB.

Considerando

-se duas matrizes de ordens distintas, A e B, hd ainda a possibilidade da
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existéncia de det(AB) mesmo quando ndo existir detA ou detB.

Exemplo 48. Sejam as matrizes A =

eB=|c dl.

O determinante de ambas ndo € possivel, tendo em vista que ndo sdo matrizes quadra-
das. Os produtos AB e BA sdo possiveis e resultam em matrizes quadradas de ordens 2 e 1,

respectivamente. Sendo assim:

AB— a] . [c d} _ [ac ad].

b bc bd
det(AB) = ZE 9| _ bed — abed = 0.
BA = [c d]- Z] = [ac—kbd]

det(BA) = ‘ac+bd‘ — ac+bd.

Propriedade 8: O determinante serd nulo quando uma matriz possuir duas linhas (ou

duas colunas) paralelas proporcionais.

a b c
Considerando-se A= | d e f |, pode-se observar que a terceira linha € proveniente
na nb nc

da multiplicacdo da primeira linha por n. Logo, os elementos da primeira e da terceira linha sdo

proporcionais. Entdo:

a b c
detA=|d e f|=bcdn+abfn+acen—bcdn—abfn—acen=0.
na nb nc

Propriedade 9: Teorema de Jacobi

Se a matriz B = [b; ] é obtida da matriz A = [a;;] pela adi¢do a cada elemento da m-ésima
linha (coluna) de A de uma constante k vezes o elemento correspondente da p-ésima linha

(coluna) de A, sendo m # p, entdo:

detB = detA

. O determinante da matriz A sera:

Considera-se a matriz de ordem 2, A = [

detA = a
b

C| =ad — bc.
d

A partir da matriz A, multiplicando-se a primeira coluna por k e adicionando-se o

resultado a segunda coluna, obtém-se a matriz B:
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a ka—+c . . )
B = , CUJo determinante sera:
b kb+d
a ka+c
detB = =a(kb+d) —b(ka+ c) = kab+ ad — kab — bc = ad — bc = detA.
b kb+d

Entao: detB = detA.

3.4 Calculo do determinante de matriz de ordem »

Considerando-se uma matriz quadrada de ordem n, sendo n € N*, o célculo do deter-
minante é geralmente feito quando se reduz a ordem. Entao, pode-se calcular o determinante
de uma matriz de ordem n a partir de uma matriz com ordem n — 1, sem alterar o valor do
determinante. Com determinantes de ordem menor, o célculo fica mais simples e, por exemplo,
pode-se calcular a partir de uma matriz de ordem 3 um determinante de ordem 4. Trata-se de

uma recorréncia: para se calcular um determinante de ordem n, recorre-se aos de ordem n — 1.

3.4.1 Calculo do menor complementar

Considera-se uma matriz A quadrada, de ordem n, n > 2 e representada por A = [a; j]an,
onde a;; € um elemento de A. O menor complementar de A pelo elemento a;; € o determinante
D;; que € um nimero associad a matriz quadrada proveniente de A, excluindo a linha e a coluna

na qual estd este elemento ;;. Entdo, na matriz A = [a;|nxn:

ayy app aiz -+ Ay
ay axp ax -+ Ay
A= |a3 a3z asz -+ az
apl Aap2 ap3 -+ dpp

Escolhendo-se o elemento as;, 0 menor complementar da matriz A por este elemento as,

€ representado por:

ail aiz -+ dig
Dy = asp azz - a3
apl Aap3 - dan
-1 -4 0
Exemplo 49. Considerando-se amatrizA= | 3 2 1], tem-se:
5 -1 2

e Pelo elemento a1, 0 menor complementar de A sera:
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2 1
Du=|" |=22-1(-1)=4+1=5

e Pelo elemento ay;, 0 menor complementar de A sera:

—4 0
Doy=| | |=(-4)2-0:(-1)=-8+0=—38

e Pelo elemento a3y, 0 menor complementar de A sera:

—4 0
= —4.1-2.0=-4-0=—4
2 1

D3 =

e Pelo elemento a7, 0 menor complementar de A sera:

Dy =

=3.2-51=6-5=1
2

e Pelo elemento ay,, 0 menor complementar de A sera:

-1 0
Dy = =(~1)-2-5-0=-2-0=-2
22 5 9 ( )

e Pelo elemento a3y, 0 menor complementar de A sera:

-1 0
D3y = 3 1:—1-1—3-02—1—02—1

e Pelo elemento a3, 0 menor complementar de A sera:

3 2

e Pelo elemento a3, 0 menor complementar de A sera:
-1 —4

Doz =
23 5 1

— (=1)-(=1)=5-(—4) = 1420 =21

e Pelo elemento a3z, 0 menor complementar de A sera:

1 —4

Dar —
33 5

=(-1)-2-3-(—4)=-2+12=10

3.4.2 Cofator

Definicdo 1. Sendo A = [a;;|nx, uma matriz quadrada de ordem n (n > 2) e a;; um elemento da
matriz A, o cofator de a;; € um niimero real obtido quando se multiplica (—1)"*/ pelo menor

complementar D;; de a;;, que se representa por A;;. Portanto:

Ajj=(—1)".Dy;
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aip apiz apz a4
Considerando-se a matriz quadrada A = @ dn a4 . Para encontrar o cofator
asy aszx asz as
asl a4 a43  A44
Ay, faz-se:
azy a3 ax4 azy a3 ax4
A= (=D"NDy = (=1)?|an a as|=|az a; axn
a4 a43 da4 asg a43 da4
-1 2 3
Exemplo 50. DadaamatrizA= | 4 —1 0 |, tem-se:
2 2 =5
1+1 -1 0
App=(—-1)""- =(-5)-(-1)—2-0=5-0=5.
2 -5
241 23
Ay =(—=1)"""- , s =(-1)-[(-5)-2—2-3]=—1-[-10—-6] = —1-[—16] = 16.
31|23
12 (40
A= (=112 0 7= (1) [4-(=5) =2:0] = (=1): [-20 - 0] = (~1)-[-20] =
20.
242 -1 3
Ap = (—1)""=- =(-1)-(-5)—-2-3=5-6=-1
2 -5
342 —-13
An=(D7" o 1= EDIED0-4-3] = (D0 12) = (-1)[-12] = 12.
143 4 —1
Apz=(—-1)"" =4.2-2-(—1)=8+2=10.
2 2
243 -1 2
Ap=(D"" | =(EDIED2=2-2) = (=D[=2-4] = (-1)[-6] =6
343 -1 2
Aszz=(—1)"""- =(-1)-(-1)—2-4=1-8=-T7.
4 —1
3.5 Teorema de Laplace
Considerando-se uma matriz quadrada A = [a;j|nxp, parai=1,2,3,--- ,ne j=1,2,3,--- |n,

e escolhendo-se qualquer fila desta matriz, o cdlculo do determinante serd obtido a partir da

soma dos produtos de todos os elementos da fila pelos seus respectivos cofatores.
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Exemplo 51. Seja a matriz

cofatores, tem-se:

Az = (_1)3+1 .
A32:(—1)3+2- -
A33: (_1)3+3,

-1 1 3

0 —1 1].Escolhendo-se a terceira linha e calculando seus
2 0 1
i’:(—1)4.[1-1—3-(—1)]:1~[1+3]:1-4:4

= D) 103 = (1) 10 = (<) 1] = 1
_11 =(-1D)%[(-1)-(=1)=1-0]=1-1-0]=1-1=1

Multiplicando-se entdo os elementos da linha escolhida pelos seus respectivos cofatores:

a31-A31 =2-4=8.

(132-A32:O‘1:O.

azz-Axz=1-1=1.

O determinante serd dado por:

detA =a3| -A3z1+azp-Azp+az;-Az3=8+0+1=9

Portanto: detA = 9.

Observacao: Se na matriz existir um elemento cujo valor é zero, recomenda-se escolher

a fila na qual este elemento esta (de preferéncia, a fila que contenha o maior nimero de zeros).

Isto facilitara o calculo do determinante e a conta ficara menor.

3.6 Regra de Chié

O célculo dos determinantes de matrizes de ordem n pode ser feito pela regra de Chid,

utilizando uma matriz de ordem n — 1. Se o elemento a1, da matriz € igual a 1, essa regra se

torna muito prética.

Procedimentos:

1. a) Seaj; =1, elimina-se a primeira linha e a primeira coluna da matriz de ordem n:

ann=1]ap a3 |- | an
asy ay | axy | --- | an
asy azyp | az | -+ | az
anl an2 | An3 nn
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b) Nesta mesma matriz, € subtraido de cada elemento o produto dos dois elementos que
foram excluidos, na mesma linha e coluna na qual se encontra o elemento. Pode-se

esquematizar assim:

1 ar as aip
az) | dp —azidly | Az —az1d13 axyy, —a21d1n
asy] | a3z —daszpdl | a3z —dazjd)3 asz, —dazldin
anl | Ap2 —Aap1d12 | Ap3 —ap1dl3 App — anlQin

¢) Obtém-se entdo uma matriz A’ de ordem n — 1 com o resultado do procedimento

anterior, que possui 0 mesmo determinante da matriz de ordem n.

azz —az1di2

az3z —az1ai3

azp —a1din

asz —asiaig

as3z —asz|ais

azp —azidin

an2 — dnp1d12

ap3 —dn1di3

Apn — Anldin

2. Aplica-se também a regra de Chid, nos casos em que aj # 1:

a) O elemento a; € diferente de 1, mas existe o elemento 1 na matriz, que pode ter sua
posicdo alterada, trocando-se duas linhas ou duas colunas, obtendo-se uma matriz

equivalente.

Exemplo 52. Neste exemplo, trocando-se a terceira linha com a primeira e, em

seguida a segunda coluna com a primeira:

5 4 3 2 11 2 0 |1 -1 2 o0
5 210 |5 2-10 25 -10
11 2 0] |5 4 3 2 |45 3 2
23 0 1 23 0 1] 3 -2 0 1

b) Caso o elemento ap; seja diferente de 1 e ndo existe nenhum elemento com valor
igual a 1 na matriz, pode-se aplicar o teorema de Jacobi, de modo que apareca algum

elemento cujo valor é 1.

Exemplo 53. Neste exemplo, faz-se a primeira linha menos a segunda, modificando

a primeira.

5 -1 3 8 1 -1 3
4 0 2 5 [4 0 25
0o 2 27 |0 2 -2 17/
-1 4 9 6 |-1 4 9 6

¢) Seaj; # 1, pode-se colocar um nimero em evidéncia, caso seja possivel.
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2 10 20 8 1 510 4

7 4 7 3 7 4 3
Exemplo 54. =2

2 9 7 2 29 2

6 5 4 -3 6 5 -3

No exemplo a seguir, serd calculado o determinante de ordem 4:

1 4 2 0
) . 0O 3 2 -1
Exemplo 55. Considerando-se a matriz A =
2 -1 -5 3
1 3 1 4

Como o elemento a1 = 1, pode-se aplicar a regra de Chio e calcular entdo o determinante
da matriz A:

1 210

0|3 |2]-1
Montando-se uma tabela, tem-se:

21-11-5|3

1131

Eliminando-se todos os elementos da primeira linha e primeira coluna da tabela, calcula-

se:
3—-0-4 2-0-2 —-1-0-0 3—-0 2-0 -—-1-0 3 2 -1
-1-24 -5-2.2 3-20|=|-1-8 -5—-4 3-0|=|-9 -9 3
3—-1-4 1-1-2 4-1-0 3—4 1-2 4-0 -1 -1 4
1 4 2 0
Por Chid, a matriz A = g 31 25 -1 tera 0 mesmo determinante da matriz
1 3 1 4
3 2 -1
-9 -9 3
-1 -1 4

Concluindo-se, pela Regra de Sarrus:
32 -1
-9 -9 3 |=(-D)-(-1)-(-9)+2-3-(-1)4+3-(-9)-4—4-(-9)-2-3-3.
-1 -1 4
(=)= (=1)-(-9)-(-1)=—-9—-6—-108+72+9+9 = —33.

Logo, o determinante ¢ —33.
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3.7 Matriz de Vandermonde

E toda matriz quadrada de ordem n > 2, que tem a forma:

1 1 1
ai a ap
LI a2
3 3 3
a ay a,
n—1 n—1 n—1
_al a, ay ]

Cada coluna € composta por poténcias de mesma base, com expoentes inteiros, variando
deOan—1.

O determinante desta matriz é dado por:

detA=(ap—aj)-(az—az)-(az—ay)-(as—a3)-(as—az)-(as—ay) - (an—an—1) - (an—ay)

11 1
Exemplo 56. Calcular o determinante da matrizB= (2 3 4
4 9 16

1 1 1
A matriz B pode ser escrita assim: B= |2 31 4!
22 32 42
Essa matriz € uma matriz de Vandermonde, com a; =2, a, =3 e az = 4.

Logo: detB = (az—al)-(a3—a1)-(a3—a2)= (3—2)-(4—2)-(4—3)21-2-122

3.8 Determinante de matriz complexa

Para o célculo do determinante de uma matriz complexa, a definicdo e todas as proprie-

dades dos determinantes sdo validas.

1+i 1—i
Exemplo 57. Dada a matriz B = + : , 0 determinante sera:
542 1—i
I1+i 1—i } ) : . 2 9 . .
detB = =(14+)-(1—=i)—[5+2)-(1=i)]=1"—i"—[5—5i+2i—
5420 1—i

22 =1—(=1)=[5-3i—2-(=1)] =14+1—[5-3i+2] =2—[7—3i] =2—7+3i = —5+3i.
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CAPITULO

SISTEMAS LINEARES

4.1 Contexto histérico

A solugdo simultdnea de um conjunto de equagdes € um problema fundamental na
descricdo matemadtica de alguns fendmenos, que ocorre com frequéncia. Explicando numa
linguagem matemadtica, esses fendmenos sdo expostos por um conjunto com m equagdes em que

se aspira encontrar a solucao de n incognitas (FILHO, 2013).

Filho (2013) afirma que era comum os chineses usarem barras de bambu para escrever
seus coeficientes e representarem os sistemas lineares sobre os quadrados de um tabuleiro. Surge
dai o método de resolucao por eliminag¢do que, por meio de operacdes elementares, anulam-se

coeficientes. Exemplos assim s@o encontrados no Chiu Chang Suan-Shu.

O Chiu Chang Suan-Shu ou Nove Capitulos sobre a Arte Matematica (ou simplesmente
Nove Capitulos), composto por volta de 250 a.C., e possivelmente o mais influente livro de mate-
matica chinés, contém 246 problemas sobre assuntos matematicos diversos como propriedades

dos triangulos retangulos, agricultura, impostos, solucao de equacdes (BOYER, 2010).

Os chineses procediam da mesma maneira que os babilonios, reunindo colecdes que
continham problemas especificos. O capitulo 8 do Nove Capitulos é expressivo porque contém a
solu¢do de problemas sobre equagdes lineares, na qual s@o usados nimeros positivos e negativos.
O ultimo problema deste capitulo retine quatro equagdes em cinco incognitas, e assim, trabalhar

com equagdes indeterminadas seria um dos topicos preferidos pelos orientais (BOYER, 2010).

Segundo Boyer (2010), era comum os chineses terem o gosto por diagramas, explicando
entdo o fato de que o primeiro registro, de origem antiga porém desconhecida, é de um quadrado

magico:
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4 90 2
35 7
8 1 6

Figura 8 — Quadrado méagico chinés

Fonte: Elaborada pelo autor.

A preocupagao com os diagramas fez com que o autor dos Nove Capitulos resolvesse o

sistema de equagdes lineares simultaneas:

Ao efetuar operagdes sobre as colunas na matriz

0O 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

A partir dai, calcula-se os valores de z, y e x, nesta ordem.

3x+2y+2z=39
2x+3y+z=34
x+2y+3z=126

, representando entdo as equacoes:

36z =99

Sy+z=24

3x+2y+2z=39

1 2 3

2 3 2

31 1
26 34 39

para ser reduzida a

Ainda de acordo com Boyer (2010), Leibniz através de cartas, em 1693, revelou a

Guillaume de L"Hospital (1661 — 1704) que ocasionalmente usava nimeros indicando linhas e

colunas, formando um conjunto de equagdes simultianeas. Essa carta foi publicada somente em

1850.

Esse estudo evoluiu, com a colaboragdo de diversos matematicos, como Gabriel Cramer

ao resolver um sistema de equagdes num caso especifico. Esse trabalho obteve um aprofunda-

mento com Jacobi (FILHO; SILVA, 2003).

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) criou um método sistematico e eficaz para resolver

sistemas lineares, a elimina¢do Gaussiana, que consiste em aplicar operacdes elementares sobre

as linhas da matriz aumentada do sistema, sem alterar o conjunto solucdo. De fato, o sistema
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linear que corresponde com a forma escalonada por linhas, possuird as mesmas solugdes do
sistema inicialmente utilizado (FAGUNDES, 2013).

De acordo com Fagundes (2013), uma versdao desse método ja havia aparecido no
livro chinés Nove Capitulos, todavia s6 foi reconhecido quando Gauss calculou a 6rbita do
asterdide Ceres; popularizou-se mais tarde pelo alemao Wilhelm Jordan no Handbuch der

Vermessungskunde, livro publicado em 1888.

Depois das teorias de Gauss, Cauchy e Jacobi, numerosos matematicos aprofundaram
ainda mais os estudos a respeito dos sistemas lineares, ampliando-se em larga escala o conhe-
cimento que se tem sobre o assunto até agora. Os sistemas lineares sdo utilizados em diversas
areas atualmente, tornando-se um conteudo extremamente relevante a ser abordado em todas

elas, além, € claro, da sua significativa importancia na matematica (PEDRINI, 2013).

Na resolugdo de problemas, com equacdes que envolvam muitas incégnitas, a aplicacio
de sistemas lineares é fundamental. E comum o uso dos sistemas lineares na distribuicdo de
energia elétrica, na logistica de transporte em uma determinada regido e no gerenciamento de
linhas de telecomunica¢des (DANTE, 2014).

4.2 Aplicacoes praticas

Exemplo 58. lezzi er al. (2016) faz referéncia a um problema rotineiro: Augusto foi sacar
dinheiro num caixa eletrénico que sé dispunha de cédulas de R$10,00 e de R$20,00. Ele
precisava de R$90,00. Como pode ser feita essa distribui¢ao das cédulas, a fim de totalizar
R$90,00? Representando por x o nimero de cédulas de R$10,00 e por y o a quantidade de

cédulas de R$20, 00, deve-se determinar os possiveis valores de x e de y tal que:

10x 420y =90

A equacdo obtida recebe o nome de equagdo linear.

Exemplo 59. (FGV - modificado) As livrarias A, B, C e D de uma cidade vendem livros
de matematica do 6° ao 9° ano do ensino fundamental, de uma cole¢do, com preco comum

estabelecido pela editora. Os dados das vendas didrias sdo as seguintes:
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Tabela 6 — Vendas de livros

Numero de livros vendidos
Livraria | 6° ano | 7° ano | 8° ano | 9° ano | Valor total recebido (R$)
A 2 2 3 2 563,10
B 2 1 2 4 566,10
C 0 5 0 0 304,50
D 3 2 5 1 687,90

Fonte: Elaborada pelo autor.

Qual o preco de venda de cada um dos livros da cole¢cao? Para responder a essa pergunta,
utiliza-se um sistema linear. Considerando que x, y, z € w sdo os valores do livro do 6° ano, 7°

ano, 8° ano e 9° ano, respectivamente, monta-se o sistema:

(2x+2y—|—3z—|—2w:563,10
2x+y+2z+4w = 566,10
S5y =304,50

\3x+2y+5z+Wz687,90

Exemplo 60. Mais um exemplo de problema que pode ser resolvido com um sistema: as ligacoes
entre as cidades A, B e C figuram num mapa rodovidrio conforme ilustrado abaixo. Seguindo
esse mapa, uma pessoa que se deslocar de A para C, passando por B, percorrerd 450 km. Caso a
pessoa se desloque de A para B, passando por C, o percurso serd de 600 km. Para se deslocar
de B para C, passando por A, a pessoa vai percorrer 800 km. Quantos quilometros esta pessoa

percorrerd ao se deslocar de A para B, sem passar por C?

Figura 9 — Ligacdo entre as cidades

cidade

A
cldade

cidade

C
Fonte:<http://professor.bio.br/matematica/provas_questoes.asp?section=sistemas-lineares&curpage=
13>


http://professor.bio.br/matematica/provas_questoes.asp?section=sistemas-lineares&curpage=13
http://professor.bio.br/matematica/provas_questoes.asp?section=sistemas-lineares&curpage=13
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Exemplo 61. (UFPE - modelo ENEM) Perguntado sobre a idade de seu filho Junior, José
respondeu o seguinte: “Minha idade quando somada a idade de Junior € igual a 47 anos; e
quando somada a idade de Maria € igual a 78 anos. As idades de Maria e Jinior somam 39 anos.”
Qual a idade de Janior?

a) 2 anos
b) 3 anos
¢) 4 anos
d) 5 anos

e) 10 anos
Resolugdo: Considere
x: idade de José;
y: idade de Junior;

z: idade de Maria.

Entao:
x+y=47
x+z=178
y+z=39
1 10
D=|1 o 1/=1-0-1+1-1-0+0-1-1-1-1-1-1-1-1-0-0-0=04+04+0—-1-1-0=-2
011
1 47 0
Dy=|1 78 1|=1-78-1+47-1-0+0-1-39-47-1-1-39-1-1-0-78-0=
0 39 1
T8+0+0—-47—-39—-0= -8
Dessa forma: —Dy—_8—4
'y_D_—2_
Resposta: C.

4.3 Equacao linear

Indmeros problemas trabalham com equacdes que fazem relacdo entre dois conjuntos de
varidveis. Sendo assim, uma equacao do tipo ax = b, que expressa a variavel b em funcio da
varidvel x e da constante a, recebe o nome de equacao linear, pois o grafico desta equagdo € uma

linha reta.
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Analogamente, toda sentenga aberta do tipo:
aix1+axxy+---+apx, =b

¢ uma equacdo linear nas incégnitas xi,xp,--- ,Xx,, €m que aj,az,--- ,d, Sa0 nUmeros reais
chamados coeficientes das incdgnitas, e b, também real, o coeficiente (ou termo) independente

da equacao, em funcao das varidveis xy,xs, - -+ ,x, € das constantes conhecidas ay,a, - - ,ay.
No caso particular em que b = 0, a equagdo € chamada equacao linear homogénea.

Uma solugdo de uma equagdo linear ajx| 4+ axxy +asxz +---+ayx, é a n —upla de
nimeros reais (o, 0,03, - ,0y,) que, ao se substituir em x1,x3,x3,- - - ,X,, respectivamente,

torna a igualdade verdadeira:

a0 +ax0p +az03 + -+ a0, =b

4.4 Sistema linear

Sistema linear m x n, sendo m > 1 e n > 1, € um conjunto de m equacdes lineares, cada
uma delas com n incégnitas. A n —upla (o), 00,03, -+ , 0 ) é uma solugdo de um sistema linear
m X n caso seja solucdo de todas as equacdes do sistema. O conjunto solucdo contém todas as
solugcdes de um sistema linear (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 1990).

Um sistema linear se apresenta assim:

.
anxytapxas+---+ayx, =b;

a1 X1 +axnxy + - +ayx, = by

Am1X1 + QX2 + -+ AppXy = by

No caso das equagdes de um sistema linear serem homogéneas, tem-se entdo um sistema
linear homogéneo no qual a n — upla (0,0,0,---,0) é uma das solu¢des e denomina-se solugdo

nula ou trivial.
Exemplo 62. Os sistemas
3x+2y=1 8qx—2y+2z=6
Sx—y=2 ) 4x+2y+6z=14
sao lineares, pois contém apenas equacdes do primeiro grau.

Exemplo 63. Os sistemas

2x2+2y:2 xlyy=2
e
x—3y=0 Hy=1

ndo sio lineares pois, em cada um, nem todas as equagdes sio lineares, pois aparece x> e x|
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x+3y=5
Exemplo 64. O par ordenado (2,1) é solugdo do sistema Y , pois, substituindo x
x+y=3
243.1=5

24+1=3

por 2 e y por 1 em cada equacdo do sistema, obtemos sentencas verdadeiras:

) 2x+3y=13 ) )
Exemplo 65. O par ordenado (2,3) ndo € solugdo do sistema , pois substi-

3x—5y=10
tuindo x por 2 e y por 3 em cada equagdo do sistema, uma das sentencas ndo € verdadeira:

2.243.3=13 (verdadeira)
32-53#10 (falsa)

4.5 Classificacao de um sistema linear quanto ao nimero

de solucoes

Um sistema linear S é impossivel se S ndo admite nenhuma solucao. E possivel determi-
nado quando admite uma tnica solucdo. Quando admitir mais de uma solucao, entdo é possivel

indeterminado.

Figura 10 — Classifica¢do de um sistema

4 r

e determinado
(apresenta solugdo tnica)

e possivel ou compativel

@ soliica : :
< (apresenta solugao) e indeterminado

(apresenta infinitas solugdes)

~

¢ impossivel ou incompativel
(ndo apresenta solucao)

"

Fonte:<http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAevdlAl/sistlineares ?part=2>

Exemplos:

) x+3y=5 . .
1. O sistema tem como dnica solugdo o par ordenado (2, 1), pois
x+y=3

x+3y=35 243-1=15 (verdadeiro)
=
x+y=3 2+ 1 =13 (verdadeiro)


http://www.ebah.com.br/content/ABAAAevdIAJ/sistlineares?part=2
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Entdo o sistema € possivel e determinado.

x+y=4
2. O sistema Y € possivel e indeterminado, pois apresenta infinitas solucdes.
3x+3y=12

Tem-se ai todos os pares ordenados do tipo (m,4 —m).

x+y=3
3. O sistema Y ¢ impossivel, pois ndo existe par ordenado (x,y) que torne, ao
X+y=2

mesmo tempo, as duas sentencas verdadeiras.

4.6 Matrizes associadas a um sistema linear

Seja o sistema linear:

anxytapxy+---+ayx, =b;

ax1x1 +axnxy + - +ayx, = by

A1 X1 + QX2 + - + AppXy = bm

A um sistema linear podemos associar duas matrizes, em que os elementos sao os

coeficientes das equagdes que formam o sistema.

Denomina-se matriz aumentada (completa) de S a matriz

ajly app aiz - ayy by
a1 ax a3 -+ ay b
Aml Am2 w3+ Qamn bp

colocando-se em cada linha, ordenadamente, os coeficientes e o termo independente de cada

equacao de S.

A matriz associada ao sistema (incompleta) é composta apenas de coeficientes:

ayp aiz2 aiz -+ Aip
any dajyy dz3z -+ Ay
Aml Am2 AaAm3 - Qmn

A representacdo matricial do sistema

.
ayxy+apxy+---+ayx, =b;

a1 X1 +axnxy + - +ayx, = by

A1 X1 + QX2 + -+ -+ ApXn = by,
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¢ dada por:
_x1_
ai; app ap aip by
X2
az; az az; azp b
X3 | =
. bs
Aml Am2 Am3 Amn bn
Xn
Exemplo 66. Ao sistema
(
2x+y—2z2=0
Sy+z=1
—2y+z=3
z=-2

\

associa-se as matrizes A e B, completa e incompleta, respectivamente:

2 1 -1 0

0O 5 1 1
A=

0 -2 1 3

0 0 1 -2

4.6.1 Regra de Cramer

S O O M
()]

De acordo com Callioli, Domingues e Costa (1990), pode-se considerar um sistema de

Cramer sobre R:

(

apxi +appxy +azxs+

az1x1 +azxpxy +axyxy+

S = < az1x1 +azxs +azzxz +

ou, de modo equivalente, AX = B, onde A = [g;;] é inversivel, X = (xjx---

| dn1X1 + apxy +au3xs +

ot axn = by
o+ agxn = by
ot azpxy = b3

“ Tt AppXn :bn

xn)’ eB= (blbz e 'bn)t.

Levando-se em consideragdo que os sistemas que sdo compativeis determinados tem a

solucido dada por X = A~!B e que uma matriz quadrada A tal que detA # 0 é inversivel, com

1
inversa dada por A~! = (ad jA). Entdo:

~ detA

X

~ detA

(AdjA)B
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X1 Al Ax Az oo Ant| b1
X . Ap Ap Azn - Ap| |b2 . Yi_1Aj1bj
xX3| =—— A1z Ay Az - A by| = —— :
3 deta |13 423 433 n3 3 detA
Zj*lAJ'"bJ
_xn_ _Aln Ay Az, - Ann_ _bn_
O termo Z;!ZI Aj1bj € o determinante da matriz:
by ap - an
by ax -+ ay
A=
by, ap -+ am
que foi desenvolvido pela primeira coluna. Generalizando, Z'}Zl Ajkbj, sendo k € {1,2,3,--+,n}

€ o desenvolvimento, pela k-ésima coluna, do determinante da matriz

air by - an

a1 by --- ay
A=

an1 by -+ ap

obtida de A pela substituicdo de sua k-ésima coluna por B. Logo:

o det(Ak)
~ detA

A solugdo AX = B, quando A € inversivel conhecida, surge desta férmula, que recebe o

nome de regra de Cramer.

4.7 Escalonamento de sistemas lineares

Diz-se que um sistema linear estd escalonado se, de cima para baixo, os termos nulos que
precedem o primeiro termo ndo nulo de uma equagdo vao aumentando de equagdo para equagao

até que sobrem eventualmente equagdes com todos os seus termos nulos.

Ou seja, um sistema que tem a seguinte forma:

.
aix; +apxy+aixs+---+agx, = by

anxy +ayxz—+ - +apx, = by

az3xz + - +azux, = b3

ApnXn = by
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Para resolver um sistema escalonado, usa-se a substituicdo, a partir da dltima equacao.

Pode-se fazer a discussdo a partir da equacao a,x, = by,
Seja o sistema linear:
aix+byy=rci
arx+byy=cp

Pode-se notar que:

e Trocando de lugar as duas equacdes, obtemos o sistema

B ax+byy=c>

1_
aix+byy=rc

e Multiplicando a primeira equagdo de S por um nimero real m # 0, conservando a segunda,
temos:

maix+mby = mcy

Sy =
a)x+byy=cp

Considerando o par ordenado real (a, ) como solugdo do sistema S, podemos dizer que
(a,B) também € solucgdo de S,. Da mesma forma, se o par ordenado de nimeros reais (¢, f3) é

solugdo de S5, também € de S, pois aj& + b3 = ¢; & ma; o +mb = mcy,Ym # 0.
Logo, 1 e § possuem 0 mesmo conjunto solugdo.

Sendo um sistema linear S, denominaremos por 77, 7> e T3 as trés transformacdes

algébricas elementares sobre as equagdes de S, as seguintes operacoes:

e T1: Trocamos de lugar, entre si, duas equagdes;
e T2: Multiplicamos (ou dividimos) uma equagdo por um nimero real ndo nulo;

e T3: Multiplicamos uma equagdo por um niimero real ndo nulo e adicionamos a uma ouutra

equacao.

Utilizando estas transformagdes algébricas, obteremos entdo o método do escalonamento,
tendo assim um sistema linear equivalente escalonado. Para facilitar, poderemos nos orientar da

seguinte forma:

e Escolhemos uma primeira equacao que tenha coeficiente igual a 1 na primeira incognita.
Caso ndo exista uma equagdo assim, poderemos obter uma nestas condi¢des, por meio das

transformacoes algébricas;

e Da segunda equacdo em diante, tornar igual a zero o coeficiente da primeira incognita;
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e Na segunda equacao, tornar o coeficiente da segunda incognita igual a 1;

e Na terceira equagdo em diante, tornar o coeficiente da segunda incégnita igual a zero e
o coeficiente da terceira incognita igual a 1, procedendo-se assim sucessivamente para n

equacdes. Teremos entdo a forma escalonada do sistema;

e Pelo sistema escalonado, encontramos entdo a solu¢do do sistema dado.

4.7.1 Escalonamento de sistemas a duas incognitas

Sistemas lineares de duas equagdes com duas incégnitas (x e y), com coeficientes nao
nulos, podem ser resolvidos por escalonamento. Considerando-se duas equagdes lineares, com
incognitas x e y, x,y € R, define-se sistema linear 2 X 2 como um conjunto de duas equagdes

lineares.

Sx+y=17
No sistema Y , pode-se multiplicar a primeira equagdo por —2, obtendo

4x+2y =38

. . —10x—2y=—-14 o
o sistema equivalente: . Somando-se a primeira equacdo com a segunda,
4x+2y=28

L . . —10x—2y=—14
elimina-se a incdgnita y, encontrando-se o valor de x: = —b6x=—6-
4x+2y =28

(—1)=6bx=6=x=1.

Substitui-se entdo esse valor em qualquer uma das equagdes do sistema, identificando-se

o valor de y:

Sx+y=7
5-1+y=7
5+y=7
y=T7-5
y=2

Os valores de x e y satisfazem as duas equagdes ao mesmo tempo. Portanto, pode-se

dizer que a solug@o do sistema é S = {(1,2)}.

Esse método faz uso de duas propriedades envolvendo igualdade, no conjunto dos niime-

ros reais:

e Propriedade 1 : A igualdade se mantém quando se multiplica os seus dois membros

por um nimero real ndo nulo.
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Entdo, para x,y € Re w € R*, vale:

X=y=X-W=y-Ww

e Propriedade 2 : Obtém-se uma nova igualdade quando ha soma (ou subtracdo) das

duas igualdades, membro a membro. Para x,y,a,b € R, tem-se:

X =
—=x+a=y+b
a=>b

Pode-se resolver também ao isolar uma varidvel em uma das equacdes. Feito isso,
substitui-se na outra equagao, determinando-se assim o valor de uma das varidveis. Substitui-se

esse valor na equacdo com a varidvel isolada, encontrando-se o valor da outra incdgnita. Sendo

) Sx+y=7
assim:
4x+2y =38
e Equacido 1:
Sx+y=17
y=7—-5x
y=T7-5-1
y=7-5
y=2
e Equacdo 2:
4x+2y =38
4x+2-(7—5x)

4x+14—-10x=8

—6x=8-14
—6x:—6-(—1)
6x=06
x—é
6
x=1

Os valores de x e y satisfazem as duas equacdes simultaneamente. Conclui-se entdo que
a solugdo € vnica: S = {(1,2)}.
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Interpretacao geométrica e classificacdo: Pode-se representar um sistema por graficos.
Considerando-se o sistema dado anteriormente, tem-se:
Sx+y="7
4x+2y =38
A equacdo linear 5x+y =7 é equivalente a y = 7 — 5x, ou seja, a lei de uma fung¢ao

afim, cujo grafico é uma reta (r) enquanto que na equagao linear 4x 4 2y = 8 tem-se a equacao

. —ax 4 ~ . 2
equivalente y = que também € uma fun¢do afim, onde o grafico € uma reta (¢):

Figura 11 — Solucdo do sistema possivel determinado

S

©

~

Fonte: Elaborada pelo autor.

H4 um ponto A, Unico, que representa a intersec¢ao entre as retas r e ¢, ou seja, o par

Sx+y=17
ordenado (1,2) é solugdo tnica do sistema Y porque satisfaz as duas equagdes ao

4x+2y =38
mesmo tempo.

Observa-se na Figura 12 a representacdo grafica deste sistema.
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Figura 12 — Sistema impossivel: retas paralelas distintas

3 35

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se na Figura 13 a representacdo grafica deste sistema.

Figura 13 — Sistema possivel indeterminado: retas paralelas coincidentes

1

-25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, para resolver o sistema

x+2y=38 | Jx+2y=38
=

&? {x+2y: 8
—2x—4y=—16 Ox+0y=0

Soma-se a segunda equacdo a primeira multiplicada por 2.
2 Retira-se a segunda equagio, pois aceita qualquer solugdo.
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Logo, temos um sistema possivel e indeterminado, cujo conjunto solugdo serd formado
por todas as solugdes de x+ 2y = 8(a).

Fazendo y = o, a € R, e substituindo em (a) teremos
x+20 =38
x=8-2x

Portanto, o conjunto solugdo ou verdade, que representaremos por V, serd: V = {(8 —
o,0), 0 € R},

4.7.2 Escalonamento de sistemas a trés incognitas

Considera-se o sistema linear

xX+2y+3z=6 (x+2y+3z:6 xX+2y+3z=6

2x—=3y+2z=14 = -Ty—4z=2 —Ty—4z=12 =

x+y—z=-2 \—5y—10z=—20 y+2z=4
xX+2y+3z=6 'x—|—2y+3z:6 xX+2y+3z=6
y+2z=4 = 4qy+2z=4 = §y+2z=4
—Ty—4z=2 \102230 z=3

Substituindo-se z = 3 na equacdo y + 2z = 4, tem-se:
y+2z=4
y+2-3=4
y+6=4
y=4-6
y=-2

Substituindo-se z =3 e y = —2 na equagdo x + 2y + 3z = 6, tem-se:

x+2-(-2)+3:3=6
x—44+9=6
x+5=6
x=6-5

x=1

Assimx =1,y = —2 e z=13 ¢ uma solucdo do sistema linear.
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4.8 Matriz inversa

Dada uma matriz A, quadrada, de ordem n, se X € uma matriz de tal forma que AX =
XA =1, entdo X é chamada de matriz inversa de A e sua indicacdo serd A~L. Se existe a matriz
inversa de A, entdo A é uma matriz invertivel ou nao-singular. Se nio existir a inversa, entdo a

matriz A é chamada de singular ou nao-invertivel.
Procedimento para o calculo da inversa de uma matriz quadrada de ordem 2

Considera-se uma matriz quadrada A de ordem 2 e a matriz identidade /,,, também de

ordem 2.

O célculo da matriz inversa de A, que s6 € possivel quando detA # 0, pode assim ser

feito:

e Multiplica-se a matriz A por uma matriz M (inversa de A), com elementos desconhecidos

(os elementos sdo incdgnitas), e iguala-se a matriz identidade 1,,.

e Ao fim deste célculo, determina-se o valor de cada incognita de M, obtendo-se assim a

matriz inversa de A, desde que seja possivel.

Exemplo 67. Para o célculo da inversa de A =

1 . a
, considera-se M =
2 c

b
] , sendo
d

a,b,c,d € R e faz-se:

A-M=1

2 1] [a b] [1 0
32 |le d| |01
2a+1c 2b+1d B 1 0
o1
2a+1c=1-(=2) —4a—2c=-2

3a+2c 3b+2d
— — —a=-2=—a=2
3a+2c=0 3a+2¢c=0

Como a = 2, tem-se:
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2b+1d =0 —4b—-2d =0
— — -b=1—=b=-1
3b+2d =1 3b+2d =1
Como b = —1, tem-se:

3b+2d=1-(-2)
3(—1)+2d =1
—342d=1
2d =1+3
2d =4

_ a b 2 -1 4
Entao M = = =A"".
c d -3 2

2 -1
Portanto, a inversade A é A~! = [ ] .

d:
d =

[NOJ (O o

-3 2

Verifica-se, por exemplo, que:

) 53
1. Ainversade A = é
3 2

Al—lz _3] pois:
=3 s

a1 |53 [2 3| _[52-33 5:(=3)+3:5
B 3 5| [3.2-3-2 3.(=3)+2-5

2 4
2. AmatrizA = [1 2] ¢ singular, pois:

2 4 ) ) .
detA = ‘ : =4 —4 =0 e, assim, nao existe matriz inversa.

10-9 —15+15
6-6 —-94+10

Pode-se calcular, também, de outra maneira: chama-se de matriz inversa a matriz

b
B= [a d] , € aplica-se a férmula: A- B = I;. Entdo:

Al
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b

2a+4c 2b-+4d

a+2c b+2d
2a+4c=1 2a4+4c=1
- = 0 =1 (falso).
a+2c=0 —2a—4c=0

Entdo, o sistema € impossivel e a matriz A ndo admite inversa.

Pode-se optar em fazer da maneira a seguir:

1. Calcula-se o determinante da matriz A;

2. Divide-se cada elemento da matriz A pelo valor do determinante da matriz (detA);
3. Na diagonal principal, troca-se as posi¢des dos elementos;

4. Na diagonal secunddria, troca-se o sinal dos elementos;

) . ail a
5. Considerando-se a matriz A =

, tem-se entdo como inversa:
azr a

a»p  —ap
detA detA
A7l =
—azr  ai
detA detA

Exemplo 68. Dada a matriz A =

)

Calcula-se o determinante da matriz A:

2 4
detA = =2-5—-4-2=10—-8=2.
25
Dividindo-se cada elemento de A pelo determinante de A:
2 4
- = 1 2
2 2
25 L2
2 2 2
Trocando-se as posicdes da diagonal principal e os sinais dos nimeros da diagonal
secunddria:
> -2
2
-1 1
5
= -2
|2
Assim: A7 =
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Procedimentos para o calculo da inversa de uma matriz quadrada de ordem 3

Considerando-se a matriz quadrada A = [q; j]mx m» € que para o cdlculo da matriz inversa
A~! deve-se ter como condigio detA # 0, pode-se seguir os passos abaixo, com a finalidade de

facilitar o calculo:

1. Passo 1: Calcula-se o determinante da matriz A;
2. Passo 2: Determina-se a matriz de cofatores dos elementos de A;

3. Passo 3: Faz-se a transposta da matriz de cofatores, obtendo a matriz adjunta de A
(ad jA);

4. Passo 4: Determina-se o valor da matriz inversa, que se define pela férmula:

L1

=—— (adjA
detA (adjA)
1 =2 0
Exemplo 69. Considera-se a matriz A = [0 1 3|. Calcula-se entdo o determinante da
I -1 0
matriz A:
1 -2 0
detA=10 1 3/=0-0-(—1)+1-3-(=2)+1-1-0-0-0-(-2)—1-3-(—=1)—0-1-1=
I -1 0

0-6+0+0+3-0=-3.

Como detA # 0, prossegue-se para o calculo da matriz de cofatores dos elementos de A:

Ay = (Dt _11 (3) =(-1)*3=1-3=3.

Ay = (—1)>*1. j 8 =(-13-0=-1-0=0.
A= (1P 2 TS (G (6) = 1 (-6) = =6
A= (0122 (1 (23 = (1) (-3) =3




4.8. Matriz inversa 91

10
Ap = (—1)*+2. Lo =(-1)*-0=1-0=0.
10
Az = (—1)3F2. 0 3 =(-1)>-3=(-1)-3=-3.
A=) ot ey =1y =
1 -1
1 -2
Axz = (—1)>13. L =(—1°1=(-1)-1=-1
1 -2
A33=(—1)3+3-O | =(-1)°-1=1-1=1

Obtém-se entdao a matriz dos cofatores:

3 3 -1
A=10 0 -1
-6 -3 1

Faz-se a transposta desta matriz, ou seja, (A")’, e obtém-se entéo a matriz adjunta de A:

30 -6
adjA=1|3 0 -3|.
1 -1 1

Determina-se entao os valores da matriz inversa:

(3 0 —6]

3 3 -3
. 3 0 —6 N ; -1 0 2
Al (adiA)=—-|3 0o 3l=|2 2L 2|=|-1 0 1
dera (@dir) = = Co 3 3 _3 L1 1
A 3 3 3

3 -3 -3
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CAPITULO

PLANO DE AULA

5.1 Introducao

E comum no Ensino Médio os livros didéticos apresentarem contetidos de forma muito
n n

robdtica, de tal forma que os exercicios trazem as palavras: "calcule", "determine", "resolva",

induzindo assim o discente diretamente ao célculo, sem muitas vezes compreenderem o porqueé.

Este trabalho tem como propdsito expor e enfatizar aos professores de matemaética do
ensino médio formas e exemplos do uso prético dos conceitos em sala de aula e inserir a aplicagdo
de matrizes, determinantes e sistemas lineares no cotidiano dos alunos, facilitando o processo de

aprendizagem, pois geralmente esses conteidos sdo trabalhados apenas de forma tedrica.

A apresentacdo do conteudo aos alunos, de forma clara e objetiva, sugerindo aplicagdes

praticas e diferentes maneiras de solucdo, serd uma forma de buscar um olhar diferenciado.

O trabalho foi desenvolvido com a turmas do ensino médio (22 e 32 séries) das escolas:

1. Equilibrio Sociedade Educativa, que utiliza o material didatico do Objetivo. Situado em

Duartina-SP. Total de alunos que participaram: 29.

2. Escola Estadual Senador Rodolfo Miranda, que utiliza o material apostilado fornecido

pelo Estado. Situada em Cabrdlia Paulista-SP. Total de participantes: 31.

O motivo da escolha foi o desafio de tentar trabalhar com duas esferas da educagdo,
muitas vezes consideradas bem distantes umas das outras, porém, com muitos lacos em comum;

um deles: a matematica.
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5.2 Procedimento

Primeiramente passamos o contetido exatamente como estava na apostila dos alunos, sem
fazer nenhuma conexdo com situagdes cotidianas. Resultado: muitos aprenderam os cdlculos, mas

ndo sabiam a empregabilidade deles; outros, nao aprenderam e de imediato, ja se desinteressaram.

Quando se falou das intimeras aplicagdes, percebemos um interesse maior de todos que
participaram. Os que desistiram anteriormente, desta vez perguntaram. Pensando assim, uma

aula com conexdo as situagdes rotineiras dos alunos teria uma boa aceitacao.

Fizemos uma revisao, com explicacdes na lousa em 3 aulas de 50 minutos cada, sendo: 1
aula para matrizes, 1 aula para determinantes e 1 aula para sistemas lineares. Logo em seguida,

foi utilizada 1 aula de 50 minutos para a resolucdo da lista, contendo seis exercicios.

5.3 Lista de exercicios

1. (Kolman, B.; Hill, D.R.) O 0 representa DESLIGADO e o 1 representa LIGADO e

LIGADO LIGADO DESLIGADO
A= |DESLIGADO LIGADO DESLIGADO
DESLIGADO LIGADO LIGADO

Encontre a matriz B LIGADO/DESLIGADO, tal que A + B seja uma matriz em que todos
os elementos sejam DESLIGADO.

2. (Kolman, B.; Hill, D.R.) Um fabricante de um determinado produto produz trés modelos
A, B e C. Cada modelo € produzido parcialmente na fabrica F; em Formosa e, entdo,
finalizado na fabrica F, nos Estados Unidos. O custo total de cada produto € composto
pelo custo de producao e pelo custo de transporte. Portanto, o custo de cada fabrica, em

dolares, pode ser descrito pelas matrizes Fi e F>, 3 X 2:

Fabrica 1 | Custo de producdo | Custo de transporte
Modelo A 32 40
Modelo B 50 80
Modelo C 70 20
\
32 40
Fi =150 80

70 20
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Fébrica 2 | Custo de producdo | Custo de transporte
Modelo A 40 60
Modelo B 50 50
Modelo C 130 20

4

40 60

=150 50
130 20

A matriz F; + F;, fornece o total dos custos de producdo e transporte para cada produto.

Assim, qual o total dos custos de produgdo e transporte do modelo C?

3. (Colégio Objetivo) Ao comprar os produtos necessarios para fazer uma feijoada, uma
dona de casa resolveu pesquisar precos em trés supermercados. A matriz P dos precos
estd representada a seguir: a primeira linha mostra os precos por kg do supermercado A;
a segunda, os do supermercado B; a terceira, os do supermercado C. Esses precos sdo

relativos, respectivamente, aos produtos feijao, lingui¢a, tomate e cebola.

2,05 9,80 2,48 1,78
P={1,93 11,02 2,00 1,60|eQ=
1,70 10,80 2,40 1,20

W D W W

Sabendo que a matriz Q representa as quantidades necessdrias, respectivamente, de feijao,
linguiga, tomate e cebola, a dona de casa economizard mais se efetuar as compras no

supermercado

a) A.
b) B.
c) C.
d) A ou B indiferentemente.

e) A ou C indiferentemente.

4. (Extraido da apostila - Colégio Objetivo) Foi realizada uma pesquisa, num bairro de
determinada cidade, com um grupo de 500 criancas de 3 a 12 anos de idade. Para esse grupo,
em fungdo da idade x da crianga, concluiu-se que o peso médio p(x), em quilogramas, era

dado pelo determinante da matriz A, em que

I -1 1
2
0o 2 =
3
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Com base na férmula p(x) = detA, podemos concluir que o peso médio de uma crianga

de 5 anos €, em kg, igual a:

a) 18.
b) 19.
c) 20.
d) 21.
e) 22.

5. (Colégio Objetivo) Para uma festinha, foram encomendados 90 refrigerantes, 230 salgados
e 120 doces. Os convidados foram divididos em trés faixas: criangas, senhores e senhoras.
Cada crianga deverd consumir exatamente 2 refrigerantes, 8 salgados e 4 doces; cada
senhor deverd consumir exatamente 3 refrigerantes, 5 salgados e 3 doces; cada senhora
devera consumir exatamente 3 refrigerantes, 6 salgados e 3 doces. Qual devera ser o total

de convidados, para que ndo sobrem e nem faltem refrigerantes, salgados e doces?

6. (Kolman, B.; Hill, D.R.) Seja p = [18,95 14,75 8,60| uma matriz 1 x 3 que representa
os precos atuais de trés itens de uma loja. Suponha que a loja anuncie uma promocao em

que o preco de cada item esteja reduzido em 20%.

a) Determine um vetor de dimensao 3 que forneca as alteragdes de preco para os trés

itens.

b) Determine um vetor de dimensao 3 que forneca os novos pre¢os dos itens.

5.4 Resultados

Percebemos um interesse bem maior por parte dos alunos que, mesmo encontrando
alguma dificuldade, tentaram resolver. Até mesmo discentes considerados desinteressados se

envolveram.

Comparando o resultado entre as redes particular e publica, percebe-se que ha uma certa
diferencga nos acertos, tendo em vista que o material utilizado pelos alunos da escola publica ndo
tem todo o contetdido, e muitos apresentam defasagem (que ocorre desde as séries iniciais do

ensino fundamental).

Ao término do teste, muitos agradeceram e disseram que foi bem mais legal a aula desta
forma. Relataram também que o fato de estarem envolvidos na situacdo, possibilitou uma melhor

percepcio do problema e as ideias surgiram para tentar resolvé-lo.

A questdo 5, referente ao escolanamento de um sistema, foi a que mais teve menor

aceitacdo, pois encontraram bastante dificuldade na resolucao.
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Tabela 7 — Resultado do teste

Acertos (%) por questao
Questao | Equilibrio Sociedade Educativa | Escola Estadual Senador Rodolfo Miranda
1 85 75
2 95 75
3 90 72,5
4 92,5 80,5
5 55 2
6 90 80

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 14 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 15 — Resolucdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 16 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 17 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 18 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 19 — Resolucdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 20 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 21 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 23 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.



102 Capitulo 5. Plano de aula

Figura 24 — Resolugdes

Fonte: Elaborada pelo autor.



103

REFERENCIAS

BALESTRI, R. Matematica: interacio e tecnologia. 2. ed. Sdo Paulo: Leya, 2016. v. 2. ISBN
9788545103257. Citado nas paginas 29, 30, 51, 53 e 54.

BAUMGART, J. K. Tépicos de historia da matematica: para uso em sala de aula. Sdo Paulo:
Atual, 1992. v. 4. ISBN 85-7056-454-6. Citado nas paginas 24, 53 e 54.

BERNARDES, A.; ROQUE, T. (Ed.). HISTORIA DA NOCAO DE MATRIZ: UMA RE-
LEITURA SOB A LUZ DE NOVAS ABORDAGENS HISTORIOGRAFICAS. 2016. Dis-
ponivel em: <http://www.rbhm.org.br/issues/RBHM %20-%?20vol.16,n031/1%?20-%20Aline%
20Bernardes.pdf>. Citado nas paginas 23 e 24.

BOYER, C. B. Histéria da Matematica. 3®. ed. Sdo Paulo: Blucher, 2010. ISBN
9788521205135. Citado nas paginas 23, 71 e 72.

CALLIOLIL, C. A.; DOMINGUES, H. H.; COSTA,R. F. C. Algebra linear e aplicacoes. 6%. ed.
Sao Paulo: ATUAL, 1990. ISBN 978-85-7056-297-5. Citado nas paginas 76 e 79.

DANTE, L. R. Matemitica: contexto e aplicacdes. 22. ed. Sdo Paulo: Atica, 2014. v. 2. Citado
nas paginas 37 e 73.

FAGUNDES, J. L. L. Resoluciao de sistemas lineares no ensino médio. 50 p. Monografia
(techreport) — Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2013. Citado nas
paginas 53 e 73.

FEDERAL universidade. Gato Félix. 2017. Disponivel em: <www.uff.br/cdme/matrix/
matrix-html/matrix_boolean/matrix_boolean_br.html>. Citado na pagina 26.

FILHO, A.J. de S. Aplicacoes e resolucoes de problemas como metodologia para o ensino
de matrizes, sistemas lineares e determinantes. techreport, Teresina, 2013. Citado na pagina
71.

FILHO, B. B.; SILVA, C. X. da. Matematica aula por aula. 1. ed. Sdo Paulo: FTD, 2003. v. 2.
ISBN 85-322-5190-0. Citado nas pédginas 53 e 72.

IEZZ1, G.; DOLCE, O.; DEGENSZAIN, D.; PERIGO, R.; ALMEIDA, N. de. Matematica:
ciéncia e aplicacoes. 9. ed. Sao Paulo: Saraiva, 2016. v. 2. ISBN 9788547205386. Citado nas
paginas 23, 24, 26, 28 e 73.

KOLMAN, B.; HILL, D. R. Introducao a algebra linear: com aplica¢oes. 8°. ed. Rio de
Janeiro: LTC, 2006. ISBN 852161478-0. Citado nas paginas 37, 40, 48, 49, 50 e 54.

LEVORATO, G. B. P. Matrizes, determinantes e sistemas lineares: aplicacoes na engenha-
ria e economia. Rio Claro: [s.n.], 2017. Citado na péagina 44.

PEDRINI, L. C. O estudo de sistemas lineares nos ensinos fundamental e médio. techreport,
Campo Grande - MS, 2013. Citado na péagina 73.


http://www.rbhm.org.br/issues/RBHM%20-%20vol.16,no31/1%20-%20Aline%20Bernardes.pdf
http://www.rbhm.org.br/issues/RBHM%20-%20vol.16,no31/1%20-%20Aline%20Bernardes.pdf
www.uff.br/cdme/matrix/matrix-html/matrix_boolean/matrix_boolean_br.html
www.uff.br/cdme/matrix/matrix-html/matrix_boolean/matrix_boolean_br.html




	Folha de rosto
	Title page
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Matrizes
	Conceito histórico
	O uso das matrizes no cotidiano
	Definição
	Tipos particulares de matrizes
	Matriz linha
	Matriz coluna
	Matriz quadrada
	Matriz nula

	Matriz triangular superior e inferior
	Matriz diagonal
	Matriz transposta
	Matriz identidade (ou unidade)
	Outros tipos de matrizes
	Operações com matrizes
	Adição de matrizes
	Multiplicação por um escalar
	Multiplicação de matrizes

	Propriedades das operações com matrizes
	Propriedades da adição de matrizes
	Propriedades da multiplicação de matrizes
	Propriedades da multiplicação por escalar
	Propriedades da Transposta

	Matrizes de bits (ou booleana)

	Determinantes
	História dos determinantes
	Permutação
	Determinantes
	Cálculo do determinante de matriz de ordem n
	Cálculo do menor complementar
	Cofator

	Teorema de Laplace
	Regra de Chió
	Matriz de Vandermonde
	Determinante de matriz complexa

	Sistemas Lineares
	Contexto histórico
	Aplicações práticas
	Equação linear
	Sistema linear
	Classificação de um sistema linear quanto ao número de soluções
	Matrizes associadas a um sistema linear
	Regra de Cramer

	Escalonamento de sistemas lineares
	Escalonamento de sistemas a duas incógnitas
	Escalonamento de sistemas a três incógnitas

	Matriz inversa

	Plano de aula
	Introdução
	Procedimento
	Lista de exercícios
	Resultados

	Referências

