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RESUMO

O estudo das varia¢des quantitativas presentes nos fenomenos naturais foi, sem davida, um
dos grandes pilares na construgdo da ideia de fungdo. Contudo, ainda que os PCN ratifiquem
que o ensino de fungdes deva ser apresentado inicialmente como relagdo entre grandezas
(considerando sempre que possivel as situagdes de modelagem matematica como ponto de
partida), os livros didaticos tém explorado pouco o desenvolvimento de questdes dessa
natureza.A abordagem do ensino de fungdes reais vem sendo realizada em contexto
essencialmente algébrico. Em geral, apresenta-se a expressdo analitica da fung¢do, analisa-se o
dominio da fungdo apenas como restricdo algébrica da expressdo dada e da-se pouca
importancia ao estudo do crescimento e decrescimento da fun¢do. Assim, motivado pela ideia
de construir uma abordagem mais dindmica do conceito de fung¢do, este trabalho desenvolve e
avalia uma sequéncia didatica composta de nove atividades interativas, construidas a partir de
situacdes geométricas representadas em um ambiente virtual com o software de matematica
dindmica Geogebra. O uso desta ferramenta tecnoldgica possibilita que o aluno reconheca a
variavel independente, e por meio de sua variagdo o dominio da funcdo. Permite que visualize
as regides onde os valores da fung@o crescem e onde decrescem, tornando possivel a andlise
dos pontos criticos considerando o contexto da variabilidade como ponto de partida para a
construcdo desses conceitos. As atividades foram aplicadas a um grupo piloto de sete alunos
do ensino médio de um Colégio Estadual do Municipio de Niterdi do Estado do Rio de
Janeiro. E mesmo sem o habito de trabalhar este tipo de questdo, € interessante notar que eles
passaram a produzir, de forma progressiva e gradual, respostas de acordo com os objetivos
propostos. Apesar dos erros produzidos no campo algébrico e geométrico, pode-se concluir
que a maioria dos alunos compreendeu efetivamente o significado de varidvel ao longo da
realizacdo das atividades, re-significando o conceito de dominio e a identificagdo de pontos

6timos em um contexto dindmico do conceito de funcdo como relagdo entre grandezas.

Palavras chave: funcdes reais; variabilidade; ensino médio; geometria dindmica; sequéncia

didatica.



ABSTRACT

The study of the quantitative variations present in natural phenomena was, doubtless, one of
the greatest pillars in the construction of the idea of function. However, although the Brazilian
National Curricular Parameters (PCN) ratify that the teaching of functions should be
presented initially as a relation between quantities, considering —as far as possible — situations
of mathematical modelling as a starting point, course books have explored very little the
development of questions of this nature. The approach to the teaching of real functions has
been done in an essentially algebraic context. In general, the analytical expression of the
function is presented, then the domain of the function is analyzed merely as an algebraic
restriction of the given expression and very little importance is given to the study of the
increasing and decreasing of the function. Thus, motivated by the idea of constructing a more
dynamic approach to the concept of function, the present work develops and evaluates a
didactical sequence made up of nine interactive activities, designed from geometric situations
represented in a virtual environment with the mathematics software Geogebra. The use of this
technological tool enables the student to recognize the independent variable, and through its
variable, the function domain. It allows them to visualize the regions where the values of the
function increase and where they decrease, enabling the analyses of the critical points,
considering the context of the variability as a starting point for the construction of such
concepts. The activities were applied to a pilot group of seven high school students from a
state school in the city of Niteroi in the state of Rio de Janeiro. And even without the habit of
working out this type of question, it is interesting to notice that they started to produce,
progressive and gradually, answers according to the proposed goals. In spite of the mistakes
made in the algebraic and geometric fields, it may be concluded that most students have
effectively understood the meaning of variable throughout the working-out of the activities,
re-signifying the concept of domain and recognition of optimal points in a dynamic context of

the concept of function as relations between quantities.

Key words: real functions; variability; high school; dynamic geometry; didactical sequence.
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APRESENTACAO

Historicamente, o conceito de fungdo se estabelece como uma ferramenta da
Matematica que ajuda o homem a entender os processos de fluéncia e de interdependéncia
que sdo intrinsecos as coisas € aos seres do nosso Universo (CARACA, 1989). Portanto, saber
que a variagdo de uma grandeza depende da variacdo da outra ¢ um aspecto importante no
estudo do conceito de fungdo, mas que se torna incompleto do ponto de vista epistemoldgico
se nao estudamos como ocorre esta variagdo, isto €, se nao conseguimos dar qualidade e
quantificar este processo de variacdo. O estudo das variagdes quantitativas presentes nos
fendomenos naturais foi, sem duvida, um dos grandes pilares na constru¢do da ideia de fungao.

Contudo, ainda que nos PCN tenham orientacdes de que o ensino de fungdes deva ser
apresentado inicialmente como relacao entre grandezas, considerando — sempre que possivel —
situagdes de modelagem matematica como ponto de partida, os livros didaticos tém explorado
muito pouco o desenvolvimento de questdes dessa natureza. Segundo algumas pesquisas, a
abordagem do ensino de funcdes no ensino médio vem sendo feito de forma estatica
(BOTELHO, 2005; SA, 2005). Ha um treinamento exacerbado no estudo das funcdes
elementares em contextos algébricos. Incentiva-se, por exemplo, o estudo do dominio de
fungdes a partir apenas das restricdes algébricas de suas expressoes analiticas. Estuda-se o
sinal das fung¢des, mas nao suas regides de crescimento e decrescimento — ou melhor, de como
crescem ou decrescem os seus valores —, estuda-se suas propriedades algébricas (injetividade,
raizes, etc.) como se o objetivo de se estudar fun¢do fosse somente resolver problemas de
equagoes ou inequacdes associadas a cada uma delas. A fungao ja ¢ dada! Temos apenas que
resolver um problema futuro (de equacao ou inequagdo) com a situagdo-problema ja
modelada.

Sendo assim, motivados pela ideia de construir uma abordagem mais dinadmica do
conceito de fungdo, imaginamos nosso projeto de pesquisa. O projeto consiste na elaboragao e
avaliacdo de uma sequéncia didatica composta de nove atividades interativas, construidas a
partir de situagdes geométricas representadas em um ambiente virtual com o software de
matematica dindmica Geogebra. Elas estimulam o estudo do dominio de fungdes reais, o
reconhecimento de suas expressoes analiticas e de seus pontos criticos (maximos € minimos),
considerando o contexto da variabilidade como ponto de partida para a construgdao desses

conceitos.
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A pesquisa em si ndo se resume na elaborag¢do das atividades, mas, sobretudo, a uma
avaliagdo da aplicacdo do material didatico elaborado junto a alunos de uma escola publica. O
trabalho de campo foi desenvolvido em forma de oficinas com um grupo de alunos do
Colégio Estadual Alcina, localizado em Itaipu. Para cada uma das cinco primeiras atividades
foram elaboradas versdes impressas das mesmas. Logo, em uma primeira etapa da experiéncia
didatica os alunos resolveram as cinco primeiras atividades impressas e interativas do
seguinte modo: em um primeiro momento, tentava resolver a atividade impressa utilizando
apenas lapis e papel; no segundo momento, o aluno tinha acesso a versao interativa da
situacdo-problema da questdo apresentada na versdo impressa. Para as ultimas quatro
atividades da sequéncia didatica foram consideradas apenas a versdo interativa. A proposta de
atividades para a abordagem do conceito fun¢ao no ensino médio, sua motivagao e objetivos
sao apresentados no capitulo 3.

O relato da experiéncia didatica realizada ¢ feito no capitulo 4. Neste capitulo
apresentamos também as informacgdes preliminares e a metodologia da pesquisa. A avaliagdo
dos alunos, sujeitos da pesquisa, e da pesquisadora ¢ realizada no capitulo 5, que contém a
relacdo do objetivo alcancado com a aplicagdo das atividades. Para a avaliacao dos alunos foi
considerado uma escala Likert de cinco pontos € um formulario com sete itens.

A revisdo de literatura acerca do tema ¢ realizada nos dois capitulos iniciais.

No capitulo 1, faz-se uma breve discussdao sobre o conceito de funcdo e sua relagao
com a organizacdo da matematica escolar, utilizando o texto de Dassie (2008) que discute as
propostas de Euclides Roxo (1937) para a matematica do ensino secundario. Ainda neste
capitulo sdo debatidas, as dificuldades de aprendizagem com relagdo a este conceito
encontradas no ensino superior, tomando como referéncia os trabalhos de Domingos (2002),
Sierpinska (1987), Rezende (2003) e Cabral (1998). Na ultima secdo deste capitulo sdo
discutidas questdes relacionadas ao conceito de funcdo na educacdo basica, observando as
orientagdes curriculares existentes sobre o ensino deste conceito em documentos oficiais
(PCN). Na parte final desta se¢do apresenta-se uma revisao bibliografica de trabalhos que
apresentam propostas didaticas alternativas para o ensino de fun¢des na educacdo basica
(SANTOS, 2008; SANTOS, 2005; SIQUEIRA, 2013; SOARES, 2012; OLIVEIRA E
DORINI, 2013; REZENDE et al, 2012; REZENDE, 2013; SALES, 2008).

No capitulo 2, apresenta-se uma sintese da avaliag¢do realizada pela equipe do PNLD
(2015) sobre a abordagem do conceito de funcdo, tendo como referéncia os livros didaticos
aprovados neste programa e as orientagdes do documento a respeito do tema. Neste mesmo

capitulo, apresenta-se também um mapeamento realizado pela autora deste trabalho da
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abordagem do conceito de funcdo em dois livros didaticos do ensino médio aprovados pelo
PNLD (2015). Na parte final faz-se uma analise comparada dos mapas produzidos pela autora
com os mapas elaborados por Botelho (2005) e Sa (2005) de edigdes anteriores dos mesmos

livros.
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CAPITULO 1 - SOBRE O ENSINO DE FUNCOES

1.1 — O conceito de funcao e a historia da matematica escolar

Historicamente a organizagdao da matematica foi realizada em trés vias: aritmética,
geometria e algebra. No decorrer dos anos, notou-se que a forma tradicional de ensino
poderia estar limitando os alunos com relacao ao aprendizado. Por isso, comegaram a ocorrer

mudancas que possibilitaram o desenvolvimento deste alunado.

Em todos os tempos, as idéias sobre educagdo e as praticas de ensino tém
apresentado variagdes. [...] A partir de que data podemos marcar-lhes a presenca?
De modo mais vivo, desde os ultimos anos do século passado [século XIX]. Em
varios paises, muitos educadores entdo passaram a considerar novos problemas
relativos ao desenvolvimento das criangas. Outros experimentaram variar os
procedimentos de ensino, ou logo transformar as normas tradicionais da organizagao
escolar, com isso ensaiando uma escola nova, no sentido de escola diferente das que
existissem. [...] Nao se refere a um sé tipo de escola, ou sistema didatico
determinado, mas a todo um conjunto de principios tendentes a rever as formas
tradicionais do ensino. (LOURENCO FILHO?, 1978, p. 17, apud DASSIE, 2008, p.
56)

Segundo Roxo (1937, apud DASSIE, 2008), foi Felix Klein que, em 1893, no I
Congresso Internacional de Matematica, propés uma reforma que ird revolucionar a

organizacdo da matematica escolar.

Foi Felix Klein o primeiro que, em 1893, perante o Congresso Internacional de
Matematica, reunido em Chicago, chamou a atenc¢do dos professores de matematica,
para a conveniéncia de adotar-se como idéia axial, capaz de unificar o ensino dessa
matéria, o conceito de fungdo. [...] Em outra ocasido, repisava as mesmas idéias e as
defendia com calor. “Sim meus senhores, estou plenamente convencido de que o
conceito de fungdo, sob forma geométrica, deve ser a alma do ensino da matematica
na escola secundaria! Em torno dessa nogdo, agrupam-se facilmente todos os
assuntos a ensinar em matematica e esta se vem, muitas vezes, ressentindo, até aqui,
da falta de uma conexio devidamente planeada [Felix Klein]” (ROXO?, 1937, p.
178, apud DASSIE, 2008, p. 100).

Por conseguinte, com base nas idéias do alemao Felix Klein, Euclides Roxo, diretor do
Colégio Pedro II, propde em 1929 uma reforma no ensino secundario brasileiro que culminou
com a criagdo da disciplina de Matematica. Nesta proposta houve uma preocupagdo em se

unir as diversas areas do conhecimento matematico (aritmética, geometria e algebra).

! LOURENCO FILHO, M. B. Introdugéo ao estudo da escola nova: bases, sistemas e diretrizes da pedagogia
contemporanea. 12 ed. S&o Paulo: Melhoramentos: [Rio de Janeiro]: Fundagdo Nacional de Material Escolar,
1978. (Obras Completas de Lourenco Filho, v. 2) (Biblioteca de educag@o).

2ROXO, E. A Matematica na Educagdo Secundaria. Sdo Paulo: Companhia Editora Nacional, 1937.
(Atualidades Pedagogicas, vol. 25).
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Organizaram-se assim diversos cursos em que se procurou fazer o ensino das partes
da Matematica, relacionando-as do modo mais intimo possivel. Em tais cursos, que
sdo denominados cursos de Matematicas gerais, cursos compositos, correlacionados
ou unificados, procuram-se eliminar, racionalmente, as barreiras que separam a
aritmética, a algebra e a geometria, intentando alcancar uma organizagdo da matéria
que oferega uma introdugdo psicoldgica e pedagogicamente mais eficaz aos estudos
da Matematica, e evitando - se que a aderéncia estrita a concepgdo de disciplinas
distintas obscurega a real compreensdo que o aluno deve ter dos métodos
matematicos. (ROXO, 1937, p. 142, apud VALENTE, 2003)

Dentre as mudancas metodoldgicas apresentadas, Euclides Roxo propde, tal como foi
sugerido por Klein em sua proposta original, que o conceito de fun¢do entdo, seja ideia

unificadora do ensino da matematica.

Entre as mudangas metodologicas proposta por Euclides Roxo a mais importante foi
a articulagdo entre os conceitos de aritmética, algebra e geometria a partir da fusdo
desses diferentes ramos. Associada a esta mudanca podemos também classificar a
introdug@o do conceito de fungdo como a inclusdo mais importante entre as acima
citadas. Com efeito, as nogdes de funcdo para Euclides Roxo deveria ser a idéia
unificadora do ensino da matematica. (DASSIE, 2008, p.100)

Além do argumento de idéia unificadora, Euclides Roxo discute a importancia do
conceito de fungdo associada aos objetivos da educagdo matematica ¢ na preparacao
para o ensino superior, € como idéia vivificadora do ensino (ROXO, 1937, p. 179 —
181, apud DASSIE, 2008, p.100).

Tal fato ¢ justificado com base nos principios preconizados por Félix Klein, para o
qual o conceito de funcdo encontra-se presente ndo s6 na literatura moderna das ciéncias
exatas como também em diversas situacoes do cotidiano.

Introdugdo precoce da nogdo de fungdo, que, para Klein, ¢ o amago do moderno
movimento de reforma, apresentada - o que se ndo deve perder de vista - sob forma
geométrica e expressa, eficazmente, pelas representacdes graficas, das quais diz
Klein: “Penetram ndo somente através a grande literatura moderna das ciéncias

exatas, mas pode-se dizer, surgem em todas as cogitagdes da vida atual”.
(ROX03,1940, apud VALENTE, 2003, p. 104 - 105)

Ao defender sua proposta, Euclides Roxo mostra sua indigna¢do quanto ao fato de “o
Brasil” ter ignorado até entdo a grande “conquista pedagdgica” anunciada por Félix Klein
para o ensino de matematica. Segundo o professor, o conceito de fung¢do permitiria uma
abordagem mais realista da matematica escolar, potencializando assim discussdes de natureza
interdisciplinar.

Desde que foi defendido por Felix Klein, esse principio pedagdgico [a nogdo de

funcdo como ideia axial do ensino de matematica] tornou - se vencedor em quase
todos os paises civilizados. (...) E pena que o Brasil abra mao da grande conquista

3 ROXO, E. A matematica e o curso secundario. In: PEIXOTO, A. et.al. Um grande problema nacional (estudos
sobre ensino secundario). Rio de Janeiro: irmaos Pongetti editores, 1940, PP. 56-85.
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pedagogica que foi a aceitagdo desse principio na reforma de 1931. (ROXO04, 1931,
apud VALENTE, 2003, p. 146)

A ideia de funcdo vem ainda dar ao ensino da matematica secundaria mais vida e
mais interesse, permitindo ndo s6 tratar de questdes de maior realidade para o aluno,
como estabelecer conexdes a outras matérias mais concretas. (ROXO, 1937, apud
VALENTE, 2003, p. 181)

Na proposta de Euclides Roxo ha também uma preocupacdo com a inser¢ao de uma
nogdo intuitiva do Célculo no ensino secundario. O autor sugere a “introdu¢do de nog¢des de
calculo diferencial e integral, apoiados de modo preponderante em métodos geométricos, e,

portanto, intuitivos.” (ROXO, 1940, apud VALENTE, 2003, p. 105)

Dassie (2008) fala do posicionamento de Euclides Roxo, ainda seguindo as ideias de
Klein, que visa duas vertentes para a reintroducao do calculo no ensino secundario brasileiro.
O primeiro deles estd também associado ao ensino superior, como no caso das
funcdes. O argumento baseia-se na descontinuidade entre o curso secundario e o
superior, onde as nogdes de calculo, como as de fungdo, favoreceriam a articulagdo

entre estes dois niveis de ensino. O outro é o reconhecimento do calculo
infinitesimal como elemento de cultura geral. (DASSIE, 2008, p.101)

Em verdade, como veremos mais adiante, nem as propostas de Felix Klein, nem a de
Euclides Roxo para a abordagem do conceito de funcdo, foi realizada de forma plena, tal qual

desejavam os professores.

1.2 — O conceito de funcio e as dificuldades de aprendizagem no ensino superior de
Matematica

Diversas pesquisas na area de educacao matematica no ensino superior t€m apontado
que uma das principais fontes de dificuldades de aprendizagem de conceitos ensinados, em
particular no ensino de Calculo e Analise, ¢ o conceito de fun¢do, melhor dizendo, a formacao

basica que o estudante possui acerca deste conceito.

Domingos (2002), em seu texto “A constru¢do do conhecimento matematico

avancado: o caso do conceito de sucessdo” faz um relato da experiéncia que realizou com uma

4 Carta sua a Gustavo Capanema: Ver CPDOC, Arquivo Gustavo Capanema, documento cédigo GC 41.09.03
(série g).



24

aluna que estava fazendo a disciplina de Anélise Matematica I° pela primeira vez por ocasido
de uma pesquisa feita com alunos desta disciplina. Ao solicitar a aluna que explicasse “o que
¢ sucessdo?”, obteve como resposta a seguinte frase: “numa reta sdo... pontos que seguem

uma determinada expressao, faz corresponder...” (ibdem, 2002, p.302)

E assim, ndo revelando as entrelinhas da entrevista, o pesquisador conclui que na
atitude da aluna “A nocao de correspondéncia acaba, no entanto, por ser negligenciada, dando

mais destaque a representacdo dos pontos na reta.” (ibdem, 2002, p.302).

. ~ , ~ 1 .
Em seguida o autor apresenta duas representacdes graficas da sucessao - feitas pela

aluna:

Figura 1 - Imagem da primeira representagao grafica feita pela aluna.
Fonte: (DOMINGOS, 2002, pag.303)

>

Figura 2 - Segunda representagao grafica feita pela aluna.
Fonte: (DOMINGOS, 2002, pag.303)
Com base na figura, observa-se que a aluna faz a primeira representagdo como se
estivesse representando apenas uma reta “... e o destaque principal ¢ dado a forma como os

termos vao evoluindo.” A segunda representagdo surge a partir do momento em que o

>Disciplina usualmente oferecida no 12 ano de um curso de Matematica do ensino superior em universidades
portuguesas.
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pesquisador pede para a aluna calcular e representar os primeiros termos da sucessdo. Nesta
representacdo ela mantém os valores da sequéncia no eixo das abscissas, acrescentando alguns
pontos sem referéncia explicita as coordenadas desses pontos. Apesar das tentativas expostas,
a aluna acaba admitindo, segundo o pesquisador, que ndo estd habituada a trabalhar com a

representacdo de sucessdes por meio de graficos de fungdes reais.

Embora tenha recorrido a representagdo esquematica/grafica para explicitar o seu
conceito de sucessdo ela acaba por admitir que ndo esta familiarizada com esta
representacdo por ndo ser usual trabalhar as sucessdes desta forma. (DOMINGOS,
2002, p. 305)

Por meio deste relato percebe-se que a aluna ndo reconhece uma sucessao de nimeros
reais como uma fun¢do real. Como consequéncia desse fato, a sua interpretacao grafica

equivocada da sequéncia de nimeros reais compromete sua compreensao do limite proposto.

Ainda no ambito do ensino de Calculo (ou de Analise), porém em outra perspectiva,
Sierpinska (1987), ao analisar e classificar as interpretagdes dos seus estudantes em relagdo a
nog¢do de limite, concluiu que as concepcdes dos alunos sobre conhecimento cientifico, sobre
os conceitos de infinito, de nimero real e de fun¢fo sdo as principais fontes dos obstaculos

epistemologicos.

Em consonancia com as ideias de Domingos (2002) e Sierpinska (1987), Rezende
(2003) aponta que grande parte das dificuldades no ensino de Calculo sdo consequéncias da
“forma como este conceito [0 de funcdo] ¢ trabalhado em geral no ensino médio e
fundamental”.

A forma como este conceito [o de fungdo] é trabalhado em geral no ensino médio e

fundamental provoca sérios desvios de natureza epistemologica no ensino de
Calculo e da propria matematica. (REZENDE, 2003, p.343)

Acrescenta ainda, o pesquisador, que (em geral) o conceito de funcdo ¢ apresentado ao
aluno por meio de sua expressdo analitica, isto €, sem a preocupacdo de se estabelecer e
quantificar “a variagdo de uma das variaveis em relagdo a outra”.

Saber que a variagdo de uma grandeza depende da variagdo da outra ¢ um aspecto
importante no estudo do conceito de fungdo, mas que se torna incompleto do ponto
de vista epistemoldgico, se ndo estudamos como ocorre esta variagao, isto €, se ndo
conseguimos dar qualidade e quantificar este processo de variagdo. (REZENDE,
2008, p.1)

A falta de habilidade dos alunos em problemas relacionados ao conceito de fun¢des no

contexto citado acima ¢, segundo Rezende (2003), um dos principais obsticulos de
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aprendizagem na resolu¢do de problemas de otimizagdo e de taxas relacionadas em um curso

inicial de Célculo.
Alguns dos principais obstaculos de aprendizagem para os alunos de um curso de
Calculo sdo os ditos “problemas de taxas relacionadas” e os “problemas de
otimizac¢do”. A dificuldade que encontram ¢ tanta que em certas instituigdes existe
um acordo tacito entre os professores de “bom senso” e “boa alma” de ndo cobrarem
ambos os temas numa mesma prova.E, além disso, a fim de amenizar o desastre
provocado pela inser¢do da Ttnica questdo, procura-se apresentar situagdes
problemas simples para esta - de preferéncia, dentro do proprio contexto da

matematica: problemas geométricos ou algébricos, nada de fisica ou outras areas
“estranhas” ao aluno.(/bdem, 2003, p. 345)

E ¢ pensando em problemas de variabilidade ao quais os alunos se deparam no ensino
superior, que Cabral (1998), em sua tese, identifica e classifica em quatro niveis as respostas
dadas por alunos a problemas de taxa relacionada e problemas de otimizac¢dao. Sao os niveis

aritméticos, algébrico, funcional e diferencial.

Deixamos claro que o estudo de casos de nossa dissertacdo se limita aos niveis
aritmético, algébrico e funcional, uma vez que estamos trabalhando com alunos do 2° ano do
ensino médio de uma escola publica. A seguir, apresentamos uma situagdo para ilustrar cada

nivel de significagao.

Situacio problema: Uma escada de 5 m de comprimento estd recostada em uma parede. A
base da escada escorrega, afastando-se da parede a uma taxa (velocidade) de 2 cm/seg. Com
que velocidade cai o topo da escada no momento em que a base da escada estd a 3 m da

parede ?

Figura 3 — Ilustragdo da situacao problema apresentada
Fonte: (CABRAL, 1998)

Com base nas respostas dos alunos, a pesquisadora identifica os quatro niveis de significacao:
Nivel aritmético: V52 — 32

Nivel algébrico: y? + 3% = 52
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Nivel funcional: y = 5% — x?

dx

, . . d
Nivel diferencial: y—y = —Xx
dt dt

No nivel aritmético, o aluno consegue visualizar apenas os valores numéricos do
problema proposto. Ja o aluno, que alcanca o nivel algébrico, possui a capacidade de
representar o problema, mas ndo ¢ capaz de fazer uma andlise do ponto de vista da
variabilidade. No nivel funcional o aluno consegue representar a situagdo proposta
corretamente, contudo representa o problema como se fosse algo estatico e nao ultrapassa a

ideia de que ¢ uma figura, ou seja, ndo reconhece as taxas.

O nivel diferencial ¢ o mais dificil por exigir do aluno um entendimento completo da
situagdo proposta. ®*Os niveis aritméticos e algébricos aparecem com mais frequéncia nas
respostas dos alunos. Segundo (Cabral, 1998) muitos alunos entram na universidade sem
saber sequer o nivel aritmético, que ¢ considerado por ela o nivel mais primitivo dentre os

quatro.

Isto €, muitos alunos ingressam na universidade sem saberem lidar com operagdes
algébricas, e outros, embora possa parecer bizarro, ndo operam sequer em nivel
aritmético. (CABRAL, 1998)

Ao interpretar os resultados da pesquisa de Cabral (1998), Rezende (2003) conclui que a

3

principal dificuldade dos alunos em resolver problemas desta natureza ¢ “‘enxergar’ as

quantidades variaveis envolvidas no problema e “a relag@o funcional entre elas”.

Este resultado justifica, com efeito, por que os alunos temem tanto os problemas
dessa natureza: ndo conseguem definitivamente “enxergar” as quantidades variaveis
envolvidas no problema nem tampouco a relacdo funcional entre elas: “o dificil
mesmo ¢ encontrar a fungdo™’.... Isso mesmo, como exigir agora desse aluno que
“enxergue” o conceito de funcdo, se até o momento, a funcdo sempre foi dada
“pronta” para ele? Como pode ele “enxergar” as “variaveis” do problema, se até
agora estas eram apenas “letras” (x e y, de modo geral) que representavam niimeros
que se relacionavam segundo uma lei de correspondéncia explicitada a priori?
Identificar o que varia, ¢ em funcdo de que varia é, sem duvida, o primeiro passo
para a resolucdo da questdo. (REZENDE, 2003, p.347)

Foi pensando nesta falta de prepara¢do do aluno ao chegar na universidade e se

deparar com o ensino de Calculo que algumas institui¢cdes incluiram em sua grade curricular

6 A solucdo do problema citado encontra-se no anexo 1.
7 Frase dita por um aluno entrevistado por Cabral e que representa, efetivamente, a dificuldade encontrada
pela maioria dos nossos alunos de Cdlculo quando tém de resolver problemas dessa natureza.
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uma disciplina de Fundamentos da Matematica (ou Matematica Bésica, ou Pré-Calculo, entre
outros). Os conteudos presentes na ementa desta disciplina sdo voltados para o ensino de

fungdes com foco na disciplina de Calculo.

Por conta disso ha um crescente numero de trabalhos na Educagdo Matematica
desenvolvendo pesquisas de transicdo do ensino médio para o superior. Neste sentido,
destaca-se o trabalho de Palis (2013). Em seu artigo, a autora afirma que a no¢do de fungdo ¢
fundamental nos cursos de ensino médio e nos anos iniciais das universidades de cursos nas
areas técnicos - cientificas e enfatiza que alunos que resolvem problemas de otimizacao
apresentam progressos na compreensao do conceito de dominio de fungdes pelos diversos
aspectos abordados em atividades deste tipo. Os alunos tendem a desenvolver os seguintes
aspectos:

[...] avangar na problematica da leitura e interpretagdo de enunciados pelos alunos,
na discriminag@o entre constantes e variaveis, no uso de representacdes multiplas de
fungdes (por esquemas graficos, tabela, representacdo algébrica, representacio

grafica), nos processos de justificativa de resolucdo de problema e no
desenvolvimento do conceito de aproximag¢do de um numero real. (PALIS, 2013,

p-6)
Ao trabalhar com fungdes representadas por expressoes analiticas ja construidas, o
aluno ¢ estimulado a realizar apenas tratamentos algébricos com relacdo a este conceito. Essa

afirmacao fica clara quando Palis (2013), em consonancia com Carlson® (1998), afirma que:

Na transicdo do ensino médio para o superior, um numero expressivo de alunos
acredita que todas as fungdes podem ser definidas por uma féormula algébrica; uma
fungdo é somente pensada em termos de manipulagdo simbodlica e numérica, de
forma desconectada do seu aspecto conceitual.Essa concepgdo de fungdo como
formula ¢ acompanhada da dificuldade em discernir variavel de incognita, fungdo de
equagdo, ¢ da construgdo de dominio de uma fungdo como sendo um tipo de
exercicio no qual se “resolvem” denominadores e argumentos de fungdes raiz
quadrada ou logaritmica.(PALIS, 2013, p. 1)

A autora acrescenta ainda que vdarias pesquisas que investigam O ensino € a
aprendizagem de fungdes tém destacado a necessidade de um desenvolvimento do conceito de
funcdo “que inclua uma concepg¢do de fungdo como covariagdo de quantidades e ndo somente

como correspondéncia”. Tomando como referéncia os trabalhos de Oehrtman et al.’ (2008) e

8 Carlson, M. P. A Cross-Sectional Investigation of The Development of The Function Concept. In: Schoenfeld, A.
H.; J. Kaput, J.; Dubinsky, E. (Eds.), CBMS Issues in Mathematics Education: Research in Collegiate Mathematics
Education, American Mathematical Society, n. 7, p. 114-162, 1998.

® Oehrtman, M. C.; Carlson, M. P.; Thompson, P. W. Foundational Reasoning Abilities that Promote Coherence
in Students’ Understandings of Function. In: Carlson, M. P.; Rasmussen, C. (Eds.), Making The Connection:
Research and Practice in Undergraduate Mathematics, Mathematical Association of America, p. 27-42, 2008
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Thompson *° (1994), ratifica a importancia de “que o aluno seja exposto a atividades
envolvendo o conceito de fungdo como covariagdo”. Sobre o que estamos completamente de

acordo.

Palis (2013), em seu trabalho, criou entdo uma sequéncia didatica com o intuito de
propiciar um avanco na concep¢do do conceito de funcgdes por parte dos alunos. Partindo
deste principio a autora observa que:

Os alunos que vém realizando esse tipo de atividade t€ém mostrado progressos na
compreensdo do conceito de dominio de fungdes dadas por representagdes diversas.
Também verificamos um aumento no percentual de alunos que sdo bem-sucedidos

em problemas de otimizagdo cujos enunciados ndo trazem a expressdo algébrica da
fun¢do a estudar. (PALIS, 2013, p 10)

Logo, parece que os bons resultados alcangados pela pesquisa de Palis tem a ver com a

mudanga de abordagem do conceito de fun¢ao adotada pela propria pesquisadora.

De fato, o conceito de fun¢do por sua diversidade de interpretagdes e de contextos
possibilita varios percursos epistemoldgicos, cada qual com suas potencialidades e
dificuldades intrinsecas. Nesse sentido destaca-se o trabalho de Sierpinska (1992)!'! no qual
desenvolve uma andlise de natureza epistemologica do conceito de funcdo. Neste trabalho a
pesquisadora observa inicialmente o que diz respeito aos problemas de aprendizagem em

relacdo ao conceito de fungao.

Os estudantes tém tido problemas em fazer a ligagdo entre as diferentes
representagdes de fungdes: formulas, graficos, diagramas, descri¢des verbais de
relagdes; em interpretar graficos; em manipular simbolos relacionados as fungdes.
(STIERPINSKA, 1992)

Com o intuito de propor algumas orientacdes pedagdgicas, a autora faz algumas sugestdes

consideradas importantes para o tratamento deste conceito:

a) Motivacdo: Deve-se motivar os alunos para que eles estejam interessados em
encontrar variagdes, regularidades entre variagdes e que isto os levem a
compreender melhor o seu mundo.

b) Contextos introdutérios: Utilizar expressdes analiticas primeiramente como
ferramentas de modelagem de certas situagdes, busca-se entdo situagdes (modelos)
que representem uma situagdo real.

¢) Contextos de desenvolvimento: utilizar métodos de interpolagdo e construgdo de
tabelas.

¥ Thompson, P. W. Students, Functions, and The Undergraduate Curriculum. In: Dubinsky, E.; Schoenfeld, A. H.;
Kaput, J. J. (Eds.), CBMS Issues in Mathematics Education: Research in Collegiate Mathematics Education,
American Mathematical Society, n. 4, p. 21-44, 1994.

1On understanding the notion of function
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d) Desenvolvimento de um nivel mais elaborado de compreensdo das func¢des: Os
estudantes devem ser capazes de perceber ndo apenas como os objetos de variagao
se modificam mas também o que muda.

e) Pré-requisitos: Ter consciéncia algébrica no nivel estrutural.

f) Representagdes: Fornecer uma grande diversidade de representacdes de fungoes,
adquirindo flexibilidade nas diversas representagdes.

g) Defini¢des: Defini¢cdes informais sdo suficientes em nivel secundario, apenas em
niveis mais elevados expde-se, por exemplo, a definicao de Peano.

h) Distingdes entre a no¢do de fungdo e outras nogdes gerais: discussdo entre as
diferengas entre as relagdes causal e funcional e discussdo em classes de
similaridade. (SIERPINSKA, 1992)

Assim, em consonancia com as ideias até aqui expostas, entendemos que para uma
abordagem significativa de fun¢do deve-se realizar uma mudanca substancial na forma como
este conceito ¢ apresentado. Torna-se urgente resgatar o conceito de funcdo como relagdo
entre quantidades variaveis a partir de situagdes - problema em contextos dindmicos. E assim
que pensamos € essa ¢ a proposta deste trabalho. Entretanto, antes de apresenta-la, convém
discutir alguns trabalhos interessantes que consideram uma abordagem dindmica do conceito

de fun¢do no ambito do ensino médio.

1.3 - O conceito de funcdo na educacao basica

Neste capitulo tentaremos perceber quais sdo as dificuldades encontradas para se
trabalhar o conceito de fung¢des no ensino médio e entender o porqué da abordagem ainda
pouco significativa com relagao a este tema.

Os PCN trazem orientagdes importantes para o ensino da matematica assim como o
PNLD trés critérios de escolha com relagdo ao livro didatico, no entanto ainda ha dificuldade
de apresentar esse tema aos alunos. Nesta se¢c@o tentaremos justificar um pouco da dificuldade
do aluno ao chegar ao ensino médio. Apresentaremos algumas deficiéncias dos livros
didaticos apontadas pelos PNLD e faremos uma breve comparagdo com relacdo a
apresentacdo do conceito de fungdes destes materiais utilizados hoje em contraste com os

utilizados a alguns anos atras.



31

1.3.1 - O que dizem os PCN?

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, PCN e as Orientagdes
Educacionais Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio,
conhecido como PCN + (BRASIL, 2002), indicam algumas competéncias a serem

desenvolvidas pelas disciplinas do grupo das Ciéncias da Natureza e da Matematica.

O dominio de linguagens, para a representagdo e a comunicagdo cientifico-
tecnoldgicas, ¢ um campo comum a toda ciéncia e a toda a tecnologia, com sua
nomenclatura, seus simbolos e codigos, suas designacdes de grandeza e unidades
(...). A articulacdo dessa nomenclatura, desses codigos e simbolos em sentengas,
diagramas, graficos, esquemas e equagdes, a leitura e interpretacdo destas
linguagens, seu uso em analises e sistematizagdes de sentido pratico ou cultural, sdo
construgdes caracteristicas dessa area do conhecimento, (...). Por isso, o
desenvolvimento de cédigos e linguagens em ciéncia e tecnologia deve ser tomado
como um aspecto formativo de interesse amplo. (BRASIL, 2002, p. 24)

Podemos perceber que hd uma preocupacao com a articulagdo de codigos, simbolos
em sentencas, diagramas, graficos, esquemas e equagdes, leitura e interpretacdes destas

linguagens. O estudo de funcdes abrange todos esses aspectos.

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas e
modelar situag¢des-problema, construindo modelos descritivos de fenomenos e
permitindo varias conexdes dentro e fora da propria matematica. Assim, a énfase do
estudo das diferentes fungdes deve estar no conceito de fungdo ¢ em suas
propriedades em relagdo as operagdes, na interpretacdo de seus graficos e nas
aplicacdes dessas fungdes. (Ibdem, 2002, p. 121, grifo nosso)

Além da preocupagdo com o dominio do conteudo, o aluno deve ser capaz de
relacionar o tema proposto com outros temas matematicos ja abordados. Além disso, ¢

desejavel que o ensino de fungdes esteja sempre vinculado a outras areas de conhecimento.

O critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade, ou seja, ¢ o
potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e
entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia cultural
do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicagdes dentro ou fora da Matematica,
como a sua importancia histérica no desenvolvimento da prépria ciéncia. Um
primeiro exemplo disso pode ser observado com relacdo as fungdes. O ensino
isolado desse tema ndo permite a explora¢do do carater integrador que ele possui.
(BRASIL, 2000, p. 43)

[...] Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de fungdo
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da leitura,
interpretagdo e construgcdo de graficos, o comportamento de certos fendmenos tanto
do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou
Economia. (Ibdem, 2000, p. 43)
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Pensando no tema em questdo, o ensino de Matematica deveria garantir ao aluno a
possibilidade de construir habilidades para resolver situacdes problema de Matematica e de
outras areas do conhecimento a partir de uma postura investigativa, isto €, a partir do seu
conhecimento sobre funcdes o aluno seria capaz de construir um modelo para interpretacao e
investigacdo em matematica.

Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno adquira certa
flexibilidade para lidar com o conceito de fungdo em situagdes diversas e, nesse
sentido, através de uma variedade de situacdes problema de Matematica e de outras
areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solucdo, ajustando seus

conhecimentos sobre fun¢des para construir um modelo para interpretagdo e
investigagdo em Matematica. (BRASIL, 2000, p. 44)

Dentre as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica expostas
pelos PCN, uma em especial chamou bastante atengdo: “Transcrever mensagens matematicas
da linguagem corrente para linguagem simbolica (equagdes, graficos, diagramas, formulas,
tabelas etc.) e vice-versa.” Apesar desta referéncia estar explicita nos PCN, ndo h4a, em geral,
um compromisso efetivo de se desenvolver esta habilidade no aluno a partir da abordagem de

fun¢des na educacgao basica.

Nao obstante, o documento ndo sé refor¢a a importancia desta habilidade como
também alerta que esse processo deve ser “lento” e “trabalhoso”, agregando outras
competéncias necessarias para o desenvolvimento de ‘“habilidades essenciais a leitura e

interpretacdo da realidade e de outras areas do conhecimento™.
Esse dominio passa por um processo lento, trabalhoso, cujo comego deve ser uma
prolongada atividade sobre resolucdo de problemas de diversos tipos, com o objetivo
de elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a generalizacido
de padrdes, a capacidade de argumentagdo, elementos fundamentais para o processo
de formalizacdo do conhecimento matematico e para o desenvolvimento de

habilidades essenciais a leitura e interpretacdo da realidade e de outras areas do
conhecimento. (ibdem, 2000, grifo nosso, p. 41)

Vimos que hd uma preocupagdo dos PCN com o ensino da matematica, mais
especificamente, com o ensino de funcdes de forma a buscar regularidades, generalizar
padrdes e ainda possibilitar a interdisciplinaridade e a contextualiza¢do, podendo assim

aplicar a matematica na propria matematica e em outras areas do conhecimento.

Mas e os professores? Serd que eles estdo preparados para ensinar fungdes nesta

perspectiva anunciada pelos PCN? E os livros didaticos? Serd que eles contemplam as
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propostas de encaminhamento sugeridas pelo documento? Esse ultimo ¢é o assunto da proxima

secao.

1.3.2 - Algumas experiéncias

Na literatura existem diversos trabalhos de autores que procuram utilizar recursos
didaticos inovadores para a abordagem do conceito de fungdes no ensino médio. Nesta secado
apresentaremos e discutiremos de forma breve alguns deles: (SANTOS, 2008), (SANTOS,
2005), (SIQUEIRA , 2013), (SOARES, 2012), (OLIVEIRA E DORINI, 2013), (REZENDE E
OUTROS, 2012), (REZENDE, 2013) e (SALES, 2008).

Ao aplicar um questiondrio em vinte e sete professores’? que lecionam em escolas
publicas e/ou particulares, Santos (2005) identifica algumas dificuldades dos alunos destes
professores com relagdo a aprendizagem do conceito de fungdo. Dentre as perguntas do

questionario, uma em especial chama bastante atencao:

13. Uma grande dificuldade gque os alunes tém no ensine defungdes & a passagem
de um grafico para a expressiio algébrica:

SIM 27

NAOD

Figura 4 — Ilustracao de uma tabela.

Fonte: (SANTOS, 2005, p. 20)

Todos os professores entrevistados afirmam que os alunos apresentam dificuldade na

construcao da expressao algébrica.

Santos (2008) em sua monografia apresenta “Uma proposta alternativa para o ensino

das fungdes exponenciais e logaritmicas no ensino médio”. Ele se preocupou ndo s6 com o

fato de uma grandeza variar, mas também com a forma como a grandeza varia. O pesquisador

apresentou alternativas que possibilitaram a busca de padrdes e regularidades no estudo da
variagdo de grandezas.

[...] € essencial o estudo do comportamento variacional das fungdes reais na

educacdo basica, visto que o conceito de fungcdo ¢ um dos elos de ligagdo entre
diferentes assuntos dentro da prépria matematica, além de desempenhar um papel

12Todos os professores entrevistados lecionam no ensino médio e/ou superior.
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central em outras areas do conhecimento como ferramenta para a compreensido de
certos fendmenos e representacdo das variagdes dos mesmos. (SANTOS, 2008,

p.55)

O pesquisador realiza seu trabalho em trés etapas: o nivel numérico (utilizando
planilhas), grafico (com atividades exploradas no Geogebra) e o algébrico. Em um primeiro
momento hd uma caracterizacdo das fungdes exponencial e logaritmica onde o pesquisador
inicia com uma etapa de experimentacdo e observagdo através das progressoes aritméticas e
geométricas. Na sequéncia, utiliza uma planilha onde analisa o comportamento variacional de
cada uma dessas funcdes, dando énfase a funcdo exponencial e apresentando a fungdo
logaritmica como sua inversa. Podemos observar inicialmente que se os valores de x formam

uma P.A, a sequéncia de valores f(x) formam uma P.G. O autor observa ainda

F+AD)—F ()
Y

no Geogebra utilizando o controle deslizante para cada parametro da funcdo dada com o

¢ uma constante que depende apenas de Ax. Em seguida, apresenta o grafico

intuito de o aluno poder movimentar individualmente cada pardmetro e perceber o que ocorre
com a fun¢do. E por fim, resolve algebricamente o problema proposto. Ao final de seu

trabalho ele apresenta uma sequéncia didatica com atividades do tipo “modelagem”.

Cabe destacar que o autor se utiliza com muita propriedade dos controles deslizantes
do software (Geogebra) para uma andlise mais detalhada do comportamento variacional
destas fungdes. Ha de se destacar, entretanto, que o autor ndo aplicou as atividades propostas

e, desta forma, ndo ¢ possivel identificar qualitativamente o uso deste material.

Concordando com Santos (2008), Rezende e outros (2012) ressaltam que os alunos
ndo devem estudar apenas o que ocorre com a fung¢do, mas também como ocorre o

comportamento das varidveis.

Saber que a variacdo de uma grandeza depende da variagdo da outra é um aspecto
importante no estudo do conceito de fun¢do, mas que se torna incompleto do ponto
de vista epistemoldgico, se ndo estudamos como ocorre esta variagdo, isto €, se nao
conseguimos dar qualidade e quantificar este processo de variacdo. (REZENDE e
outros, 2012, p. 75)

Siqueira (2013), tendo como foco o uso de recursos computacionais para o ensino de
fungdes reais, analisou trés tipos de softwares para saber qual atenderia melhor sua proposta
de trabalho. Sdo eles: Winplot, Geogebra e Graphmatica. A preferéncia se estabeleceu em

relacdo as seguintes caracteristicas: por ser um software gratuito, que associa a lei de
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formagdo e grafico da funcdo, por apresentar uma versdo em portugués e oferecer uma

interface agradavel. O que melhor atendeu aos interesses da pesquisadora foi o0 Geogebra.

A pesquisa de Siqueira (2013) foi realizada com alunos do primeiro ano do
ensino médio. Seu trabalho apresentava 15 questdes em que o aluno deveria utilizar o
software Geogebra para respondé-las (Ver figura 5). As perguntas possuiam varios itens
aonde apareciam perguntas sobre fungdes constante, linear, afim, quadratica, exponenciais e
logaritmicas, e itens sobre dominio, imagem, concavidade, valor mdximo e minimo, quem ¢ a
varidvel dependente/independente entre outros. O Geogebra foi utilizado apenas como
ferramenta para desenhar o grafico de forma a permitir apenas uma analise de cada item
proposto. Nao houve a preocupacgao de se utilizar dos recursos dindmicos do Geogebra - como
o controle deslizante, por exemplo. Além disso, todos os exercicios foram propostos a partir
da apresentagdo da expressao analitica da funcdo. Isto é, dada a expressdo analitica da funcao,
e a representagdo grafica fornecida pelo Geogebra, pretendia - se que os alunos inferissem
algumas propriedades das fungdes enunciadas. Em nenhuma atividade foi proposto o
caminho inverso: dadas algumas propriedades ou a representacdo grafica da funcao,

reconhecer ou determinar a expressao analitica da fun¢do associada.

3) Trace, no soffware Geogebra, as fungdes y=2x, y=-3x, y=x, y=-1,7x ¢
responda:

a) Que tipo de grafico é expresso na tela?

b) Que tipo de fungiio esses grificos representam?

¢) Qual o dominio ¢ a imagem de cada
fungio?

d) Caleule a raiz ou zero de cada fungiio:
¢) Em qual abscissa cada fungio intersecta o eixo

x?

f) O que vocé pode concluir a respeito da raiz de cada fungiio ¢ o ponto de
intersecgiio com o eixo x?

g) Qual ponto todos os grificos intersectam?
h) Qual o valor do cocficiente “a” em cada fungiio?
1) Quais fungdes siio crescentes ¢ quais sdo decrescentes?
1) Qual a relagiio entre o sinal do coceficiente “a” ¢ o crescimento ¢ decrescimento das

fungdes?

Figura 5 - Questdo extraida da lista de exercicios utilizada com alunos no texto de Siqueira (2013)
Fonte: (SIQUEIRA, 2013, p. 51)
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do Geogebra.

Com o intuito de avaliar o seu instrumento de pesquisa, Siqueira (2013) solicitou que
os alunos elencassem aspectos positivos e negativos das atividades propostas e da utilizagdo

... E muito melhor usar o Geogebra do que ficar desenhando no caderno, temos uma
visdo muito mais limpa e facil de entender, ¢ quando erramos, ¢ bem facil

corrigir”O trabalho foi bem cansativo, mas também muito interessante. (Resposta
dos alunos das turmas I e k respectivamente, Siqueira, 2013, p. 41)

Soares (2012), assim como Siqueira (2013), utiliza o software Geogebra como uma
ferramenta para o estudo das fungdes reais elementares, ele considera apenas o universo das
fungdes polinomiais do 1° e 2° graus. Contudo, o pesquisador tem o intuito de fazer o aluno

perceber o que acontece com o grafico da fun¢do. A medida que se varia os valores dos

U2 Geoliehrs

coeficientes da expressdo polinomial correspondente criam-se controles deslizantes que
permitem variar estes ultimos.
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Figura 6- Fungdo quadratica: lugar geométrico do ponto de vértice apos variacao do coeficiente b.
Fonte: (SOARES, 2012, p.11)

Cabe destacar que os trabalhos (SIQUEIRA, 2013 e SOARES, 2012) citados nesta
dissertacdo ndo exploram o estudo do comportamento variacional das fung¢des e subutilizam o

potencial dinamico e interativo do software proposto para a realizag¢do das atividades.
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Oliveira e Dorini (2013), em seu trabalho, destacam que:

A abordagem de forma mecanizada com pouca reflexdio na qual se desenvolve o
dominio de técnicas, formulas e procedimentos de manipulacdes simbdlicas e
numéricas pode levar os alunos a associarem ao conceito apenas a ideia de
correspondéncia. Desta forma, inibe-se o desenvolvimento de uma disposicao e
forma de pensar em que possam, constantemente, buscar e examinar diferentes tipos
de relagdes, conjecturar, utilizar diferentes sistemas de representacdo, estabelecer
conexdes e empregar varios argumentos. (OLIVEIRA E DORINI, 2013, p. 32)

Assim, em consonancia com as ideias propostas em (REZENDE E OUTROS, 2012),
os autores apresentam um texto com atividades que possibilitam o estudo da funcdo

quadratica através da sua caracterizagao:

Uma fungdo continua f : R — R ¢ quadratica se, e somente se, toda progressao

aritmética nao constante xi, X2, . . . , Xn, . . . € transformada por f numa progressao
aritmética de segunda ordem nao degenerada yi, y2, ..., Vn, . . . , €m que y1 = f(x1),
y2=1(x2),...,yn=1f(Xn), ... (OLIVEIRA E DORINI, 2013, p. 33)

O enunciado das atividades considera apenas contextos geométricos em ambientes
construidos com o software Geogebra. Na atividade da figura 7 ¢ dado um quadrado ABCD
cuja diagonal mede 6 cm de comprimento ¢ um ponto H livre no segmento AC, que esta
contido em um segmento que ¢ paralelo a diagonal BD e que forma um poligono P.
Considerando h=|AH|. A questdo pede a variagdo da area do poligono P em func¢do de h.
Através da area da figura dada e do seu lado ou altura, por exemplo, propde-se questdes que
exploram o reconhecimento de uma funcao quadratica a partir da caracterizacao enunciada e
também dos seus pontos criticos (ver figura 7) . Este texto apresenta uma sequéncia de
atividades que seguem a mesma ideia que este trabalho propde. Entretanto as mesmas ndo
foram aplicadas com os alunos. Os applets construidos pelos autores possibilitam alterar o
valor de Ah através dos controles deslizantes. A ideia de variacdo pode ser percebida através
da planilha do lado direito do applet apresentada na figura 7 e do préprio esboco do gréfico,

no applet apresentado na figura 8.
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E notério que o uso do computador ¢ potencial para o desenvolvimento de ambientes
de aprendizagem. Nao obstante, conforme nos revela Sales (2008), a construcao de ambientes
computacionais dissociada de uma pratica de pesquisa pode ndo contribuir para o
desenvolvimento de uma boa metodologia de ensino.

“O uso do computador propicia um ambiente educacional que permite inimeras
interacdes imediatas, visualizagdes e interpretagdes, mas ele, por si s6,ndo é capaz
de gerar uma metodologia de ensino. E preciso muita pesquisa para obter dados e

insights das concepgdes dos estudantes geradas por seu uso e para o
desenvolvimento de uma metodologia.” (SALES, 2008, p. 39)

Sales (2008) apresenta uma pesquisa pautada em uma metodologia chamada Design
Experiments que surge nos Estados Unidos, aproximadamente em 1970. Esta metodologia
utiliza a fala e a atitude dos estudantes ao ter contato com algum tema da matemadtica para
tentar perceber de que forma o individuo vé este conteudo.

Segundo Steffe e Thompson (2000, apud Sales, 2008), “o principal objetivo para usar
a metodologia Design Experiments ¢ pesquisar, em primeira mao, as aprendizagens € o
raciocinio matematico dos estudantes ”; e, desta forma, conseguir buscar novos meios de
aprendizagem e o desenvolvimento de técnicas que melhorem o processo de ensino -

aprendizagem.

O Design Experiments surge ndo como uma metodologia padrao ou com o intuito de
padronizar algo, mas sim como uma ferramenta conceitual que os pesquisadores
usam para organizar suas atividades. (SALES, 2008, p.44)

Pensando no desenvolvimento de um trabalho que possibilitasse a utilizagdo desta
metodologia de forma consistente, Sales (2008) utiliza um software (Cabri-Géometre) para
trabalhar o ensino de fun¢des de uma forma diferente da apresentada tradicionalmente. Além
da representacdo grafica usual de funcdo em um sistema cartesiano de eixos ortogonais, a
autora desenvolve atividades explorando representacdes deste conceito por meio de eixos
paralelos. Com o auxilio do software, a pesquisadora explora dois ambientes computacionais,
o micromundo Cartesiangraph no qual representa o grafico no plano cartesiano e o
micromundo Dynagraph que apresenta representacdes graficas de fungdes nas quais os eixos

X ¢y sdo configurados horizontalmente®. Segundo a pesquisadora:

13A autora define micromundo segundo Hoyles e Noss (1987) como sendo "... Um caminho de interacdo entre o
aluno e o programa (computacional), sendo bastante influenciado pela situa¢do didatica na qual as interagées

sdo feitas."(Sales,2008, p.47)
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“As abordagens possiveis em ambientes digitais, com certeza, permitem um acesso
mais facil para inumeros graficos de fungdes de complexidade diferente,
possibilitando conexdes entre suas diferentes formas de representacdo. Estas
ferramentas computacionais oferecem possibilidades para explorar potenciais raizes
narrativas, talvez menos presentes ou Obvias quando utilizado papel e lapis.”
(SALES, 2008, p.39)

No Dpynagraph ** o estudante pode mover livremente os valores da variavel
independente da fun¢do e sua imagem assume valores de acordo com o movimento feito em x

e com sua lei de formacao.

As representagdes abaixo sdo do micromundo Dynagraph da fungdo f(x) = — x2.

Figura 9 - Representagdo grafica da fungdo f(x) = —x2para um valor negativo de x.
Fonte: (SALES, 2008, p.49)

Figura 10 - Representagdo grafica da fungdo f(x) = —x?2para um valor positivo de x.
Fonte: (SALES, 2008, p.49)

No Dynagraph ¢é possivel movimentar a variavel independente fazendo com que a
outra automaticamente seja relacionada. Neste ambiente os pontos do dominio e da imagem
sdao representados por uma bolinha vermelha. No Cartesiangraph ha uma tunica bolinha
vermelha que, ao ser movimentada, descreve uma trajetdria registrada por um rastro. E o que

mostra a figura abaixo.

14 Segundo a autora este ambiente computacional € inspirado nos estudos de Goldenberg, Lewis e O’Keefe e
criado no programa Cabri-Géométre.
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Figura 11 - Representagdo gréfica da fungdof(x) = —x2, utilizando a ferramenta rastro.
Fonte: (SALES, 2008, p.49)

Para a realizagdo da sua pesquisa a autora utilizou trés fichas de atividades. Nas fichas
1 e 2 era solicitado que os alunos classificassem 10 fungdes quanto a semelhanca encontrada
na movimentagao de cada uma delas, diferenciando-se apenas quanto ao micromundo ao ser
utilizado. As 10 fungdes utilizadas nestas fichas eram as mesmas. As expressdes analiticas
destas funcgdes sdo reveladas apenas no enunciado da ficha 3. Nesta ficha solicita-se que o

aluno relacione essas expressdes aos nomes sugeridos por eles nas atividades anteriores.

A pesquisadora trabalha com alunos do 1° ano dividido em quatro duplas. Sua
pesquisa ¢ realizada em trés etapas. Na primeira etapa 2 duplas resolvem a ficha de atividades
— 1 no Dynagraph e as outras 2 no Cartesiangraph. Na segunda etapa as duplas resolvem a
ficha de atividades 2 nos micromundos que ainda ndo haviam utilizado. Na terceira etapa

todas as duplas utilizam a ficha de atividades 3.

Apos realizar os dois momentos iniciais, a pesquisadora desenvolve a terceira fase de
sua pesquisa com os alunos. Neste momento, os alunos se deparam com todas as fungdes que
haviam manipulado intuitivamente sem o reconhecimento a priori da expressdo analitica. Ao
apresentar as expressoes das fungdes envolvidas, os alunos comegam a reconhecer as “velhas™
fungdes a partir de sua expressao. A seguir, registram-se as falas de duas alunas participantes

da pesquisa:

Carolina: Eu achei que eu ndo sabia fazer isso, sabia?

Juliana: Eu também. (SALES, 2008, p.124)

O trabalho inicial de classificar as fungdes sem saber suas expressdes analiticas
possibilitou ao aluno conhecer uma nova representacao grafica deste conceito, aumentando a

confianga e o interesse dos alunos na realizagdo de tarefas relacionadas ao conceito de fungao.
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Tal fato pode ser confirmado pelo relato do professor da classe de onde foram escolhidos os

alunos que participaram da pesquisa. Segundo ele, apenas um aluno teve desempenho “ruim”

e os demais apresentaram maior interesse nas aulas de matematica.

De modo geral, os alunos que participaram da experiéncia, mostram um pouco mais
de interesse em compreender a matematica e ndo apenas conseguir nota. Apenas um
aluno, dos oito que participaram, teve seu desempenho, que era ruim, inalterado.
(SALES, 2008, p. 137)

Um dos objetivos da pesquisa de Sales (2008) € que o aluno consiga, além de agrupar

as fungdes por tipo, também identificar qual ¢ o tipo de funcdo que eles estdo manipulando.

Essas classificagdes sdo livres e cada dupla criou os seus proprios grupos de classificagao.

Apos sua analise de cada momento das atividades feitas pelos estudantes, Sales (2008)

reuniu em duas tabelas as classificagdes feitas por cada dupla e fez um paralelo entre a

classificagdo convencional® e a dos grupos criados pelos alunos.
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Figura 12 - Classificagdo no Cartesiangraph e no Dynagraph do grupo 1 (Carolina e Juliana; Adriano e Luciano)

Fonte: (SALES, 2008, p.132)

1>Entende - se por convencional a classificagdo que em geral aparece nos livros didaticos: fungdo afim, fungdo

quadratica, etc.
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Figura 13 - Classificagdo no Cartesiangraph e no Dynagraph do grupo 2 (Geiza e Natalia; Helio e Vinicius)
Fonte: (SALES, 2008, p.132)

Daremos destaque agora aos fatores que motivaram os agrupamentos feitos pelos

alunos e a relagdo existente entre a classificagdo feita por eles e a convencional.

Na classificagdo das fungdes no Cartesiangraph feita pelas duplas esta exposto que os
alunos relataram bem o comportamento das fungdes, associaram a fungfo afim a uma “reta”,
“reta diagonal”, “rampa” e “régua”. A quadratica foi denominada como “bate e volta”, “que
formam um 'v'"’, entre outros. Criaram o grupo da “montanha russa” para as fungdes com

assintota e a escada para a descontinua.

No Dynagraph, em geral, os alunos associaram os tipos de funcdes aos
comportamentos que cada uma apresentou, por exemplo, “grupo locomotiva” ou “bolinhas
proporcionais” para as fungdes afins, “grupo eldstico” ou “bolinha de um sentido” para as

fungdes quadraticas e ainda o “grupo pulo” ou “coelhinho” para fung¢des descontinuas.

A partir destas ideias e andlises dos alunos ¢ possivel auxilia-los e dar sentido a cada
comportamento por eles observado. E interessante perceber que os alunos, apesar de terem
apresentado algumas dificuldades, conseguem separar as fungdes apenas pelo comportamento

que elas apresentam.
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Sales (2008) apresentou um trabalho que permite analisar como os alunos classificam
as fungdes quanto ao seu comportamento utilizando-se de dois micromundos. A pesquisadora
buscou algo bem diferente da proposta dos demais pesquisadores. Houve uma preocupacao
com as variaveis: ao mudar a proje¢ao dos pontos para um plano de retas paralelas, criou-se

um facilitador para a analise de como varia cada variavel.

Neste trabalho, damos foco a representacdo cartesiana — trabalhamos a representacao
analitica a partir da modelagem de uma situagao problema —analisando o dominio das fung¢des
— como conjunto de valores possiveis da varidvel independente — e destacando os pontos
criticos da funcdo. Diferente do trabalho de Santos (2008) aplicamos as atividades propostas
e desta forma foi possivel uma analise mais detalhada dos resultados com relacdo a um
aprendizado significativo ou ndo por parte dos alunos. Mas, antes de apresentar nossa
proposta daremos destaque primeiramente a como os livros didaticos nacionais abordam esse

topico importante da matematica escolar.
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CAPITULO 2 - O ENSINO DE FUNCOES NOS LIVROS DIDATICOS NACIONAIS

2.1 — Algumas analises preliminares

Como ponto de partida para a escrita desta secao foram analisadas duas monografias —
(BOTELHO, 2005) e (SA, 2005) — que realizaram o mapeamento da abordagem de quatro
tipos de fun¢des em alguns livros didaticos nacionais. Em ambos os trabalhos o mapeamento
realizado tinha como foco observar de que modo o estudo da variabilidade dessas funcdes era
realizado, procurando assim identificar os principais elementos que compdem o feixe de
relagdes utilizadas na abordagem dos livros didaticos pesquisados. Botelho (2005) mapeou as
abordagens dos conceitos de func¢des afins e quadraticas em quatro livros do nono ano (antiga
8* série) do ensino fundamental e seis livros do 1° ano do ensino médio. Enquanto Sa (2005)
realizou o mapeamento das abordagens das fungdes exponenciais e logaritmicas em seis livros

do ensino médio.

Para a escolha dos livros didaticos os pesquisadores consideraram obras de autores
renomados ou que eram utilizados em escolas publicas da rede de ensino local (nos
municipios de Niterdi e Sao Gongalo). E, para a constru¢do dos mapas, os autores utilizaram

uma simbologia propria.

Para que os quadros a seguir fiquem mais claros vai a seguir algumas orientagdes dos
autores: Os tdpicos usados para o ensino de fungdes serdo representados no interior de

retangulos coloridos que serdo interligados a outros através de linhas ou setas.

Para diferenciar o tipo de abordagem que ¢ utilizada em cada topico as cores amarelo,
rosa e azul foram utilizadas. As cores amarelo e rosa foram empregadas para indicar
abordagens de naturezas algébrica e geométrica, respectivamente. A cor azul foi utilizada para
indicar a presenca de elementos que abordem o estudo da variabilidade das fungdes citadas.
As setas indicam o sentido do fluxo da relacdo entre os topicos e as linhas pontilhadas
indicam que a relagdo tem menor intensidade.

...0 que se pretende aqui ¢ verificar, mais especificamente, se a fungdo foi
caracterizada a partir do seu comportamento variacional, como ocorreu
historicamente. Assim, ao definir a escala, optamos por representar no mapa apenas

os caminhos relevantes para a sua compreensao, tendo em vista a projecao desejada.
(BOTELHO, 2005, p. 25)
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Tendo em vista que esta pesquisa tem também como objetivo investigar como o topico
fungdes ¢ abordado em livros didaticos mais atuais, escolhemos oito mapas de dois livros
didaticos analisados pelos pesquisadores € que recentemente foram aprovados pelo PNLD
2015 para efeito de ilustragdo. Os mapas construidos pelos autores foram elaborados com
base nas obras "Matematica: Contextos e Aplicagdes" e "Matematica: Paiva", tendo como
referéncias as edi¢des publicadas no ano de 2002'°.A seguir apresentamos 0s 0ito mapas

selecionados.
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Figura 14 — Mapeamento da abordagem da fungdo afim tendo
como referéncia o livro (PAIVA, 2002).
Fonte: Botelho (2005, p. 30)

POSICAD RELATIVA
ENTRE DUAS RETAS
TABELA DE l L3
VALORES 3
[ rock T -
LNCAO
- @A
R pe——
CARTESTAND
OEFINICAD |
J

[ Taxave
VARIACAO CRESCIMENTO €

DERESCIMENTO

|
) , 1
PROPORCIONAL IDADE | ZERO DA
& FUNCAC

P —
| EQuAgio 8o
| I* GRaAl

Figura 15 - Mapeamento da abordagem da funcdo afim tendo
como referéncia o livro (DANTE, 2002).
Fonte: Botelho (2005, p. 29)

16 Neste trabalho analisaremos também as edi¢cdes dessas obras publicadas em 2015.



TARELA DE | DEFINICAD Taxa o€
VALORES | VARIAGEO

DO VERTICE

EQUACAD DO
2 6rau

CONCAVIDADE [*—

|
I SINAL DA

FUNGAD
Vmﬁs
[ | mhasoe
WX ey AINIMO INEQUASDES
FLNGAD T

Figura 16 - Mapeamento da abordagem da fun¢do quadratica tendo
como referéncia o livro (DANTE, 2002).
Fonte: Botelho (2005, p. 41)

TABELA DE DEFINIGAD
VALORES I

CONCAVIDADE —+ MAXINO €

SINAL DA
FUNGAO

AFIM

l—1 INEQUADES

Figura 17 - Mapeamento da abordagem da fun¢do quadratica tendo
como referéncia o livro (PAIVA, 2002).
Fonte:Botelho (2005, p. 42)



DEFINICAO

Figura 18 - Mapeamento da abordagem da funggo
Exponencial tendo como referéncia o livro (PAIVA, 2002).
Fonte: Sa (2005, p. 37)
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Figura 19 - Mapeamento da abordagem da fun¢@o Exponencial
tendo como referéncia o livro (DANTE, 2001).
Fonte: Sa (2005, p. 43)
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BOUAQOES
LOGARITMICAS N w&uﬁ%
INEQUAQOES
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Figura 20 - Mapeamento da abordagem da fung@o Logaritmica
tendo como referéncia o livro (DANTE, 2001).
Fonte: Sa (2005, p. 44)

LOGARITMICAS
OPERADOR PROPRIEDADES PROPRIEDADES
LOGARITMO | DOS LOGAKITMOS DA FUNCAO

LOGARITMICA

LOGARITMICA

Figura 21 - Mapeamento da abordagem da funcdo Logaritmica
tendo como referéncia o livro (PAIVA, 2002).
Fonte: Sa (2005, p. 38)

Apos a analise dos livros didaticos e constru¢do dos mapas os autores chegaram as seguintes
conclusoes:

(...) o que observamos foi uma grande predominédncia, quase um monopolio, da
representacdo algébrica do conceito de fungdo. (...) uma auséncia quase total, nos
textos didaticos, de topicos que analisem o comportamento destas funcdes sob o
ponto de vista da variabilidade. (BOTELHO, 2005, p. 55)
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Na maioria das vezes, parece que a finalidade de estudar fungao ¢ treinar a resolver
equagdo e inequagdo ou construir graficos. (SA, 2005, p. 48)

O mapeamento dos livros didaticos que fizemos nos revela, em primeiro lugar, a
auséncia quase completa do estudo da variabilidade das fungdes exponencial e
logaritmica. Abordam o assunto com a predominancia de um viés algébrico, sendo
as defini¢oes dessas fungdes introduzidas normalmente através de suas formulas
algébricas. (SA, 2000, p. 48)

Apo6s uma breve descrigdo dessas duas pesquisas ndés podemos perceber que os livros
didaticos por eles analisados ndo apresentaram o ensino de fungdes do ponto de vista da
variabilidade. Fica explicito que o ensino de fungdes esta direcionado apenas a resolucao de
equacdes e inequagoes e a construcio de graficos. Nao houve uma preocupagao com o estudo
dominio e a construcdo da expressdo analitica da fungcdo a partir de problemas
contextualizados. Além disso, ndo ¢ citada a presenca de pontos criticos das fun¢des que sao

elementos essenciais para as caracterizagdes das mesmas.

Levando em consideracdo a analise feita por Botelho (2005) e Sa (2005), vimos que
em 2002 os livros didaticos exploravam poucas atividades contextualizadas e abordavam o
ensino de fungdes com um viés algébrico. Sera que esse viés persiste atualmente? Os livros
didaticos apresentam uma preocupagao maior com o estudo da variabilidade de funcdes? Ha
uma preocupacdo com a contextualizacdo e com o estudo do dominio das fungdes para além
da restricdo algébrica? Foi com esta motivacdo que realizamos nossa andlise dos livros
didaticos atuais. Antes, porém, nos debrucaremos sobre o Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD). Ao final de nossa andlise nds consideraremos apenas os livros que foram

aprovados no PNLD 2015.

2.2 - O PNLD do Ensino Médio (2015)

2.2.1 - Um breve historico

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) foi criado em 1929 com a
denominacdo Instituto Nacional do Livro (INL) e ¢ o mais antigo dos programas que

distribuem obras didéticas aos estudantes da rede publica de ensino brasileira.
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Em 1985, com a edi¢do do Decreto n® 91.542, de 19/8/85, foi criado o entdo Programa

Nacional do Livro Didético (PNLD) que trouxe, dentre outras, as seguintes mudangas:

¢ Indicacdo do livro didatico pelos professores;

e Reutilizacdo do livro, implicando a abolicdo do livro descartavel e o
aperfeicoamento das especificagdes técnicas para sua producdo, visando maior
durabilidade e possibilitando a implanta¢ao de bancos de livros didaticos;

¢ Extensdo da oferta aos alunos de 1* e 2* série das escolas publicas e comunitarias;

e Fim da participacdo financeira dos estados, passando o controle do processo
decisorio para a FAE e garantindo o critério de escolha do livro pelos professores.

Em 2002 inicia-se a distribui¢do integral dos livros didaticos para as séries finais do
ensino fundamental, mas ¢ apenas em 2005 que ha a primeira distribui¢do parcial dos livros
didaticos para o ensino médio, contemplando apenas as disciplinas de portugués e matematica
com distribuicao para a 1° série das regides norte e nordeste. A partir do ano 2006 inicia-se a
distribuicao parcial dos livros didaticos para todas as regides do pais. E aos poucos vao sendo
inseridos livros didaticos de outras disciplinas. Atualmente, o PNLD ¢ voltado para toda a

educacdo basica, exceto a educacdo infantil.

A insercao dos livros didaticos de forma gratuita no ensino médio ¢ algo relativamente
recente nas escolas publicas. Além da preocupacdo em contemplar todos os alunos também

ha uma inquietacdo com a qualidade do material como veremos a seguir.

2.2.2 - Orientagoes gerais para as colegoes

Hé diversas orientagdes do Programa Nacional do Livro Didéatico (PNLD), algumas
sdo gerais para os livros didaticos e outras sdo especificas para cada disciplina. A Matematica
¢ usada nos dias atuais para "fazer estimativas e previsoes, ler, interpretar e organizar dados,
(...) compreender e utilizar conceitos e procedimentos matematicos na resolugdo de problemas
em muitas areas do conhecimento ou no dia a dia. "Desta forma, o livro didatico deve

contemplar formas que capacitem o aluno a:

1. Usar com autonomia o raciocinio matematico, para a compreensdo do mundo que
nos cerca;

2. Raciocinar, fazer abstragdes com base em situacdes concretas, generalizar,
organizar e representar;

3. Planejar agdes e projetar solugdes para problemas novos, que exigem iniciativa e
criatividade;

4. Resolver problemas, criando estratégias proprias para sua resolugdo, ou utilizando
estratégias convencionais, desenvolvendo a imaginagdo e a criatividade;
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5. Compreender e transmitir ideias matematicas, por escrito ou oralmente,
desenvolvendo a capacidade de argumentagio;

6. Estabelecer relacdes entre os campos da Matematica e entre esses € outros campos
do saber;

7. Relacionar conceitos e estratégias de diferentes campos matematicos, sendo capaz
de identificar diferentes formas ou abordagens para resolver problemas;

8. Interpretar matematicamente situacdes do dia a dia, e também do mundo
tecnoldgico e cientifico;

9. Avaliar se resultados obtidos na solugdo de situagdes-problema sdo ou ndo
razoaveis;

10. Fazer estimativas mentais de resultados ou calculos aproximados;

11. Utilizar as novas tecnologias da informagdo e da comunicagdo. (PNLD, 2014,

p.16)

Os objetivos acima propostos devem permitir que todo o processo de ensino
aprendizagem ocorra de maneira adequada permitindo que o aluno desenvolva além do saber
matematico, a habilidade intuitiva e a capacidade de raciocinar. H4 uma preocupacdo com o
trabalho coletivo, com o raciocinio l6gico dedutivo e ainda com a inser¢ao de conteudos
basicos relativos aos campos Numeros e Operagdes, Algebra, Geometria, Grandezas ¢

Medidas e Tratamento da Informacao.

O ensino de Matematica, no contexto do Programa Nacional do Livro Didatico

(PNLD, 2015), deve capacitar os estudantes para, entre outras:

Saber empregar os conceitos e procedimentos algébricos, incluindo o uso do
conceito de fungdo e de suas varias representacdes (graficos, tabelas, formulas etc.) e
a utilizacdo das equagodes. (PNLD, 2015, p. 13)

Reconhecer regularidades e conhecer as propriedades das figuras geométricas planas
e solidas, relacionando-as com os objetos de uso comum e com as representagdes
graficas e algébricas dessas figuras, desenvolvendo progressivamente o pensamento
geométrico. (Ibdem)

Sera que os livros aprovados seguem exatamente as orientacdes do PNLD? Faremos
uma breve anélise das colecdes aprovadas pelo PNLD 2015 e tentaremos perceber a qualidade
e também os problemas encontrados em cada cole¢cdo com relagdo a apresentacdo do tema

fungoes.

2.3 - Analise das colecoes

De uma forma geral, os professores utilizam os livros didaticos como principal recurso
de ensino. Deste modo os livros considerados "aptos" para o uso dos professores regentes do
ensino fundamental e médio tem a avaliacdo realizada pelo PNLD que procura observar de
forma criteriosa de a qual forma cada tema deve ser abordado. Entretanto o que queremos

observar, tal como fizeram Botelho (2005) e S& (2005), ¢ se estes livros estdo apresentando
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uma abordagem significativa do ponto de vista da variabilidade da fun¢do estudada. Se eles
consideram a presenca ou ndo de elementos que possibilitem uma abordagem dindmica deste
conceito. Assim, tendo como referéncias os seis livros aprovados pelo PNLD (2015) nos
faremos uma breve sintese sobre como o tema fungdes ¢ abordado em cada colecao aprovada.
Os livros serdo apresentados de forma codificada — chamaremos os livros aprovados de L1,
L2, L3, L4, L5 e L6.!7 A seguir sdo apresentadas as sinteses das resenhas dos livros aprovados
no que diz respeito a abordagem do ensino de fungdes, publicada no Guia de livros didaticos

(PNLD 2015).

O livro L1, segundo o Guia, apresenta uma boa exploragdo das fungdes afins,
quadratica, exponencial e logaritmica, entretanto “a conexdo das funcdes afins e quadraticas
com as respectivas equacdes algébricas ¢ muito superficial.” Ja as sequéncias sdo definidas

apenas como progressao aritmética e geométrica.

Com um julgamento positivo, os avaliadores do PNLD afirmam que o livro L2 expde
as funcdes através de atividades contextualizadas, o que possibilita a articulagdo com as
sequéncias aritméticas e geométricas € com outras areas do conhecimento como fisica e

biologia.

-

/. E possivel provar que, se r é a razdo da primeira PA,
Ue 3 entdo a razao da Gltima PA serd 2ar’. Constate esse
renca dos termos conse fato nos dois exercicios anteriores

78. Dada a progressdo aritmética1,4,7,10,13,16, .. 3n + 1,
e a fungdo quadratica flx) = 4x® — 4x + 1.
a) verifique que a sequéncia formada pela diferenca
! » ' g i dos termos consecutivos de f(1), f{4), (7). f10), f13),
L 30 Quadra 3 fix ¥ x4 verifique que ﬂ]ﬁ). vvf(3" " ])' éuma PA, ]
' sequencia formada pela diferenca dos termos con b) determine as razdes da primeira e da Gitima PA
Constate que, se r é a razdo da primeira PA, a razio
é uma PA da ultima pode ser encontrada por 2ar’."”

Zn +

Acutivese dea #13 " # fie 711 i 1
OLUTIVOS de 13 5} fi7 (9] fini fi2n i),

Capltulo 4 + Funclo quadratica E

Figura 22 — Exemplo dado pela autora do trabalho.
Fonte: (DANTE, 2014, p. 135)

3

Entretanto, os avaliadores apontam que: “... por vezes, na escolha do conceito matematico

para abordar um fendmeno, nao se discute o carater aproximado do modelo abstrato adotado.”

7 As codificacdes encontram- se no anexo 2.
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42.Dada a progressao aritmética —-2,3,8,13,18,23. .ea  45.Fisica

fungdo afim flx) = 3x — 1. Um ponto material percorre um trajeto retilineo com

a) determine a razao dessa progressdo aritmética; velocidade constante. A posicio desse ponto mate

b) verifique que f(-2), f(3), f8), f(13), f18), f(23), ... & rial no instante t; = 0 5 é S, = 100 m e, no instante
tambémiu_mggrqg{e_isjo aritmeética (PA); t=50s565=400m

c) determine arazao dessa nova progressao aritmeética. t.=0 t=50s § (o
oy O 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

43.Se tivermos uma PA x,, x;, ..., X;, ... de razdo 3 que é
levada a outra PA y,, y;, .., yu ... pela fungdo afim Nessas condicdes, determine
flx) = 4x + 1, qual € a razdo dessa segunda PA? a) a velocidade desse ponto material; v

i b) a funcdo da posicdo em relagao ao tempo;

601 0

44.5e f IR — R é uma funcao afim que transforma a PA :
2,4,6,8,10,12,14, ..em outra PA 9,17, 25, 33,41, 49,57, €) a posicao no instante £ = 10 5;
, qual é a lei dessa fungdo afim? flx) = 4x 41 d) o instante em que a posicao S€1000 m. ¢

Figura 23-Exemplo dado pela autora do trabalho
Fonte: (DANTE, 2014, p. 91)

O livro L3, segundo os autores do Guia, possui uma preocupacao em trabalhar
questdes contextualizadas e pode-se observar a riqueza de diferentes tipos de representacdes

como a utilizagdo de diagramas, graficos e representagdes algébricas.

Com respeito ao livro L4, avaliam que esta cole¢do “trabalha bem” a noc¢ao de funcao
com base em situagdes do cotidiano que envolva relagcdes entre grandezas, favorecendo
portanto a atribuicdo de significados pelo aluno. J4 como aspecto negativo aponta que, “em
alguns casos, sem justificativa, os graficos sdo apresentados usando apenas alguns pontos do

plano cartesiano.”

O livro L5, segundo os avaliadores do Guia, apresenta as fungdes através das relagdes
entre grandezas e articula bem as diferentes formas de representacdes das funcgdes.
Observaram, contudo, que nas conversdes entres as diferentes representacdes nao sdo levados
em consideracdo, de modo preciso: o dominio, o contradominio ¢ a lei de formagdo das

fungdes.

Com relagdo a sexta colegdo aprovada, L6, os autores do Guia observaram que o texto
trabalha com bons exemplos que incentivam a relagdo entre grandezas de forma a permitir
uma melhor compreensdo do conceito de funcdes. Todavia, a caracterizagdo do conceito
como relacdo entre conjuntos ¢ realizada modo inadequada. H4 uma preocupagdo em
trabalhar de forma contextualizada. As sequéncias sao bem definidas como fungdes e as
progressoes aritméticas e geométricas sdo bem relacionadas com as funcdes afim, quadratica e

exponencial.
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Em geral, os livros atuais apresentam uma maior preocupac¢ao com a ideia de funcao
como relacdo entre grandezas. A introducdo do tema ¢ realizada com base na exploracao de
situagdes problema — no qual o conceito de funcdo ¢ apresentado como relagdo entre
grandezas — o que nao garante, de certo modo, que a abordagem realizada contemple os
elementos colocados como metas pelo nosso trabalho. Cabe destacar que todas as colegdes
apresentaram uma preocupa¢do com a inser¢do do conteudo sequéncia. Cada um a sua
maneira, mas a partir sempre da observagdo de regularidades. E o PCN ¢ muito claro com
relacdo a este tema:

Com relacdo as sequéncias, ¢ preciso garantir uma abordagem conectada a ideia de
funcdo, na qual as relagcdes com diferentes fungdes possam ser analisadas. O estudo
da progressao geométrica infinita com raz@o positiva e menor que 1 oferece talvez a
unica oportunidade de o aluno estender o conceito de soma para um numero infinito
de parcelas, ampliando sua compreensio sobre a adi¢ao e tendo a oportunidade de se
defrontar com as ideias de convergéncia e de infinito. Essas ideias foram e sdo

essenciais para o desenvolvimento da ciéncia, especialmente porque permitem
explorar regularidades. (BRASIL, 2002, p. 121)

Esta articulacdo entre o topico de fungdes com as progressdes, por meio do estudo de
regularidades, ¢ um ponto bastante positivo das cole¢des aprovadas. Cabe observar que esta

articulagdo era pouco ou nunca explorada pelos livros didaticos mais antigos.

Entretanto, apesar de sinalizar o uso de aplicativos computacionais, os livros didaticos
aprovados pelo PNLD (2015) minimizam o uso desses recursos. Eles o indicam apenas para
facilitar a resolug@o de alguns calculos, para “plotar” graficos ou para estimular pesquisas na
internet.

O uso de aplicativos computacionais, que permitem visualizar o grafico de fungdes,
ajuda tanto a perceber as propriedades dos seus varios tipos, quanto a fazer
experimentos com maior riqueza de exemplos. Por isso, ¢ elogiavel a tendéncia,
observada em alguns materiais didaticos destinados ao ensino médio, de empregar

os referidos aplicativos como recursos para a aprendizagem da Matematica. (PNLD,
2015, p. 95)

Ao analisar a cole¢ao Conexoes com a Matematica, o guia da colecdo expoe que:

Em alguns momentos, [na cole¢do] hé incentivo ao uso de softwares matematicos e
de calculadoras. Mas, (...) a prioridade € para os aspectos técnicos em detrimento
dos pedagdgicos, o que pouco contribui para a elaboragdo ou validacdo de
conjecturas por parte dos alunos. (PNLD, 2015, p. 27)

Ao analisar o PNLD 2015, percebe-se que os livros didaticos aprovados ndo

incentivam a utilizagdo de aplicativos computacionais. Alguns apresentam os recursos, porém
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ndo ha uma proposta integrada e adequada para o seu uso em proveito de um estudo mais

dinamico do conceito de fungao.

Apesar da preocupacdo em incluir a relacdo entre grandezas e temas que possibilitem
aos alunos a busca pela regularidade, cabe aqui destacar que nada foi falado sobre o
comportamento variacional das fungdes. Ainda ha um "abismo" entre “apresentar as funcdes
como relacdo entre grandezas™ e “realizar um estudo efetivo de fun¢des no contexto de
variagdes de grandezas”. Produzir material didatico para essa empreitada € um dos objetivos

deste trabalho.

Faremos agora uma analise comparada dos livros analisados por Botelho (2005) e Sa
(2005) — Matematica: Contextos e Aplicacdes e Matematica: Paiva— com suas versoes atuais —

L2 e L3, respectivamente — aprovadas pelo PNLD (2015). O que mudou? Se ¢ que mudou.

2.4 - Analise comparada

Para a realizacdo da nossa andlise nds tomaremos como referéncia os mapas
produzidos por Botelho (2005) e Sa (2005), utilizando a mesma simbologia € 0 mesmo padrao

de cores adotado pelos autores:
Algebra . Calculo . Geometria

Para cada uma das colegdes L2 e L3 serdo construidos novos mapas relativos as
fungdes afim, quadratica, exponencial e logaritmica, analisadas por Botelho (2005) e Sa

(2005) em edicdes anteriores dessas obras.

2.4.1 — Analise comparada do livro L2

Esta colegdao possui uma secdo com Matematica e Tecnologia, que apesar de se
apresentar ainda de forma muito superficial, expde o grafico da parédbola usando o Geogebra.
Este recurso ¢ utilizado apenas para a construcdo dos graficos em todos os tipos de fungdes
apresentadas. No que diz respeito a articulagdo do conceito de funcdo com o estudo das

sequéncias € com sua aplicacdo em outras areas, observa-se uma coeréncia com as orientagdes
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preconizadas pelos PCN. Entretanto, o estudo do dominio das fungdes ¢ realizado apenas com

base no universo das restrigdes algébricas das expressdes analiticas que as definem (ver figura

24).

Figura 24 - atividade de dominio de fungdes.
Fonte: (DANTE, 2014, p. 48)

Mapeamento - Dante -2014 - fung¢des afins

Fisica Tabela de
valores
Progressdo ‘
Aritmética
Situacdes | *| Definigio
iniciais 1—
=l
':\::o Estudo do
Crescimento e sinal
I Decrescimento
‘ Propordomldode v T
v Zeroda
Fungbes Fungdo
Fungdo Poligonais/ Afins v
Médulo [* por partes Inequagdes

Figura 25 — Mapeamento da funggo afim do livro do Dante 2014

Para o estudo das funcdes afins, além dos topicos abordados no mapeamento feito por
Botelho (2005), foram acrescentados os temas: equag¢do da reta, progressdo aritmética e
aplica¢do na fisica. Houve uma preocupagdo em trabalhar de forma contextualizada com a

fisica e apresentar as funcdes através das progressoes aritméticas. A fun¢do modular foi
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incluida no mapa apenas para indicar que houve uma preocupacgdo do autor com o momento
para inser¢do deste tema. Nao obstante, ndo entraremos em detalhe por ndo ser nosso foco na

pesquisa.

Mapeamento - Dante -2014 - fun¢des quadraticas

Sinal

Tabela de l
valores SkuscBes em que
aparecem as fung¢des Inequagdes
| [
Defin <
Valor da icdo Fisica
Fungdo
l 0 Coordenadas | Forma
Zero da Progressdo Aritmética/ Do Vértice Candnica
Funcgdo PA de 22 ordem L
'Mem da Valores

Intersecdo Forma 5
com o0s ‘ Fatorada E 2 ‘

Figura 26 - Mapeamento da fungdo quadratica do livro do Dante 2014

Com relagdo ao mapeamento feito por Botelho (2005) do livro (Dante, 2002) para o
estudo das fungdes quadraticas, houve mudangas bem significativas. Foram retirados os
topicos “taxa de varia¢do” e “inclinac¢do da reta”. Em contrapartida, houve um acréscimo de
topicos como “situagdes em que aparecem fung¢des”, mais especificamente na geometria ¢ na
fisica. O texto aborda de forma breve os tdpicos Progressdo Aritmética e Progressdao
Aritmética de 2° ordem. Sao apresentadas também a forma fatorada e a forma canonica, esta
para visualizar pontos de maximo e minimo sem utilizar a formula dos vértices. E por fim, a

intersecdo do grafico das fungdes com os eixos coordenados.

Em um contexto geral os pontos criticos sdo muito bem explorados na fungao
quadratica. As atividades apresentadas trabalham, além dos conceitos basicos, a constru¢ao da

expressdo analitica da fungdo através de problemas contextualizados (fig.27).
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59. w (UFPE) Num voo com capacidade para 100
pessoas, uma companhia aérea cobra R$ 200,00 por
pessoa quando todos os lugares sao ocupados. Se
existirem lugares nao ocupados, ao preco de cada
passagem serd acrescida a importancia de R$ 4,00 por
cada lugar ndo ocupado (por exemplo, se existirem
10 lugares nao ocupados o preco de cada passagem
sera R$ 240,00). Quantos devem ser os lugares nao
ocupados para que a companhia obtenha o fatura-
mento maximo? 25 lugares,

Figura 27— Problema envolvendo fungdes
Fonte: (DANTE, 2014, p. 125)

Mapeamento Dante (2014) - Funcido Exponencial

Tabela de
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e
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T Funcdo
Funcdo e* Exponencial e
Progressdes
Numero irracional |mqua¢o
e =2718281 ... Exponencial

Figura 28-Mapeamento da fungdo Exponencial do livro do Dante 2014

Ao comparar a andlise feita por S& (2005) do capitulo do livro que trabalha com
funcdes exponenciais, nota-se que foi alterada a ordem em que se apresentam as propriedades
de potenciacdo e ainda foram acrescentadas as propriedades de radiciagdo. Agora estas
propriedades vém logo apds a defini¢ao de funcao exponencial. Outra mudanga que ocorreu

foi a inclusdo do estudo das progressdes geométricas e ainda a aplicagdo deste tema em outras
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areas do conhecimento. Vale ressaltar que o livro faz uma breve caracterizacdo da fungao tipo

exponencial transformando P.A em P.G.

Mapeamento - Dante -2014 - funcio Logaritmica

Calculo de Funcdo
Logaritmos Exponencial
3 v
Equacho Fungdo
Inversa
Exponencial Logaritmo
Mudanca l Definicdo
de Base Propriedades Fungdo
Operatorias Logaritmica
; v
i Cond.ﬁ-o:e Tabela de
Logaritmicas Existéncle dos
Logaritmos valores
Funcgdo
Equaces Crescente e
Logaritmicas Decrescente

Figura 29-Mapeamento da fung@o logaritmica do livro do Dante 2014

Na abordagem da fung¢do logaritmica houve apenas uma mudanga: a retirada do topico

Co-logaritmo. O livro apresenta a caracterizacdo da fungdo logaritmica com base na

propriedade f(x;.x5) = f(x1) + f(x2).

H4 uma preocupacdo com as propriedades logaritmicas antes de se apresentar a
funcdo. E também a exploragdo da funcao inversa para explorar o fato de a funcao logaritmica

ser o inverso da exponencial.

2.4.2 - Analise comparada do livro L3

O livro Matematica: Paiva apresenta um capitulo introdutério que aborda dominio e

imagem de fun¢do em um contexto geral. Nos capitulos subseqiientes nao se da mais énfase
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ao estudo de dominio e imagem de fungdes, mas apresenta atividades em que o dominio ¢
explorado de forma contextualizada (ver figura 30). E no final de cada capitulo hd uma secao
denominada Matematica sem Fronteiras que normalmente trabalha alguma atividade de

forma contextualizada trazendo uma curiosidade para o aluno.

Figura 30 — Exercicio contextualizado
Fonte: (PAIVA, 2013 p. 135)

Seguem algumas atividades do livro que exploram problemas contextualizados e que
estimulam o aluno a determinar a expressdo analitica através da situacdo problema

apresentada.

P Descja-se construir uma calgada, de largura cons-
tante x, em metro, contornando dois lados consecu-
tivos de um jardim de forma retangular, conforme
mostra a figura abaixo.

P——————
am S s
a) Expresse a drea A da calgada, em fungio de x.
b) Qual serd a drea da calgada se x = 3m? 36m’
©) Qual deverd ser a medida x, em metro, para que
a drea da calada seja 4,75 m'? 0.5 m

Figura 31 — Exercicio contextualizado
Fonte: (PAIVA, 2013, p. 176)
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‘41 Em uma ocorréncia policial, foi isolada uma regiro!
retangular com trés lados formados por uma corda
com 20 m de comprimento, e o quarto lado em um
muro, onde foram fixadas as extremidades da cor-
da, como mostra a figura abaixo. Qual é a maior
drea possivel da regido isolada, sabendo que o muro
tem extensdo suficiente para conter um lado de
qualquer retingulo que possa ser formado nas con-
digoes enunciadas? s0m’

/m

Muro

= |

Figura 32 — Exercicio contextualizado.

Fonte: (PAIVA, 2013, p. 180)

Com relagdo ao uso de softwares, nada ¢ apresentado dentro do tema Fungdes. O livro
ndo apresentou nenhum tipo de abordagem deste tipo. Apesar de o PNLD trazer como

orientacdo a inclusao desse recurso.

Mapeamento Paiva 2013 - Func¢io Afim

Tabela de :
valores r_ Definigdo ... 3
: z
Fungdo '
Linear :
Estudo do ;
Sinal 3
Inequacgdes
Proporcionalidade '
ms da Fungdo =

Figura 33-Mapeamento da fungédo afim do livro do Paiva 2013

O mapeamento do topico fungdo afim apresentou diversas alteragdes se comparado

com o mapeamento do livro (Paiva 2002) feito por Botelho (2005). Nesse novo mapa foram
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incluidos trés topicos: “Retas de Tendéncia”, “Taxas de Variagdo” e “Proporcionalidade”. O
tema “Retas de Tendéncia” apresenta as fun¢des afins como uma melhor aproximagdo dos
pontos de determinada pesquisa no qual os dados nao sdo apresentados por pontos do grafico,
mas necessariamente alinhados. Os temas “Proporcionalidade” e “Taxa de Variagdo™ estdo
atrelados ao estudo da variagdo da fun¢do de forma bem sucinta. Alguns topicos ndo foram
tratados com tanta relevancia como, por exemplo, o estudo do crescimento e decrescimento

desse tipo de fungao.

Mapeamento Paiva 2013 — Func¢ido quadratica

Tabela de Defini¢do
valores
Sinal da
Fungdo
Quadratica
: Valores
l Maximo e
Inequagdes Minimo
Pontos
Notaveis Vértice

Figura 34-Mapeamento da fungdo quadratica do livro do Paiva 2013

O novo mapa da fun¢do quadratica nao apresentou muitas alteragdes com relagao ao
mapa elaborado por Botelho (2005). A ideia de maximos e minimos ¢ trabalhada através da
formula que determina o vértice da pardbola. Este capitulo do livro possui atividades que
exploram maximos e minimos. E um capitulo bem curto se comparado com o livro (Dante,

2014).
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Mapeamento Paiva 2013 - Fun¢io Exponencial

Tabela de Problemas mw,
Valores introdutérios Notagdo
; Cientifica
' -
Definiclo Potenciagdo
Fungdo
Crescente e elxneq n;cial Equagdo
Decrescimento | Exponencial

Figura 35-Mapeamento da fung@o exponencial do livro do Paiva 2013

O novo mapa da fun¢@o exponencial ndo apresentou muitas mudangas com relagdo ao
elaborado por Sa (2005). O capitulo inicia apresentando as propriedades de potencia, em
seguida ele explora a notacao cientifica e propriedades de radiciagdo. Inicia a parte de fungdes
com uma apresentacao apenas da constru¢ao dos graficos e como eles se apresentam. Conclui
falando de equagdo e inequagdo exponencial. Vale ressaltar que as atividades apresentadas
nesta se¢ao sao contextualizadas.

Mapeamento Paiva (2013) - Funcio Logaritmica

Fungdo Definicdo de Historia da
exponencial Logaritmo [*"77] origem dos
T Logaritmos
Propriedades
dos Logaritmos Inequagdo
Logaritmica
Defini¢do Fungdo
Crescente e
l Decrescimento
Propriedades da
Tabela de FuncBo e
S Logaritmica Logaritmica

Figura 36-Mapeamento da funggo logaritmica do livro do Paiva 2013
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No novo mapa da fun¢do logaritmica foi retirado “Operador Logaritmo™ e incluido o
topico “Histéria da origem dos Logaritmos”. Este capitulo apresenta inicialmente as
propriedades logaritmicas, em seguida fala-se em funcdo logaritmica. Houve uma
preocupacdo em comparar os graficos da fun¢do exponencial e logaritmica. Esta secao

termina falando de equagdo e inequacao.

2.4.3 - Comparacao de uma forma geral

Apo6s a comparagdo feita analisando os mapas dos livros didaticos de (DANTE, 2002)
e (PAIVA, 2002) feitos por Botelho (2005) e Sa (2005) com os livros L2 e L3 aprovados pelo
PNLD 2015, observam-se claramente as mudangas que ocorreram nao s6 com relacdo a

estrutura dos livros, mas com a abordagem.

O livro L2 apresentou algumas mudangas. Houve uma exploragdo maior de atividades
contextualizada que permitem um aprendizado mais significativo do conceito de funcdes.
Foram inseridas situagdes que estimulam o aluno a construir a expressao analitica da fungdo.

Foram também trabalhadas atividades que englobassem P.A e ainda os conceitos da fisica.

O livro L3 apresentou poucas mudangas significativas. Nao fez articulacdo com o
estudo de sequéncias (PA e PG) e nem faz referéncia ao uso de recursos computacionais na

abordagem do estudo de fungdes.

Em consonancia com as ideias observadas em Dassie e outros (2010), Sa (2005) e
Botelho (2005), observa-se uma predominancia algébrica e estatica do conceito de fungao.
Segundo Dassie e outros (2010) “[...] o carater dindmico do conceito de fungdo ¢ muito pouco

abordado.”

Se observarmos neste periodo de 2002 a 2015, os livros analisados ndo apresentaram
melhoras significativas no que diz respeito ao estudo das fung¢des reais no contexto da
variabilidade. Mas esse ¢ o proposito de nosso trabalho. No capitulo seguinte apresentaremos
uma proposta de atividades, que procura contemplar sob alguns aspectos, o estudo das

fungdes nesse novo contexto.
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CAPITULO 3 - UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES DINAMICAS PARA O ENSINO
DE FUNCOES

Neste capitulo apresentaremos nossa proposta de atividades para a abordagem do
conceito funcdo no ensino médio (se¢do 3.2). Antes, porém faremos a andlise da algumas
questdes preliminares que justificam a nossa proposta.

3.1 — Algumas questdes preliminares

Ao ensinar Calculo, os professores do ensino superior observam muitas dificuldades
dos alunos com relacdo ao conceito de fung¢do (Rezende, 2003 e 2013; Cabral, 1998;
Domingos, 2002; Sierpinska, 1987). Cabral (1998) e Rezende (2013), por exemplo, relatam
sobre a dificuldade encontrada pelos alunos no ensino superior em desenvolver habilidades
para construir a expressdo analitica de uma func¢do a partir de uma situagdo problema
proposta. A falta de exercicios contextualizados e o excesso de atividades que apresentam um
viés algébrico no desenvolvimento desse topico no ensino basico podem ser talvez algumas

das razdes para as dificuldades apresentadas pelos alunos.

Esta conjectura, que vimos anteriormente, ¢ ratificada pelos trabalhos de Botelho
(2005) e Sa (2005), que observaram que a abordagem do conteudo de fun¢des vinham sendo
trabalhados nos livros didaticos de forma estatica sem se preocupar com o modo como as
variaveis dependentes e independentes se relacionavam e de que forma se dava a relacao entre

suas variagoes.

Apds uma comparacao feita entre o mapeamento de dois livros didaticos aprovados
pelo PNLD 2015e os mapas construidos por Botelho (2005) e Sa (2005) desses mesmos livros
dez anos atras (ver secao 2.4), observou-se que houve uma melhora na abordagem de
conteudos. Apresentam, por exemplo, relagdo entre funcdes e sequéncias numéricas (PA e
PG), além de apresentar exercicios contextualizados de funcdes relacionados ao universo da
Fisica e da Biologia, dentre outros. Porém ainda hd muito que mudar. Pouco se fala sobre os
pontos criticos das fungdes. O estudo de maximos e minimos de fungdes fica restrito ao
estudo das fun¢des quadraticas no qual os alunos sdo treinados e acabam associando esta ideia
ao uso das formulas das coordenadas dos vértices da parabola, sem entender bem o porqué de

estarem aplicando esta formula.
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A partir da revisdo de literatura realizada em (2.2.1) destacou-se diversas tentativas de
modificar a abordagem usual do conceito de fun¢do no ambito do ensino médio. (SANTOS,
2008), (SALES, 2008) e (OLIVEIRA E DORINI, 2013) foram alguns dos trabalhos
estudados. Os dois ultimos utilizaram softwares de geometria dindmica para o
desenvolvimento das atividades propostas. Assim como Oliveira e Dorini (2013), também
optamos pelo uso do Geogebra por se tratar de um software livre e por ter uma interface bem
amigavel com o0s nossos propodsitos. Sales (2008), utilizando o micromundo Dynagraph,
desenvolve atividades para o ensino de fungdes, pois considerou uma nova representacao das
fungdes através de eixos paralelos. Entretanto, apesar de bem original, nds preferimos
explorar em nossas atividades a representagdo cartesiana. Entendemos que esta representagao
¢ boa e a mais indicada para observarmos os pontos criticos, intervalos de crescimento ou

decrescimento e as "formas" como se da a variagao da fungao.

Nosso trabalho, por exemplo, tem a intencdo de abordar questdes de otimizagdo a
partir de uma interpretacdo intuitiva do grafico (cartesiano) da fung¢dao e uma estimativa
geométrica dos pontos 6timos com o auxilio do software. Pretende-se, portanto que o aluno
seja capaz de entender a ideia de ponto de maximo local. Pensar que os valores da fun¢do, em
uma vizinhanca do ponto 6timo, crescem até a varidvel independente “atingir” este ponto e
depois decrescem a partir deste ponto (figura 37). Nao se pretende aqui que o aluno determine
o valor exato do ponto 6timo — ainda que na grande maioria das atividades pensadas isto sera

possivel, mesmo sem os recursos do calculo diferencial®®,

Figura 37 - Funcio com ponto de Figura 38 - Funcdo com ponto de
maximo minimo

Foi pensando nisso e na simplicidade dos contextos geométricos que optamos por
desenvolver as atividades a partir de problemas geométricos. Cabe destacar com relacao a

isso, que o texto Geometrical Adventures in Functionland,de Arcavi e outros (1987), serviu

18 Algumas solucBes apresentadas tém justificativas essencialmente geométricas.
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como motivagdo inicial para a elaboragdo das nossas atividades. A sequéncia didatica
proposta pelos autores relaciona o estudo fungdes algébricas com problemas envolvendo
situagdes geométricas com quadrilateros. Sao atividades que exploram um certo tipo de
"geometria eléstica". As atividades consistem na tarefa de determinar a expressao da area de
figuras planas que sofrem deformagdes em func¢do da variacdo de outra grandeza geométrica.

Segue um exemplo:

Figura 39—ilustracdo do problema selecionado do artigo “Geometrical Adventures in Functionland”

A partir da imagem proposta, pede-se no problema exposto que o aluno determine a
expressdo analitica da 4rea da parte mais escura (regido compreendida entre os dois quadrados
concéntricos da figura) em fungdo da varidvel x (medida do lado do quadrado interior) e

discuta sobre o dominio dessa funcao.

Apesar das atividades se utilizarem apenas de material impresso, vé-se claramente a
intencdo de explorar aspectos dindmicos na abordagem do conceito de funcdo. Discute-se o
dominio da fung¢do a partir da interpretagdao da variagdo de grandeza independente no contexto
do problema. A expressdo analitica, assim como o dominio, ndo ¢ explicitado. Eles precisam
ser determinados pelo aluno no ato de imaginar a deformacdo elastica possivel da figura
apresentada. Vale ressaltar a simplicidade das questdes propostas por este texto. Sdo questdes
com conceitos basicos de geometria: area de figuras planas simples (triangulo, quadrado),
perimetro, diagonais de quadrados, etc. E todas recaem em fungdes polinomiais do 1° grau e

do 2° grau.

Assim, motivados pela simplicidade dos contextos geométricos propostos na
geometria elastica de Arcavi e outros (1987), construimos nove atividades com o Software
Geogebra. Dois principios basicos balizaram a elaboracao das atividades: acreditar que o
ensino de fungdes deve ser abordado como relacdo entre grandezas (varidveis), a partir de

problemas propostos e ndo a partir de defini¢des algébricas por meio de expressoes analiticas
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ja dadas; que a determina¢do do dominio de uma fun¢@o deixe de ser apenas o estudo de uma
restricdo algébrica de sua expressdo analitica, mas que seja ele estudado a partir da

interpretagdo do significado atribuido a varidvel independente no contexto apresentado.
Assim sendo, para todas as atividades propostas elencam-se os seguintes objetivos:

(1) determinar a expressdo analitica de uma fungdo a partir de uma situagdo problema

apresentada;

(i1) determinar o dominio de uma fungdo a partir da interpretacao do significado atribuido a

variavel independente no contexto do problema apresentado;

(i11) iniciar o estudante em problemas de otimizagao a partir de ideias e interpretacdes graficas

e intuitivas da variacdo de uma fung¢ao na vizinhanga de um ponto 6timo.

Todas as atividades interativas construidas com o Geogebra encontram-se disponiveis

no GeoGebra Tube.

3.2 - A proposta de atividades

Na apresentagdo das atividades fizemos um "print" das imagens da tela de trabalho do
Geogebra ap6s a movimentagdo e exibicdo da ajuda. Cabe destacar que a tela inicial da
atividade ndo contém as dicas (os alunos ¢ que devem solicitar "ajuda" ao interagir com o
aplicativo). A maioria das fun¢des que modelam os problemas propostos se apresenta como
funcdo afim ou quadrética. Todas as atividades pedem a expressdo analitica, dominio da
fungdo, ponto de maximo e ponto de minimo, quando for o caso. Além disso, todos os applets
apresentam duas janelas de visualizacdo: uma contendo a animacao da situagcdo problema e
outra que apresenta uma representacdo grafica da funcdo. A seguir apresentaremos uma

descri¢ao detalhada das nove atividades propostas.
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3.2.1 - Atividade 1

Esta atividade foi inspirada no texto de R. Hershkowitz, A. Arcavi& T. Eisenberg.
1987. Na janela de visualizagdo esquerda observa-se um quadrado ALJK de lado medindo
4centimetros ¢ AEIH um outro quadrado interno a este com um vértice em comum e lado
medindo x centimetros. Na janela de visualizagao 2, observa-se o grafico da area do poligono
ELJKHI em funcao da variavel x. Sabe-se que a area S do poligono ELJKHI varia de acordo

com o valor de x escolhido.

Aguve Bty Evte Opgles Fermamentss Svess Apdd Ererar

(&

' Jenels oo Veataagho

| Grafico da area do haxhgono ELJKHI
Precisa de ajuda? Clique nas calxas a seguir, | e fungho do lade x do quadrado AEIH

*

Ervaca

Figura 40 - [lustracdo do applet da versao interativa da atividade 1 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mAr3mCzV

Esta atividade pede para que o aluno determine a expressdo analitica da area do
poligono ELJKHI em fun¢do de x (medida do lado do quadrado ALJK), estudar o dominio e
determinar os pontos 6timos da fun¢do. Esta situacdo problema recai em uma restricdo da
funcdo quadratica (muito conhecida pelos alunos do ensino médio) e trabalha com contetidos

simples de geometria como, por exemplo, area de quadrado.

Para ver a solucdo desta atividade, bem como as de todas as atividades que serdo

apresentadas neste capitulo, o leitor devera consultar o anexo 2.



71

3.2.2 - Atividade 2

Esta atividade foi concebida pela propria autora deste trabalho. Na janela de
visualizacdo esquerda observa-se um quadrado de lado medindo 4 centimetros do qual retira-
se um retangulo de largura x centimetros de sua parte superior e dois quadradinhos de
lado xcentimetrosde cada vértice da parte inferior formando uma figura em forma de T. Na
janela de visualizagdo 2 aparece o grafico da fun¢do que determina a 4rea da regido T em
funcdo da medida x dos lados das partes retiradas. A area A da figura T varia com o valor de

x escolhido.

o Dot Dxtw Opglies Femamentes Mool Apcs

1

ANEE 08 VIRUANLIG R

g — Gréifico da &rea daregldo T
Precisa de ajuda? Clique nas calxas a seguir, em fungdo do lado x das partes retiradas

Figura 41 - Ilustracdo do applet da versao interativa da atividade 2 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mpg5kCuE

Esta atividade pede para que o aluno determine a area A da figura em forma de T em
funcdo da variavel x, o dominio e os pontos 6timos desta fungdo. Assim como a atividade 1,
esta atividade apresenta conceitos simples de geometria trabalhando apenas com area de
quadrados e retangulos. A fun¢do que modela o problema ¢ uma fun¢do que € restri¢ao da
funcdo quadratica. Para resolver o problema precisa-se apenas dos conceitos de areas de

quadrados e retangulos.
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3.2.3 - Atividade 3

Esta atividade também teve como motivacao o texto de R. Hershkowitz, A. Arcavi e

T.Eisenberg (1987). Na janela de visualizagcdo esquerda observa-se um quadrado ABCD de

lado medindo 4 centimetros e um poligono cinza (EBCD) que varia de tamanho a medida que

deslocamos o vértice E ao longo da diagonal do quadrado. A varidvel u representa o

comprimento do segmento EC. Na janela de visualiza¢do 2 aparece o grafico da funcdo da

area do poligono EBCD em funcao da variavel u.

Jerwia T VAL anTaghe

Precisa de ajuda? Chque nas caixas a seguir, Grafico da area em funcdo de u

v

rtaa

Figura 42 - llustragdo do applet da versdo interativa da atividade 3 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/M7MfdNTn

A atividade proposta pede para determinar a area do poligono EBCD em funcdo da

variavel u, estudar o seu dominio e determinar seus pontos 6timos. Esta atividade apresenta

como modelo uma fun¢do que ¢ uma restricdo da funcdo afim. Para resolugdo da atividade

trabalha-se com conceitos simples de geometria, como por exemplo, medidas da diagonal de

um quadrado e de areas de tridngulos.
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3.2.4 - Atividade 4

Esta atividade foi adaptada do texto de R. Hershkowitz, A. Arcavi e T. Eisenberg
(1987). Na janela de visualizacdo esquerda observa-se um quadrado ABCD de lado medindo
6 centimetros e um poligono que varia de tamanho a medida que clicamos sobre o ponto F e
movimentamos (no Geogebra). Sabendo que o ponto F s vai até o ponto C. Na janela de
visualizag¢ao 2 temos o grafico da fun¢do que determina a area do poligono BCDF em relagao
a variavel x. A variavel x representa o comprimento que vai do vértice C do quadrado ao

ponto F que movimentamos.

e 490 - -

Agevw Edta Extwr Opches Feramentas Jansla Agada it

D ¢ Jawis de Visuadzach :

¢ Janela de Visuskzacso

Grafico da area da parte verde
em fungao de x

/ Precisa de ajuda? Clique nas calxas a seguir.

[t

Figura 43- Ilustragdo do applet da versdo interativa da atividade 4 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/JEZSbn54

A atividade pede a expressdo analitica da area do poligono BCDF em fungdo da
variavel x, o dominio e os pontos 6timos da fungao. Esta atividade ¢ parecida com a atividade
3 — a fun¢do que modela o problema ¢ uma restri¢ao da funcao afim, utiliza o conhecimento

da medida da diagonal de um quadrado e de areas de triangulos para a sua resolugao.
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3.2.5 - Atividade 5

Esta atividade foi adaptada do livro didatico de matematica do ensino médio Paiva,
volume I, pagina 102. Na janela de visualizacao esquerda observa-se um retangulo de base
medindo x metros e perimetro 100 metros. Na janela direita apresenta-se o grafico da fungao

que determina a area do retdngulo em fun¢ao do comprimento x da base do retangulo.

Aguvo Edter Exty Opghes Feamentas Jansla Agsds Erow

* Jarwia e Visuakzacso

Grafico da drea do retingulo

Precisa de ajuda? Clique nas calxas a seguir. i s doie e

om0 & AR 30 retinguls o A 80 30 Parrmeto

aloirtiie 8 MW Ao o PIoddo Gn Base Dels stan

Entraca ©

Figura 44 - Ilustragdo do applet da versdo interativa da atividade 5 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/gytDSXPp

Nesta atividade trabalha-se com a restri¢do de uma fungdo quadratica. A ideia do livro
de onde ela foi retirada € explorar o “vértice da parabola™. O nosso intuito ndo ¢ que o aluno
resolva a atividade usando formulas classicas, mas sim que ele tente entender o que ocorre
com a area do retangulo ao variar suas medidas e assim procurando observar estratégias para
determinar o ponto Otimo. Além disso, a atividade solicita que sejam determinados a

expressdo analitica e o dominio da fun¢do que modela o problema.
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3.2.6 - Atividade 6

Esta atividade ¢ de autoria da propria pesquisadora. Na janela de visualizacao esquerda
observa-se um angulo inscrito ACB em um circulo de raio medindo 2v/2 centimetros aonde o
segmento AB ¢ o lado do quadrado inscrito no mesmo circulo. Na janela de visualizagao 2,
apresenta-se o grafico da funcdo que determina o dngulo a medida do angulo o do tridngulo
ACB em relagdo ao comprimento do arco t, no qual t ¢ a medida do arco BC contido no maior

arco do circulo com extremidades nos ponto A ¢ B.

Aegevo Edtw Extyr Opcles Femamentas Janels Apde
[ ,
v Janela de Yiswshzacho ' Ja s N V

Grafico do dngulo a

Precisa de ajuda? Clique nas caixas a seguir.
- e ouke em fungdo do comprimento do arco t

Erwada

Figura 45-Ilustragdo do applet da versdo interativa da atividade 6 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/kW5usPqY

Nesta atividade solicita-se a expressao analitica da fung¢ao que determina a medida do
angulo o em relagdo ao comprimento do arco t, o seu dominio e os seus pontos 6timos. Nesta
atividade explora-se o conhecimento de dngulo inscrito em um circulo. A fun¢do que modela

o problema ¢ a restricdo de uma fungao constante.
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3.2.7 - Atividade 7

Esta atividade foi adaptada do texto de R. Hershkowitz, A. Arcavi& T. Eisenberg.
1987. Na janela de visualizagdo esquerda observa-se um quadrado de lado medindo 4
centimetros, um trapézio isdsceles ABFH (construido com bases AB e HF paralela a AB) e
um poligono AJIBFH (obtido pela retirada do quadrado ABIJ do trapézio is6sceles ABFH). A
area do poligono AJIBFH varia de acordo com o valor de xque indica a medida dos
segmentos IF e JH. Na janela de visualizagdo 2, observa-se o grafico da fungao que determina

a area do poligono AJIBFH em relacao a variavel x.

Foguvo Edtar Esxter Opches Ferramentas Jarels Apsta Enra

Janela de Visuakiacao * S oV

Precisa de ajuda? Clique nas caixas a seguir. ;

Graeco da area da parte roxa
em funcao de x

Ertraca

Figura 46 - Ilustragdo do applet da versdo interativa da atividade 7 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/d3DHKHr8

Nesta atividade solicita-se a expressdao analitica da area do poligono AJIBFH em
funcdo da variavel x, o dominio e os pontos 6timos da funcdo. A fun¢do que modela o

problema ¢ a restri¢do de uma fun¢do quadratica.
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3.2.8 - Atividade 8

Esta atividade foi adaptada do moédulo 13 do Projeto Otimo UFF (BORTOLOSSI et
al, 2016).Uma cruz simétrica ¢ a figura formada pela sobreposicao de dois retangulos
congruentes € ortogonais inscritos em um circulo. Na janela de visualizagdo esquerda
observa-se uma cruz simétrica inscrita em um circulo de raio unitario cujo comprimento do
retangulo que constitui a cruz mede x centimetros. Na janela de visualizacdo 2, apresenta-se o
grafico da funcdo que determina a area da cruz em relagdo a varidvel x. A area A da cruz

varia com o valor de x escolhido.

Grafico da area da cruz em fungdo de x
Precisa de sjuda? Clique nas caixas a seguir,

v

Figura 47 - [lustragdo do applet da versdo interativa da atividade 8 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/VtWRfgdY

A atividade pede para determinar a expressao analitica da area da cruz em fun¢do da
variavel x, estudar o dominio e determinar os pontos otimos da funcdo que modela o
problema. A funcao que modela o problema ndo ¢ muito conhecida pelos alunos. Nosso
intuito com este tipo de atividade, dentre outras coisas, ¢ permitir que o aluno seja capaz de
fazer estimativas de valores maximos e minimos sem a utiliza¢dao de “férmulas”. Como ¢é uma
atividade que apresenta maior grau de dificuldade em determinar seus pontos 6timos isso se

torna possivel.
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3.2.9 - Atividade 9

Esta atividade ¢ de autoria da propria pesquisadora. Na janela de visualizagdo esquerda
observa-se um tridngulo inscrito em uma circunferéncia de raio medindo 4 centimetros. A
area do tridngulo ABC varia de acordo com a medida da variavel x, que representa a medida
do lado AC do tridngulo. A janela 2 apresenta o grafico da fun¢@o da area do triangulo ABC

em relagdo a variavel x.

Aogevo Eoter Extyr Opcdes Femamentas Jareda Apsda

Mover
Anasie ou seleCone UM s mars obgetos (L

+ Janela de Visuahiacso

Precisa de ajuda? Clique nas caixas a seguir. Grafico da area do riangulo em fungéo de x

Ewads

Figura 48- Ilustragdo do applet da versao interativa da atividade 9 ( tela final)
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/MmEHpuNP

A atividade pede para determinar a expressdo analitica da 4rea do tridngulo ABC em
fun¢do da varidvel x, o dominio e os pontos 6timos da fun¢do que modela o problema. Esta
atividade, assim como a atividade 8, apresenta como solucdo com uma fun¢do ndo muito

familiar ao aluno.
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CAPITULO 4 - A PESQUISA

Uma vez construida as atividades (apresentadas no capitulo trés desta dissertagdo),
decidiu-se pela experimentacdo das mesmas com alunos do ensino médio. Para tal foi
constituido um grupo piloto composto de sete alunos do 2° ano do ensino médio de uma
escola publica para a realizacao das atividades planejadas. Esta pesquisa tem como objetivo
avaliar se os alunos conseguem "enxergar a fun¢do" numa determinada situagdo-problema.
Verificar se eles sdo capazes de identificar as varidveis ¢ o dominio da fun¢do dentro do
contexto da questdo, além de fazer estimativas de valores maximos e¢ minimos da fung¢do

quando existirem.

A pesquisa realizada aqui ¢ de natureza qualitativa. Nao estamos preocupados em
“quantificar” erros ou acertos dos alunos frente as questdes apresentadas. Mas investigar suas
argumentacdes e atitudes em relagdo aos problemas propostos. NOs procuramos observar em
que medida o contexto dindmico e interativo contribuiu para que se atingissem os objetivos

anunciados. O relato dessa experiéncia de forma detalhada encontra-se na segdo 4.3.

Ao final da pesquisa aplicou-se um questionario nos alunos para avaliar o nivel
aceitacdo deles com relacdo ao material e a abordagem utilizada. O resultado dessa avaliagao

encontra-se no capitulo 5 desta dissertagao.

Antes, porém, apresentaremos algumas informagdes preliminares referentes a pesquisa

realizada.

4.1- Informacdes preliminares

Nesta se¢do apresentamos o perfil da escola e dos alunos que participaram da
pesquisa.

4.1.1 Perfil da escola

A escola onde foi realizada a pesquisa fica localizada no bairro Itaipu em Niterdi. Seu
horério de funcionamento estd subdividido em trés turnos: manha, tarde e noite. O Colégio

Estadual Alcina ¢ a tnica escola da regido que possui ensino médio inovador que tem como
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objetivo priorizar novas tecnologias, aulas dindmicas e a interdisciplinaridade. Esta escola

possui um laboratdrio de informatica com 18 computadores com o Geogebra instalado.

Contudo, tomando como referéncia o IDEB— que avalia através de provas o
desenvolvimento dos alunos em carater nacional — conclui-se que o colégio apresenta um
baixo rendimento escolar. Nas séries finais do ensino fundamental em 2007 ¢ 2009 foram os
unicos anos em que a escola alcancou a meta estipulada, ficando assim com 3,1 nos dois
anos®. Ja nos anos de 2011 e 2013 as notas foram 2,6 e 3,0, sendo as metas estipuladasem 3,3

e 3,8, respectivamente.

Tomando como referéncia outro indicador, o IDERJ, observa-se que a escola também
ndo consegue atingir as metas estipuladas. O IDERJ ¢ uma avaliagdo feita no Rio de Janeiro
que se utiliza de duas ferramentas: Indicador de Desempenho (ID) e Indicador de Fluxo (IF).
O ID ¢ avaliado pelas notas emitidas pelo SAERJ e o IF ¢ calculado através das taxas
divulgadas pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
(INEP). Neste caso, para o ensino fundamental a escola recebeu nota 1,8 (com meta
estipulada em 2,4) no ano de 2011. Em 2012 teve nota de 2,2 (com meta 3,0) e em 2013
obteve nota 2 (com meta de 3,7). Ja no ensino médio as notas foram em 2011 teve a nota de
1,7 (com meta 1,4), em 2012 obteve 1,6 (com meta 2,1) ¢ em 2013 teve a nota de 1,9 (com

meta 2,6).

Com base nos indices apresentados, pode-se perceber que a escola possui baixo

desenvolvimento com base nas avaliagdes externas.

4.1.2 Perfil dos alunos

O grupo piloto ¢ formado por alunos do 2° ano do ensino médio que possuem um
conhecimento limitado com relacdo a alguns conteudos. Por outro lado eles cumprem os pré-
requisitos basicos para a aplicagdo das atividades. Todos os alunos j& haviam tido aulas no 1°

ano do ensino médio sobre fung¢des afim e quadratica.

Para a sele¢cdo dos alunos para participarem do grupo piloto foi utilizado o seguinte

critério de escolha: cinco alunos com média na disciplina de matematica entre 6,5 e 8,0 e

1% As metas estipuladas para esses dois anos eram 2,7 e 2,9, respectivamente.
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cinco alunos com médias entre 4,0 e 6,5. A amostra ndo possui nenhum aluno com médias

abaixo de 4,0 ou acima de §,0.

Todos foram convidados a participar da oficina que iniciou com trés alunos com
médias entre 6,5 e 8,0 e trés alunos com médias entre 4,0 e 6,5. ApOs iniciar a oficina, um
aluno com média acima de 8,0 ¢ um aluno com média entre 4,0 e 6,5 pediram para participar.
Desta forma ficamos com uma amostra de quatro alunos com média entre 4,0 e 6,5, trés

alunos com médias entre 6,5 € 8,0 e um aluno com média acima de 8,0.

4.2 - Metodologia da pesquisa

Para a realizagdo desta pesquisa imaginou-se dois modelos de atividades: uma versao
impressa que se assemelha ao formato escrito em um livro didatico e uma versdo interativa
composta de um texto e um applet construido com o software Geogebra. Na versdo interativa
utilizamos as nove atividades propostas no capitulo anterior com breve texto explicativo de
como utilizar o applet para resolver o problema proposto. As versdes impressas consistem de
uma redagdo em “formato de livro didatico” das atividades propostas. Foram utilizadas nove
atividades, sendo as cinco primeiras em duas versdes (impressa ¢ interativa) e as demais

apenas na versao interativa.

Esta pesquisa foi realizada na sala de informatica por meio de uma sequéncia didatica
composta de dez aulas no qual cada uma delas teve 1h e 40 minutos de duracdo. As aulas
ocorreram apos o horario regulamentar, das 14 horas e 40 minutos as 16 horas 20 minutos, as
sextas feiras. Na segunda feira, ocorrem nos primeiros horarios das 7:00 as 8:40. As aulas
foram gravadas, a fim de registrar todos os comentarios relevantes. As atividades tiveram
inicio no dia 25 de agosto com previsdo para término no dia 6 de outubro de 2014. Como o
ano foi de elei¢do, tivemos que ministrar trés aulas apos o dia 6 para completar as dez aulas,

encerrando assim no dia 10 de novembro de 2014.

As aulas ocorreram de forma bem natural porque todos sdao alunos da pesquisadora. As
atividades foram realizadas de forma individual e trabalhadas como mostra o cronograma
(tabela 1). Inicialmente, os alunos assistiam a uma apresentacao de 20 minutos, onde foram
abordados os conteudos que sdo necessarios para a resolu¢ao de cada atividade. Em seguida,

recebiam a atividade na versdo impressa e tinham 30 minutos para resolver a questdo. Apos
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esse tempo o aluno devolvia a sua resolugdo da versdo impressa e recebia a versdo interativa,
tendo acesso ao arquivo do Geogebra da atividade proposta. Na aula seguinte a atividade era
resolvida, momento em que se mostravam os erros e acertos de cada aluno. Posteriormente,
apresentavam-se orientagdes para a proxima atividade. Daqui em diante iniciava-se um novo

ciclo em relacdo a segunda atividade. Este procedimento foi repetido até a quinta atividade, a

partir da qual apenas a versao interativa passou a ser considerada.

Tabela 1 — Cronograma da pesquisa

Data Titulo Conteudo Tempo
29/08/14 | Aula 1l Apresentacdo do projeto 20 minutos
Revisdo de conceitos geométricos e produtos notdveis 20 minutos
Atividade 1 impressa 30 minutos
Atividade 1 interativa 30 minutos
05/09/14 | Aula 2 Correcdo da Atividade 1 interativa 20 minutos
Revisdo dominio de uma fungdo e area de poligonos 20 minutos
Atividade 2 impressa 30 minutos
Atividade 2 interativa 30 minutos
08/09/14 | Aula3 Correcdo da Atividade 2 interativa 20 minutos
Revisdo 20 minutos
Atividade 3 impressa 30 minutos
Atividade 3 interativa 30 minutos
15/09/14 | Aula 4 Correcdo da Atividade 3 interativa 20 minutos
Revisdo 20 minutos
Atividade 4 impressa 30 minutos
Atividade 4 interativa 30 minutos
22/09/14 | Aula s Correcdo da Atividade 4 interativa 20 minutos
Revisdo 20 minutos
Atividade 5 impressa 30 minutos
Atividade 5 interativa 30 minutos
29/09/14 | Aula 6 Correcdo da Atividade 5 interativa 20 minutos
Revisdo de circulo, poligono regular inscrito em um circulo | 20 minutos
Atividade 6 interativa 50 minutos
13/10/14 | Aula 7 Correcdo da Atividade 6 interativa 20 minutos
Revisdo 20 minutos
Atividade 7 interativa 50 minutos
20/10/14 | Aula 8 Correcdo da Atividade 7 interativa 20 minutos
Revisao 20 minutos
Atividade 8 interativa 50 minutos
02/11/14 | Aula 9 Correcdo da atividade 8 20 minutos
Revisao 20 minutos
Atividade 9 interativa 50 minutos
10/11/14 | Aula 10 | Corregdo da atividade 9 20 minutos
Ficha de avaliacao 20 minutos
Encerramento 10 minutos
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4.3 - O relato da experiéncia

O relato serd feito considerando as atividades realizadas. Para cada uma delas
observaremos caracteristicas gerais e pontuais das respostas dadas pelos alunos nas duas
versoes: impressa e interativa. Para ndo expor os alunos utilizaremos as iniciais do nosso

alfabeto — A, B, C, D, E, F e G — para representa-los.

Durante a aplicagdo das atividades, a pesquisadora perguntou aos alunos “o que vem a
cabega deles ao ouvir a palavra fun¢do”. As respostas foram: plano cartesiano, numeros,
equacao, grafico, incdgnita. Isso vai de encontro aos resultados obtidos por Rossini (2006) em
sua pesquisa junto a professores de matemadtica da educagdo basica. Tal como os nossos
alunos, plano cartesiano, grafico, incognita sdo palavras que também estdo presentes no mapa

conceitual dos professores entrevistados por Rossini.

Além disso, a pesquisadora perguntou para os alunos “o que ¢ fun¢do” e os alunos

apresentaram algumas respostas:

O aluno D respondeu: “E uma equacdo que tenha letra”

O aluno G respondeu: “... é vocé usar o “x” dentro de um grafico.”
Aluno A: “... descobrir o valor de x?”

Pelas respostas iniciais, percebe-se claramente que os conhecimentos de fungdes dos
estudantes sdo vaos e pontuais, o que ja era previsivel de certo modo. Nota-se uma

identificacao do conceito de fungdo com o conceito de equacao.

A seguir faremos o relato da experiéncia na ordem cronoldgica, mas organizando o
texto em secdes por atividade realizada. Inicialmente, para a comodidade do leitor,
apresentamos a atividade na versao impressa € na versao interativa. Em seguida, na mesma
se¢do (mas em subsecgOes diferentes), fazemos os relatos dos resultados obtidos com a
realizacdo de cada uma delas. No entanto, cabe destacar que para as quatro ultimas atividades
foram realizadas com os estudantes apenas as atividades interativas. Portanto, para esses casos

temos apenas o relato dos resultados da aplicacao das atividades interativas.



4.3.1- Atividade 1

Atividade 1 versao impressa

Seja ALJK um quadrado de lado 4 centimetros ¢ AEIH um outro quadrado intemo a

este com um vértice em comum e lado medindo x centimetros. Sabe-se que a drea S do

poligono ELJKHI varia de acordo com o tamanho escolhido para o segmento x.
8

J

x
a) Determine a drea S do poligono ELJKHI em fungio de x.

b) Determine o dominio da funcgio.
c) Para que valor de x, a drea do poligono ELJKHI é maxima?

d) Para que valor de x, a drea do poligono ELJKHI é minima?

Figura 49 - Ilustragdo da versdo impressa da atividade 1.

Atividade 1 - Versao interativa
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Figura 50-Ilustragéo da situacdo inicial do applet da versdo interativa da atividade 1
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Figura 51 - Ilustragdo de situagdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 1.

Observacoes gerais: Com o primeiro contato com as atividades na versdo impressa percebe-
se claramente a dificuldade dos alunos de observarem o contexto dindmico do problema. Na
versao interativa alguns alunos conseguiram perceber que a expressao analitica da fungao
pode ser construida através da diferenca de areas. Entretanto a maioria dos alunos ignorou o
significado de varidvel e determinaram o valor da area solicitada a partir de um valor fixo

para a variavel x.

4.3.1.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao impressa da atividade 1

Ao se depararem com o enunciado da versdo impressa da atividade 1, os alunos
ficaram apreensivos por estar vendo pela primeira vez a “geometria ganhando movimento” e
ndo acreditavam que conseguiriam resolver uma questdo tdo diferente do que estavam
acostumados. Alguns alunos perguntaram como a figura se movimentava. A maior
dificuldade foi de interpretar o que era pedido no item (a): “Determinar a expressdo analitica
da fun¢do™.

Na versdo impressa, apenas o aluno B pensou em determinar a area através da
diferenca de areas, porém calculou a area como se a medida do quadrado AEIH fosse “fixa”,

considerando x=2.
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S(x)

Figura 52 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 1 versdo impressa.

O aluno E, por meio de uma estimativa visual, interpretou de forma equivocada que o

poligono EIHKJL tinha a metade da area do quadrado ALJK.

Figura 53-Resposta do aluno E para o item (a) da atividade 1 versdo impressa.

Erros a parte, pode-se observar que as respostas desses alunos (B e E) correspondem
ao nivel aritmético indicado por Cabral (1998) em questdes relacionadas ao problema de

variabilidade.

Os alunos C e G desistiram da atividade, porém chegaram a montar uma figura. O
aluno G disse ter dificuldade em determinar a area da figura roxa por nao conseguir identificar
o tipo de poligono. Ele relatou que o formato de figura que aparece ndo se assemelha a
nenhum tipo de poligono que seja conhecido para aplicar uma férmula dada. Essa atitude do
aluno ¢ consequéncia da abordagem predominante dada ao calculo de areas no ensino da

matematica.

Figura 54 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 1 versdo impressa.

Ja o aluno D utilizou a func¢ao afim como modelo. Tal procedimento pode ser justificado pelo

fato de que este conteudo estava sendo ensinado em RPM®.

20 Trata-se de uma das disciplinas da grade curricular do ensino médio inovador onde o professor aborda

contetidos da disciplina de matematica na qual os alunos possuem grande dificuldade.
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S(x)

Figura 55 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 1 versdo impressa.

Ao perceber que os alunos s6 estavam tentando fazer o item (a), a pesquisadora

perguntou a eles se os itens (b), (¢) e (d) dependiam deste item.

A maioria dos alunos respondeu que sim. Talvez esta atitude dos alunos justifica-se
pelo fato de estarem habituados a resolver exercicios de maximos € minimos ou mesmo
relacionados ao dominio de uma fungdo a partir do conhecimento prévio de sua expressao
analitica. Assim, diante da dificuldade de encontrar a expressdo analitica, ignoravam a
possibilidade de analisar os itens (b), (¢) e (d) independente da resolugdo do item (a). Cabe
ressaltar, entretanto, que os alunos A e B responderam que apenas a resolugao do item(b) ndo

dependia do item (a).

Ao serem perguntados sobre qual era a dificuldade deles para resolver a questdo, o
aluno D respondeu: “Ndo tem numeros para a gente usar, se tivessem numeros seria mais

facil”

Um dos alunos (o aluno A) respondeu de forma totalmente incongruente com relagao
ao que se pedia. Este aluno utilizou os vértices como segmentos, dando a seguinte resposta

para o item (a):

S(x) =

Figura 56 - Resposta do aluno A para o item (a) da atividade 1 versdo impressa.

Um aluno (aluno F) entregou o espaco da resolu¢do da atividade em branco.

4.3.1.2 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 1

Apesar do contato com o applet do Geogebra, as respostas dos alunos B, C, D e G

para o item (a) sdo produzidas ainda no nivel aritmético.
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Figura 57 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 1 versdo interativa.

Ao comentar a sua resposta, o aluno B acrescenta ainda que “(...) quando eu movimentei,
perdi o valor”. O aluno fechou o arquivo do Geogebra e o abriu novamente com o intuito de

resgatar o valor inicial da area do quadrado AEIH.

Mesmo utilizando o Geogebra, o aluno B ndo percebeu a variagdo da variavel x e

atribuiu um valor para determinar a “expressdo analitica” da funcéo.

Figura 58 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 1 versdo interativa.

Com relagdo ao item referente ao dominio da fung¢do, estabeleceu-se um dialogo entre

os alunos A, B e G:
Aluno G:0 dominio podia variar de 0 a 4 ou de 0 a 16?
Aluno B:O dominio pode variar de 0 a 4 por que ele é um lado, é exatamente um lado.

Aluno A: Ndo, ele pega os dois lados, ele toma conta do quadrado todo... Entdo vai dar 16 —

em sua intervencao o aluno A estd considerando o perimetro do quadrado.

Cabe destacar que apenas dois alunos (B e G) responderam corretamente sobre
dominio da fungdo, ainda que de modo bem informal, sem uma identificagdo precisa do

intervalo.

r'.

Figura 59 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 1 versdo interativa.

Um fato curioso € que poucos alunos utilizaram a janela de visualizagdo 2que contém
o grafico da funcdo para responderem sobre esta questdo. Os alunos A e E, os TUnicos a
adotarem tal procedimento, interpretaram os valores do dominio da fun¢do como sendo os

valores imagens S(x).
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Figura 60 - Resposta do aluno E para o item (b) da atividade 1 versdo interativa.

Ao discutir sobre os pontos 6timos da fun¢do, os alunos C, D, E e G ndo observaram
que pedia-se o valor de x para o qual a area seria maxima e¢ deram como resposta a area

maxima, isto €, o valor maximo da funcao.

O oooucirnys < TR

Figura 61 - Resposta do aluno D para o item (c) da atividade 1 versdo interativa.

Apenas os alunos A e B responderam que o valor méximo da éarea era alcangado
quando x= 4.

De modo analogo, no item (d), todos os alunos deram como resposta o valor minimo
da area e ndo o valor que a varidvel x assume para que essa area seja minima.

— - —
| pe i B
| L\_,- LMY S i} 'i-

Figura 62 - Resposta do aluno D para o item (d) da atividade 1 versao interativa.

Correcao das atividades

Os alunos reagiram a correcao de forma muito positiva. Apesar da dificuldade na
realizagdo das atividades, alguns acharam a solu¢ao muito simples e se mostraram animados

para tentar a atividade 2.
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4.3.2 - Atividade 2

Atividade 2 — Versao impressa

De uma folha de papel quadrada de lado medindo 4 centimetros, retira-se um retiangulo
de largura x centimetros de sua parte superior e dois quadradinhos de
lado x centimetros de cada ponta da parte inferior, formando uma figura em forma de

T. A drea A da figura T varia com o valor de x escolhido.

x xr

a) Determine a drea A em fungio de x.
b) Determine o dominio da fungio.
¢) Para que valor de x, a area da figura T é maxima?

d) Para que valor de x, a drea da figura T é minima?

Figura 63 - Ilustracdo da versdo impressa da atividade 2

Atividade 2 - Versao interativa
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Figura 64 - Ilustragdo da situagfo inicial do applet da versdo interativa da atividade 2.
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Figura 65 - Ilustracdo de situagdo intermediaria do applet da versao interativa da atividade 2.

Observacoes gerais: Levando em consideracdo a grande dificuldade na construcdo da
expressao analitica vista na atividade 1, alguns alunos apresentaram melhora neste sentido,
tentando desenvolver a expressao através da diferenga de areas como proposto na primeira
atividade. Na versao impressa os alunos nao conseguiram visualizar que, quando os lados dos
quadrados e do retangulo em verde aumentam, em algum momento ficam tdo proximos que
ndo podem mais aumentar e isso faz com que o valor de x ndo ultrapasse a medida de 2
centimetros. Ja4 na versdo interativa os alunos apresentaram mais facilidade no que diz
respeito ao dominio da funcao. O aluno B faz uma colocacao bem interessante a esse respeito:

“E como se dividisse o lado ao meio.” Veremos a seguir.

4.3.2.1 Comentarios das respostas dos alunos da versiao impressa da atividade 2

Nesta atividade, tendo em vista que ja haviam tido contato com outra atividade, eles
tiveram uma preocupacdo maior em tentar resolver a versao impressa, principalmente o item
(a), em que se pedia a expressdo analitica da func¢ao.

O aluno B percebeu claramente a proposta do item (a), porém ao desenvolver o
raciocinio ficou na divida com relagfio a drea do retAngulo e a representou como 4x?2 ao invés
de apenas 4x. O mesmo ocorreu com o aluno F. Este equivoco ocorreu, segundo os alunos,

por terem seguido o raciocinio da area dos quadrados dos cantos inferiores. Eles acreditaram
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que o retangulo da parte superior era formado por varios quadrados iguais aos da parte

inferior da figura, como o lado mede 4 cm eles multiplicaram por 4.

A(x)

Figura 66 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 2 versdo impressa.

Figura 67 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 2 versdo impressa.

O aluno C também desenvolveu corretamente a decomposi¢@o da figura, mas além de

nao apresentar a conclusdo da diferenca de areas cometeu alguns erros de sinais e de calculos
algébricos.

} Ax)= K" &

Figura 68 - Resposta do aluno C para o item (a) da atividade 2 versdo impressa.

A expressao analitica apresentada pelo aluno A nao faz referéncia a area do retangulo

da parte superior da figura.

= |
A(x) ‘ . \

4

Figura 69- Rersiposrta do aluno A: para o item (a) da atividade 2 versao impressa.

Ja os alunos D, E e G apresentaram respostas incompreensiveis para este item.
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Figura 70- Resposta do aluno D para o item (é) da atividade 2 versio impressa.

A(x) =

Figura 71 - Resposta do aluno E para o item (a)‘dzl aﬁvidad?i versio impfeésa.

A(x) =

Figura 72 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 2 versdo impressa.

Com relacdo ao item (b), que pede o dominio da funcdo, os alunos tiveram muita
dificuldade em perceber quais valores que a variavel independente poderia assumir. “O que eu
ndo consigo pensar ¢ o dominio da fungdo ... Acho que é a maior dificuldade”™ — disse o

Aluno B.

Os alunos B, E, F e G responderam que o dominio da fungdo era o intervalo fechado
com extremos em x=0 ¢ x=4. O lado do quadrado mede 4 cm e isso pode ter sido o fator que
fez com que a maioria desse esta resposta para o dominio.Apesar de incorreta, essa resposta
sinaliza algum progresso em relagdo a atividade anterior: os alunos j& identificam a natureza
da varidvel independente x (ela ¢ o comprimento do lado de uma figura que tem como
limitagdo o lado do quadrado). Faltou apenas observar que a partir de x=2, a situagdo

geométrica descrita € inconsistente.

| D(A) =

Figura 73 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 2 versdo impressa.

J& o aluno A, percebeu que a variagdo total de x era de 2 cm, porém ndo conseguiu identificar

os extremos do intervalo de variacao.



94

Figura 74 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 2 versao impressa.

Os alunos C e D nao responderam este item.

Com relagdo ao item (¢) — em que se perguntava sobre o(s) valor(es) que a variavel
independente deve assumir para que o valor de T seja o maior possivel. Os alunos A, B, E, F e
G responderam que T era méaximo para x= 4. J4 com relagdo ao valor minimo de T todos
afirmaram que tal fato acontecia para x=0. Os alunos C e D nao responderam e deixaram em
branco o item (c). Assim, percebe-se que, apesar de os alunos ndo conseguirem determinar
corretamente a expressdo analitica da fun¢do, eles conseguem produzir significados com
relagcdo aos itens (¢) e (d). Tal fato comprova que os alunos ja conseguem analisar a situagao
problema considerando o contexto geométrico e dindmico proposto, identificando (ainda que

parcialmente) o significado das variaveis. Isso ja representa um grande passo.

4.3.2.2 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 2

Com relagdo ao primeiro item, os alunos A, B e F mantiveram suas representagdes da
expressdo analitica da fungdo. Os alunos C, D, E e G responderam ainda de maneira
inconsistente este item. Os problemas de base em conteudos de geometria e de algebra

elementar ainda persistem.

A(x) 44X N2 _ y’ : = e < 3%+ 12 |

Figura 75 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 2 versao interativa.

Além de fazer uma decomposicdo equivocada da figura, o aluno D demonstra estar

ainda na fase de transi¢ao dos niveis aritmético-algébrico determinado por Cabral (1998).

Com relacdo ao item (b), os alunos A, B, F e G representaram o dominio como a

maioria havia representado na versao impressa.
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Figura 76 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 2 versao interativa.

O aluno C apresentou uma resposta truncada que sugere o intervalo [2,4] como
resposta.

D(A)= |

Figura 77 - Resposta do aluno C para o item (b) da atividade 2 versdo interativa.

Os alunos D e E conseguiram identificar claramente a variagdo da variavel

independente, com diferenga apenas na indicagdo de suas respostas.

7 RO | !
‘Dw ke

Figura 78 - Resposta do aluno D para o item (b) da atividade 2 versao interativa.

Figura 79 - Resposta db ;luno E para o item (b) da atividade 2 versao interativa.

Os alunos A, B, C e F responderam que a maior area ocorria foi para x =4. O aluno D
deu como resposta o valor méximo da funcdo (a area maxima) e ndo o valor que x deve
assumir para que tal fato ocorresse. Ja os alunos E e G afirmaram que a figura assume area

maxima quando x =2.

ANy (5 |

Figura 80 - Resposta do aluno G para o item (c) da atividade 2 versao interativa.

Os alunos A, B, E e F responderam que para que a area seja minima a variavel

independente deve ser x = 0. J& os alunos C e D afirmam que a resposta para x deve ser 2.

E muito interessante como alguns alunos evoluiram com relagio a tarefa de determinar
a expressao analitica do problema. Com base nas respostas dos alunos (ainda que incorretas)
ja podemos perceber um indicador da passagem de suas atitudes do nivel aritmético para o
nivel algébrico, visto que ja comegam a perceber a necessidade de se trabalhar com todos os

valores possiveis para a variavel independente. Contudo, percebe-se claramente nas atitudes
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dos estudantes que os seus conhecimentos basicos de geometria e de dlgebra elementar sao,

com efeito, os grandes obstaculos para encontrar a expressao analitica correta para a fungao.

Cabe destacar ainda que para dois alunos do grupo o uso do aplicativo contribuiu para

a resolugdo do item (b).

Correcao das atividades

Os alunos apresentaram grande interesse por esta atividade por perceber a similaridade
com a atividade anterior e ver possibilidades de resolver usando a mesma ideia. Durante a
corre¢dao do item (b) da atividade, os alunos A, B e F afirmaram que haviam percebido a
auséncia do “T” nas situagdes extremas x=0 ¢ x=2, no momento em que resolviam esta
questdo na versao interativa, mas ndo seguiram a sua intuicdo. Talvez isto se justifique pelo

fato de ndo estarem habituados com este tipo de questao.

4.3.3 - Atividade 3

Atividade 3 — Versao impressa

Na figura, visualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 4 centimetros e um
poligono cinza, EBCD, que varia de tamanho a medida que deslocamos o vértice E ao
longo da diagonal do quadrado. A varidvel u representa o comprimento do segmento

EC.

a) Detemmine a area S do poligono EBCD em fungdo de w.

b) Determine o dominio da funcio.

¢) Determine o(s) valor(es) de u, caso existam, para os quais a drea do poligono
EBCD é maxima,

d) Determine ofs) valor(es) de u, caso existam, para os quais a area do poligono

EBCD ¢ minima

Figura 81 - [lustracdo da versdo impressa da atividade 3
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Atividade 3 - Versao interativa
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Figura 82 - Ilustracdo da situagdo inicial do applet da versdo interativa da atividade 3.
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Figura 83 - Ilustragdo de situagdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 3.

Observacoes gerais: Devido a correcdo da atividade 2, onde apareceram fatos novos com
relacdo ao dominio da fung¢do, alguns alunos mostraram-se preocupados em fazer uma andlise
mais cuidadosa dos extremos do dominio. Esta atividade ¢ muito diferente das duas anteriores
no que diz respeito a perceber a variacdo da variavel independente, pelo fato desta ocorrer

sobre a diagonal do quadrado e ndo sobre seus lados. Apesar das dificuldades que os alunos
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tiveram em analisar essa variagcdo, pdde-se perceber alguns resultados bem significativos,

como veremos a seguir.

4.3.3.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao impressa da atividade 3

O aluno B apresentou como resposta para o item (a) a expressao analitica S(u) =v2 u.
O tunico erro foi esquecer que a figura possuia dois tridngulos iguais, ou seja, deveria

multiplicar a resposta encontrada por dois.

S(u) = {

Figura 84 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 3 versdo impressa.

Figura 85- Desenvolvimento do aluno B para a atividade 3 item(a) versdo impressa

Ja o aluno A deduziu que todas as atividades iam seguir a mesma forma de resolucdo e

tentou encontrar a solucdo através da diferenga de areas.

Figura 86—Resposta do aluno A para o item (a) da atividade 3 versdo impressa.

Os alunos C, D e G apresentaram respostas incoerentes para o item (a).
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S(u) =

Figura 87- Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 3 versdo impressa.

Os alunos E e F ndo responderam a este item.

No item (b) apenas o aluno B notou que a varidvel u estava variando sobre a diagonal,

mas nao identificou os extremos do dominio de forma correta.

D(S) =

Figura 88- Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 3 versdo impressa.

Os alunos C, D e G apresentaram respostas incoerentes. O aluno D, por exemplo,
representa o dominio considerando a variagdo dos valores da variavel independente sobre o

lado do quadrado como nas atividades anteriores.

|
‘D(ﬂ—
\

Figura 89—Resposta do aluno D para o item (b) da atividade 3 versdo impressa.

O item (c) foi respondido corretamente pelos alunos B e G.

Figura 90 - Resposta do aluno B para o item (c) da atividade 3 versdo impressa.

Apesar de ter sido ressaltado na correcdo das atividades anteriores que era o valor da
variavel independente que fornecia o valor maximo da fungdo, os alunos D e E apresentaram

como resposta o valor maximo da fungao.

Figura 91 - Resposta do aluno D para o item (c) da atividade 3 versdo impressa.

Os alunos A e C consideram o ponto "mais alto" sobre a diagonal AC da figura como

o ponto de maximo. Concluiram que ndo existe ponto de maximo, pois para este valor o
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"poligono some." Em verdade a situagdo 6tima descrita pelos alunos corresponde ao ponto de
minimo da fun¢do, sendo o ponto "mais alto" correspondente ao menor valor que a variavel

independente pode assumir (u=0).

Figura 92 - Resposta do aluno A para o item (c) da atividade 3 versdo impressa.

Os alunos E, B, C, D e G responderam corretamente o item (d). Apesar do aluno A
apresentar uma solugdo diferente dos outros colegas, afirmando ndo existir poligono.

Podemos considerar que ele também respondeu este item de forma correta.

Figura 93 - Resposta do aluno A para o item (d) da atividade 3 versdo impressa.

E importante ressaltar nesta atividade que o valor do ponto de minimo coincide com o
valor minimo desta funcdo, com isso a solugdo pode ter sido dada pensando no valor minimo
e ndo no valor que assume a varidvel # no momento em que este valor ¢ minimo. Portanto,
esta atividade ndo permite a andlise precisa com relacdo ao fato do aluno estar se referindo ao

ponto ou ao valor minimo da fungao.

4.3.3.2 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 3

Nesta versdo os alunos apresentaram respostas muito significativas. Gostariamos de

destacar a resposta correta dada pelo aluno G ao item (a).

Figura 94 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 3 versao interativa.

Ao analisar as respostas dos alunos tomando como referéncia os resultados obtidos por
Cabral (1998), percebemos que o aluno G conseguiu chegar ao nivel funcional e apresentou

corretamente a solugdo da expressao analitica.
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Curiosamente o aluno B, que havia respondido de forma coerente no item (a) da
versdo impressa, apresentou sua resposta para esta versdo no nivel aritmético. Talvez essa
atitude do aluno seja consequéncia da visualizagao de uma situagdo 6tima possibilitada pelo

Geogebra.

| S(u) =
\

Figura 95 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 3 versdo interativa.

Os alunos E e F deixaram este primeiro item em branco. As respostas dos alunos A, C

e D para este item foram totalmente incongruentes com o enunciado da questao.

S(u) =

Figura 96 - Resposta do aluno A para o item (a) da atividade 3 versao interativa.

Para o item (b), os alunos A e D consideraram valores aproximados vistos no grafico

da janela de visualizagdo 2 em suas respostas.

D(S) =

i - e —

Figura 97 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 3 versao interativa.

Ja os alunos B e F apresentaram suas respostas com base na visualiza¢ao do grafico da
funcdo na janela de visualizacdo 2. Consideraram o maior valor atribuido a u como sendo um

dos extremos do intervalo que representa o dominio da fungao.

D(S) = - ‘

Figura 98 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 3 versdao interativa.

Todos os demais alunos apresentaram respostas incongruentes com o enunciado da
questao.
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Figura 99 - Resposta do aluno E para o item (b) da atividade 3 versdo interativa.

FiguraIOO - Resposta do aluno C para o item (b) da atividade 3 verso interativa.

Para o item (c) os alunos, mais uma vez, esqueceram que o que se pedia era o ponto de
maximo e ndo a area maxima. Os alunos C, D, E e G assumiram como solu¢do o valor

maximo da fungao.

Os alunos B e F usaram o valor aproximado pelo grafico u =5,66 que ¢ a melhor
aproximagao dada pelo applet produzido para a atividade. Ja o aluno A manteve sua resposta

dada na versao impressa, afirmando que ndo existe a drea maxima.

Com relagdo ao item (d) os alunos A, B, D e G acertaram como no caso da versdo

impressa.

O aluno F afirmou que u> 0, ou seja, ele percebeu que u ndo pode assumir o valor
zero. Mas por outro lado também afirmou que existe um valor [de u] para o qual a funcao
assume valor minimo, mas que ndo ¢ o zero. Como o valor do ponto de minimo e o valor
minimo da funcdo sdo ambos iguais a zero, ndo se consegue concluir sobre a qual deles o

valor zero dado como resposta esta se referindo.

Correcao das atividades

Acreditamos que a maior dificuldade apresentada para os alunos nesta atividade foi o
fato da varidvel independente assumir valores sobre a diagonal do quadrado, o que nao ¢ uma

situagdo geométrica muito usual para eles.
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4.3.4 - Atividade 4

Atividade 4 — Versao impressa

Na figura, wvisualiza-s¢ o quadrado ABCD de lado medindo 6 centimetros ¢ um
poligono verde, BCDF, que varia de tamanho a medida que deslocamos a seta F ao
longo da semirreta, originada pelo prolongamento da diagonal do quadrado. A
variavel x representa o comprimento do segmento CF.

a) Determine a area A do poligono BCDF em fungdo de x.

b) Determine o dominio da fungdo.

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para 0s quais a area do poligono BCDF
& mbxima:

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF
é minima.

Figura 101 - Ilustragdo da versdo impressa da atividade

Atividade 4 - Versao interativa
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Figura 102-Ilustragdo da situagdo inicial do applet da versdo interativa da atividade 4
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Figura 103-Ilustracdo de situagdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 4.

Observagdes gerais: Esta atividade foi a primeira que apresentou uma func¢do cujo
dominio ndo era limitado superiormente. Logo, tanto na versdo impressa quanto na versao
interativa houve grande dificuldade na percepgao desse fato. Além disso, na versdo interativa
os alunos apresentaram dificuldade em representar o dominio, mas alguns outros perceberam

que os valores da variavel independente s3o maiores que zero.

Esta atividade gerou duvidas nos alunos durante a aplicacdo por parecer que a
movimentagdo do ponto F poderia ir até o prolongamento da semirreta no ponto A. Porém a
pesquisadora orientou os alunos e pediu que considerassem o movimento do ponto F apenas

até o ponto C.

4.3.4.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao impressa da atividade 4

Na resolugdo do item (a) os alunos A e B determinaram corretamente a fungao.

Figura 104 — Resposta do aluno B para o item (A) da atividade 3 versdo impressa.

Ja o aluno F esqueceu que eram dois triangulos € nao multiplicou por 2 a area
encontrada.
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O aluno G apresentou uma resposta muito proxima da correta, porém multiplicou por 6.

Alx) =

Figura 105 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 4 versdo impressa.

Os alunos C e D tiveram respostas inconsistentes e o aluno E ndo respondeu. Ver figuras 84 e
85 respectivamente.

Alx) =

Figura 106 - Resposta do aluno C para o item (a) da atividade 4 versao impressa.

; A(x) =
|

Figura 107 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 4 versdo impressa.

No item (a), ja se nota um avanco nas atitudes dos alunos A, B ¢ G que apresentam

suas respostas no nivel funcional.

Ja no item (b), apenas o aluno B respondeu corretamente, apesar de ter feito a

representacdo um pouco fora da usual.

Figura 108 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 4 versao impressa.

Os alunos A, F e G reconheceram que os valores da varidvel independente eram
maiores que zero, no entanto, limitaram o dominio da funcdo. Os alunos A e G utilizaram o

valor do comprimento do quadrado como cota superior para o dominio da fungao.

D(A) =

Figura 109 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 4 versdo impressa.
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O aluno F, curiosamente, usou o valor 7v2como cota superior. Disse que utilizou a
régua para encontrar a sua resposta. Ao ser questionado pela pesquisadora, o aluno ndo soube

justificar o procedimento adotado.

D(A) =
— -

Figura 110 - Resposta do aluno F para o item (b) da atividade 4 versdo impressa.

Os alunos C, D, E ¢ H desistiram de determinar o dominio da fungao.

Com relagao ao item (c), os alunos C, D, G e H desistiram da tarefa de determinar o valor de x

para o qual a area do poligono BCDF ¢ méxima.

Para este item, o aluno A deu como resposta o valor x= 3, justificando tal fato dizendo
que “o tamanho da parte que possui X ¢ um pouco menor que a diagonal”. Os alunos B e F

responderam de forma inconsistente, ja o aluno E deixou a atividade em branco.

Figura 111 - Resposta do aluno F para o item (c) da atividade 4 versao impressa.

Figura 112 - Resposta do aluno B para o item (c) da atividade 4 versdo impressa.

No item (d), os alunos A, B e D responderam corretamente. O aluno C afirmou que o
ponto de minimo ¢ x=6. Os alunos E, G ¢ H deixaram em branco e o aluno F afirmou que

x>0.

4.3.4.2 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 4

Assim como na versdo impressa, o aluno B respondeu corretamente. Ja o aluno A esqueceu de
multiplicar por 2. O aluno G apresentou uma resposta bem mais consistente, porém cometeu

alguns erros algébricos.
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Figura 113 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 4 versdo interativa.

Os alunos C, D e F produziram respostas no nivel aritmético e o aluno E respondeu de

forma inconsistente.

- - — - J

Figura 114 - Resposta do aluno E para o item (a) da atividade 4 versao interativa.

Com base nessas observagdes, percebe-se que os alunos C, D, E e F ainda elaboram

suas solugdes no nivel aritmético.

No item (b) os alunos E e G explicitaram o limite superior do dominio como sendo o

maior valor possivel de se visualizar na tela do Geogebra.

O aluno B permaneceu correto ¢ os alunos A, C e F pensaram o correto, porém

fizeram uma representagdo errada do ponto de vista matematico.

D(A) = ‘

Figura 115 - Resposta do aluno F para o item (b) da atividade 4 versao interativa.

Apesar de representarem com certa dificuldade um dominio positivo,eles tiveram uma

boa visualizacao através do Geogebra.

O item(c) o aluno A respondeu corretamente. Ja os alunos C, D, F e H responderam "

infinito".

Ja os alunos E e G , de mesma forma que na letra B mantiveram coeréncia com o

dominio dizendo que x = 12.

No item (d) apenas os alunos E e F tiveram respostas incoerentes, os demais

responderam corretamente o valor de x para o qual a drea do poligono BCDF era minima.
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Nesta atividade os alunos A e B representaram corretamente a expressdao analitica
podendo assim serem classificados seguindo a ideias de Cabral (1998), como alcancando o

nivel funcional.

Correcao das versoes

Os alunos conseguiram acompanhar a corre¢do de forma participativa — respondendo
as perguntas oralmente. Percebe-se que apesar das dificuldades eles ja estio acompanhando e

entendendo o passo a passo da solugao.

4.3.5 - Atividade 5

Atividade 5 — Versao impressa

Um granjeiro utilizou 100 metros lineares de tela para cercar um terreno retangular:

x

a) Obter a lei y = f(x) que expressa a drea y, em metros quadrados, do terreno em
fungio da medida x, em metros, da base do retangulo.

b) No contexto do problema, qual é o dominio da fungdo f obtida no item a?

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do retangulo é
maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do retangulo é

minima.

Figura 116-Ilustracdo da versdo impressa da atividade 5
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Figura 117-Ilustracdo da situacdo inicial do applet da versao interativa da atividade 5.
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Figura 118-Ilustracdo de situagdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 5.

Observacdes gerais: Esta atividade apresentou uma novidade para os alunos no que diz

respeito ao ponto de maximo. Nas atividades anteriores os pontos de maximo € minimo

coincidiam com os extremos da fun¢do, o que ndo ocorre neste caso. E notavel, ao longo desta

andlise, o desenvolvimento do conceito de méximo e minimo pelos alunos ao comparar com

as atividades anteriores.
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4.3.5.1 Comentarios das respostas dos alunos da versiao impressa da atividade 5

Para a versdo impressa os alunos C, E, F e H deixaram todos os itens em branco.

O item (a) pedia para determinar a expressao analitica da funcao e diferente de todas as
atividades anteriores, os alunos nao conseguiram nem desenvolver uma ideia coerente para
este item. O aluno D ndo respondeu este item. Apesar de muitas tentativas nenhum aluno
conseguiu desenvolver uma solugdo coerente. Segue abaixo as tentativas dos alunos A, B e G.

Figuras 119, 120 e 121 respectivamente.

Figura 119 - Resposta do aluno A para o item (a) da atividade 5 versao impressa.

Figura 120 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 5 versdo impressa.

Figura 121 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 5 versao impressa.

O aluno B apresentou uma resposta muito bem encaminhada, mas infelizmente nao
consegui concluir seu raciocinio.

No item (b), como perimetro ¢ igual a 100 metros foi interpretado pelo aluno A como sendo
exatamente o dominio da fungao.

D(f) =

Figura 122- Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 5 versdo impressa.



111

O aluno B respondeu de forma incoerente ao trabalhar com o simbolo que representa o
infinito.

Figura 123 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 5 versdo impressa.

O aluno D representou corretamente este dominio.

T o s ]

D(f) = \ o VE . (

Figura 124 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 5 versao impressa.

O item (c) que pedia o ponto de méximo, os alunos A e G responderam x=100 e o
aluno B respondeu que o valor de x vai para o infinito e o aluno D que x =26. O aluno D foi o

unico que conseguiu se aproximar da reposta.
Os alunos A, B, D e G responderam o item (d) como x=0.

Esta atividade foi retirada de um livro didatico do 1° ano de ensino médio.
Infelizmente os alunos nao foram ou ndo estdo preparados para desenvolver este tipo de
questdo usando os “métodos tradicionais”. Com isso ficou clara a dificuldade de se trabalhar

com esta questdo sem o auxilio do applets Geogebra.

4.3.5.2 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 5

Na versdo interativa, o aluno B foi o Unico aluno que conseguiu desenvolver algo
diferente do item (a). Na verdade ele se utilizou da solucdo feita na versdo impressa desta
mesma atividade.

Figura 125 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 5 versdo interativa.
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O aluno desenvolveu corretamente a primeira parte achando uma equagdo para o perimetro,

mas nao conseguiu finalizar a expressao analitica (figura 125).

O item (b), nesta versdo, foi mais explorado por alguns alunos que conseguiram

entender o que acontecia com a figura, apesar dos equivocos.

O aluno B erroneamente escreveu o dominio terminando no ponto de méximo do retangulo e

0 Aluno A conseguiu chegar ao dominio, mas nao se atentou aos extremos.

Figura 126 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 5 versdo interativa

Figura 127 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 5 versao interativa.

O aluno C escreveu o dominio de 0 a 50 e apagou em seguida por acreditar que estava errado.
O aluno F também afirmou que o dominio estava variando de 0 a 50, porém aberto no 0 e

fechado no 50. E por fim, o aluno H deixou este item em branco.

No item (c) o Aluno H conseguiu perceber que a figura representava um quadrado no

ponto de maximo.

Figura 128 - Resposta do aluno H para o item (b) da atividade 5 versdo interativa.

Os alunos A, B, F e G responderam corretamente x= 25 e os alunos C ¢ H
responderam x=26 por ndo conseguirem a precisdo no Geogebra, mas entenderam que o ponto
de méximo era o ponto mais alto daquele grafico. Vale ressaltar como o Geogebra permitiu a
esses alunos desenvolverem a ideia de méximo desta questdo. Um item, que na versao
impressa havia sido pouco explorado, agora ¢ resolvido pela maioria dos alunos e por quatro
deles de forma correta. Os dois alunos que deram como resposta x =26 também ja estdo
entendendo a proposta do ponto de maximo. Apenas ndo conseguiram a precisdo do ponto no

Geogebra.
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Os alunos A, B, C e G responderam corretamente ao item (d). Se observarmos este
item da mesma forma que o anterior os alunos também conseguiram respostas bem mais

coerentes com relacao as dadas para a versdao impressa.

Figura 129 - Resposta do aluno A para o item (d) da atividade 5 versao interativa.

- a —\l
0 DO -

Figura 130 - Resposta do aluno C para o item (d) da atividade 5 versao interativa.

Figura 131 - Resposta do aluno G para o item (d) da atividade 5 versdo interativa.

Correcao das versoes

Alguns alunos apresentaram dificuldade em entender como determinar a expressdo analitica

mesmo apds a correcdo. Os demais itens foram bem entendidos pelos alunos.

4.3.6 - Atividade 6
Atividade 6 — Orientac¢oes para a realizacido da atividade interativa

Na janela da esquerda visualiza-se um angulo inscrito ACB em um circulo de raio 2v2
centimetros e segmento AB que ¢ o lado de um quadrado inscrito no circulo.
Consideret a medida do arco BC contido no arco BA e ¢ a medida do dngulo ACB
Determine:

a) o valor a do angulo ACB em fungio det;

b) o dominio de @ em funcdo det;

c) ofs) valor(es) de t, caso existam, para os quais o valor de @ é maximo;

d) ofs) valor(es) de t, caso existam, para os quais o valor de a é minimo;

Observacdo 1: Para alterar o valor de t, clique sobre a seta preta localizada no véntice C e a

mantenha pressionada durante toda a movimentagio

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta (“refazer”) que fica

no canto superior direito datela do Geogebra.

Figura 132 - Ilustrag@o da versdo interativa da atividade 6
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Atividade 6 - Versao interativa
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Figura 133- Ilustracdo da situagdo inicial do applet da versdo interativa da atividade 6.
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Figura 134 - Ilustragdo de situacdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 6.

Observacdes gerais: Ao apresentar a revisdo de vinte minutos foram dados alguns exemplos
de poligonos inscritos em um circulo. O intuito era facilitar o entendimento desta atividade
que aparece com toda a dindmica diferente das demais abordadas até o momento. Além de ser
uma atividade diferente por conter o circulo, esta atividade possui uma fun¢ao constante que

também ndo apareceu nas atividades anteriores.
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Esta atividade, e todas as que virdo a partir de agora, apresenta apenas a versao

interativa.

4.3.6.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 6

Ao tentar resolver o item (a), os alunos A, B ¢ D desenvolveram corretamente suas
respostas. Ao observar a resposta dada pelo aluno D (ver figura 135) fica muito clara a

evolugdo do aluno com relacdo a determinar a expressao analitica a partir de uma situagao

problema.
€ (%)
a) ovalor a do angulo ACB em fungdo de t
KzlTr =Q.T YN T - BV N i 3¢0 . g 10
ér > “ o <
.2 o 45 \ (54 ’
A= 111 7. &V ( N 45,

Figura 135 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 6 versao interativa.

Observamos dois alunos (C e G) que apresentaram suas respostas de forma inadequada para a
pergunta apresentada e os alunos E e F desistiram deste item. O aluno C tentou criar uma
expressdo, mas nao conseguiu concluir seu raciocinio. E o aluno G respondeu com se o

angulo a variasse de 0° a 90°. (ver figura 136 e 137)

Figura 136 - Resposta do aiuno C para o item (a) da atividade 6 versao interativa.

Figura 137 - Resposta do aluno G para o item (a) da atividade 6 versdo interativa.

Podemos observar que o item (b) foi respondido pelos alunos A, B e D corretamente.
O mais interessante ¢ que eles olharam para o grafico da funcdo e analisaram o momento em
que o valor some. Desta forma todos colocaram o intervalo aberto. Nesta atividade fica claro

que eles ja estdo utilizando o software a favor deles para conseguir responder os itens.
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Figura 138 - Resposta do aluno D para o item (b) da atividade 6 versdo interativa.

Os alunos C e E desistiram de determinar o dominio da fun¢do e os alunos F e G
tiveram respostas incongruentes. Isto ocorre por que estes alunos ainda nao conseguiram olhar

para a situacdo proposta e perceber toda a potencialidade do software Geogebra.

Figura 139 - Resposta do aluno G para o item (b) da atividade 6 versdo interativa.

Figura 140 - Resposta do aluno F para o item (b) da atividade 6 versdo interativa.

Ja o item (c), em sua maioria, os alunos responderam seguindo o extremo do dominio.
Logo, a maioria dos alunos afirmou que a fung¢do tinha ponto de méximo e que era 13,32. O
aluno C desistiu e o aluno F respondeu de forma incongruente ao afirmar que t < 8. Vale
ressaltar que este item ndo apresenta ponto de maximo nem de minimo por ser uma fungao
constante. E esses alunos ainda ndo haviam se deparado com este tipo de atividade neste

curso.

Para concluir a andlise da atividade 6, falaremos do item (d). Neste item os alunos A e
B acertaram ao afirmar que ndo existe ponto de minimo para esta funcao. J& os alunos C, D e
E afirmaram que o ponto de minimo seria igual a 0. O aluno F percebeu que o numero "0" ndo
poderia, nesta atividade, ser determinado como minimo e afirmou que qualquer valor maior
que ele seria minimo e o aluno G apresentou uma resposta incoerente afirmando que valor

minimo ét=0,5.
Correcao da versao

Nao ocorreu grande surpresa na correcao desta atividade. Houve alguns alunos que
acompanharam a correcdo com muita facilidade e se manifestaram de forma a contribuir com

a resolucao.
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4.3.7 - Atividade 7

Atividade 7 — Orientacées para a realizacido da atividade interativa

Na janela da esquerda visualiza-se um quadrado de lado medindo 4 centimetros e um
poligono vinho que varia de tamanho a medida que clicamos sobre o ponto e movimentamos.
A varidvel x representa o comprimento que vai do vértice do quadrado ao ponto que
movimentamos.

a) Escreva a drea da nova figura ( em vinho) em fungdo do segmento x.

b) Determine o dominio da fungio.

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a drea do poligono vinho é
maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a drea do poligono vinho é
minima.

Observagdo 1: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagio da direita. Nesta janela visualiza-se o grifico da fungio. A medida que
movemos a seta preta da figura, de forma simultinea, na janela de visualizagdo 2, o ponto M

movimenta-se deixando como rastro o grafico da funcio.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta  (“refazer”) que fica

I no canto superior direito da tela do Geogebra.

Figura 141-Ilustragdo da versdo interativa da atividade 7
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Figura 142-Ilustragdo da situagfo inicial do applet da versdo interativa da atividade 7.
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Figura 143-Ilustracdo de situagdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 7.

Observagdes gerais: Esta atividade ¢ uma versdo um pouco mais elaborada da atividade 4
onde o aluno necessita utilizar o conhecimento adquirido em exercicios anteriores. Como, por
exemplo, a diferenca de 4reas. Perceber que ao clicar e movimentar o ponto, esta
movimentagdo vai além desta tela, representa apenas uma ilustragdo da atividade no

Geogebra. A atividade ainda apresenta dicas que facilitam a resolu¢do do item (a).

4.3.7.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 7

Apesar de ser uma atividade com um grau de dificuldade um pouco maior, os alunos

A, B e F expressaram corretamente a expressao analitica deste problema. (ver figura 144)

L f(x) = 5 : I .
|

Figura 144 - Resposta do aluno F para o item (a) da atividade 7 versdo interativa.

Os alunos C, E e G acharam a atividade muito dificil e nao responderam a este item.
J4 o aluno D apresentou uma resposta incongruente como mostra a figura 145.



119

‘/"H'— ! )

Figura 145 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 7 versdo interativa.

O item (b) foi respondido corretamente pelos alunos A, B, F e G apesar da
representacdo esta incorreta. E importante ressaltar que este tipo de dominio ja havia
aparecido em uma atividade anterior e apenas o aluno B havia respondido corretamente. Isso

mostra que os alunos ja tiveram uma melhora significativa com relagdo a determinar o
dominio da funcao.

D(f) =

Figura 146 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 7 versdo interativa.

Nas figuras 147 e 148 aparecem as respostas dos alunos C e D que por responderam de

forma incoerente. O aluno E ndo respondeu a este item.

- B

> == — |

Figura 148 - Resposta do aluno D para o item (b) da atividade 7 versao interativa.

O item(c) nao foi respondido pelo aluno E. Ja o aluno G respondeu corretamente
afirmando que nao existe ponto de maximo. Os demais alunos responderam apresentando o

simbolo de infinito.

Para o ultimo item apenas o aluno E deixou em branco, o aluno A afirmou que nao

existe ponto de minimo e os alunos B, C, D, F e G afirmaram que x=0.

Correcao da versao

O aluno A se destacou na resolucdo deste item apresentando uma evolucao
consideravel das atividades anteriores para esta. Os alunos ainda estdo apresentando

dificuldade nos simbolos e nas representagdes matematicas.
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4.3.8 - Atividade 8

Atividade 8 — Orientacées para a realizacio da atividade interativa

Uma cruz simétrica é a figura formada pela sobreposi¢io de dois retingulos congruentes e
ortogonais inscritos em uma circunferéncia. Na janela da esquerda visualiza-se uma cruz
simétrica inscrita em um circulo de raio unitario cujo comprimento do retingulo que constitui
a cruz mede x centimetros. A drea A da cruz varia com o valor de x escolhido.

a) Determine valor da area A em funcgio de x.

b) Determine o dominio da fungio.

¢) Para que valor de x, a drea da cruz é maxima?

d) Para que valor de x, a drea da cruz é minima?

Observagdo 1: Para alterar o valor de x, clique e movimente a seta, mantendo-a pressionada.
Observagdo 2: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagio da direita. Nesta janela visualiza-se o grifico da funcio. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagio 2,
deixando como rastro o grafico da fungio.

Observagio 3: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta 2 (“refazer”) que fica
no canto superior direito datela do Geogebra.

Figura 149 - ITlustragdo da versdo interativa da atividade 8

Atividade 8 - Versio interativa
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Figura 150-Ilustracdo da situacdo inicial do applet da versdo interativa da atividade 8.
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Figura 151-Ilustracdo de situagdo intermediaria do applet da versdo interativa da atividade 8.

Observacdes gerais: Nesta atividade determinar a expressao analitica ndo ¢ tarefa facil. Os

alunos ndo resolveram o problema mesmo com as dicas postas no Geogebra. Além disso,

diferente das atividades anteriores, o0 dominio ndo inicia do zero e isso pode de alguma forma

fazer com que seja perceptivel a evolugcdo daqueles alunos para conseguirem determinar o

dominio independente deste fator.

4.3.8.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 8

Os alunos apresentaram extrema dificuldade no item (a) que pede para determinar a

expressdo analitica. Os alunos A, B, C e D tentaram resolver a expressao analitica e ndo

obtiveram sucesso € os alunos E, F e G deixaram este item em branco.

Alx= © AP N TS 1Y

Figura 152 - Resposta do aluno A para o item (a) da atividade 8 versao interativa.

)
-

x
2 & &
L Sy Az ax o4 2 X
ia

Figura 153 - Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 8 versdo interativa.
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No item (b) todos explicitaram um dominio, porém apenas o aluno A obteve uma

resposta coerente com o item.

| D(A)

Figura 154 - Resposta do aluno A para o item (b) da atividade 8 versdo interativa.

O aluno B tentou uma aproximagdo para o valor 1,41. Este aluno, apesar de ter

apresentado a resposta com um dos extremos errado, pensou de forma correta o dominio.

[
| D(A) 213 /1

Figura 155 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 8 versdo interativa.

Para o item(c) apenas os alunos A e F apresentaram a resposta 1,7 que € a correta. Os alunos
C e D representaram mais uma vez a area maxima € ndo o ponto onde a area ¢ maxima € os
alunos E e G também apresentaram a area maxima porém aproximada. O aluno B afirmou que
o ponto de méximo € x=2.

Os alunos apresentaram a resposta x=2 para o item(d) com excecdodo aluno B que
afirmou o ponto de minimo como sendo x=0. Estes alunos ao observarem o ponto de minimo
olharam apenas para um dos extremos da funcao.

Correcao da versao

Foi a atividade que os alunos tiveram maior dificuldade em resolver. Isso fica claro
quando nenhum deles apresenta solugcdo correta para o item (a) e, além disso, a atividade
apresentou um dominio diferente dos anteriores, ndo comegou do zero. Foi interessante que
alguns alunos (A e B) conseguiram independente de ser diferente das demais, desenvolverem
uma ideia coerente.
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4.3.9 - Atividade 9

Atividade 9 - Orientacoes para a realizacdo da atividade interativa

Na janela da esquerda visualiza-se um tridngulo inscrito em uma circunferéncia de raio
medindo 4 centimetros que varia de tamanho a medida que clicamos sobre a seta preta. A
varidvel x representa o comprimento do lado AC do tridngulo.

a) Determine a drea A = A(x) dotriangulo ABC em fungido de x.

b) No contexto do problema, qual é o dommio da fungio obtida no item a”?

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono ABC é
maxima;

d) Determine ofs) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono ABC ¢

minima.

Observagio 1: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagio da direita. Nesta janela visualiza-se o grifico da fungio. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagio 2,

deixando como rastro o grafico da fungio.

Observagio 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica

no canto superior direito da tela do Geogebra.

Figura 156 - Ilustragdo da versdo interativa da atividade 9

Atividade 9 - Versao interativa
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Aguve Edtar Exbe Opohes Fonamentas Janets Ada Entar..,
e o
ATashe oo SeeCone UM ou mas oo (E5c) 9o
+ Janels de Visuahzagdo * 10 Janeda de Viswakracho 2 A
. 1 Gréafico da area do triangulo em funglio de x.
Precisa de ajuda? Clique nas caixas a seguir. s cohoon
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-
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Figura 157-Ilustracdo da situacdo inicial do applet da versdo interativa da atividade 9.
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Figura 158-Ilustracdo de situacdo intermedidria do applet da versao interativa da atividade 9.

Observacdes gerais: Esta atividade engloba tudo que ja foi trabalhado nas atividades
anteriores e alguns conceitos geométricos novos. E uma atividade que pode levar o aluno ao

erro pela similaridade com o formato do grafico da fungao do 2° grau.

4.3.9.1 Comentarios das respostas dos alunos da versao interativa da atividade 9

Os alunos apresentaram muita dificuldade no item (a) e no item (b). Os alunos E, F e G
desistiram dos dois itens. Apesar de muitas tentativas, os alunos A, B, C e D ndo conseguiram
encontrar a expressao analitica que representa esta fungdo. Segue abaixo algumas tentativas

destes alunos.

Figura 159 - Respovsta do aluno A para o item (a) da atividade 9 versdo interativa.

Figura 160 - Resposta do aluno B para o item (a) da atividade 9 versdo interativa.

Figura 161 - Resposta do aluno C para o item (a) da atividade 9 versdo interativa.
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Figura 162- Resposta do aluno D para o item (a) da atividade 9 versao interativa.

No item (b) o aluno A respondeu corretamente, o aluno B representou de forma errada,
mas acredita-se que tentou representar um intervalo entre 0 ¢ 8. Os alunos C e D

representaram o intervalo visualizando a area maxima como sendo o extremo.

F_iéufa—164 - Resposta do aluno B para o item (b) da atividade 9 versao interativa.

Figura 165 - Resposta do aluno C para o item (b) da atividade 9 versao interativa.

\y ‘L_‘{: \ \\'\‘ % C.{ é{_f%:3 (» ) |

Figura 166 - Resposta do aluno D para o item (b) da atividade 9 versao interativa.

O ponto de maximo que ¢ pedido no item (c) os alunos A, C, D, E e G responderam 16
que ¢ exatamente a area maxima. O aluno B respondeu “0” e o aluno F respondeu 5,6 que é a

solugdo que mais se aproxima da verdadeira.

Ao item (d) responderam corretamente os alunos A e F afirmando que ndo existe
ponto de minimo. Os alunos E e G responderam 4cm. O aluno D respondeu “0”, o C “0” ou

“8” e 0 aluno B respondeu 8 cm.
Correcao das versoes

Foi a atividade onde os alunos apresentaram maior dificuldade, apesar de terem se
esforcado para tentar desenvolver da melhor maneira possivel ndo sé a expressao analitica,

mas também o dominio € o pontos de maximos € minimos.
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CAPITULO 5 - AVALIACAO DA EXPERIENCIA DIDATICA

Neste capitulo apresenta-se a avaliagdo da experiéncia didatica realizada com os
alunos. Em um primeiro momento serd relatada a avaliagdo dos alunos. E no final, a

pesquisadora faz sua avaliagcdo de todo o processo.

A avaliagdo dos estudantes tem como foco o material apresentado e a forma de
abordagem do tema fungdes. O objetivo ¢ analisar o nivel de satisfacdo dos alunos com
relacdo a forma como foi apresentado o tema. Para avaliar a opinido dos alunos utilizou-se
uma ficha contendo sete frases afirmativas e uma escala Likert de cinco pontos: Discordo

totalmente; Discordo; Nao concordo nem discordo; concordo; concordo totalmente.

Iniciaremos este capitulo falando um pouco da escala de Likert que foi utilizada como
referéncia para a avaliacdo da nossa pesquisa, em seguida apresentaremos a analise a cada

resposta e a conclusao feita pela pesquisadora.

5.1 - Escala de Likert

Com o intuito de realizar uma pesquisa analisando de forma fiel a opinido dos alunos
com relagdo ao trabalho desenvolvido com eles, utilizamos a escala de Likert. Esta escala ¢
uma das mais conhecidas e utilizadas em pesquisa quantitativa, ja que pretende registrar o
nivel de concordancia ou discordancia com relagdo a uma declaragdo dada. Ao invés de
trabalhar com as perguntas sim ou ndo, a escala nos permite conhecer o grau de
conformidade do entrevistado com qualquer afirmacdo proposta. E totalmente Wtil para
situacdes em que precisamos que o entrevistado expresse com detalhes a sua opinido.
Utilizando a escala de cinco pontos citada acima nds construimos uma sequéncia com sete
frases afirmativas (ver anexo 4), onde em cada uma delas o aluno teria a op¢ao de marcar um

dos cinco “carinhas” (figura 167) de acordo com o grau de concordancia dele com relacao a

VO OY

Figura 167 -“Carinhas” utilizadas pelos alunos no questionario.

cada afirmativa.
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Desta forma, se o aluno marcar a primeira “carinha”, ou seja, a mais feliz, ele estara
concordando totalmente com a afirmativa. J4 se ele marcar a tltima “carinha”, ou seja, a mais
triste, ele estara discordando totalmente da afirmativa. Enquanto que as demais “carinhas”
representam situagdes intermediarias: concordo parcialmente, ndo concordo nem discordo e

discordo parcialmente.

A pesquisadora orientou os alunos a colocarem nome na avaliagdo apenas se iSso nao
influenciasse em suas respostas. Isso porque o intuito seria ter a resposta mais sincera possivel

com relagdo a oficina.

A seguir, analisaremos o nivel de concordancia dos alunos em relagdo a cada pergunta
e logo apds faremos uma analise geral das respostas para saber se os alunos perceberam

alguma vantagem ao utilizar o software Geogebra.

5.2 - Analise das respostas dadas pelos alunos

A fim de quantificar o nivel de concordancia dos estudantes foram atribuidos a
seguinte pontuagdo: 1 para discordo totalmente; 2 para discordo; 3 para ndo concordo nem

discordo; 4 para concordo; 5 para concordo totalmente.

Tabela 2 - Relacdo das “carinhas” com os pontos atribuidos

Resposta do aluno (carinha) | Nivel de concordancia Ponto atribuido
concordo totalmente 5
@ concordo 4
@ nao concordo nem discordo 3
@ discordo 2
® discordo totalmente 1
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Para determinar o nivel de concordancia em relacdo a um item calcula-se a média
ponderada. Considerava-se as quantidades de respostas atribuidas para cada carinha como

pesos.

Para um melhor entendimento desse céalculo, vejamos um exemplo: suponha que 2
alunos responderam “concordo totalmente™; 3, respondeu concordo; 1, discordo; e 1,

respondeu discordo totalmente; entdo o nivel de concordancia ¢ da pela média:

o 2x5+4 3x4 + 1x2 + 1x1
média: 7 ~ 3,57

que se encontra na zona de concordancia (de 3 a 5).

1 2 3 4 5
} ' ' t :

zona de discordédncia zona de concordéancia

Figura 168-Termometro da escala Likert

Passemos entdo a andlise das respostas dos alunos.

Afirmativa 1: O Geogebra auxiliou vocé na resolucio dos problemas propostos.

Tabela 3: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o primeiro item

Afirmagao 1 4 2 1 0 0

o A4x5 4 2x4 + 1x3
média: 7 =443

Em sua maioria os alunos concordam que o Geogebra auxiliou na resolucao das atividades.
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Afirmacao 2: Vocé gostou das atividades apresentadas.

Tabela 4: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o segundo item

©® © 6| 0 6

Afirmagdo 2 3 4 0 0 0

3x5 + 4x4 _

média: 7 = 4,43

Os alunos afirmaram que gostaram das atividades com alguma restrigao.

Afirmacio 3: Vocé gostaria que o seu professor utilizasse estas atividades em sala de
aula.

Tabela 5: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o terceiro item

® © © O ®

Afirmagdo 3 2 3 0 1 1

2x5 4+ 3x4 + 1x2 + 1x1
7 = 3,57

média:

Como a média ficou acima de 3 temos que este item ainda esta dentro da zona de
concordancia. Entretanto, dois alunos nao gostariam que essas atividades ndao fossem

utilizadas.

Afirmacao 4: A utilizacio do Geogebra proporcionou um melhor entendimento do

significado de dominio de uma fungio.

Tabela 6: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o quarto item

©® © &6 0 6

Afirmacdo 4 6 1 0 0 0
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6x5 + 1x4 B

média: 7 = 4,86

Ao que parece, o Geogebra proporcionou um melhor entendimento do significado de dominio

de uma funcao.

Afirmacao 5: A utilizacio do Geogebra proporcionou um melhor entendimento do

significado de funcio.

Tabela 7: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o quinto item

Afirmagdo 5 4 3 0 0 0

. 4x5 + 3x4
média: — = 4,57

Do mesmo modo, os alunos concordaram que o Geogebra proporcionou um melhor

entendimento do significado de fungao.

Afirmacio 6: A utilizacdo do Geogebra ajudou a encontrar a expressio que define a

funcio.
Tabela 8: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o sexto item
Afirmacao 6 2 3 2 0 0

2x5 + 3x4 + 2x3 —4
Z =

média:

Também concordaram que o Geogebra ajudou a encontrar a expressao que define a fungao.
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Afirmacio 7: Apos a realizacdo das atividades vocé tem mais seguranca em resolver

problemas relacionados ao conceito de funcio.

Tabela 9: tabela indicando os resultados das respostas dos alunos para o terceiro item

©® © © O ®

Afirmacgao 7

3x5 + 3x4 + 1x3 _
Z =

média: 4,28

E, por ultimo, os alunos concordaram que a realizacdo das atividades deu a eles mais

confianga para resolver problemas relacionados ao conceito de fungao.

Assim, analisando cada afirmacgdo, podemos concluir que para o aluno o uso do

Geogebra foi de extrema importancia na realizacao das atividades.

Pesquisa sobre a opinidao dos alunos com
relacdo a oficina

=

0 _ —— m A . =

Afirmativa
1

Figura 169 - Grafico da média de cada item da opinido dos alunos com relagdo a experiéncia didatica.

Afirmativa
2

Afirmativa
3

Afirmativa
4

Afirmativa
5

Afirmativa
6

Afirmativa
7
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5.3 — Avaliacio da pesquisadora

Apesar das dificuldades apresentadas pelos alunos ao resolverem as questdes, acredito
que a pesquisa foi bem sucedida. Foi possivel perceber que tudo era novo para eles: ndo
estavam habituados com a utiliza¢dao de softwares na resolugdo de problemas e, muito menos,

ter trabalhado com fungdes em um contexto dindmico e interativo.

Contudo, ouso dizer que Geogebra foi muito importante para o desenvolvimento das
atividades pelos alunos. A proposta inicial de se trabalhar com as versdes impressas e digitais
das atividades tinha também como objetivo que o aluno percebesse como um software pode
ajudar significativamente na resolucdo de problemas matematicos. Além disso, € importante
saber do proprio aluno o que ele sentiu de diferenca se comparando com as aulas tradicionais.

Pensando em cada afirmacao da avaliacdo da oficina podemos tirar algumas conclusdes.

Primeiro, que o Geogebra teve boa aceitacdo por parte dos alunos. Segundo, que ele
contribuiu efetivamente para a compreensao do significado de dominio de uma fungdo e do

proprio conceito de fungao.

De modo geral, analisando cada resposta dada pelos alunos no capitulo 4 e a avaliagdo
feita pelos alunos, acredito que o material desenvolvido e a forma que ele foi apresentado para
os alunos atingiu o seu objetivo. Pdde-se perceber claramente a evolucdo dos alunos ao
utilizar o software e como eles conseguiram resolver algumas atividades que antes pareciam

extremamente dificeis.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao analisar os PCN e o PNLD pode-se observar que ambos os documentos orientam
que o ensino do conceito de fungdes deveria permitir que os alunos se apropriassem da
linguagem algébrica com o intuito de expressar a relacdo entre grandezas e modelar situagdes
problema. Essas orientacdes deveriam ser seguidas pelos livros didaticos. No entanto, com o
mapeamento dos livros didaticos que fizemos no capitulo 2 pudemos observar algum avango
em relagdo aos resultados obtidos por Botelho (2005) e S4 (2005), mas o cendrio apresentado
ainda inspira cuidado. H4, em geral, um tratamento superficial e excessivamente algébrico
sobre tema. Exploram-se pouco as atividades de fungdes a partir de situagdes problema no
qual a func¢do precisa ser descoberta, e quando isso ¢ feito os estudos do dominio, dos pontos
criticos e do grafico de uma funcdo sdo negligenciados ou tratados de forma ingénua e
equivocada.

Nesse sentido, pode-se dizer que este trabalho procurou contribuir com uma proposta
de atividades que permitisse ao alunado desenvolver esta capacidade de modelar um
problema, de determinar e estudar alguns elementos principais de uma funcao real (dominio,
pontos criticos) a partir da relagdo entre grandezas. Para isso foram utilizados o contexto
geométrico e o software de matematica dindmica, o Geogebra. O uso da ferramenta
tecnoldgica possibilitou que os alunos reconhecessem a variavel independente e por meio de
sua variacao estabelecer o dominio da fun¢do; visualizassem as regides onde os valores da
funcdo crescem e onde decrescem, tornando possivel a analise dos pontos criticos da fungao.
O resultado obtido com a experiéncia didatica e a avaliacdo que os alunos fizeram permite-
nos concluir que a realizacdo das atividades atingiu o seu objetivo.

Analisando as atividades de um a cinco, que foram apresentadas nas duas versdes
(impressa e interativa), podemos notar claramente que a evolu¢do da atitude dos alunos na
resolucdo das atividades na versdo interativa ¢ maior. Contudo, a partir da atividade 2 (na
versdo impressa) os alunos passam a ter mais autonomia e atitude positiva na resolucdo das
questdes. Na atividade 1 impressa, os alunos deixaram todos os itens, exceto o primeiro,
praticamente em branco. Ainda estavam com o pensamento de que s6 poderiam responder aos
demais itens se conseguissem resolver o primeiro item. Este pensamento mudou apenas no
momento em que foram questionados pela pesquisadora com relacdo a possibilidade de

resolver os demais itens da questdo sem que conhecessem a expressao analitica da fungdo.
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Analisando de forma um pouco mais detalhada as cinco primeiras atividades
impressas, ¢ interessante notar que os alunos tiveram bastante dificuldade nas atividades 1 e 5.
A primeira era uma atividade relativamente facil, mas os alunos ainda nao estavam habituados
com este tipo de questdo. Nao sabiam interpretar a pergunta € nem entendiam o que
significava aquele “desenho” e sua relagdo com o que se pedia em cada item proposto. J& na
atividade 5, acreditamos que o resultado obtido pode ter sido consequéncia da propria
dificuldade no entendimento do contexto geométrico associada ao fato deles preferirem e
optarem por fazer logo a mesma questiao na versao interativa.

No que diz respeito aos niveis de significacdo propostos e discutidos no texto de
Cabral (1998), observa-se que na atividade 1, tanto na versdo impressa quanto na versao
interativa, os alunos apresentaram respostas apenas no nivel aritmético. Eles olham para a
figura como algo rigido que ndo possui movimento, € mesmo depois de abrir o Geogebra, eles
retornam a figura inicial para “capturar” os valores que aparecem na figura e “resolver” a
questdo por meio de calculos aritméticos. Além disso, eles também ndo entendiam o
significado da notagdo f(x) e da palavra dominio. Contudo, j& era visivel uma evolucao das
atitudes dos estudantes na resolugdo da versdo impressa para a versdo interativa, mesmo na
realizagdo da primeira atividade. Os alunos tentaram resolver todos os itens que anteriormente
parecia impossivel para eles. Alguns deles conseguiram determinar corretamente o dominio
da funcdo. A dificuldade encontrada foi em diferenciar ponto de maximo de valor méximo.
Todos assumiram o valor maximo ao invés do ponto méaximo. Todavia isso também nao
invalida o objetivo da questdo que trata-se de um erro técnico ¢ de nomenclatura cometido
inclusive por diversos alunos em um curso inicial de Célculo.

Nas atividades 2, 3 e 4, os alunos que conseguiram desenvolver a expressdo analitica
na versao impressa também conseguiram na interativa (item (a) de todas as atividades). A
principio, pode parecer que a aplicacdo interativa ndo tenha contribuido para a evolugdo da
atitude dos estudantes, o que pode nao ser verdade. Observemos, por exemplo, o resultado da
atividade 1, na qual os estudantes nao ultrapassaram o nivel aritmético de significagdo na
realizacdo da atividade impressa. Assim, o sucesso dos alunos que conseguiram resolver o
item (a) da atividade 2 impressa poderia ser atribuido a correcdo feita pela professora da
atividade 1, tendo como suporte a versdo interativa. Cabe destacar que com a resolugdo
consecutiva das atividades os alunos comecam a desenvolver estratégias para encontrar a
expressdo analitica da func¢do. Produzindo assim cada vez mais respostas no nivel funcional

proposto por Cabral (1998). No entanto, a maior dificuldade encontrada pelos alunos para
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determinar a expressdo analitica de forma correta ¢ a falta de conhecimento de conceitos
basicos de geometria e algebra (ver p.91, por exemplo).

Por outro lado observa-se um progresso da quantidade de respostas corretas dos
estudantes com relacdo aos demais itens. Os alunos apresentavam mais detalhes e
desenvolviam melhor suas representacdes do dominio a cada atividade realizada. Isso fica
claro quando comparamos os resultados deste item nas versdes impressa e interativa da
atividade 4: enquanto apenas um aluno consegue determinar o dominio na versao impressa, na
versao interativa quatro alunos conseguem responder corretamente ao item. O que ¢ mais
interessante aqui ¢ que nesta atividade o dominio ndo ¢ limitado como nas atividades
anteriores e 0 Geogebra. Mesmo assim ajudou os alunos a “enxergarem” esta possibilidade.

Outro ponto positivo observado com a aplicagdo das atividades ¢ que os alunos
procuram determinar o dominio da fungao a partir do significado da variavel independente no
contexto do problema (e ndo apenas por meio do estudo de restricdes algébricas da func¢do
analitica). Os alunos percebem que valor da variavel independente (“o valor de x”) se altera a
medida que ele movimenta a figura.

Com relacao aos pontos de maximo e de minimo, € interessante notar que os alunos
iniciaram as atividades na versdo interativa sem grande preocupacdo com a janela de
visualizac¢ao 2 (a que apresentava o grafico da funcao), mas passam a perceber a importancia
do grafico na resolugdo das atividades (ver item (c) da atividade 5, p.14) a medida que foram
resolvendo os problemas.

Sendo assim, ignorando os erros produzidos no campo algébrico e geométrico, poder-
se-ia concluir que pelo menos quatro alunos (B, C, F e G) passaram a produzir respostas no
nivel funcional. E interessante notar que estes alunos ndo estavam habituados com atividades
que articulasse o conceito de funcdo com contextos geométricos. Acredito que esta forma de
trabalhar melhora o entendimento do significado das varidveis dependentes e independentes,
além de ampliar o conhecimento do aluno com relagdo aos conceitos de dominio e pontos de
maximo ¢ minimo de uma fun¢do. Enquanto o conceito de dominio ¢ re-significado em um
contexto dindmico de relacdo entre grandezas, as noc¢des de maximos e minimos sdo
introduzidas de forma intuitiva, gréafica, transcendendo de forma criativa o “Unico” exemplo
didatico da matematica escolar estudado no universo das fun¢gdes quadraticas. Os alunos
compreenderam efetivamente o significado de variavel ao longo da realizag¢do das atividades.

Na visdo dos alunos a experiéncia realizada também foi bem sucedida. A andlise feita

utilizando a escala de Likert indica isso: todas as afirmativas permaneceram dentro da zona de
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concordancia. Os alunos concordaram que o material auxiliou na compreensao dos conteudos
apresentados. Nesse sentido eles deram destaque a utilizacdo do software Geogebra.

De fato, o uso do Geogebra foi de fundamental importancia para a elaboragdo e
realizagdo das atividades interativas, aumentando a capacidade de visualizagdo dos alunos e
possibilitando, desse modo, que elas atingissem os seus objetivos.

Contudo ha uma necessidade de aprimorar o material elaborado. Seria interessante que
o recurso do grafico (disponivel na janela de visualizagdo 2) estivesse disponivel apenas para
a realizagdo dos itens (c) e (d) das atividades. Como trabalho futuro pretende-se expandir o

material elaborado e aplicar em uma situagdo didatica real de sala de aula.



137

REFERENCIAS:

B. de J. Caraga. Conceitos Fundamentais da Matematica. 9a edi¢do. Lisboa: Livraria Sa da
Costa Editora, 1989.

BORTOLOSSI, H. etalli. Problema da Bobina. Projeto Otimo. CDME. Disponivel em:
http://www.uff.br/cdme/pbo/pbo-html/pbo-01-br.html. Acesso em 27 de abril de 2016.

BOTELHO, L.M.L. Fun¢odes Polinomiais na Educac¢ao Basica: Uma Proposta. Monografia
de Pos-graduagao. Niteroi: UFF, 2005.

BRASIL, PCN Ensino Médio: Parametros Curriculares Nacionais. Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias. Brasilia: Ministério da Educacdo,Secretaria de Educagao
Média e Tecnologica, 2000.

.PCN+ Ensino Médio: Orienta¢des Educacionais complementares aos Pardmetros
Curriculares Nacionais. Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias. Brasilia:
Ministério da Educacao, 2002.

. Programa Nacional do Livro Didatico 2012: Matematica. Brasilia: Ministério da
Educacao, Secretaria de Educagao Basica, 2011.

.Programa Nacional do Livro Didatico 2015: Matematica do ensino médio. Brasilia:
Ministério da Educagdo, Secretaria de Educagdo Basica, 2014.

CABRAL, T.C.B. Contribuic¢des da Psicanalise 2 Educacio Matematica: A Logica da
Itervengdo nos processos de Aprendizagem. Tese de Doutorado. Sao Paulo: USP, 1998.

DASSIE, Bruno Alves. Euclides Roxo e a constituicao da educacio matematica no
Brasil. Tese de doutorado. PUC-Rio, Rio de Janeiro, 2008.

DOMINGOS, A. A constru¢ao do conhecimento matematico avancado: O caso do conceito
de sucessao. Em S.E.M. da. S.P.C.E. (Ed.).Actividades de Investigacio na Aprendizagem
da Matematica e na Formacao de Professores. Coimbra: 2002. Cap. 19, p. 291-308.

LOURENCO FILHO, M. B. Introduciao ao estudo da escola nova: bases, sistemas ¢
diretrizes da pedagogia contemporanea. 12 ed. Sdo Paulo: Melhoramentos: [Rio de Janeiro]:
Fundacao Nacional de Material Escolar, 1978.

OLIVEIRA, A.G. E DORINI, F.A. O uso de ambiente de geometria dindmica como subsidio
para a caracterizacao das fungdes quadraticas. RPM nimero 1, volume 1. 2013

PALIS, Gilda de La Rocque. Atividades que podem propiciar o desenvolvimento do
raciocinio funcional no alunado do ensino médio e universitario inicial. Vol. 1. Nimero 1.
Rio de Janeiro: PUC. ISSN 2319-023X, 2013.

REZENDE, W.M, O ensino de Calculo: Dificuldades de Natureza Epistemologica. Tese de
Doutorado. Sao Paulo: USP, 2003a.

.Um Mapeamento das Ideias Fundamentais do Calculo no Ensino Basico. Artigo.
Rio de Janeiro: IM-UFF, 2006.



138

REZENDE, W.M ,BORTOLOSSI, H.J e PESCO, D.U, Explorando aspectos dindmicos no
ensino de fungdes reais com recursos do GeoGebra. Artigo. 1*. Conferéncia Latino
Americana de GeoGebra.ISSN 2237-9657, pp.74- 89, 2012.

HERSHKOWITZ,R., ARCAVI, A. e EISENBERG, T. Geometrical Adventures in
Functionland. Mathematics Teacher, 80, 346-352. 1987.

ROXO, E. A Matematica na Educacio Secundaria. Sdo Paulo: Companhia Editora
Nacional, 1937. (Atualidades Pedagodgicas, vol. 25).

. A matematica e o curso secundario. In: PEIXOTO, A. et.al. Um grande problema
nacional (estudos sobre ensino secundario). Rio de Janeiro: Irmaos Pongetti Editores, 1940.

. O Ensino da Matematica na Escola Secundaria XII — Principais Escopos e Diretivas
do Movimento de Reforma — O Conceito de Fun¢do como Idéia Axial do Ensino. Jornal do
Commercio, Rio de Janeiro, 22 fev. 1931.

SA, S.L.S. Um Mapeamento do Ensino de funcées Exponenciais e Logaritmicas no
Ensino Basico. Monografia de Pos-graduacao. Niteréi: UFF, 2005.

SALES, C.O.R.Explorando Fungao através de representacdes dinimicas: Narrativas de
estudantes do Ensino Médio. Dissertacao de Mestrado. Sao Paulo: Universidade Bandeirante,
2008.

SANTOS, Fabio Lennon Marchon. Uma proposta alternativa para o ensino das Funcdes
exponenciais e logaritmicas no ensino médio. Monografia.Niteroi: UFF, 2008.

SIERPINSKA, A. Humanities Students and Epistamological Obstacles Related to Limits.
Educational Studies em Mathematics, 18, 1987.

. On understanding the notion of function. In: Dubinsky, E. e
Harel, G. (eds.), The concept of function:Elements of Pedagogy and Epistemolgy. Notes
and Reports Series of the Mathematical Association of America, vol.25, p.25 -58.(1992)

SIQUEIRA, D.M. Elaboracao de atividades de ensino de fun¢des utilizando recursos
computacionais no Ensino Médio. Dissertagdo de Mestrado. USP - Sao Carlos, 2013.

SOARES, L. H. Tecnologia computacional no ensino de matematica: o uso do Geogebra no
estudo de fungdes.1° edicao.Revista do Instituto GeoGebra Internacional de Sao Paulo.
2012.

VALENTE, W.R. (org.). Euclides Roxo e a modernizaciao do ensino da matematica no
Brasil. 1? edigdo. Brasilia: Editora da Universidade de Brasilia, 2003.PP. 56-85.

LIVROS DIDATICOS

DANTE, Luiz Roberto. Matematica: Contexto & Aplicacdes Vol. 1. 2% edicdo. Sdo Paulo:
Atica, 2014.

IEZZI1, Gelson e colaboradores. Matematica — Ciéncia e Aplicagdes Vol. 1. 7* edigdo. Sao
Paulo: Saraiva, 2013.

LEONARDO, Fabio Martins. Conexées Com a Matematica Vol. 1. 2% edicdo. Sdo Paulo:
Moderna, 2013.



139

PAIVA, Manoel Rodrigues. Matematica — Paiva Vol. 1. 2 edi¢dao. Sao Paulo: Moderna,
2013.

SMOLE, Katia C. Stocco; DINIZ Maria Ignez. Matematica - Ensino Médio Vol. 1. 9% edicao.
Sdo Paulo: Saraiva, 2013.

SOUZA, Joamir. Novo Olhar: Matematica Vol. 1. 2* edi¢do. Sao Paulo: FTD, 2013.



140

ANEXO 1
SOLUCAO DO PROBLEMA DA ESCADA.

Situacdo problema: Uma escada de 5 m de comprimento estd recostada em uma parede. A
base da escada escorrega, afastando-se da parede a uma taxa (velocidade) de 2 cm/seg. Com
que velocidade cai o topo da escada,no momento em que a base da escada estd a 3 m da

parede ?

19) Situac¢do inicial da escada:

y2+x2 =52

29) Variacdo da velocidade da escada com relagdo ao tempo:

dx 20m)/
— = 2cm/se

dt g

39) Devemos derivar implicitamente a equagdo de ( 19)

y2 = —x? + 52

49) Substituir (22) em ( 39):

dy
4—=3.2
a3

Y _ 15
P cm/seg



ANEXO 2

LIVROS DIDATICOS APROVADOS PELO PNLD 2015.

L1 - Conexdes Com a Matematica

L2 - Matematica: Contextos e Aplicagdes

L3 - Matematica: Paiva

L4 - Matematica: Ciéncia e Aplicacdes

L5 - Matematica: Ensino Médio (Katia Stocco)

L6 - Novo Olhar: Matematica
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ANEXO 3 - PRODUTO DA DISSERTACAO

VERSAO IMPRESSA E DIGITAL COM SOLUCAO COMENTADA

Atividade 1

Seja ALJK um quadrado de lado 4 centimetros e AETH um outro quadrado intemo a
este com um vértice em comum ¢ lado medindo x centimetros. Sabe-se que a area 5 do

poligono ELJTKHI varia de acordo com o tamanho escolhido para o segmento x.

K J

A

H s -

a) Determine a area S do poligono ELTEHI em funcio de x.
b) Determine o dominio da funcio.
5

c) Para que valor de x, a drea do poligono ELJTEHI & maxima?

d) Para que valor de x_ a drea do poligono ELTKHI é minima?

Solucio
a) S(x) =16 — x?
Uma maneira simples de resolver o item (a) ¢ fazer a diferenga de areas.
b)0<x<4

Quando x ¢ igual a zero a area S chega a sua area maxima e quando o x chega a 4 o poligono
ELJKHI some.

c¢) Portanto sua area méxima ¢ assumida em x = 0

d) Sua drea minima ¢ assumida em x = 4.
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Atividade 2

De uma folha de papel quadrada de lado medindo 4 centimetros, retira-se um retangulo
de largura x centimetros de sua parte superior e dois gquadradinhos de
lado x centimetros de cada ponta da parte inferior, formando uma figura em forma de

T. A drea A da figura T varia com o valor de x escolhido.

‘ X

@ x
a) Determine a area A em funcio de x.

b) Determine o dommio da funcio.

c) Para que valor de x, a drea da figura T & maxima?

d) Para que valor de x_ a drea da figura T & minima?

Solucio:
a) Ainda pensando como a atividade 1, podemos fazer por diferenca de areas.
A(x) = 16 — 4x — 2x?

b) O menor valor que pode ser assumido pela varidvel x ¢ zero quando ndo hd nenhum recorte
no papel. Desta forma nao temos o T proposto. E o maior valor que pode ser assumido por x ¢
2 que corresponde a metade do lado do quadrado. Quando isso ocorre também nado ¢ mais
possivel ter um T. Portanto o dominio é: D(A4) = {xe R|0 < x < 2}

c¢) Nao existe.

d) Nao existe.
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Atividade 3

Na figura, wvisualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 4 centimetros e um
poligono cinza, EBCD, que varia de tamanho i medida que deslocamos o vértice E ao

longo da diagonal do guadrado. A variavel u representa o comprimento do segmento

EC. .

.

a) Determine a irea 5 do poligono EBCD em funcio deu.

b) Determine o dommio da funcio.

c) Determine o(s) valor(es) de w, caso existam, para os quais a drea do poligono
EBCD é maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de u, caso existam, para os quais a drea do poligono

EBCD é mmima.

Solucio:

a) Seja o tridangulo CED de base CE medindo u temos:

w2.v2
2

A(CED) = =uV2

A(w) = 2.u.V2
b) D(A) = {u € R|0 < u < 4V2}
c)u =42

d) Nao existe.



Atividade 4

MNa figura, wisualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 6 centimetros ¢ wm
poligono verde, BCDF, que varia de tamanho i medida que deslocamos a seta F ao
longo da semirreta, originada pelo prolongamenfo da diagonal do gquadrado. A

varidvel x representa ¢ comprimento do segmento CF.

a) Determine a area A do poligono BCDF em funcio de x.

b) Determine o dominio da fungio.

) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF
& maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF

& minima.

Solucio:

a) Observando a figura podemos perceber que a area do tridangulo CDF de base CF e altura

6V2

2z

que coincide com a medida da metade da diagonal do quadrado ABCD ¢ xTz ==

Logo, a area do poligono BCDF ¢é A(x) = 2'3;\/2 = 3xV2

b)D(A) ={x €R|ex > 0}
¢) Nao existe.

d)x=0
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Atividade 5

Um granjeiro utilizou 100 metros lineares de tela para cercar um tetreno retangular:

T

a) Obter a lei vy = f(x) que expressa a area y. em metros quadrados. do temreno em
funcio da medida x_ em metros_ da base do retingulo.

b) No contexto do problema. qual € o dominio da funcio f obtida no item a?

c) Determine o(s) valor{es) de x, caso existam, para os quais a area do retangulo e
maxima;

d) Determine o{s) valor(es) de x, caso existam, para os gquais a area do retingulo é

minima.

Solucao:

a) Sabemos que dois lados do retdingulo medem x, como a medida do perimetro deste mesmo

22X — 50 — x. Desta forma

retangulo ¢ 100 m temos que o outro lado pode ser expresso po

f(x) =x.(50 —x)
b) D(f) = {x € R|0 < x < 50}

¢) A area maxima ocorre quando o retangulo vira um quadrado, ou seja, todos os lados

medem x. Logo x = 25m.

d) Nao existe area minima.
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Atividade 6

Na janela da esquerda visualiza-se um 4ngulo inscrito ACB em um circulo de raio 2v/2
centimetros e segmento AB que € o lado deum quadrado inscrito no circulo.
Consideret a medida do arco BC contido no arco BA e o a medida do dngulo ACB.

Determine:

a) o valor & do dangulo ACB em funcio det;
b) o dominio de @ em funcio det;
c) ofs) valor(es) det, caso existam, para os quais o valor de & € maximo;

d) ofs) valor(es) de t, caso existam, para os quais o valor de & € minimo;

Observacio 1: Para alterar o valor de t, clique sobre a seta preta localizada no vertice C e a

mantenha pressionada durante toda a movimentacio.

Observacio 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta | (“refazer”) que fica

no canto superior direito datela do Geogebra.

Solucio:

a) A expressdo analitica de a em fungdo de t é: a(t) = 0,79, logo ¢ uma fungédo constante. O

valor do angulo a = 45° em graus. Que neste caso o GeoGebra converte em 7 rad.

b) O dominio ¢ dado pela medida do comprimento do circulo que varia de 0 a i“nr j& que sua

medida assume até ¥ da medida do circulo.
Portanto: D(a) = {t € R|0 < x < 13,32}
¢) Nao existe.

d) Nao existe.



Atividade 7
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movimentamaos.

a) Escreva a area do poligono ADCBFH em funcio do segmento x.

b) Determine o dominio da funcio.

c) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a drea do poligono vinho é maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a drea do poligono vinho é miima.

Na figura, visualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 4 centimetros e o poligono vinho ADCBFH
que varia de tamanho a medida que movimentamos a seta preta sobre o prolongamento da diagonal AC do

quadrado. A wvariavel x representa o comprimento que vai do vertice C do quadrado ao ponto F que

Solucio:

a) Pensando em um angulo de 45° em HFC temos:

sen45° =

X<
S
e
I
<

Sendo y a menor distancia entre os segmentos FH e CD.

V2
A base maior do trapézio (HF) = Z.T.X +4=+2.x+4

(VZx+4+4).(4+2.%) 2
2

f(x) =

b)D(f) ={x€R|ex >0}
c¢) Nao existe

d) Nao existe

2

X X
—-16 = 7+4\/7x+16—16=?+4\/§x
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Atividade 8

Uma cruz simétrica ¢ a figura formada pela sobreposicio de dois retingulos congruentes e ortogonais
inscritos em um circulo. Wa figura, visnaliza-se uma cruz simeétrica inscrita em um circulo de raio unitario
cujo comprimento do retdngulo que constitui a cruz mede x centimetros. A drea A da cruz varia com o

valor de x escothido. L

-

P g M

a) Determine valor da drea A em funcio de x.
b} Determine o dominio da funcio.
¢} Para que valor de x, a drea da cruz é maxima?

d) Para que valor de x, a drea da cruz € mmima?

Solucio:

a) Primeiro devemos determinar a medida do lado do retangulo ANFL, que possui a mesma

medida do retangulo CDHI.

2
Desta forma devemos determinar a medida de NK que é: NK2 =1 — (g)

NK = [ logo 2NK = Vi — 2

Portanto, a area de cada retangulo é: x. V4 — x?

Depois devemos determinar a area do quadrado interno que foi contado duas vezes e fazer a

diferenca das areas.

A 4rea do quadrado de lado NF é: (2NK)? = (4 — x?)

A diferenga das areas é :x. V4 — x2 - (4 — X?)
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A(x) = x.4/4 — x2 — 4 + x?
b)D(A) ={x€R|el41l <x<2}
c)x =17

d) Nao existe.

Atividade 9

Na figura, visualiza-se o triangulo ABC inscrito em um circulo de raio medindo 4 centimetros que varia de
tamanho a medida que movimentamos o ponto A sem que ultrapasse os pontos B e C. A wariavel x

representa o comprimento do lado AC do trdngulo e BC estd sobre o didmetro do circulo.

A

*B
l|

a) Determine a 4rea 4 = A(x) do tridngulo ABC em funcio dex.
b} No contexto do problema, qual ¢ o0 dominio da funcio obtida no item a?
¢} Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do trangulo ABC € maxima;

d) Determine o(s) valor{es) de x, caso existam, para os quais a drea do triangulo ABC é minima.

Solucio:

a) Sabe - se que o tridngulo ABC ¢ retangulo em A, logo, utilizando o Teorema de Pitdgoras

temos: AB = V64 — x?

X.V64—x2 2
—Cmn

Portanto A(x) = >

b) Dom (A) = {x € R/0 < x < 8}
¢)X = 4V2 cm

d) Nao existe.
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@ ' ,.‘ — Avaliacdo da oficina
atematlca e
i statistica PROFMAT

C APES Universidade Frdu:mlflummml‘,r_ Sua Opinido é
importante!

Lembre-se: vocé ndo precisa concordar!

Marque o smile que melhor representa seu grau de concordancia com cada
item.

. O Geogebra auxiliou vocé na resolugao dos problemas propostos.

.@@@@

2. Voce gostou das atividades apresentadas.

OISR

3. Vocé gostaria que o seu professor utilizasse estas atividades em sala de aula.

QOO

4. A utilizagdo do Geogebra proporcionou um melhor entendimento do significado de
dominio de uma fungao.

OO

5. A utilizagdo do Geogebra proporcionou um melhor entendimento do significado de
fungao.

OOO®

6. A utilizagdo do Geogebra ajudou a encontrar a expressao que define a fun¢ao.

OOO®

7. Apos a realizacdo das atividades vocé tem mais seguranca em resolver problemas
relacionados ao conceito de fungao.

OOOO®
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO IMPRESSA
Atividade 1

Seja ALJK um quadrado de lado 4 centimetros e AEIH um outro quadrado interno a este com
um vértice em comum e lado medindo x centimetros. Sabe-se que a area S do poligono

ELJKHI varia de acordo com o tamanho escolhido para o segmento x.

K

J

T E

a) Determine a area S do poligono ELJKHI em funcio de x.

S(x) =

b) Determine o dominio da funcao.

D(S) =

¢) Para que valor de x, a area do poligono ELJKHI é maxima?

d) Para que valor de x, a area do poligono ELJKHI ¢é minima?
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO IMPRESSA
Atividade 2

De uma folha de papel quadrada de lado medindo 4 centimetros, retira-se um retangulo de
largura x centimetros de sua parte superior e dois quadradinhos de lado x centimetros de cada
ponta da parte inferior, formando uma figura em forma de T. A area A da figura T varia com

o valor de x escolhido.

€T €T

a) Determine a area A em fungdo de x.

A(x)=

b) Determine o dominio da fungao.

D(A) =

c) Para que valor de x, a 4rea da figura T é maxima?

d) Para que valor de x, a area da figura T é minima?
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO IMPRESSA
Atividade 3

Na figura, visualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 4 centimetros e um poligono
cinza, EBCD, que varia de tamanho a medida que deslocamos o vértice E ao longo da

diagonal do quadrado. A variavel u representa o comprimento do segmento EC.

c

a) Determine a area S do poligono EBCD em funcao de u.

S(u) =

b) Determine o dominio da funcgao.

D(S) =

c¢) Determine o(s) valor(es) de u, caso existam, para os quais a area do poligono EBCD ¢

maxima,

d) Determine o(s) valor(es) de u, caso existam, para os quais a area do poligono EBCD ¢

minima.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO IMPRESSA
Atividade 4

Na figura, visualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 6 centimetros e um poligono
verde, BCDF, que varia de tamanho a medida que deslocamos a seta F ao longo da semirreta,

originada pelo prolongamento da diagonal do quadrado. A wvaridvel x representa o

comprimento do segmento CF.

A B

a) Determine a area A do poligono BCDF em fungao de x.

Alx) =

b) Determine o dominio da funcgao.

D(A) =

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF ¢

maxima,

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF ¢

minima.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO IMPRESSA

Atividade 5

Um granjeiro utilizou 100 metros lineares de tela para cercar um terreno retangular:

€xr

a)Obteraleiy = f(x) que expressa a area y, em metros quadrados, do terreno em fungao

da medida x, em metros, da base do retangulo.

f(x) =

b) No contexto do problema, qual ¢ o dominio da func¢do f obtida no item a?

D(f) =

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do retangulo ¢ maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do retingulo ¢ minima.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade 1

Abra o arquivo Atividade 1.ggb.

Nele visualizamos duas janelas: Na janela da esquerda visualiza-se o quadrado ALJK de lado
4 centimetros ¢ AEIH um outro quadrado interno a este com um vértice em comum ¢ lado
medindo x centimetros. Sabe-se que a area S do poligono ELJKHI varia de acordo com o

valor de x escolhido.

Para alterar o valor de x, clique sobre a seta preta e a mantenha pressionada durante toda a
movimentagdo. Ao clicar e movimentar a seta preta, a area do quadrado menor podera
aumentar ou diminuir.

a) Determine a area S do poligono ELJKHI em func¢ao de x.

b) Determine o dominio da fungio.

c) Para que valor de x, a area do poligono ELJKHI ¢ maxima?

d) Para que valor de x, a area do poligono ELJKHI ¢ minima?

Observagao 1: Se vocé preferir, voc€ pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da funcio. A medida que
movemos a seta preta da figura, de forma simultanea, na janela de visualizacdo 2, o ponto M

movimenta-se deixando como rastro o grafico da fungao.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade 2

Abra o arquivo Atividade 2.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se um quadrado de lado medindo 4 centimetros, do qual
retira-se um retangulo de largura x de sua parte superior e dois quadradinhos de lado x de
cada vértice da parte inferior, formando uma figura em forma de T. A é4rea A da figura T varia

com o valor de x escolhido.

a) Determine a area A em funcao de x.

A(x)=

b) Determine o dominio da funcao.

D(A)=

c) Para que valor de x, a area da figura T ¢ méxima?

d) Para que valor de x, a area da figura T ¢ minima?

Observagao 1: Para alterar o valor de x, movimente o controle deslizante clicando sobre o
ponto preto, mantendo-o pressionado. Ao clicar e movimentar o ponto preto, a area dos
pedacos retirados poderdo aumentar (movendo para a direita) ou diminuir (movendo para a

esquerda), alterando a area da figura T.

Observagao 2: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagio da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da fun¢io. A medida que
movemos o ponto preto do controle deslizante, de forma simultanea, na janela de visualizagdo

2,0 ponto M movimenta-se deixando como rastro o grafico da funcao.

Observagdo 3: Para voltar a figura inicial basta clicar na seta ' (“refazer”) que fica no canto

superior direito da tela do Geogebra.
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Atividade 3
Abra o arquivo Atividade 3.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se o quadrado ABCD de lado medindo 4 centimetros e um
poligono cinza, EBCD, que varia de tamanho a medida que deslocamos o vértice E ao longo

da diagonal do quadrado. A variavel u representa o comprimento do segmento EC.

a) Determine a area S do poligono EBCD em fung¢do de u.

S(u) =

b) Determine o dominio da fungdo.

D(S) =

¢) Determine o(s) valor(es) de u, caso existam, para os quais a area do poligono EBCD ¢
maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de u, caso existam, para os quais a area do poligono EBCD ¢
minima.

Observagao 1: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da fun¢do. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagdao 2,

deixando como rastro o grafico da funcao.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade 4

Abra o arquivo Atividade 4.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se um quadrado ABCD de lado medindo 6 centimetros € um
poligono que varia de tamanho a medida que clicamos sobre o ponto F e movimentamos. A
variavel x representa o comprimento que vai do vértice C do quadrado ao ponto F que

movimentamos.

a) Determine a area A do poligono BCDF em fungdo de x.

A(x) =

b) Determine o dominio da fungdo.

D(A) =

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF ¢
maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono BCDF ¢
minima.

Observagao 1: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da fungdo. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagdao 2,

deixando como rastro o grafico da funcao.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade 5

Abra o arquivo Atividade 5.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se um retangulo de base medindo x metros e perimetro 100
metros. Para alterar o valor de x, clique sobre o ponto preto e o mantenha pressionado durante
toda a movimentagdo. Ao clicar e movimenta-lo, a area do retangulo poderd aumentar ou
diminuir.

a) Obter a leiy = f(x) que expressa a area y, em metros quadrados, do terreno em fungao
da medida x, em metros, da base do retangulo.

flx) =

b) No contexto do problema, qual ¢ o dominio da funcdo f obtida no item a?

D(f) =

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do retangulo ¢ maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do retdngulo ¢ minima.

Observagao 1: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da funcio. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagdao 2,

deixando como rastro o grafico da funcao.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta ' (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade 6

Abra o arquivo Atividade 6.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se um angulo inscrito ACB em um circulo de raio 2v2
centimetros e segmento AB que ¢ o lado de um quadrado inscrito no circulo.
Considere t a medida do arco BC contido no arco BA e a a medida do angulo ACB.

Determine:
a) o valor a do angulo ACB em fungao de t;

b) o dominio de @ em fungao de t;

c) o(s) valor(es) de t, caso existam, para os quais o valor de a ¢ maximo;

d) o(s) valor(es) de t, caso existam, para os quais o valor de & ¢ minimo;

Observacao 1: Para alterar o valor de t, clique sobre a seta preta localizada no vértice C e a

mantenha pressionada durante toda a movimentagao.

Observagao 2: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da funcio. A medida que
movemos a seta preta da figura, de forma simultanea, na janela de visualizagdo 2, o ponto M

movimenta-se deixando como rastro o grafico da fungao.

Observagdo 3: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta ' (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.
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FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade 7

Abra o arquivo Atividade 7.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se um quadrado de lado medindo 4 centimetros e um
poligono vinho que varia de tamanho a medida que clicamos sobre o ponto € movimentamos.
A varidvel x representa o comprimento que vai do vértice do quadrado ao ponto que

movimentamos.

a) Escreva a drea da nova figura ( em vinho) em fungao do segmento x.

flx) =

b) Determine o dominio da funcgao.

D(f) =

¢) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono vinho ¢

maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono vinho ¢

minima.

Observagao 1: Se vocé preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizacdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da fun¢io. A medida que
movemos a seta preta da figura, de forma simultanea, na janela de visualizacdo 2, o ponto M

movimenta-se deixando como rastro o grafico da fungdo.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.




164
N

r A A
Bstituto de 5 48
atematica e
statistica PROFMAT
C AP E S Universidade Federal Fluminense -

FICHA DE ATIVIDADE DA VERSAO INTERATIVA
Atividade &

Abra o arquivo Atividade 8.ggb. Nele visualizamos duas janelas.

Uma cruz simétrica ¢ a figura formada pela sobreposi¢ao de dois retdngulos congruentes e
ortogonais inscritos em uma circunferéncia. Na janela da esquerda visualiza-se uma cruz
simétrica inscrita em um circulo de raio unitario cujo comprimento do retangulo que constitui

a cruz mede x centimetros. A area A da cruz varia com o valor de x escolhido.

e) Determine valor da drea A em fungdo de x.

A(x)=

f) Determine o dominio da func¢ao.

D(A)=

g) Para que valor de x, a area da cruz ¢ maxima?

h) Para que valor de x, a area da cruz ¢ minima?

Observacao 1: Para alterar o valor de x, clique e movimente a seta, mantendo-a pressionada.

Observacao 2: Se voce preferir, vocé pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da fun¢do. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagdo 2,

deixando como rastro o grafico da funcao.

Observagio 3: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.
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Atividade 9
Abra o arquivo Atividade 9.ggb. Nele visualizamos duas janelas:

Na janela da esquerda visualiza-se um triangulo inscrito em uma circunferéncia de raio
medindo 4 centimetros que varia de tamanho a medida que clicamos sobre a seta preta. A

variavel x representa o comprimento do lado AC do triangulo.

a) Determine a area A = A(x) do triangulo ABC em fungao de x.

b) No contexto do problema, qual ¢ o dominio da fun¢do obtida no item a?

c) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono ABC ¢
maxima;

d) Determine o(s) valor(es) de x, caso existam, para os quais a area do poligono ABC ¢
minima.

Observacao 1: Se vocé preferir, voc€ pode resolver o problema olhando apenas para a janela
de visualizagdo da direita. Nesta janela visualiza-se o grafico da fungdo. A medida que
movemos a seta preta da figura, o ponto M movimenta-se na janela de visualizagdo 2,

deixando como rastro o grafico da funcao.

Observagdo 2: para voltar a figura inicial basta clicar em uma seta - (“refazer”) que fica no

canto superior direito da tela do Geogebra.




