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Resumo

Este trabalho propde estudar os principais pontos notéveis do triangulo (baricentro, in-
centro, ortocentro e circuncentro), por meio do uso do software GeoGebra. Deste modo,
algumas atividades foram escolhidas e resolvidas com o uso do GeoGebra. Sugere-se que
estas atividades sejam aplicadas por professores da educacao basica em turmas do ensino
médio. Vale ressaltar que as atividades foram aplicadas em duas turmas do 2° ano do
ensino médio integrado a educagao profissional, no IFBA / Campus de Salvador. Foram
aplicados questionarios aos 39 estudantes que participaram da pesquisa, bem como a 2
docentes do Departamento de Matematica do IFBA / Campus de Salvador que avaliaram
o capitulo de Aplicacoes desta dissertacao. Os resultados obtidos com a metodologia apli-
cada foram satisfatérios e foi possivel comprovar que o uso do software GeoGebra como
recurso didatico propicia a aprendizagem dos estudantes.

Palavras-chave: Pontos Notaveis do Triangulo; GeoGebra; Recurso Didatico.



Abstract

This paper proposes to study the main notable points of the triangle (barycenter, incenter,
orthocenter and circumcenter), through the use of GeoGebra software. So, some activities
were chosen and solved with the use of GeoGebra. It is suggested that these activities
be applied by teachers of basic education in high school classes. It is noteworthy that
the activities were applied in two classes of the second year of high school integrated to
vocational education, at IFBA / Campus of Salvador. Questionnaires were applied to
39 students who took place in the research, as well as 2 teachers from the Mathematics
Department of IFBA / Campus of Salvador who evaluated the Applications chapter of
this dissertation. The results obtained with the applied methodology were satisfactory
and it was possible to prove that the use of GeoGebra software as a didactic resource
facilitates students’ learning.

Key Words: Notable Points of the Triangle; GeoGebra; Didactic Resource.
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Introducao

Este trabalho utiliza o software de geometria dinamica GeoGebra como recurso didéatico
e tem como objetivo principal propor o estudo dos pontos notaveis do triangulo através
do uso do software, por meio da resolucao de algumas atividades.

A escolha do tema foi motivada pelas dificuldades apresentadas pelos alunos de duas
turmas do 2° ano do ensino médio integrado a educagao profissional, nos cursos de Edi-
ficagoes e Eletrotécnica, no Instituto Federal da Bahia / Campus de Salvador. Tais
dificuldades surgiram ao avancarmos no estudo de alguns tépicos de Geometria Plana,
merece destaque os pontos notaveis do triangulo, suas propriedades e aplicagoes.

Ao fazer as construgoes geométricas no quadro branco por meio de instrumentos, tais
como: régua e compasso, notava que os alunos nao demonstravam muito interesse. Dai,
decidi utilizar nas aulas o GeoGebra, buscando estimular a participacao dos alunos, tornar
as aulas mais interessantes e interativas, tendo como objetivos melhorar a visualizagao
das figuras, bem como o entendimento dos conteudos apresentados.

Desta forma, fazendo uso da tecnologia como uma aliada no processo de ensino apren-
dizagem, conforme consta nos Pardmetros Curriculares Nacionais - PCN [5] (Brasil,
1998, p. 140), o qual menciona que: “a tecnologia deve servir para enriquecer o ambiente
educacional propiciando a construcao de conhecimentos por meio de uma atuacao ativa,
critica e criativa por parte de alunos e professores.”

Fazendo uso desta metodologia foram aplicadas algumas atividades nas turmas ci-
tadas, as quais foram resolvidas por meio do GeoGebra e os resultados obtidos foram
satisfatérios. Para além da melhora observada no desempenho académico dos alunos, foi
aplicado um questionario para os mesmos, em que eles puderam opinar acerca do uso
do software, destacando os aspectos positivos e negativos, dentre outros pontos e com
a aplicacao deste questionario foi possivel coletar os dados necessarios para validar esta
pesquisa.

Com isso, proponho neste trabalho a aplicacao de algumas atividades resolvidas com
o uso do GeoGebra, as quais possam ser utilizadas por professores do ensino basico.
A intencao é que nestas atividades, os alunos sejam motivados a construirem as figu-
ras geométricas através do software, a manipular e a explorar essas figuras e a tragar
estratégias para a resolugao dos problemas propostos, bem como promover o enriqueci-
mento das metodologias utilizadas pelos professores.

Vale ressaltar que este trabalho nao visa descaracterizar as aulas tradicionais, mas
dentre outros fatores destaca os aspectos positivos e negativos do uso da tecnologia no
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processo de ensino e aprendizagem de matematica.

Este trabalho esta dividido em 6 capitulos. O primeiro capitulo trata do GeoGebra e
traz uma secao com o seu histérico e outra secao intitulada: Conhecendo o GeoGebra, a
qual apresenta a interface do software, os comandos e funcionalidades.

No segundo capitulo (Preliminares) apresentamos algumas defini¢oes, propriedades e
proposicoes utilizadas na construgao de outros conceitos tratados no corpo deste trabalho.
Este capitulo possui 3 secoes, a saber: Lugar Geométrico, Congruéncia de triangulos e
Quadrilateros notdveis.

O terceiro capitulo (Pontos notdveis de um triangulo) aborda as definigoes, pro-
posicoes, coroldrios sobre os principais pontos notaveis do triangulo, a saber: baricentro,
ortocentro, circuncentro e ortocentro. Embora de acordo com a Encyclopedia of Triangle
Centers (ETC) [10] temos catalogados cerca de cinco mil quatrocentos e cinco pontos
notaveis do triangulo, neste trabalho abordaremos apenas os principais pontos citados
anteriormente.

No quarto capitulo (Aplicagdes) sao propostas algumas atividades que tratam dos
pontos notaveis do triangulo, bem como de alguns conceitos relevantes, tais atividades
foram resolvidas com e sem o uso do GeoGebra, cabendo ao leitor observar as diferencas
no que tange a resolucao das atividades propostas. Para cada item resolvido com o uso
do software foi elaborado um roteiro com todos os passos necessarios descritos.

J4 no quinto capitulo (Resultados e discussoes) aborda os resultados obtidos com a
aplicagao dos questionarios utilizados com os alunos das turmas citadas e com duas pro-
fessoras do Departamento de Matemadtica do IFBA / Campus de Salvador que avaliaram
o capitulo 4 desta dissertacao, bem como aponta as sugestoes ao trabalho dada pelas
docentes.

Por fim, no sexto capitulo fazemos as consideracoes finais deste trabalho.



Capitulo 1

O GeoGebra

1.1 Historico

A palavra GeoGebra tem origem na juncao das palavras Geometria e Algebra e refere-
se a um aplicativo de mateméatica dinamica que retine recursos de Geometria, Algebra,
Estatistica e Calculo em um tnico ambiente. Este aplicativo foi escrito em linguagem
Java, o que lhe permite estar disponivel em varias plataformas, bem como que a distri-
buigao do mesmo ¢é livre, nos termos da GNU General Public License.

O GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter em 2001 como tese de doutorado, na
Universidade de Salzburgo, conforme é abordado por [§]. Atualmente, esse programa
é utilizado em cerca de 190 paises, foi traduzido para 55 idiomas e conta com mais
de 300000 downloads mensais. O download do programa pode ser obtido no endereco
https://www.geogebra.org/download. Vale ressaltar que foram criados 62 Institutos Geo-
gebra em 44 paises, que sao institutos regionais membros do IGI (International GeoGebra
Institutes) cujo objetivo é agregar interessados no uso do GeoGebra como ferramenta de
ensino e aprendizagem, criando uma comunidade aberta que compartilha seus conheci-
mentos no treinamento, suporte e desenvolvimento de materiais para alunos e professores.

No Brasil temos 3 institutos, a saber: o Instituto GeoGebra do Rio de Janeiro que
tem sede no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade Federal Fluminense,
maiores informacoes sobre o mesmo estao disponiveis e podem ser acessadas no endereco
eletronico hitp://www.geogebra.im-uff.mat.br/; o Instituto GeoGebra de Sao Paulo, com
sede na Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia da PUC-SP e cujas informagoes sobre
o mesmo podem ser obtidas pelo enderego eletronico http://www.pucsp.br/geogebrasp/e
por ultimo e o mais recente, criado em 2014, o Instituto GeoGebra UESB que tem sede
na Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia e integra as atividades do GPERCEM
(Grupo de Pesquisa e Extensao em Recursos Computacionais no Ensino de Matemadtica),
cujas informagoes estao disponiveis no endereco http://www2.uesb.br/institutogeogebra/.

Esse software tem algumas caracteristicas relevantes, a saber: possui um interface
amigavel, com diversos recursos sofisticados; encontra-se disponivel em vérios idiomas o
que o torna mais acessivel; é gratuito e de codigo aberto; é uma ferramenta de producao
de aplicativos interativos em paginas WEB.
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O software também permite realizar construgoes geométricas por meio de pontos, retas,
segmentos de retas, poligonos, dentre outros, bem como permite inserir fungoes e realizar
alteracoes posteriores a todos os objetos de modo dinamico. Este também tem a capa-
cidade de lidar com varidveis para numeros, pontos, vetores, além de calcular derivadas
e integrais de fungoes. Dentre as muitas caracteristicas e funcionalidades do GeoGebra,
vale destacar que o software tem uma vantagem didatica ao permitir simultaneamente a
representacio geométrica (Janela de Visualizacio) e algébrica (Janela de Algebra) de um
mesmo objeto, em um unico ambiente visual. Por fim, destacamos que esse dinamismo
permitem ao professor e ao aluno levantarem conjecturas e testarem hipoteses.

1.2 Conhecendo o GeoGebra

Nesta secao apresentaremos o software GeoGebra, cuja interface é composta basica-
mente por uma barra de menu, uma barra de ferramentas, a janela de algebra, a janela
de visualizacao e o campo de entrada, vide figura |1.1

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femramentas Janela Ajuda ¢ !arra !E Henu

. -A_ / ,'/ ".>' @ @ é. N ii_ ‘%’ <= Barra de ferramentas A

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X

Y ¢

s

a

enraca; o= Campo de Entrada

19:02
06/04/2018

foEER@ et &

Figura 1.1: Interface do GeoGebra

Vale ressaltar que vamos nos ater nesta secao as ferramentas que serao utilizadas no
capitulo 4 (Aplicagoes).

Na barra de Menu temos algumas opgoes, a saber: Arquivo, Editar, Exibir, Opgoes,
Ferramentas, Janela e Ajuda.

Selecionando a guia Arquivo, cabe destacar a opgao Gravar e/ou Gravar Como, que
utilizamos com a finalidade de salvar o arquivo, como um arquivo do tipo GeoGebra
Arquivos (.ggb), vide figura Temos outras opgoes também estao disponiveis na guia
Arquivo, a saber: Nova Janela; Novo; Abrir; Abrir do GeoGebra; Abrir Arquivo Recente;
Compartilhar; Exportar; Visualizar Impressao e Fechar.
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14} GeoGebra Classic 5 - a
Arquive Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda

A LSl @ -5. o|[a=2 5 7
Al P OO <l N =] =
» JaneladeAlgebra %[> Janelade Visualizage - - - X
_
Gravar em: | B Area de Trabalho v| @ EPE-
B 1 Vitor Rios
e 1% Ve computador
Itens -4 Bibliotecas
Recentes |y Rede

™ Arquivos para a apresentago
" Disseragdes

Areade | || Diversos
[ Trabalho |\ Figuras
S Figuras2

13 LaTex 4

Documentos | |+ Material sobre o Geogebra
Projeto de Dissertagiio

a 3 Ay i s T 1 18
A
Meu
computador
=)
A Nome do arquivo: | arquivo1.ggb

Rede  arquivos dotipo: | GeoGenra Arquives (ggb) v Cancelar

Entrada: %

REEME < B

11:34
07/04/2018

Figura 1.2: Captura de tela utilizando a opcao Gravar Como no GeoGebra

Quanto ao campo de Entrada, sinalizado na figura (1.1}, este corresponde ao local em
que sao inseridos os comandos, leis de formacao, coordenadas de pontos através do teclado.

Quanto a janela de algebra, nesta ficam exibidas todas as informagoes sobre os objetos
construidos, tais como: coordenadas dos pontos e equacoes. Ja a janela de visualizacao
exibe a representacao grafica dos pontos, vetores, retas, segmentos, poligonos, fungoes,
coOnicas no plano e no espago, por meio de comandos no campo de entrada ou pela barra de
ferramentas, a qual possui diversas ferramentas que podem ser utilizadas para construgoes
geométricas, por exemplo.

Na figura abaixo destacamos a barra de ferramentas, representada por uma série de
icones. Nota-se que ao clicar no triangulo presente no canto inferior de cada icone, obte-
mos uma lista de icones ocultos. Destacamos neste trabalho os icones (ferramentas) que
serao utilizadas com maior frequéncia no desenvolvimento das atividades do capitulo de
Aplicacgoes, ver figura [1.3]

'A.L. 4'/ ﬂjr” I,\«' @ @ 'é; x E:E 4_:“ :r?::tre ou selecione objetos
A B © D E F & H 1| J K

Figura 1.3: Barra de ferramentas no GeoGebra

Em A (ver figura temos um conjunto de icones, o qual denominamos de ferra-
mentas de manipulacdo. A ferramenta mais usada é a Mover, a qual permite movimentar
os objetos na area grafica. Destacamos também a ferramenta Rotagcao em Torno de um
Ponto, a qual permite rotacionar um objeto em torno do ponto selecionado, vide figura[1.4}
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v

Rl AL dNElE <= )

% Maover
*;[:\‘} Rotacdo em Torno de um Ponta

Funcdo & M3o Livre

\/ Caneta

Figura 1.4: Conjunto de ferramentas de manipulacao no GeoGebra

O conjunto de ferramentas pontos, o qual é representado por B (ver figura , en-
globam uma série de ferramentas, vale destacar as mais utilizadas neste trabalho sao elas:
a ferramenta Ponto que permite criar pontos; a Intersecao de dois objetos que permite
encontrar um ou mais pontos de intersecao; a Ponto médio ou Centro que permite deter-
minar o ponto médio de um segmento ou entre dois pontos, bem como permite encontrar
o centro de uma conica e por ultimo, a ferramenta Raizes a qual é utilizada para encontrar
os zeros ou raizes de uma funcao, ver figura

.A Ponta

il

”

E.A\}_\ Ponto em Objeto

/ Vincular f Desvincular Ponto

>'\/ Intersecdo de Dois Objetos

& Ponto Médio ou Centro

® Mamero Complexo
N Otimizacao
f\; Raizes

Figura 1.5: Conjunto de ferramentas Pontos no GeoGebra

Em C (ver figura temos um conjunto de icones que denominamos de ferramen-
tas Linhas e Retas, o qual engloba ferramentas que possibilitam a construcao de retas,
segmentos, segmentos com comprimento fixo, semirretas, caminho poligonal, vetores de-
finidos por dois pontos e vetores definidos a partir de um ponto, vide figura



17

_/' Segmento

Segmento com Comprimento Fixo

_/ Semirreta

r\' Caminho Paligonal
—

./' Vetor

-’:;. Vetor a Partir de um Ponto

Figura 1.6: Conjunto de ferramentas Linhas e Retas no GeoGebra
Fonte: Prépria criada com auxilio do GeoGebra versao 5.0

Quanto ao conjunto de icones representado por D, temos que trata-se de um conjunto
de ferramentas a qual denominamos de Retas, e tais ferramentas permitem obtermos retas
perpendiculares relativas a uma reta, ou a um segmento, ou a um vetor; retas paralelas
a uma reta dada; a reta mediatriz de um segmento; a bissetriz de um angulo; a reta
tangente a uma conica, ou um circulo, ou uma funcao; estas sao algumas das ferramentas
que compdem tal conjunto, vide figura[1.7

I
Reta Perpendicular

A
[~

i
\

.
'

MIX

Reta Paralela

Mediatriz

Bissetriz

oy

Reta Tangente

Y

e

Reta Polar ou Diametral

5o

Reta de Regressao Linear

LY
.

\

Lugar Geométrico

i
o

Figura 1.7: Conjunto de ferramentas Retas no GeoGebra
Fonte: Prépria criada com auxilio do GeoGebra versao 5.0

Em E (ver ﬁgura temos um conjunto de icones, o qual denominamos de Poligonos,
destacam-se duas ferramentas, a saber: Poligono e Poligono Regular. Selecionando a
primeira ferramenta pode-se construir um poligono irregular com a quantidade de lados
desejada, ja com a segunda ferramenta é possivel construir um poligono regular a partir
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de um lado, vide figura

t

o

Poligono

A 4

s

Poligono Regular

»e

WV

Poligono Rigido
f;p Poligono Semideformavel
Figura 1.8: Conjunto de ferramentas Poligonos no GeoGebra

O conjunto de icones representado por F (ver ﬁgura o qual denominamos de formas
circulares, engloba ferramentas que possibilitam a construcao de circulos dados o centro
e um dos pontos sobre a circunferéncia, de circulos dados o centro e o raio, de circulos
dados trés pontos sobre a circunferéncia, de semicirculo definidos por dois pontos, de arcos
circulares e circuncirculares e de setores circulares e circuncirculares, vide figura [1.9

A . . ®—| @ 4 \ a=2 Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
[% bl /'/ L] Jr:' v D 1| | 4_:“ Selecione o centro e, depois, um ponto do circulo

Circulo dados Centro @ Um de seus Pontos

Circulo dados Centro e Raio

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

IS ) QR

Setor Circuncircular
Figura 1.9: Conjunto de ferramentas Formas Circulares no GeoGebra

Jaem G (ver figura|l.3)) temos um conjunto de icones, o qual denominamos de cénicas,
que possuem ferramentas que possibilitam a construcao de elipses, hipérboles, parabolas
e conicas definidas por cinco pontos, vide figura
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Elipse

Elipse
Ne o
--.\.— Hipérbole
\.\:_:\ Parabola

Cdnica por Cinco Pontos

Figura 1.10: Conjunto de ferramentas Conicas no GeoGebra

O conjunto de icones representado por H (ver figura denominamos de angulos,
englobam ferramentas que permitem a construcao de angulos, angulos com amplitude
fixa, além de outras que possibilitam determinar a drea de figuras, a inclinacao de uma
reta e o comprimento de segmentos, perimetro de um poligono, circunferéncia ou elipse.
Estas sao as principais ferramentas disponiveis em H, ver figura [1.11

2

[=]
3
.

[N

N RA

Angulo
Selecione trés pontos ou duas retas

a=2

—

-~

Angulo

Angulo com Amplitude Fixa

Distancia, Comprimento ou Perimetro
Area

Inclinacio

Lista

Relacio

Inspetor de Funches

Figura 1.11: Conjunto de ferramentas Angulos no GeoGebra

Chamamos de transformagoes ao conjunto de icones, representado por I na figura[1.5,
que englobam ferramentas, as quais permitem construir o reflexo de um objeto em relagao
a uma reta ou a um ponto, rotacionar um objeto em torno de um ponto e transladar um
objeto para o mesmo lado que o sentido do vetor, vide figura[1.13

Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse



20

[% A / . .'L\:' @ O é o a=2 4_:‘_. Reflexdo em Relagdo a uma Reta
L .F—f” F o[ M ol IL® — Selecione primeiro o objeto e, depois, a reta de reflexdo

Reflexdo em Relacio a uma Reta

. Reflexdo em Relacdo a um Ponto
2 3

= Inversdo

i e Rotacdo em Torno de um Ponto
“r Translacdo por um Vetor

Homotetia
Figura 1.12: Conjunto de ferramentas Transformagcoes no GeoGebra

Com relagao ao conjunto de icones, representado pela letra J (ver figura , o qual
retine ferramentas que denominamos de controle, temos que estas permitem a criacao
de controles deslizantes que possibilitam causar variagoes em objetos, bem como podem
assumir a funcao de uma variavel. Também permite criar uma caixa para exibir ou es-
conder objetos ja construidos, inserir imagens e textos estaticos, dinamicos ou em LaTeX,
verfigura 1.1

A . o8 @ é x a=2|| Controle Deslizante
[% L] / .F-f’" J,-’) @ - ol | [* Sl 4_:“ Selecione uma posicao

Controle Deslizante

ABC Texto
! Inserir Imagem

Botdo

Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada
Figura 1.13: Conjunto de ferramentas Controles no GeoGebra

Em K (ver figura|1.5) temos o ultimo conjunto de icones da barra de ferramentas, o
qual denominamos de ferramentas de exibicao, as quais possibilitam mover o sistema de
eixos, além de todos os objetos nele contidos, bem como é possivel ampliar ou reduzir
as construcoes feitas, exibir ou ocultar objetos e apagar as construgoes feitas que sao
visualizadas na janela de visualizagao, vide figura |1.14}



21

Mover Janela de Visualizagao
Arraste a janela de visualizacdo ou um eixo (Shift + Arrastar)

Mover Janela de Visualizagdo
Ampliar

Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
Exibir / Esconder Rétulo

Caopiar Estilo Visual

= a2 004 [

Apagar

Figura 1.14: Conjunto de ferramentas Exibi¢ao no GeoGebra

Por meio da barra de menu, clicando em Ezibir temos algumas janelas, a saber: janela
de visualizacao, janela CAS, janela de visualizacao 3D e janela de algebra. Além das
opcoes planilha, protocolo de construcao e calculadora de probabilidades.

Na janela CAS é possivel obter solucoes de equagoes e sistemas lineares, decompor
um numero em fatores primos, calcular a aproximacao decimal e encontrar derivadas,
bastando para isso digitar comandos numéricos ou algébricos para que haja um proces-
samento interno no software, que realizara os calculos e retornara com um resultado, ver

figura [1.15

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda

= v || %0 | N x=]| x= f' 2@ <= Barrade icones da janela CAS - ﬁ

» Janela de Algebra X | » JanelaCAS

Y

» Janela de a X

4 a ]

5

5 ,

Janela CAS

Entrada:

L] e a i/E \iiq _\r T IQ}I ST E @i OE o,

Figura 1.15: Janela CAS e barra de icones da janela CAS

Quanto a planilha, trata-se de uma planilha de célculos com ferramentas muito se-
melhantes as que sao utilizadas no Excel. Nesta planilha pode-se inserir em cada célula
valores numeros, coordenadas de pontos, funcoes, segmentos, poligonos, dentre outros.
Note que ao clicar em Planilha, o GeoGebra exibirda uma barra de icones com diversas
ferramentas que permitem desde que haja insercao de dados numéricos obter soma, média,
mdaximo, minimo, dentre outros, ver figura[1.16,
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Arquivo Editar Exibir Opgles Janela Ajuda

T — — r
] a 1 | = S
| R “ Zq‘ < Barra de icones da Panilha o o
» Janela de Algebra i [XI [ » JanelaCAs [X] | » Janela de Visualizagie [X] |~ Planilha X
) | : ACEIEIEICM
A 8 [ c [ o E F

| &

“"|W‘\‘|°"”‘|“W|N“‘

i)

Janela da Planilha

E

S

N

S
o
=

=

o

3

2[s[n]<]

S
Tl

Entrada:|

= @ il i &

Figura 1.16: Janela da Planilha

Ao selecionar a janela de visualizacao 3D, é possivel construir objetos e vé-los em trés
dimensoes, conforme figura [1.1

3
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
F A el a @) <] N]=d< S A =T
LI ol | i) o) )| || ell| o N ] <= Barra de icones da janela de visualizag&o 3D ® =
» Janela de Algebra ¢ | » Janela de =1 D¢ | » Janelade lizacio 30 X
s
’ ﬁ
4
5
E 4
2 3
! 4
4 3 2 T i H 3 3 s s 7 3
B
E
2
E
-
E
Entrada:| | ®

5:02
10/04/2018

e Er@.a g0 s

Figura 1.17: Janela de Visualizagao 3D

Na janela de visualizacao é possivel ocultar ou mostrar os eixos e malhas, bastando
para isso clicar com o botao direito do mouse na janela de visualizacao e marcar ou
desmarcar as opcoes Fizos e Malhas, ver figura
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Janela de Visualizagio

. Eixos
Malha

Barra de Navegacdo

&, Zoom v
EixoX : EixoY L
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrdo Ctrl+M

;,3 Janela de Visualizacio ...

Figura 1.18: Captura de tela obtida - Eixos e Malhas

Uma vez construidos objetos na janela de visualizacao, como por exemplo, um triangulo,
pode-se alterar a espessura das linhas, cor, estilo, decoragao e opacidade do trago, além de
ocultar/exibir rétulo ou objeto. Para isso basta clicar com o botao direito do mouse sobre
o objeto, em seguida deve-se clicar em Propriedades e em Preferéncias, selecionando a
guia para realizar a alteragao desejada, ver figuras|1.19(a)le [1.19(b)}

Aquno_Edtar Exoir Opgles Ferramentas Janela Auda

AT AINT=IE] o o samsors s o =

][> Janela de Visualizagdo X

5

Segmento c: Segmento A, B
Setecons Um outo

[=] caicobieis

. EibiReto

& Habilitar Rastro

P8 Renomear

4. hpagar

i Propredades .

Enraca:

1908
11/04/2018

ReE@ai 0E

(a) Dado AABC, deve-se clicar sobre um segmento e em seguida seleci-
onar Propriedades

124 GeoGebra Classic 5 -8
Arquivo_ Edtar Exir Opgbes Femamentas Jansla Auda

1 =
Al D QOS] e ussons s
de Algebr X |» i

MY L
= i or]Ex | mancase [ Programasi
e B
¥ Espsssua daLioa
Segment

®a
®b 13 5 7 8 11

®c
s ‘Opacidade do Trago
o
o 3 o W
4
- . Estio; —————————
X

T Seqmentoa: SegmetoB.C]| || pcoragao .

Entraca

C | (o ) 2
WEE G T OE

(b) Abrird uma nova janela Preferéncias, na qual deve-se escolher a
guia e fazer a alteracao desejada

Figura 1.19: Capturas de telas obtidas

Por 1ltimo ressaltamos que é possivel renomear um objeto, por exemplo, um ponto.
Para isso, basta clicar com o botao direito do mouse e em seguida deve-se selecionar
Renomear.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, propriedades e proposicoes que ser-
virao como base para a construcao de outros conceitos, que serao tratados no corpo do
trabalho, para isso utilizamos como fonte alguns autores vistos em [I], [2] e [3].

Este capitulo estd dividido em trés segoes: Lugares Geométricos e Conceitos Geométricos
Basicos, Casos de congruéncia de triangulos e Quadrilateros notaveis.

2.1 Lugares Geométricos e Conceitos Geométricos
Basicos

Definigao 2.1 (Lugar Geométrico). Entendemos que o lugar geométrico (abreviamos
LG) é o conjunto de pontos que possuem uma determinada propriedade.

Defini¢ao 2.2 (Mediana). Dado um AABC, a mediana relativa ao lado BC sera o seg-
mento que une o vértice A ao ponto médio do lado BC, seja M o ponto médio do lado BC,
entao teremos que AM é a mediana. De forma andloga, temos em ABC outras medianas
relativas aos lados AC e AB, conforme vemos na figura [2.1]

B v c
Figura 2.1: AM ¢é mediana do AABC.

Antes de definirmos o que sao as retas perpendiculares, daremos algumas definicoes,
a saber: angulo e semiplano, e em seguida enunciaremos o postulado do transporte de
angulos, estes conceitos serao utilizados em demonstragoes posteriores.

24
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Chama-se angulo a reuniao de duas semirretas de mesma origem. Seja O a origem e
— . .
OA e OB as semirretas que correspondem aos lados do angulo, conforme figura .

Figura 2.2: ZAOB.

Temos que uma reta g divide um plano em duas regides convexas, as quais serao
chamadas de semiplanos delimitados por g. Dados dois pontos A e B, tais que cada um
deles se localiza em um semiplano, logo AB N g # &.

*----/----9o

Figura 2.3: Semiplano determinado pela reta g.

A seguir, enunciaremos o Postulado do transporte de angulos:
Dados um angulo AOB e uma semirreta O’A’ de um plano, existe sobre este plano,
e em um dos semiplanos que podemos determinar com O’A’, uma tnica semirreta O'B’

que forma com O’A’ um angulo A’O’B’ congruente ao angulo AOB.

Figura 2.4: AOB = A’O'B’.

Duas retas r e s sao ditas perpendiculares se forem concorrentes a um tnico ponto
e formam angulos de 90° nesse ponto. Escrevemos r_ls para denotarmos que r e s sao
perpendiculares.
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Para mostrarmos a existéncia e a unicidade da perpendicular dividiremos em 2 casos,
a saber:

1° Caso: Num plano por um ponto P dado, tal que P&r existe uma tnica reta s perpen-
dicular a r que passa por P.

Demonstracao. Existéncia
Sejam 7 e s duas retas, tais que Ber, A€s e rNs={P}, conforme figura[2.5] Pelo postulado

do transporte de angulos, tomemos PB uma semirreta de origem P e construimos num
dos semiplanos determinados pela reta r, o angulo APB congruente a um angulo reto.

Logo, a reta s que contém PA é perpendicular a 7, ja que BPA é reto.

| s
1
1
1
1

A

L

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 2.5: sLr.

Unicidade

Sejam s e t retas em um plano, tais que se s e t sao retas distintas e passam por P,
considerando r um outra reta do plano, em que P&r, temos que se t sao perpendiculares
a reta r entdo terfamos o que segue, conforme figura [2.6]

Figura 2.6: Unicidade das retas s e t.
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Sejam A, B, C trés pontos distintos tais que Aer, Bes e Céet. Co_m> isso ﬁ e ]@ sao

duas semirretas situadas no mesmo semiplano determinado por r e PA uma semirreta de
r, temos que:

e slr = APB¢ congruente a um angulo reto.
o tlr = APC ¢ congruente a um angulo reto.

Por outro lado, se ﬁ é uma semirreta distinta de ]? , logo o resultado é um absurdo,
pois contraria o postulado do transporte de angulos. Assim, a reta perpendicular a r
passando por P é unica. O

2° Caso: Por P, sendo P¢r, passa uma unica reta s perpendicular a r.

Demonstracdo. Existéncia

Sejam r e t retas em um plano, Pet e tNr ={O}. No semiplano oposto ao de P, que
¢ determinado pela reta r, obtemos o ponto Q, considere u outra reta do plano, onde

Q€u e tal que: BOP= BOQ e OP=0Q, conforme figura .

Figura 2.7: Existéncia de uma unica reta s_Lr.

Seja s:% e sendo PQNr={A}, temos 2 casos a considerar:
e Se A coincide com O (A=0) entao BAP= BAQ e FC)) Lr e, slr.
e Se A nao coincide com O entao AOAP=A0AQ por LAL = OAP = OA\Q = rJ_%

= rls.

Unicidade
Sejam r, s e t trés retas em um plano. Se s e t sao duas retas distintas, que passam por
P e ambas sao perpendiculares a r entdo teremos o que segue, conforme figura [2.8
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Figura 2.8: Dadas as retas r, s e t no plano.

Sejam A e B dois pontos, tais que tNr={B} e snr={A} e tome Q um ponto da semirreta

oposta a BP e tal que: QB=BP (1). Como tLr = PBA = QBA (2) e slr = PAB
¢ um angulo reto (3). Logo, por (1), (2), e sendo AB um lado comum ao APBA e ao
AQBA, temos pelo caso de congruéncia LAL que: APBA = AQBA.

~ N N —
APAB = AQAB = PAB= QAB =0 QAB é(_re;to = QA L r, o que é um absurdo,
ja que pelo ponto A temos duas retas distintas QA e s, em que ambas sao perpendicula-
res a r, 0 que contraria a unicidade no 1° Caso. O]

Mais algumas defini¢oes serao necessarias, a saber: mediatriz de um segmento, pé da
perpendicular, altura e pé da altura.

Definicao 2.3. A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento que
passa pelo seu ponto médio.

?
R i T
N

Figura 2.9: m é mediatriz de AB.
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Seja A¢ r entao o ponto P de interse¢ao da reta s, a qual é perpendicular a r e passa
por A sera denominado como pé da perpendicular baixada de A em relagao a reta r.

A®

Figura 2.10: P é o pé da perpendicular.

Denominamos de altura de um triangulo ao segmento de reta que é perpendicular a
reta suporte de um lado do triangulo com extremidades nesta reta e no vértice oposto ao
lado considerado.

/ & . . m

B=H c oy

>
3
[e}

Figura 2.11: AH ¢ altura relativa a BC e H é dito pé da altura.

Proposigao 2.1. Dados os pontos A e B no plano, m é mediatriz do segmento AB se, e
sO se, é o LG dos pontos do plano que equidistam de A e de B.

Demonstracao. = Sejam M e m, respectivamente, o ponto médio e a mediatriz de AB.
Seja P€ m temos que APB é um triangulo, sendo PM a mediana e a altura relativa ao
lado AB. Por outro lado, como AM=MB, AMP=BMP=90° ¢ PM ¢ um lado comum aos

triangulos AMP e BMP, logo pelo caso de congruéncia LAL temos que AAMP=ABMP.
Portanto, AP=BP.

Figura 2.12: AAMP=ABMP.
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<= Se P é um ponto do plano tal que AP=BP. Seja APB um triangulo de base AB,
sendo M o ponto médio do lado AB temos que AM=MDB. E sendo PM a mediana de
APB relativa ao lado AB, bem como o lado comum aos triangulos APM e BPM, logo
pelo caso de congruéncia LLL temos que AAMP=ABMP e AMP=BMP. Por outro lado,
como AMP+BMP=180° = 2AMP=180° = AMP=90°. Portanto, PM_1LAM, i.e, PM ¢é

altura de APB relativa a AB. Assim, podemos concluir que PM é a mediatriz de AB.

Figura 2.13: AAMP=ABMP.

]

Definigao 2.4. Dado um angulo ZAOB, a bissetriz deste angulo é a semirreta 07 que
o divide em dois angulos iguais. Dizemos ainda que OC bissecta ZAOB.

Assim, ZAOB & AOC = BOC. Assumiremos que a bissetriz interna de um angulo, caso
exista, € unica.

Figura 2.14: Bissetriz de AOB.

A seguir, enunciaremos e demonstraremos uma proposicao que trata de um ponto per-
tencente a bissetriz de um angulo dado, mostraremos que o referido ponto ¢é equidistante
aos lados do angulo.

Proposicao 2.2. Seja £ AOB um angulo dado, em que C é um ponto de £ AOB e tal
que é equidistante aos lados OA e @ se, e sO se, C € bissetriz de £ AOB.

Demonstracdo. => Seja C um ponto do interior de / AOB, tal que PC = CQ. Sejam

P e Q os pés das perpendiculares baixadas de C em relagao as retas <O_x>4 e @ , respecti-
Vamente.A N

Logo, OPC=0QC=90° e OC é a hipotenusa dos triangulos OPC e OQC. Assim, pelo
caso de congruéncia CH(cateto-hipotenusa, conforme veremos na se¢do temos que
AOPC = AOQC. Portanto, COP = Q@C, de forma que C € bissetriz de Z AOB.
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Figura 2.15: C € bissetriz de Z AOB e PC = QC.
Fonte: Prépria criada com auxilio do GeoGebra versao 5.0

<= Suponha que Q@C:PGC e sejam P e QQ os pés das perpendiculares baixadas
de C em relacao as retas <071 e , respectivamente. Sendo OC o lado comum entre
os triangulos OPC e OQC. Logo, pelo caso de congruéncia LAA, (conforme veremos na
secao temos que AOPC=A0QC e portanto PC=QC, i.e, d(C,gjl):d(C,@). ]
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2.2 Casos de congruéncia de triangulos

Nesta secao estudaremos as condicoes necessarias e suficientes para que dois triangulos
sejam considerados congruentes.

Os casos de congruéncia serao utilizados nas demonstracoes de proposicoes e nos
exercicios propostos em outros capitulos desta dissertacao.

Definicao 2.5. Dizemos que um triangulo é congruente a outro se for possivel estabelecer
uma correspondéncia entre seus vértices, de modo que os angulos internos sejam orde-
nadamente congruentes aos angulos internos do outro triangulo, bem como que os lados
opostos aos vértices correspondentes também sejam congruentes.

w
O ¢

B

Figura 2.16: AABC = AA'B’C’

Conforme figura [2.16 , a qual mostra que os triangulos ABC e A’B’C’ sao congruentes
temos que:

) 121\:;4\’; EZ/B\’; c=C"

o AB=A'B"; AC=A'C"; BC=B'C"

Vale ressaltar que a congruéncia entre triangulos é reflexiva, simétrica e transitiva.
Além disso, temos que existem condigoes para que dois triangulos sejam congruentes, es-
tes sao chamados de casos de congruéncia de triangulos, vejamos a seguir:

1° Caso - LAL - Postulado

Se dois lados de um triangulo e o angulo compreendido entre eles forem respectivamente
iguais a dois lados de outro triangulo e ao angulo compreendido por esses dois lados, entao
os dois triangulos sao ditos congruentes.

w
sl

B

Figura 2.17: Caso de congruéncia LAL
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Logo, temos que:

AB = A'B’ BC = B'C"
AC = AC7 =—ABC=ABC=—{B=5
A=A O=C

2° Caso - ALA

Se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre eles forem respectivamente
iguais a dois angulos do outro triangulo e ao lado compreendido entre esses dois angulos,
entao esses dois triangulos sao congruentes.

A A
A A\
1 T
B c B c

Figura 2.18: Caso de congruéncia ALA

~ ~ . A~

B=B'; BC=B'C"; C=C" = AABC = AA’B’C’ (Hipétese = Tese)

) o S
Demonstrag¢ao. Tome X’€ B’A’ tal que B’X'=BA, ver figura|2.19
Logo, dados os triangulos ABC e X'B'C’, e por LAL temos que: BA=B'X’, BC=B'C" e
B=DB' = AABC = AX'B'C’ = BCA=B'C"X’ (1)

Por hipétese temos que BOA=B'C'A’ e por (1), conclui-se que B’C"A’=B’C'X’ e usando
. : . =

o postulado do transporte de angulos (visto na se¢do , temos que C'X'=C"A" e se

intersecta com B’A’ em um unico ponto, logo conclui-se que A’=X’. Consequentemente

BA=B'A’. S

Assim, temos que BA=B'A’, B=B' e BC=B'C'= NABC=AA'B’C".

Figura 2.19: Caso de congruéncia ALA.

]

A seguir apresentaremos mais dois casos de congruéncia (LLL e LAA,) e o teorema
do angulo externo.
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3° Caso - LLL
Se os trés lados de um triangulo sao, em alguma ordem, respectivamente congruentes aos
trés lados de outro triangulo, entao os dois triangulos sao congruentes.

BC=B'C"; AC=A'C" e AB=A'B’ = AABC = AA’B’C’(Hipdtese = Tese)

Demonstragao. Crie um ponto X tal que este ponto seja simétrico em relagao a j@, ie.,
X esteja no semiplano oposto ao de C’ e de forma que XA'B’=CAB e A’ X=AC', conforme

figura[2.20,

X

Figura 2.20: Caso de congruéncia LLL
Fonte: Prépria criada com auxilio do GeoGebra versao 5.0

Temos por hipétese que AC=A'C" e por construcio que A/X=AC. Logo, A/ X=AC".

Assim, como A/ X=AC, AB=A'B’ (por hipdtese) e XA'B'=CAB (pelo postulado do
transporte de angulos), entao podemos concluir que por LAL que AABC=AA'B'X =
AB=A'B", AC=A’X e BC=B'X (1)

Resta provar que AA’'B’X = AA’B’C’ e por transitividade temos que AABC=AA'B’C’.
Seja D o ponto de intersecao entre A’B’ e C’X, ver figura

Por (1) temos A’X=AC e por hipétese AC=A'C", logo A/X=A'C" (2). Portanto,
temos A’C’X é isosceles de base C'X = A'C'X=A’XC’" (3).

Analogamente, por (1) temos B’X=BC e por hipétese BC=B'C’, logo concluimos
que B'’X=B'C" (4). Portanto, B’C’X ¢ isdsceles de base C’X = B'C"X=B’XC’ (5)

Como A’@B’:A’/C'\’XJrB’E’\’X (3):’(5)A’)A(C’+B’)A(C’:A’)?B’ e considerando os resul-
tados obtidos em (2) e em (4), temos por LAL que AA'B'’X = AA’B’C’ . AABC =
AA'BC. O
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Teorema 2.2.1. (Teorema do angulo externo do tridngulo)
Um angulo externo de um triangulo é maior que qualquer um dos angulos internos nao
adjacentes.

_ - — -
Demonstracao. Seja M € AC, logo AM=MC'". Tome P € BM e tal que BM=M P, con-
forme figura [2.21]

B C

Figura 2.21: Teorema do angulo externo.

Como AMB = CMP (0.p.v.) temos por LAL que AAMB = ACMP = AB=CP e
BAM=PCM.

Considerando A@D:ﬂ entao [ > PCM. Logo, B > BAM (B> 2), vide ﬁgum

P

>

. 4 7

B c

Figura 2.22: Teorema do angulo externo.

O

Por fim, utilizaremos o teorema na demonstracao do 4° Caso de congruéncia.

4° Caso - LAA,
Se dois triangulos possuem um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado
respectivamente congruentes, entao eles sao congruentes.

BO=B'C", A=A' e B=B' = AABC = AAB'C’ (Hip6tese = Tese)
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Demonstracdao. Temos trés possibilidades: AB=A'B'; AB<A'B' ou AB>A'B'.

Suponha que AB=A'B’ e por hipétese temos que BC=B'C" e EZ/B\’, entao por LAL
temos AABC=AA'B’C’.

- — -
Suponha agora que AB<A’B’ se verifica, tome um ponto DEBA, tal que BD=B'A’,
ver figura 2.23.

(a) AA’BC (b) Dados os triangulos ABC e A'B'C’ tal
que AB<A’'B’

(c) Dados os tridngulos ABC e A'B’C’ tal
que AB>A'B’

Figura 2.23: 4° Caso de congruéncia de triangulos - LAA,

LAL

Logo, temos: E:B’—ALe, por hipétese, BO=B'C" e B=B' 2 ADBC=AAB'C’
= D=A’ e por hipétese A’=A=D=A, o que é um absurdo ja que pelo teorema do
angulo externo (Teorema 2.2.1) no triangulo ADC temos que A>D. Assim, concluimos
que AB ndo pode ser menor do que A’'B’.

Analogamente ao que foi feito anteriormente, temos que AB>A’B’ nao se verifica, a
tnica diferenca é que D€AB, conforme figura|2.23(c)

Portanto, concluimos que s6 a 1% possibilidade (AB=A'B’) é valida.
[

Caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos (Cateto-Hipotenusa)

Se dois triangulos retangulos tém um cateto e a hipotenusa respectivamente congruentes,
entao esses triangulos sao congruentes.

A=A", AB=A'B’ e BC=B'C' => AABC=AA’B’C’ (Hip6tese = Tese)

— -
Demonstrac¢ao. Tome um ponto X sobre C'A’ tal que AC=A’X, vide figura M
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c A o] A X

Figura 2.24: Caso especial de congruéncia de triangulos retangulos (Cateto-Hipotenusa)

Como por hipdtese A=A e A=90° = A'=90°. Logo, temos:
AB=A'B, A=A e AC=A'X """ AABC=AA'B'X= BO=B'X (1) e C=X (2).

Por hipétese temos que BC=B'C" e por (1) obtemos que B'C'=B'X, i.e, AB'C’X é
isésceles de base C’X. Portanto, X=C". (3)

E por (2) e (3) temos C=C". Como BC=B'C", C=C" e A=A’ rrtdde AABC=AAB'C.
[
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2.3 Quadrilateros Notaveis

Nesta segao trabalharemos com os quadrilateros, em particular, com os paralelogra-
mos. As propriedades apresentadas serao utilizadas na resolucao das atividades propostas
no capitulo [4 desta dissertagao.

Definicao 2.6. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se possuir lados opostos
paralelos.

Figura 2.25: ABCD paralelogramo.

Proposicao 2.3. Todo quadrilatero convexo que tem lados opostos congruentes é para-
lelogramo.

Demonstracao. Seja ABCD um quadrilatero convexo. Se AB=CD, AD=BC e sendo AC
um lado comum aos AABC e ACDA, entao pelo caso de congruéncia LLL temos que
AABC=ACDA.

A B

Figura 2.26: ABCD paralelogramo.

Logo, temos que: BAC=DCA = AB || CD (i) e BCA=DAC = AD || BC (ii). Por
(i) e (ii), podemos concluir que ABCD é um paralelogramo.
[l

Proposicao 2.4. Um quadrilatero convexo é um paralelogramo se, e sé se, suas diagonais
se intersectam nos respectivos pontos médios.

Demonstra¢ao. = Considerando que ABCD um paralelogramo e M o ponto de interse¢ao
das diagonais do mesmo. Temos que AB || , AC e BD sao as diagonais do do pa-
ralelogramo, tais que AC N BD={M}. Segue-se que BAM=DCM, ABM=CDM ¢ como
ABCD ¢ um paralelogramo temos que AB=CD. Logo, pelo caso de congruéncia ALA
temos AAMB=ACMD. Assim, AM=MC e DM=MB.
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A B

Figura 2.27: ABCD paralelogramo = AM =CM e BM=DM.

<= Seja ABCD um quadrilatero, AC e BD as suas diagonais tais que AC N BD={M}
e M é o ponto médio de ambas, consequentemente AM=MC e DM=MB. Sendo
AMB=DMC, pois tais angulos sao opostos pelo vértice, pelo caso de congruéncia LAL
temos que AAMB=ACMD. Analogamente, obtemos que AAMD=ABMC. Assim, con-
cluimos que AB=CD, AD=BC e portanto ABCD ¢ paralelogramo. n

Proposicao 2.5. Todo quadrilatero convexo que tem dois lados paralelos e congruentes
¢ um paralelogramo.

Demonstracao. Se 1B | ED e AC uma transversal (diagonal de ABCD), entdo BAC=DCA.

D g
1
L]
-
-
-
5 i
P\'g
-
-
-
_
-
[ ]
)
A B

Figura 2.28: AB||CD ¢ AB=CD = ABCD é um paralelogramo.

Como AB=CD (por hipétese) e seja AC um lado comum entre os triangulos AABC
e ACDA, consequentemente temos pelo caso de congruéncia LAL que AABC=ACDA,
consequentemente AD=BC e CAD=ACB.

Portanto, se AB=CD e AD=BC entao, pela proposicao temos que ABCD é um
paralelogramo. O

Definiremos como base média de um triangulo, o segmento de reta cujas extremidades
sao os pontos médios de dois de seus lados. Dizemos ainda que todo triangulo possui trés
bases médias.

A seguir a partir dos resultados obtidos pelas propriedades dos paralelogramos enun-
ciaremos e demonstraremos o teorema da base média.
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Teorema 2.3.1. (Teorema da base média)

Seja ABC um triangulo qualquer e M, N os pontos médio dos lados AB e AC, respecti-
11—

vamente. Se MN 6 a base média de ABC relativa a BC entdo M NHE(2 e MNzéBC’.

Reciprocramente, se pelo ponto médio M do lado AB tragarmos a paralela ao lado BC
entao tal reta intersecta o lado AC em seu ponto médio N.

Demonstracdao. Seja r uma reta paralela a j@ e tal que E@N N r={D}. Logo, temos que
fﬁHCﬁ e seja AC' uma transversal = MAN=DCN (*)

Figura 2.29: Teorema da base média do triangulo.

Como MNA=DNC (0.p.v.), AN=CN e por (*). Assim, por ALA, temos que AMAN=
ADCN — AM=CD — BM=CD.

Temos que CﬁHEM e CD=BM "22° MBCD é paralelogramo =— T\Zﬁu% =
Nl

E como AMAN=ADCN = M N=DN (**). Por outro lado, MBCD ¢ paralelogramo

or(¥*) —— —— — BC
— MD=BC —s MN+ND=BC "2%) o\[N=BC — MN=—-

Reciprocamente, seja Ny o ponto médio de AC. Utilizando o resultado anterior temos
que se MN; é base média relativa & BC entao M N1||BC.

Figura 2.30: Teorema da base média do triangulo.

Utilizando o 5° postulado de Euclides, temos que seja Mgé%, entao existe uma tnica
reta que passa por M e é paralela a . Logo, MNy = MN.

Como M Ni e MN intersectam AC em N; e N, respectivamente, temos que N;=N.
Assim, AN=NC. O



Capitulo 3

Pontos notaveis de um triangulo

Neste capitulo abordaremos os principais pontos notaveis do triangulo, a saber: ba-
ricentro, incentro, circuncentro e ortocentro, definindo cada um deles, além de enunciar
e demonstrar algumas proposicoes, que tal como as defini¢bes serao bastante 1teis no

desenvolvimento do capitulo de Aplicagoes. Utilizamos como fonte alguns autores vistos
em [1], [2], [3] e [1].

Definicao 3.1. O ponto de intersecao entre as mediatrizes dos lados de um triangulo é
chamado de circuncentro.

Proposicao 3.1. As mediatrizes de um triangulo intersectam-se num mesmo ponto, o
qual estd a mesma distancia dos vértices do triangulo.

Demonstracao. Sejam AABC um triangulo qualquer, m, n e t as mediatrizes dos lados
AB, AC e BC, respectivamente.

Figura 3.1: O circuncentro de um triangulo.

Se n e t fossem paralelas entao os pontos A, B e C seriam colineares.

Se n e t fossem coincidentes entao pelo ponto C passariam duas retas perpendiculares
a uma mesma reta, contrariando o que fora visto em . Portanto, n e t intersectam-se
no ponto O.

Pela proposicdo temos que BO=CO, ja que O € t, e CO=AO, pois O € n.
Portanto, AO=BO. Utilizando novamente a proposicdo temos que O € m.

Assim, m N n N t={0} e AO=BO=CO. O

41
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Definicao 3.2. O ponto de encontro das retas suportes das alturas de um triangulo
qualquer é chamado de ortocentro do triangulo.

Proposicao 3.2. Dado um triangulo qualquer, as trés alturas deste triangulo intersectam-
se num mesmo ponto.

Demonstracao. Sejam AABC um triangulo qualquer, temos 3 casos a considerar, a saber:

1° Caso - Seja AABC um triangulo retangulo. Suponha que ZB=90°. Seja B o pé
das alturas relativas aos lados BC e AB. Como a altura relativa ao lado AC passa por
B (por defini¢ao) entdao podemos concluir que B é o ponto de encontro das alturas do
triangulo ABC.

B A

Figura 3.2: B é o ortocentro do triangulo retangulo.

2° Caso - Seja AABC um triangulo acutangulo. Por A, B e C trace as retas r, s e t
paralelas, respectivamente, aos lados BC, AC e AB.

Figura 3.3: H é o ortocentro do triangulo acutangulo ABC.

Dessa forma, temos que r N s={M}, r N t={N}, s N t={P} e obtemos o AMNP.
Seja A € MN ¢ MN | BC; B € MP ¢ MP||AC; C € NP ¢ NP||AB. (1)
Por 1) temos que: AN||BC e AM||BC; BP|JAC e MB||AC; NC||AB e CP||AB. (2)
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Pela defini¢do [2.6, um quadrildtero é um paralelogramo se possuir lados opostos pa-
ralelos.
Desse modo, pela proposicao teremos:

e ABCN é paralelogramo = AN=BC.
e ACBM ¢ paralelogramo = BC=AM.

Logo, AN=BC=AM e portanto A é ponto médio de MN.(3)

Analogamente, mostramos que C é ponto médio de NP e que B é ponto médio de MP.
/(4—>HaJ_BC e MN|BC = AH,LMN (4). Por (3) e (4), concluimos que a reta j‘l—HZ ¢ a
mediatriz de MN.

Analogamente, mostramos que a reta m ¢é mediatriz de MP e que a reta WC é media-
triz de NP. J& provamos que as mediatrizes dos lados de um triangulo se intersectam em
um unico ponto, i.e, sdo retas concorrentes. Como as alturas do AABC coincidem com
as mediatrizes do AMNP; logo temos Jque as alturas do AABC devem ser concorrentes e

concorrem a um tnico ponto, i.e, AH N BH@ N CH {H}.

3° Caso - Seja AABC um triangulo obtusangulo. Trace, por A, B e C, as retas m,
k, n paralelas, respectivamente, aos lados BC, AC e AB.

-

7
=
-

7
-

N D A \
N

Figura 3.4: H é o ortocentro de um triangulo obtusangulo.

Dessa forma, temos que m N k={D}, m N n={E}, n N k={F} e obtemos o ADEF. Seja
A € DE e DE||BC; B € DF e DF||AC; C € EF e EF||AB. (a)

Por (a) temos que: AE|BC e DA||BC; DBJ||AC e BF||AC; EC||AB e CF||AB. (b)

Pela defini¢ao[2.6, um quadrildtero é um paralelogramo se possuir lados opostos paralelos.
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Desse modo, pela proposicao temos:
e ABCE ¢ paralelogramo = AE=BC.
e ACBD é paralelogramo = BC=AD.

Logo, AE=BC=AD e portanto A é ponto médio de MN.(c)

Mogamen’ce, mostramos que C é ponto médio de EF e B é ponto médi& DF.
AH,1BCeDE|BC= AH,LDE (d). Por (c) e (d), concluimos que a reta AH, é mediatriz
de DE.

Da mesma forma, mostramos que a reta Wb ¢ mediatriz de DF e que a reta Wc é
mediatriz de EF. J& provamos que as mediatrizes dos lados de um triangulo se intersectam
em um tUnico ponto, i.e, sao retas concorrentes. Como as alturas do AABC coincidem
com as mediatrizes do ADEF, logo temos que as alturas AABC devem ser concorrentes
e concorrem a um unico ponto, i.e, AH N BH; N C’H/ {H}. O

Considerando que o triangulo medial de um AABC é aquele cujos vértices sao os
pontos médios dos lados de AABC. E sejam Q, R e S os pontos médios de AB, AC e
BC, respectivamente. Logo, AQRS é o triangulo medial do AABC, cujos lados sao as
bases médias do referido AABC. Assim, teremos uma consequéncia que sera expressa no
corolario a seguir.

B S c

Figura 3.5: AQRS ¢é o triangulo medial do A ABC

Corolario 3.1. O circuncentro de um triangulo é o ortocentro de seu triangulo medial.

Demonstracao. Com base na proposicao e seja ABC um triangulo acutangulo, temos
que QRS ¢ o triangulo medial de ABC e as mediatrizes de ABC coincidem com as alturas
de QRS.

Portanto, o ponto de intersegao entre as mediatrizes de ABC (circuncentro) coincidird
com o ponto de intersegao entre as alturas de QRS (ortocentro). Para os demais casos,
em que ABC sera retangulo ou obtusangulo, as demonstragoes sao analogas. n

Definicao 3.3. O ponto de encontro das bissetrizes internas de um triangulo qualquer é
chamado de incentro.

Proposicao 3.3. As trés bissetrizes internas de um triangulo qualquer intersectam-se
num mesmo ponto, o qual estd a igual distancia dos lados do triangulo.

Demonstracao. Dado ABC, um triangulo qualquer e sejam r, s e t, respectivamente, as
bissetrizes internas dos angulos ZA, /B e ZC.
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Entende-se que bissetriz do angulo é o LG dos pontos do plano que equidistam dos lados
de um angulo desse plano. Seja r N s={I}, entdo como I € r temos que I tem a mesma
distancia em relacao aos lados AB e AC (i).

Analogamente, como I € s entao I tem a mesma distancia em relagao aos lados AB e BC
(ii).

Por (i) e (ii), concluimos que I equidista dos lados AC e BC. Logo, concluimos que I
pertence a bissetriz do angulo ZC, isto é, I € t. Dessa forma, temos que as retas r, s e t
sao retas concorrentes e concorrem num mesmo ponto.

Figura 3.6: 1 é o incentro de um triangulo.

]

Definicao 3.4. O ponto de encontro das medianas de um triangulo qualquer é chamado
de baricentro.

Proposigao 3.4. As trés medianas de um triangulo qualquer intersectam-se num mesmo
ponto, o qual divide cada mediana em duas partes, tais que a que contém o vértice é o
dobro da outra parte.

Demonstracao. Seja AABC um triangulo qualquer, M;,M, e Mj, respectivamente, os
pontos médios dos lados BC, AC, AB. Considerando AM;, BM; e CM3 as medianas deste
triangulo, temos que AM; N CM3={G;}. Sejam P e Q os pontos médios de AG; e CG.

Figura 3.7: Gy é o ponto de encontro das medianas AM; e CMs.
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Temos que M3M; serd a base média do AABC relativa ao lado AC e PQ) a base média

do AAG,C, pelo Teorema |2£( Teorema da base média) temos que MzM; || j@, % I

— AC AC -
%, PQ = — e MsM,= 5 Logo, concluimos que PQ=M3M;, jg?)MlH% e pela
proposicao temos que o quadrilatero M3M;QP é um paralelogramo.

Pela proposicao temos que as diagonais do paralelogramo se intersectam nos
seus pontos médios. Seja G; o ponto de intersecao das diagonais do paralelogramo
M3M; QP (ver figura , logo temos: PG, = G{M;, M3G; = G1Q. No entanto, P
e QQ sao pontos médios de AG; e C'G1, respectivamente. Dessa forma, AP=PG=G1M;
e CQ:QG1:G1M3 LOgO7 AG1:2G1M1 e CG1:2G1M3. (a)

Seja My o ponto médio de AC e BMy N CM3 ={Gy}, ou seja, Gy é o ponto de in-
tersecao entre as medianas BMy e CM3.

Figura 3.8: Gy é o ponto de encontro entre as mediana BMs e CM3.

De modo analogo, mostraremos que BR = RGy = GoMy e CQ = QGy = G M3,
consequentemente BGy = 2Go My e CGy = 2GoM3. (b)

Dessa forma, por (a) temos CG; = 2G1 M3 e por (b) obtemos que CGy = 2G5y M3, o
que mostra que G; = Gy. Assim, denotemos por G o ponto G; = Gy e teremos que as
medianas AM;, BMy e CM3 concorrem no mesmo ponto G, o qual divide cada mediana
em duas partes, tais que a que contém o vértice é o dobro da outra parte.

Figura 3.9: G é o baricentro do triangulo ABC.



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo propusemos algumas atividades que tratam dos pontos notaveis do
triangulo, bem como de alguns conceitos relevantes, tais como: altura, mediana, pé da
altura, perpendicular, dentre outros. Todas as atividades foram resolvidas com e sem o
uso do GeoGebra.

O objetivo deste trabalho é propor o uso do GeoGebra como recurso didatico no
estudo dos pontos notaveis do triangulo. Desta forma, essa ferramenta auxiliara os alunos,
que de posse de conhecimentos prévios adquiridos, serao estimulados a construirem as
figuras, explorar as mesmas, usar as hipéteses e por fim obter os resultados dos problemas
propostos.

Nas resolugoes feitas com o uso do GeoGebra foram elaborados roteiros para as ativi-
dades, os quais trazem todos os passos necessarios descritos, para isso utilizamos alguns
recursos vistos em [4].

Na atividade a seguir, faremos a demonstracao da proposicao adotando os procedi-
mentos citados anteriormente.

1) Sejam ABC um triangulo e P, M e H respectivamente os pés da bissetriz interna,
mediana e altura relativas ao lado BC. Se P e H ou M e H coincidirem, prove que ABC é
isosceles de base BC.

Demonstrag¢ao. Suponha que P e H coincidam, conforme figura abaixo.

° c
H=P

Figura 4.1: AABC dado que P e H coincidem.
Sendo BA\PECA\P, CHA=BHA=90° ¢ seja AH um lado comum aos triangulos BAH

e CAH. Logo, pelo caso de congruéncia ALA temos que ABAH = ACAH. Portanto,
BA=CA e assim temos que AABC ¢ isosceles de base BC.

47
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.

P

Figura 4.2: AABC ¢ isésceles de base BC.

Por outro lado, suponhamos agora que M e H coincidam.

A

B J M=H . c

Figura 4.3: AABC dado que M e H coincidem.

Seja BM=CM, BMA=CMA=90° e sendo AM um lado comum, temos pelo caso de
congruéncia LAL que ABAM=ACAM. Portanto, BA=CA e assim temos que ABC é
isésceles de base BC.

Figura 4.4: AABC é is6sceles de base BC.

]

Utilizando o GeoGebra, o primeiro passo seria desenharmos um triangulo ABC qual-
quer, para isso utilizaremos a ferramenta Poligono. Em seguida, determine o ponto P
que corresponde ao pé da bissetriz interna, para obtermos esse ponto basta através da
ferramenta Bissetriz, identificarmos a bissetriz do angulo BAC e com o uso da ferramenta
Intersecao entre dois objetos obtemos o ponto P, gerado pela interse¢ao da bissetriz do
angulo citado com o segmento de reta BC, conforme indicado na figura [{.5 Caso nao
seja P o ponto fornecido pelo GeoGebra, basta renomeéa-lo clicando com o botao direito
do mouse sobre o ponto dado.
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Figura 4.5: AABC qualquer, em que P é o pé da bissetriz de BAC.
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Para obtermos o ponto H que é o pé da altura, na barra de ferramentas selecionamos
Reta perpendicular, em seguida clicamos no vértice A e no lado oposto a este vértice (Seg-
mento BC). Feito isto, selecionamos a ferramenta Intersecao entre dois objetos, clicando
na reta perpendicular que fora obtida e no lado BC, dai teremos o ponto H, conforme

figura [{.6

%
Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda
B == el N EE .
o ol g Ny P ]l o Nl L ® #

w Janela de Aigebra ¢ |~ Janelade 1 X
== A W~ o~ u~|a
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@ P=(4.6,-0.68)
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@ 099x+0.42y=455
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@
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& H |P c
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Figura 4.6: AABC qualquer, em P é o pé da bissetriz de BAC e H é o pé da altura do

triangulo em relacao ao vértice A.
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Por hipétese temos que P e H coincidem, para obtermos P=H no GeoGebra, na
barra de ferramentas selecionamos a ferramenta Mover ponto, selecionando agora um dos
vértices do triangulo e o movendo faremos com que o ponto P coincida com H.

o

@
& H \P

(a) AABC em que P#£H (b) AABC em que P=H

Figura 4.7: Movemos um dos vértices até que os pontos P e H coincidam.

Desta forma teremos que: BAP=CAP (1) ¢ BA=CA (2)

Para verificarmos o resultado obtido em (1), basta selecionarmos a ferramenta Angulo
e em seguida os pontos B, A e P, obtemos dessa forma o angulo B/Zl\P7 repetimos o proce-
dimento selecionando agora os pontos C, A e P, obtendo assim o angulo CAP. Analoga-
mente, selecionamos a mesma ferramenta e adotamos o mesmo procedimento selecionando
os pontos A, P, B e em seguida os pontos C, P e A. E como AP ¢é bissetriz do BA\C, entao
temos que BAP CAP e APB=CPA= 90°, conforme a figura m

Figura 4.8: Por ALA temos que BAP=CAP = BA=CA.

Pela figura , temos que BgP:CgP, APB=CPA=90° ¢ que AP é um lado comum
aos triangulos BAP e CAP. Logo, pelo caso de congruéncia ALA temos que ABAP=ACAP

= BA=CA.
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No GeoGebra podemos digitar no campo Entrada o comando Segmento[B,A], em
seguida utilizamos o mesmo comando para Segmento[C,A], o software calculard a distancia
entre os pontos, isto é, as medidas dos segmentos BA e CA. Assim, concluimos que
BA=CA e que o tridangulo é isésceles e de base BC.

= gor\i= 90°

B H=P

Figura 4.9: AABC ¢é is6sceles de base BC.

Analogamente, ao que foi feito para o 1° caso, no qual se P e H coincidem entao obte-
mos um triangulo ABC isdsceles e de base BC. Desenharemos um triangulo ABC qualquer
e utilizaremos as mesmas ferramentas utilizadas no caso anterior, a saber: Poligono (para
desenhar o triangulo), Reta perpendicular passando pelo vértice A e perpendicular ao
lado BC e por ultimo Intersecao entre dois objetos obtendo desta forma o ponto H, que
corresponde ao pé da altura em relacao ao lado BC. Selecionamos /ingulo na barra de
ferramentas e clicamos sobre os pontos C, H, A e A, H e B, desta forma obtemos as
medidas dos angulos CHA e AH B, respectivamente.

Figura 4.10: AABC dado que H é o pé da altura em relagao ao lado BC.

Com o uso da ferramenta Ponto Médio ou Centro e clicando nos pontos B e C, en-
contramos o ponto D (ponto médio de BC) e em seguida renomeamos o mesmo para M.
Selecionando Segmento, bem como os pontos A e M, obtemos o segmento AM.
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Figura 4.11: AABC dado que H é o pé da altura em relagao ao lado BC e M é o ponto
médio de BC.

Analogamente ao que foi feito no 1° caso, temos que para obtermos M=H no GeoGebra,
na barra de ferramentas selecionamos a ferramenta Mover ponto, selecionando agora um
dos vértices do triangulo e o movendo faremos com que o ponto M coincida com H.

A
B H M c 8 M=H c
(a) AABC em que M#H (b) AABC em que M=H

Figura 4.12: Movemos um dos vértices até que os pontos M e H coincidam.

Pela figura4.12(b)}, temos que BM=MC, BMA=CMA=90° ¢ AM é um lado comum
aos triangulos BAM e CAM. Logo, pelo caso de congruéncia LAL, podemos concluir que
ABAM=ACAM.

No GeoGebra podemos digitar no campo Entrada o comando Segmento[B,A], em se-
guida utilizamos o mesmo comando para Segmento|C,A], o software calculard a distancia
entre os pontos, isto é, as medidas dos segmentos BA e CA. Assim, concluimos que
BA=CA e que o tridangulo é isésceles e de base BC.

A seguir, propomos o teorema que fala sobre a Reta de Fuler, que é a reta que passa
pelo Ortocentro (H), Baricentro (G) e pelo Circuncentro (O). Demonstraremos o teorema
com e sem o uso do GeoGebra, mostrando o quao interessante pode se tornar o uso deste
software em sala de aula para favorecer a aprendizagem dos alunos.
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2) Mostre que em um triangulo ABC qualquer, o baricentro, o ortocentro e o circuncentro
sao colineares. O baricentro estd entre o ortocentro e o circuncentro e sua distancia ao
ortocentro é o dobro de sua distancia ao circuncentro.

Demonstracao. Podemos classificar um triangulo quanto aos lados em: equilatero, isdsceles
e escaleno. Logo, teremos trés casos a considerar.

1° Caso Seja ABC um triangulo equildtero, conforme figura [4.13] Temos que as me-
dianas, as alturas e as mediatrizes coincidem, o que nos leva a concluir que o baricentro,
o ortocentro e o circuncentro também coincidem. No entanto para tracarmos uma reta
precisamos de dois pontos distintos, desta forma podemos afirmar que nao sera possivel
construir a Reta de Euler para um triangulo equilatero.

c

Figura 4.13: AABC equilatero dado que G, H e O coincidem.

2° Caso Seja ABC um triangulo isoésceles de base BC, temos que a mediana, a mediatriz e
a altura relativas a base BC coincidem. Desta forma, temos que o baricentro, o ortocentro
e o circuncentro deste triangulo pertencem a um mesmo segmento, conforme figura |4.1/.
Assim, a reta que contém esse segmento é denominada Reta de Fuler.

mediatriz de BC

A

Figura 4.14: AABC isésceles dado que G, H e O pertencem a mesma reta.



o4

Vale ressaltar que podemos classificar quanto aos angulos, um triangulo isésceles e de
base BC como o proposto neste caso em: acutangulo, retangulo ou obtusangulo. E em
seguida, verificar por construcao que os pontos G, H e O sao colineares.

3° Caso Dado um triangulo ABC escaleno. Tal como no caso anterior podemos clas-
sificar este triangulo, quanto aos angulos em: acutangulo, retangulo ou obtusangulo.

Considere ABC um triangulo escaleno, de base BC e tal que esse triangulo seja
acutangulo. Sejam A’ e o ponto médio do lado BC, G o baricentro e O o circuncentro
do triangulo obtidos por construgao. Seja AA’ a mediana relativa ao lado BC, GEAA’.
Ser(1d_0) D o ponto de intersegéo(_e)ntre a mediatriz relativa ao lado BC e o lado AC, isto
é, A’D N AC = D e seja O€A'D, ja que O é o circuncentro do triangulo ABC. Sendo a

mediana e a mediatriz relativas ao lado BC distintas, logo temos que G e O também sao
pontos distintos, conforme figura [{.15

A

B A o]

Figura 4.15: AABC escaleno dado que G, H e O pertencem a mesma reta.

Consideremos r a reta que passa pelos pontos O e G. Seja H um ponto pertencente a
semirreta OG tal que GH'=2G0O. Trace por A uma reta que passe por H’.

Como G H'=2GO (por construcio), AGH'=A’GO (0.p.v.) e AG=2G A’ (propriedade
do baricentro), logo pelo caso de semelhan¢a LAL temos que AGH’A e AGOA’ séo se-

~ ~ <
melhantes. Portanto, GAH'=GA’O. Assim, a reta que contém o segmento AH e A’D sao
paralelas e H” é um ponto que pertence a altura relativa ao lado BC.

Analogamente, tomaremos a mediana e a mediatriz relativas ao lado AC. Sendo B’

o ponto médio de AC, BB’ e B<T>O, respectivamente, a mediana e a mediatriz relativas
ao lado AC. Considere H” um ponto pertencente a semirreta OG tal que GH'=2GO
(por construcao), BGH'=B’GO (0.p.v.) e BG=2GB’ (propriedade do baricentro), vide
figura[£.16,
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B F c

Figura 4.16: AABC escaleno dado que G, H e O pertencem a mesma reta.

Logo, pelo caso de semelhanca LAL temos que AGH'B e AGOB’ sao semelhantes.

Portanto, GBH'=GB0. Assim, a reta que contém o segmento BH’ e B’HO sao paralelas
e H’ é o ponto pertencente a altura relativa ao lado de AC.

Como H’ é o ponto que corresponde a intersecao de duas alturas do AABC, logo
temos que H'= H, que é denominado de ortocentro. Desta forma, podemos concluir que
o circuncentro, o ortocentro e o baricentro sao colineares e que a reta que passa por esses
pontos é denominada Reta de FEuler.

Por outro lado, considerando a unicidade do ortocentro (por construgao) temos que
o baricentro esta entre o ortocentro e o circuncentro e que GH=2GO. Vale ressaltar
que as demonstracoes para os triangulos escalenos obtusangulos ou triangulos escalenos
retangulos sao andlogas a esta. O]

Utilizando o GeoGebra para verificar a validade de tal teorema faremos alguns passos.
O primeiro deles é desenhar um triangulo qualquer, clicando na Barra de ferramentas em
Poligono, obtendo desta forma o triangulo ABC de base BC. Em seguida, utilizando a
ferramenta Ponto Médio ou Centro, clique nas extremidades de cada segmento, a saber:
AB, AC e BC, assim determinamos os pontos médios dos lados do referido triangulo. O
proximo passo ¢ ligar os vértices aos pontos médios dos lados opostos a estes vértices,
para isso fazemos uso da ferramenta Segmento. Assim, obtemos as medianas do AABC e
usando a ferramenta Intersec¢io de dois objetos determinamos o ponto G (Baricentro de

AABC), conforme figura[{.17

B C

Figura 4.17: AABC qualquer dado que G é o baricentro.
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Deve-se clicar na ferramenta Mediatriz e em seguida nas extremidades de cada lado
do triangulo. Feito isso clicamos em Intersecao de dois objetos e em duas mediatrizes
quaisquer para obtermos o ponto O, que é o circuncentro do triangulo, ver figura 4.18
Caso o ponto obtido nao seja o ponto O, é necessario renomear, para isto basta clicar com
o botao direito do mouse sobre o ponto e selecionar Renomear, digitando a letra desejada.

Figura 4.18: AABC qualquer dado que G é o baricentro e O é circuncentro.

Selecionamos Reta perpendicular e clicamos nos vértices do triangulo e em cada um
dos lados opostos a estes vértices. Por fim, deve-se clicar na ferramenta Intersecao de
dois objetos e em seguida em duas das retas perpendiculares e obtenha o ponto H.

Para uma melhor visualizagao ocultaremos a mediana AD e no campo Entrada digi-
taremos o comando Reta(O,H), o GeoGebra desenhard a reta e notaremos que a mesma
passa pelo ponto G. Logo, temos que O, G e H sdo colineares, conforme figura[{.19

Arquivo Editar Exibir Opcles Femamentas Janela Ajuda Entrar.

DEENEEENEER > o

~ Janela de Algebra X [~ Janela de Visualizagio X
=]~ fiv =
Ponto n
@ A=(557,4.46)
~® B=(£89,157)

H=(-5.58,6.16)
0=(527,076)
a

® p54x-0.32y=2819
Segmento
® a-481
® p-a41
~-@ c=123
® =549
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o

Reta( <Ponto=, <Vstor Dirstor= )
Entrada: Refa Qs 0

s o o m 18:39
WEEr e O@E o

Figura 4.19: AABC qualquer dado que G é o baricentro, O é circuncentro e H é o
ortocentro.
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No campo Entrada digitaremos o comando Segmento(G,H) para determinarmos a
distancia dos pontos G ao H, faremos o mesmo procedimento para determinar a distancia
entre os pontos G e O, digitando o comando Segmento(G,0). Assim, obtemos GH= 2GO.

Sabemos que um triangulo pode ser classificado quanto aos lados em: equilatero,
isosceles ou escaleno. Sendo assim temos duas alternativas para obtermos um triangulo
ABC equilatero, a saber: podemos construir um triangulo equilatero utilizando as fer-
ramentas ja apresentadas ou utilizando a ferramenta Mowver, selecionamos os vértices,
movendo-os até que tenhamos um triangulo equilatero, conforme figura

Figura 4.20: AABC é equilétero.

Note que neste caso, os pontos G, H e O coincidem e portanto temos que nao ha
formacao da Reta de Euler em um triangulo equilatero, pois para termos uma reta é
necessario pelo menos 2 pontos distintos.

Para obtermos um triangulo isésceles, os procedimentos sao os mesmos adotados no
primeiro caso, citado anteriormente. Vale ressaltar que dado ABC um triangulo isdsceles,
este pode ser classificado quanto aos angulos em: acutangulo, obtusangulo ou retangulo,
e continuam validas a colinearidade entre os pontos G, O e H, bem como a relagao

GH=2GO. Veja a seguir as figuras e 4.22.

n

Figura 4.21: AABC dado que ¢ isoceles e acutangulo.
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(a) AABC dado que é is6celes e retangulo (b) AABC dado que ¢ isdceles e obtusangulo

Figura 4.22

Para obtermos um triangulo escaleno, os procedimentos também sao os mesmos ado-
tados no primeiro caso, citado anteriormente. Também vale ressaltar que dado ABC um
triangulo escaleno, este pode ser classificado quanto aos angulos em: acutangulo, ob-
tusangulo ou retangulo, e continuam vélidas a colinearidade entre os pontos G, O e H,

bem como a relacdo GH=2GO. Veja a seguir as figuras € 4.24.

Figura 4.23: AABC dado que ¢é escaleno e acutangulo.
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(a) AABC dado que é escaleno e retangulo (b) AABC dado que é escaleno e ob-
tusangulo

Figura 4.24

Na atividade abaixo, utilizaremos os mesmos procedimentos adotados nas atividades
anteriores, demostrando a proposicao com e sem o uso do GeoGebra.

3) Uma reta r passa pelo baricentro de um triangulo ABC deixando o vértice A em
um semiplano e os vértices B e C no outro semiplano determinado por r. As projecoes
de A, B e C sobre a reta r sao M, N e P, respectivamente. Prove que AM = BN + CP.

Demonstracao. Por meio do uso de régua e compasso, determinamos o baricentro do
triangulo ABC e as projecoes relativas aos vértices A, B e C sobre a reta r, representadas
pelos pontos M, N e P, respectivamente, conforme figura [£.25,

A

Figura 4.25: Ilustragao da atividade 3

Como BN_Lr e CP_Lr entao temos que BN||CP. Por outro lado, NPABC. Logo, podemos
concluir que BNPC é um trapézio.
Seja D o ponto médio de BC, determinamos o ponto médio de NP e denotamos o
mesmo por R. Dessa forma, temos que DR ¢é base média de BNPC e utilizando o teorema
. __ BN+CP
da base média temos: DR:T (a).
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Nota-se que AMAG ~ ARDG, pelo caso AA de semelhanga, ja que AMG=DRG=90°
e AGM=DGR (0.p.v.). Como AD ¢ mediana do AABC, sendo GEAD e tal que G é o
baricentro de AABC. Logo, AG=2GD, i.e., a razao de semelhanca dada por: 44 =240_9

Assim, %:2 = AM=2DR (b). Por (a) temos que BN + CP= 2DR e por (b)

AM=2DR. Logo, BN + CP = 2DR = AM.

]

Para verificarmos a validade de tal proposicao através do uso do GeoGebra faremos
alguns passos. Primeiro desenharemos um triangulo qualquer, clicando na barra de fer-
ramentas em Poligono, assim obtemos um triangulo ABC de base BC. Em seguida, uti-
lizaremos os mesmos procedimentos adotados na atividade anterior, para determinarmos
as trés medianas do triangulo ABC e consequentemente o baricentro (G).

Feito isso devemos clicar na barra de ferramentas em Reta, selecionarmos o ponto G e
um outro ponto qualquer, de modo que assim seja possivel obtermos uma reta que passa
pelo baricentro do triangulo ABC. Essa reta devera ser representada pela letra r, caso o
software tenha representado tal reta por outra letra, é possivel alterarmos clicando sobre
a reta com o botao direito do mouse e em seguida selecionar a opcao Renomear.

Dessa forma, teremos os dois semiplanos, a saber: um deles determinado pela reta r e
pelo vértice A e o outro por 7 e pelos vértices B e C. Vale ressaltar que devemos ocultar
as medianas que partem dos vértices B e C, bem como os pontos médios dos lados opostos
a tais vértices, conforme figura[{.26,

D

Figura 4.26: Ilustracao da atividade 3

Para obter as projecoes de A, B e C sobre a reta r, basta selecionar a ferramenta
Reta perpendicular e clicar em todos os vértices do triangulo ABC. Em seguida, deve-se
selecionar a ferramenta Intersecao de dois objetos, clicar em cada reta perpendicular a
um vértice do triangulo e por ultimo sobre a reta r, obtendo dessa forma os pontos M, N

e P, conforme figura[4.27



61

Figura 4.27: Ilustragao da atividade 3

Obtidos tais pontos ocultaremos as retas perpendiculares a reta r e que passam por A,
B e C. No campo Entrada digitaremos o comando Segmento(A, M), clicando com o botao
direito do mouse sobre o segmento AM e selecionando Propriedades, Fstilo, para efetuar
a alteracao para linha tracejada. O mesmo procedimento devera ser adotado para obter
os segmentos BN e CP. Ha também a possibilidade de alterar a cor, o que pode ser feito
ao clicar sobre o segmento desejado, selecionando Propriedades, em seguida na aba Cor e
clicando na cor desejada, conforme figura /.28

A

D

Figura 4.28: Ilustracao da atividade 3

No campo FEntrada digitaremos o comando Distancia(A,M) para obtermos o compri-
mento do segmento AM, analogamente utilizando o mesmo comando obtemos os compri-
mentos dos segmentos BN e CP. Assim, mostramos que AM=BN+CP.
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Para a proxima atividade proposta, de modo andlogo as atividades anteriores, com e
sem o uso do GeoGebra, mostraremos que a proposicao é valida.

4) Seja ABC um triangulo de ortocentro H, incentro I e circuncentro O. Mostre que
ABC ¢ equilatero se, e s6 se, dois quaisquer dos pontos H, I e O coincidirem.

Demonstra¢ao. <= Suponha que H e I coincidam e sejam D, E e F| os pés das alturas
relativas aos vértices A, B e C, respectivamente, conforme figura [{.29

C

-

A F B

Figura 4.29: Dado AABC em que H e I coincidem

Note que DeEBC, E€AC e FEAB. Logo, com relacao aos triangulos ADB, ADC e BEC

temos que:

1 . ~

§A+B - 900 (41)

1 . ~

GA+C=00° (4.2)
1. . . 1.
SB+C=90"=C=90"- B (4.3)

\

Substituindo o resultado obtido em (4.3) na equagao (4.2) temos:
1. 1 " . A A
§A+90°—§B:90°=> A+180°-B=180°= A=DB.
L 1. . A
Logo, usando o resultado anterior (A=B) em (4.1) temos que §A+A:90°:> A+2A=180°
A - P A 1 A 1
= 3A=180° = A=60°. Sendo B=A=60° e de (4.3) temos: C'=90°- §B = C:90°—§~60°:>

C=90°-30°=60°.
Assim, A=B=C=60° e ABC ¢ um triangulo equilatero, conforme figura m

Figura 4.30: Dado AABC em que H e I coincidem
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Suponha agora que H e O coincidam. Temos que % ¢ mediatriz de BC, logo %L%
e %ﬂ%:{D}, em que D é ponto médio de BC (BD=CD).

Seja AD a altura de ABC relativa ao vértice A, sendo AD um lado comum aos
triangulos ACD e ABD, CD=BD e AZA?C:AEB:%O, conforme figura . Temos que
AACD=AABD e portanto podemos concluir que AC=AB (*).

Figura 4.31: Dado AABC em que H e O coincidem

Analogamente, seja % uma mediatriz, logo %L/ﬁ e %ﬂ%:{E}, em que E é
o ponto médio de AC (AE=FEC). Seja BE a altura relativa ao vértice B, sendo BE um
lado comum aos triangulos ABE e CBE, com CEB=AEB=90°

Por LAL temos que AABE=ACBE (conforme ﬁgura e portanto AB=C B.(**)

Figura 4.32: Dado AABC em que H e O coincidem

De(*) e (**) temos que AC=AB=CB. ... AABC é equildtero, conforme ﬁguram

Figura 4.33: Dado AABC em que H e O coincidem
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Por 1ltimo, suponha que I e O coincidam. Sendo O o circuncentro de ABC temos
que AO=BO=CO=r, como por hipétese I coincide com O. Logo, temos: AI=BI=C1I,
conforme figura[4.54)

Figura 4.34: Dado AABC em que I e O coincidem

Por AIB, como ﬁ é a bissetriz de A e AI=BI, i.e, AAIB é is6sceles, logo podemos
concluir que —A B = A=B. (*)

Analogamente pelo triangulo AIC, como ﬁ a bissetriz de C e Al= C1I, ie, AIC é
1~ 14
isésceles, logo concluimos que §A:§C = A:C.( )

Por(*) e (**) podemos concluir que 2:1?:6, logo 0 AABC é equilétero.

= Como por hipétese temos que AABC é equilatero, i.e, AB=AC=BC'e A=B= C’ 60°.
Por meio do uso de régua e compasso determinamos as bissetrizes dos angulos A BeC
e com isso obtemos o incentro, representado por I, conforme figura [{.35

N
A F B

Figura 4.35: Dado AABC em que I e O coincidem

Considerando os triangulos AIC, AIB e BIC e sendo ﬁ B*} Cﬁ as bissetrizes dos
angulos A Be C’ respectivamente, podemos concluir que IAC = IAB = IBA = 1BC =
ICB = ICA = 30°. Logo, por ALA podemos concluir que os triangulos AIC, AIB e BIC
sao congruentes. Portanto, temos que AI=BI=CT (a), conforme figura m
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—
A F B

Figura 4.36: Dado AABC em que I e O coincidem

Por meio de régua e compasso tragamos as trés mediatrizes do AABC (j@, % e

), com a interse¢ao de tais mediatrizes obtemos o circuncentro, representado por 0.
Sejam D, E e F os pontos médios dos segmentos BC, AC e AB. Como AF=FB, OF
é lado comum e AFO=BEFO= 90°, por LAL podemos concluir que AAFO= ABFO =
AO=BO0. Analogamente, como BD=DC, OD ¢ lado comum e BDO=CDO=90°. Por
LAL temos que ABDO=ACDO = BO=CO. Assim, obtemos que AO=B0O=CO (b),

conforme figura[{.57

Por (a) e (b), podemos concluir que I=0.

Figura 4.37: Dado AABC em que I e O coincidem

A seguir, mostraremos que o incentro coincide com o ortocentro. Considerando que
ja obtemos anteriormente o incentro de ABC, e sendo este triangulo equildtero, seja A

a bissetriz de A e Al N BC={D}, conforme figura .

Por ALA temos que AACD=AABD e portanto ADC=ADB=90°. De maneira andloga,
considerando CI a bissetriz do angulo C, sendo AC=BC e Ol N AB= {F}, por ALA te-
mos que AACF=ABCF e AFC=BFC=90°. Da mesma forma temos AABE=ACBE e
BEA=BEC= 90°, conforme figura (4.
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Figura 4.38: Dado AABC em que H e I coincidem

Considerando AD, BE e CF as alturas do triangulo ABC e s AD N CF N BE={H},
onde H que é o ortocentro, i.e, o ponto de encontro das alturas do AABC, conforme

figura [4.39|

Figura 4.39: Dado AABC em que H e I coincidem

Logo, como HAB HBA temos que AHB é isésceles e portanto AH=BH. Analoga-
mente, HBC= HC’B ABHC é isésceles e portanto BH=CH. Assim, AH=BH=CH e
como AI=BI=CI, conforme fora visto anteriormente, concluimos que I=H, i.e, que o
incentro do AABC coincide com o ortocentro deste triangulo.

Por fim, mostraremos que o ortocentro do triangulo equilatero ABC coincide com o
circuncentro, conforme ja visto no caso anterior em que determinamos o ortocentro, re-
presentado por H (figura[4.539), onde mostramos que AACF=ABCF (1), AACD=AABD
(2) e AABE=ACBE (3).

De (1) temos que AF=BF ¢ AFC=BFC=90°, por (2) temos CD=BD ¢ ADC =
ADB = 90°, e por (3) temos AE=CFE e BEA=BEC=90°. Logo, podemos concluir diante
de tais resultados que W jﬁ ﬁ sao mediatrizes relativas aos lados AB, BC e AC,

respectivamente. Assim, temos que W N jﬁ N ﬁ:{O}, em que O é o circuncentro
do AABC, i.e, o ponto de encontro das mediatrizes, conforme figura[4.40.
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Figura 4.40: Dado AABC em que H e O coincidem

Como OAB=0BA=0BC=0CB e AB=BC, logo utilizando o caso de congruéncia
ALA temos que AAOB=ABOC = AO=BO=CO. (4)

Portanto, como fora obtido anteriormente que AH=BH=CH e por (4), concluimos
que H=0.

Assim, podemos afirmar que dado ABC um triangulo equilatero entao dois quaisquer
dos pontos (H, I e O) coincidem.

]

Para verificarmos a validade da proposicao usando o GeoGebra dividiremos em dois
momentos. No primeiro desenharemos um triangulo ABC equildtero e mostraremos que
dado este triangulo, dois quaisquer dos pontos H (ortocentro), I (incentro) e O (circuncen-
tro) coincidem. J4 no segundo momento, mostraremos que se dois quaisquer dos pontos
H, I e O de um triangulo ABC coincidirem entao temos que ABC é equilatero.

—> Primeiro desenharemos um triangulo equilatero, para isso selecionamos a ferra-
menta Poligono Regular e em seguida digitamos o nimero de vértices do poligono, assim
obtemos o triangulo ABC de base AB.

Como ABC ¢ equilatero, logo os seus angulos sao congruentes e medem 60°. Para
determinarmos o incentro de ABC, selecionamos a ferramenta Bissetriz, clicando sobre
C, A e B para obtermos a bissetriz de A. Analogamente, clicando sobre A, B e C para
encontrarmos a bissetriz de B, fazendo o mesmo procedimento clicando sobre B, C e A
obtemos a bissetriz de C'.

Em seguida, na Barra de Ferramentas clicamos sobre a ferramenta Intersecao de dois
objetos e sobre duas das bissetrizes encontradas, obtendo dessa forma o incentro, caso
seja necessario, pode-se clicar com o botao direito do mouse sobre o ponto encontrado
e em seguida selecionar Renomear. Vale ressaltar, que o ponto encontrado (incentro) é
representado pela letra I.

Deve-se selecionar a ferramenta Angulo clicando sobre os pontos: I, A e C determi-
nando IAC B, A e I determinando BAI [, B e A determinando ] IBA C, B el determinando
CBI, I, C e B determinando IC’B7 A, C e I determinando ACL Apos obter tais angulos,
clicamos com o botao direito do mouse sobre cada angulo e em seguida em Propriedades,
depois selecionamos a aba FEstilo e fazemos a alteracao selecionando outro icone no item

Decoragao, conforme figura [4.41]
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94

Figura 4.41: Dado AABC em que I é o incentro

Temos que Al n BC={D}, BIn AC={E}, cin AB={F}, para obtermos tais pontos
no GeoGebra, basta selecionarmos a ferramenta Interser¢ao de dois objetos e clicarmos
sobre cada bissetriz, bem como sobre o segmento de reta (lado do tridngulo), o qual
a bissetriz intersecta obtemos os pontos citados, adotados esses procedimentos devemos
ocultar as bissetrizes clicando sobre cada uma delas e selecionando Ezibir Objeto, conforme

figura[{.43

Figura 4.42: Dado AABC em que I é o incentro

Em seguida, utilizamos a ferramenta Reta Perpendicular clicando sobre cada lado do
triangulo e o vértice oposto ao mesmo. Apds obtidas tais retas, podemos tragar as alturas
do triangulo ABC, deve-se clicar sobre cada vértice do AABC e sobre os pontos obtidos
pela intersecao de tais retas com os respectivos lados do triangulo ABC, a saber: os pontos
D, E e F. Feito isso, ocultamos as retas perpendiculares, clicando com o botao direito do
mouse sobre cada reta e selecionando FExibir Objeto. Para obter a intersecao das alturas
de ABC, utilizamos a ferramenta Intersercao de dois objetos e clicamos sobre as alturas
de ABC, obtendo dessa forma o ponto H (ortocentro), ji para obter os angulos retos,
basta selecionar /ingulo e clicar sobre os vértices correspondentes nos triangulos ACF,
BCF, ACD, ABD, ABE e CBE, conforme figura[{.43
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F

Figura 4.43: Dado AABC em que H e I coincidem

Logo, seja AABC equildtero temos que o ortocentro e o incentro coincidem (H=I),
conforme figura [£.43]

Para encontrarmos o circuncentro de ABC utilizando o GeoGebra adotaremos os al-
guns procedimentos, primeiro deve-se calcular os comprimentos dos segmentos AF, FB,
BD, DC, AE, EC, para isso basta digitarmos no campo FEntrada: Segmento(AF), fa-
remos 0 mesmo procedimento apenas alterando os pontos (extremos) de cada segmento
para obtermos os demais comprimentos. Apds finalizarmos essa etapa, notaremos que
AF=FB=BD=DC=AE=FEC. Em seguida, clicando com o botao direito do mouse so-
bre cada segmento, selecionamos a guia Fstilo e em Decora¢ao escolnemos uma das opgoes
para sinalizar a congruéncia entre os segmentos, conforme figura [4.44}

Figura 4.44: Dado AABC em que H e I coincidem

Como AF=FB podemos concluir que F é ponto médio de AB, analogamente con-
cluiremos que D e E sao pontos médios de BC e AC, respectivamente. Sendo AD, BE
e CF as alturas de ABC e H o ortocentro, logo WJ_AB, @J_BC e ﬁJ_AC. Assim,
como WLAB e AF=FB, podemos afirmar que W ¢é mediatriz de AB, analogamente
temos que e AD sao as mediatrizes de AC e BC, respectivamente. Para obtermos
a intersecao das mediatrizes, basta selecionar na barra de ferramentas Intersecao de dois
objetos e clicar sobre as mediatrizes, obtendo assim o circuncentro, que devera ser repre-
sentado por O, para isso clicamos sobre o ponto e selecionamos a opcao Renomear, vide

figura[{.43
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Figura 4.45: Dado AABC em que H, I e O coincidem

Vale ressaltar que o circuncentro, representado por O, equidista dos vértices do triangulo
ABC, o que pode ser mostrado no GeoGebra. No campo Entrada, digitaremos o co-
mando Segmento(A,0), faremos o mesmo procedimento alterando apenas um dos ex-
tremos (vértices) para obtermos os comprimentos dos segmentos BO e CO. Feito isso
mostramos que AO=BO=CQO, clicando com o botao direito do mouse sobre cada seg-
mento que fora determinado, selecionamos a guia Estilo e em Decora¢ao escolhemos uma
das o%es ara sinalizar a congruéncia entre os segmentos. Para ocultarmos as retas

e

C<’—f>7, A , basta clicarmos sobre elas com o botao direito do mouse e selecionarmos
Ezibir Objeto, conforme figura [{.46

Figura 4.46: Dado AABC em que H, I e O coincidem

Conforme figura [4.46] vemos que os pontos H, I e O coincidem. Se os trés pontos
citados coincidem entao dois quaisquer destes pontos também coincidem.

<= Utilizando o GeoGebra para mostrarmos que se dois pontos quaisquer dos pontos
H, I e O de ABC coincidem entao temos que ABC é equilatero. Dessa forma devemos
dividir em trés casos para mostrarmos a validade de tal proposicao, a saber: mostraremos
que se H=I, H=0 e [=0 entao temos que AABC é equilatero.

Para mostrarmos o 1° caso (H=I), devemos selecionar a ferramenta Poligono e dese-
nhar um triangulo qualquer. Desenhado o triangulo, deve-se selecionar Bissetriz na barra
de ferramentas e clicar sobre os vértices B, A e C, obtendo dessa forma a bissetriz do
angulo A, o mesmo procedimento devera ser adotado para obtermos as bissetrizes dos
angulos B e C e utilizaremos a ferramenta Intersecao de dois objetos clicando sobre as
bissetrizes dos angulos do AABC para obter o ponto I (incentro), conforme figura 4.47.
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Figura 4.47: Dado AABC em que I é o incentro.

Em seguida, deve-se obter o ortocentro do AABC, para isso basta selecionar a ferra-
menta Reta perpendicular, clicar sobre cada lado de ABC e o vértice oposto a este lado,
por ultimo selecionamos a ferramenta Intersecao de dois objetos, clicando sobre cada reta
perpendicular, dessa forma obtemos o ponto H (ortocentro). Vale ressaltar tal como fora
feito nos itens anteriores que serd necessario Renomear o ponto.

Selecionando Mover na barra de ferramentas, clicando sobre os vértices A, B ou C,
deve-se mover tais pontos até que notemos na Janela de Algebra que AB=AC=BC,
portanto ABC é equildtero e com isso nota-se que o ortocentro coincide com o incentro

(H=I), conforme figura[{.48

Figura 4.48: Dado AABC em que H e I coincidem

Analogamente para mostrarmos o 2° caso (H=0), devemos selecionar a ferramenta
Poligono e desenhar um triangulo qualquer. Desenhado o triangulo ABC, deve-se seleci-
onar a ferramenta Reta perpendicular, clicando sobre cada lado de AABC e o respectivo
vértice oposto. Apds obtidas tais retas, deve-se selecionar na barra de ferramentas In-
terse¢ao de dois objetos e clicar sobre as retas de modo a obter o ortocentro (H), conforme

figura[{.49



Figura 4.49: Dado AABC em que H e O coincidem
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Em seguida, para obtermos o circuncentro selecionamos a ferramenta Mediatriz e
clicamos sobre cada lado de ABC. Apds obtidas as mediatrizes, selecionamos Intersecdo de
dois objetos e clicamos sobre as mediatrizes, de forma a obtermos o ponto O (circuncentro)

de ABC.

De modo anélogo, selecionando Mover na barra de ferramentas, clicando sobre os

vértices A, B ou C, deve-se mover tais pontos até que notemos na Janela de Algebra que

AB=AC=BC, portanto AABC é equildtero e com isso nota-se que o ortocentro coincide

com o circuncentro (H=0), conforme figura

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

i@ C=(3.68,2.74)
i@ H=(3.7,0.83)
L@ 0=(37,083)
Reta
@ E33x+0.04y=12.25
@ gr-1.68x+2.84y=_3.86

£52% -2.88y = 8.4

62x - 2.88y = -8.39

J 1.68x + 2.84y = 3.84

k:-3.3x-0.04y =-12.24
Segmento

@ a=33

@ b=33

@ ©=33

-~ Tridngulo

@ =472

; T T T T T = =

Lo | ¢
SENE NEB 4
Y N N ol [ 4 N B2 o
» Janela de Algebra X [ = Janela de Vi 4 = X
Ponto W~ o~ av~ |
@ A=(206,-0.14)
L@ B=(536,-0.1)

Entrada:|

Figura 4.50: Dado AABC em que H e O coincidem
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Por tltimo para mostrarmos o 3° caso (I=0), devemos como nos outros casos sele-
cionar a ferramenta Poligono e desenhar um triangulo qualquer. Adotando os mesmos
procedimentos do 1° caso, para obtermos as bissetrizes dos angulos A, B e C e conse-
quentemente o incentro (1), este tltimo obtido selecionando a ferramenta Interse¢ao de
dois objetos e clicando sobre as bissetrizes encontradas, ver figura[{.51]

Figura 4.51: Dado AABC em que I e O coincidem

Em seguida, para obtermos o circuncentro utilizaremos os mesmos procedimentos ado-
tados no 2° caso de forma a obtermos o ponto O (circuncentro) de ABC.

De maneira andloga ao que fora feito nos casos anteriores, selecionamos Mover na
barra de ferramentas, clicando sobre os vértices A, B ou C, movendo tais pontos até que
notemos na Janela de Algebra que AB=AC=BC, portanto ABC ¢ equildtero e com isso
nota-se que o incentro coincide com o circuncentro (I=0), conforme figura .

Figura 4.52: Dado AABC em que I e O coincidem

Assim, podemos afirmar que se H, I e O sao pontos notaveis de ABC e tais que H=I,
H=0 e I=0 entao AABC é equilatero.
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5) Seja H o ortocentro de um triangulo ABC, tal que AC#BC. O segmento que une
os pontos médios de HC e AB intersecta a bissetriz de ZACB no ponto N. Sabendo que o
circuncentro do triangulo ABC pertence a reta que passa pelos pontos H e N, determine
a medida de ZACB.

Para determinarmos a medida de ZACB faremos uso de instrumentos como régua e
compasso para a solugao deste problema extraido de [9]. Dado um triangulo ABC tal
que AC#£BC, determinamos o ortocentro (H), bem como o circuncentro (O), logo pela
Proposicao temos que OA=0B=0C=R, onde R ¢é o raio do circulo circunscrito ao
triangulo ABC. E sejam D e E os pontos médios de HC e AB, respectivamente.

Seja @ a mediatriz de AB e C’HHJ_AB. Logo, temos que @J.AB e C<'—[->[J_AB
mﬂm (1), conforme ﬁgum

Figura 4.53: Dado AABC em que H, N e O sao colineares.

Seja DE o segmento que une os pontos médios de AB e HC, e tal que DE N bissetriz
do ZACB={N}.

Ainda com uso de régua e compasso determinemos a bissetriz do ZACB, veremos por
construcao que essa coincide com a bissetriz do ZOCH.

Sendo C'—]V> a bissetriz do ZACB temos que ACN=BCN. Por outro lado C'—N> ¢ bissetriz
de OaH, logo OCN=HCN. és_)sim, dado o triangulo HCO, com HNO=180° e tal que
HNO=HNC+ ONC. Como CN ¢ bissetriz entdo podemos afirmar que HNC:OJ/\\TC:9O°,
conforme figura[4.54)
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Figura 4.54: Dado AABC em que H, N e O sao colineares.

Sendo CN o lado comum entre os triangulos HCN e OCN, logo por ALA temos que
AHCN=AOCN = HC=0C e HN=0ON (2).

Como Oﬁ ||ﬁ, sejam O<—H) e ﬁ duas transversais, assim temos que DHN=EON e
ONE=HND. Portanto, por ALA temos que AHND=AONE = HD=0OF e ND=NFE

(3)-
_Por (1) e por (3), e sendo D o ponto médio de HC (HD=DC), temos que OE|DC
e OE=DC. Logo, pela proposicao temos que OCDE é paralelogramo, conforme

figura [4.55]

Figura 4.55: Dado AABC em que H, N e O sao colineares.
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Como OCDE ¢ paralelogramo, assim temos que % ||ﬁ e seja C—N> uma transversal
temos DNC=NCO (4). Sendo ON bissetriz, logo NCO=DCN (5). De (4) ¢ (5) temos
DNC:DC\N, portanto podemos concluir que ADNC é isésceles, i.e, ND=DC (6).

Sendo HD=DC e por (6) temos que HD=N D, portanto AHND é isésceles e DHAN=DNH.
Por (3) e considerando que HD=ND, conforme fora obtido anteriormente, temos que
OE=NE. Logo, AONE é is6sceles de base ON e com EON=EN O, conforme figura .

Figura 4.56: Dado AABC em que H, N e O sao colineares.

Como m é mediatriz temos que AE=BE e AFEO=BEO=90°. Considerando OE
um lado comum aos triangulos AEO e BEO, logo por LAL temos AAEO=ABEO, dessa
forma podemos afirmar que AOE=BOE=a e que OA E=0BE=, conforme figura .

Figura 4.57: Dado AABC em que H, N e O sao colineares.
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Como OCDE ¢ paralelogramo, logo OEF=DC e OC=DFE. No entanto em (2), vimos
que HC=0C e que HC=2DC ja que D é ponto médio de HC.

No triangulo AEO, tome k=OE=DC, portanto OA=0C=2k. Seja AO\E:BaE:a,
E k 1 ~ ~ ~ ~
logo cos a:O::—:— = a=60°. Sendo AOB=AOE+BOE = AOB=2a=120°.
OA 2k 2 R
AOB

Por outro lado, como ZACB é o angulo inscrito ao arco AB. Assim, temos ACB= 5

=60°.

Utilizando o GeoGebra para determinarmos a medida de ZACB, considerando as
condicoes do enunciado, adotaremos alguns passos para a resolucao do problema.

O primeiro passo é desenharmos um triangulo ABC, tal que AC#BC. Em seguida,
selecionamos a ferramenta Reta perpendicular, clicando sobre cada vértice do triangulo
e o respectivo lado oposto a esse vértice. Apods concluida essa etapa, selecionando a fer-
ramenta Intersecao de dois objetos e clicando sobre cada uma das retas perpendiculares
obtemos um ponto, o qual denotaremos por H.

Por 1ltimo, selecionando Intersecdo de dois objetos, clicando sobre cada reta perpen-
dicular e o respectivo lado que a mesma intersecta obtemos os pés das perpendiculares,
que serao também os pés das alturas de AABC. Logo, devemos ocultar as retas per-
pendiculares, clicando sobre as mesmas com o botao direito do mouse e selecionando a
opgao FExibir Objeto. Assim, selecionando a ferramenta Segmento e clicando sobre cada
vértice e o respectivo pé da altura correspondente, obtemos as alturas de AABC e ponto
H encontrado anteriormente serd o ortocentro de AABC, conforme figura [{.58

A

Figura 4.58: Dado AABC com AC#BC, em que H ¢ ortocentro

Para obtermos o circuncentro (O), selecionamos a ferramenta Mediatriz e clicamos
sobre cada lado de AABC. Em seguida, selecionando a ferramenta Intersecao de dois ob-
jetos e clicando sobre cada reta mediatriz obtemos o circuncentro (O). Apés concluida essa
etapa, selecionando a ferramentaSegmento, clicando sobre cada vértice do AABC e sobre
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o circuncentro, constaremos conforme demonstrado na proposicao que OA=0B=0C.
Por fim, podemos ocultar as mediatrizes, clicando sobre as mesmas e selecionando a op¢ao
Exibir Objeto. Como o circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo,
entao podemos selecionar a ferramenta Clirculo dados Centro e Raio, sendo o centro O
e o raio serd a distancia entre o ponto e qualquer um dos vértices do AABC, com isso
obtemos tal circunferéncia, conforme figura

Figura 4.59: Dado AABC com AC#BC, em que H é o ortocentro e O é o circuncentro

Ao selecionarmos Ponto Médio ou Centro na barra de ferramentas, devemos em se-
guida clicar nos pontos H, C, A e B, obtendo dessa forma os pontos D e E, respectivamente,
que sao os pontos médios dos segmentos HC e AB. Através da ferramenta Segmento e
clicando sobre os pontos D, E e O, obtemos os segmentos DE e OE. Em seguida, devemos
selecionar Bissetriz na barra de ferramentas e clicar sobre os vértices A, C e B, assim
obtemos a bissetriz do ZACB, conforme figura [4.60

Figura 4.60: Dado AABC com AC#BC, em que H ¢é o ortocentro e O é o circuncentro
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Para obtermos o ponto N basta selecionar Intersecao de dois objetos na barra de
ferramentas e clicar sobre a bissetriz do ZACB e sobre o segmento DE. E através das
ferramentas Mover Ponto, a ser utilizada com os vértices de ABC, e por Segmento (ou
Reta) entre os pontos H, N e O, devemos mover tal(is) vértice(s) de modo que H, N e
O sejam colineares, i.e, tais pontos pertengam a mesma reta. Por ultimo, utilizando a
ferramenta Angulo e clicando sobre o vértices B, C e A, obtemos o ACB=60°, conforme

figura [{.61}

Figura 4.61: Dado AABC em que H, N e O sao colineares



Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste capitulo faremos a anélise dos resultados obtidos por meio dos questionérios, os
quais foram submetidos aos alunos e professores que fizeram parte desta pesquisa.

O questionario aplicado com os alunos constava de 5 questoes objetivas e 2 questoes
subjetivas. Além de dois itens que solicitavam o nome e a idade dos alunos. Optou-se
por utilizar questoes objetivas com a finalidade de uniformizar e padronizar os dados co-
letados. Ja com as questoes subjetivas o objetivo foi reunir opinioes acerca do uso do
software GeoGebra nas aulas de Geometria Plana.

Este questionario foi aplicado em duas turmas do 2° ano do ensino médio integrado
a educacao profissional nos cursos de Edificacoes e Eletrotécnica, no ano letivo de 2016
apoés terem sido abordados tépicos de Geometria Plana. A turma do curso de Edificagoes
possuia 22 alunos matriculados, enquanto que a turma do curso de Eletrotécnica possuia
23 alunos. Do total de 45 alunos, 39 participaram desta pesquisa. Cerca de 20 estudantes
sao do género feminino, o que corresponde a cerca de 51% dos participantes, enquanto que
cerca de 49% sao do género masculino. Ainda sobre o perfil dos estudantes participantes
desta pesquisa no que se refere a idade, temos que a faixa etaria do grupo foi de 17 a 20
anos.

A seguir analisaremos os dados coletados com as questoes objetivas.

Na pesquisa, quando questionados se consideram relevante o uso de recursos compu-
tacionais para o ensino de Matematica, em sua totalidade os estudantes responderam que
sim.

Vale ressaltar que o uso da tecnologia nas escolas faz com que o professor rompa algu-
mas barreiras, especialmente para os docentes que estao acostumados a ministrar aulas
tradicionais, onde se tem um maior controle, em razao da previsibilidade das situagoes que
possam surgir. Isso nao ocorre quando fazemos uso de um software, como por exemplo,
o GeoGebra, poderao surgir dividas e/ou questionamentos durante o uso do software em
sala de aula e o professor pode nao estar apto a responder, para isso se faz necessario uma
boa preparagao.

80
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A esse respeito, Borba e Penteado [6](2001, p.55) esclarecem que:

“Por mais que o professor seja experiente é sempre possivel que uma com-
binacao de teclas e comandos leve a uma situagao nova que, por vezes, requer
um tempo mais longo de andlise e compreensao. Muitas dessas situacoes
necessitam de exploracao cuidadosa ou até mesmo de discussao com outras

pessoas.”

No questionario foram feitas indagacoes sobre o uso do software GeoGebra nas aulas
de matemadtica. Pode-se verificar (ver grdfico 01) que 84,6% dos estudantes consideraram
que as aulas sobre tépicos de Geometria Plana (Pontos notaveis do triangulo) tornaram-se
mais proveitosas com o uso do GeoGebra. Quando questionados se consideravam que o
uso do GeoGebra nas aulas de matemaéatica promoveu uma melhora no entendimento dos
conteudos apresentados, tivemos um resultado expressivo (ver grdfico 02), cerca de 87,2%
dos estudantes responderam que consideram, o que significa que o uso do software atuou
como um facilitador, propiciando a aprendizagem dos estudantes.

Vocé considera que as aulas sobre os Vocé considera que as aulas com o
tépicos de Geometria Plana (Pontos GeoGebra promoveram uma melhora no

notéveis do tridngulo) tornaram-se mais entendimento dos contetidos
proveitosas com o uso do GeoGebhra? apresentados?

HS5im M Sim

H Nio W Nio

Indiferente Indiferente

(a) Grafico 01 (b) Gréfico 02

Figura 5.1

Uma outra indagacao trata sobre o uso do software GeoGebra no que concerne a
motivacao, quanto a participacao do aluno nas atividades propostas pelo professor em
sala de aula, o resultado indagacdo é considerado satisfatério (ver grdfico 03).

Em sua opinido, o uso do GeoGebra te
motivou a participar das atividades
propostasem sala de aula?

HSim
H Nio

Indiferente

Figura 5.2: Grafico 03
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Ao responderem o item do questionario, o qual solicitava que os alunos indicassem
dentre as opcoes apresentadas, quais motivos eles destacariam como relevantes no que
tange ao ensino dos tépicos de Geometria Plana (Pontos notdveis do triangulo) por meio
do software GeoGebra nas aulas de matematica, estes sinalizaram trés motivos, sao eles:

e Estimula a participacao dos alunos nas aulas;
e Facilita a construcao e a visualizagao das figuras;
e Torna as aulas mais dinamicas e criativas.

Os resultados em porcentagem sao expressos no grafico abaixo (ver grdfico 04).

Com base no ensino dos topicos de
Geometria Plana (Pontos notaveis do
triangulo), dos motivos citados, qual(is)
vocé destacaria como relevante para a
utilizacdo do Geogebra nas aulas ?

10,26%

M Estimula a participaco dos
alunos nas aulas

M Facilita a construcdo ea
visualizacdo das figuras

Torna as aulas mais
dindmicas e criativas

M Auxilia na concentrag3o

Figura 5.3: Grafico 04

De acordo com o grdfico 04, nota-se que a maioria dos estudantes considera que o
uso do software GeoGebra nas aulas de matemaética facilita a construgao e a visualizagao
das figuras. O uso do software como recurso diddtico nas aulas promoveu uma maior
interacao entre os alunos e o professor, consequentemente isso trouxe beneficios no pro-
cesso de ensino e aprendizagem. Por outro lado, o processo de construgao é fundamental
para o aluno, ja que oportuniza ao mesmo a criacao de conceitos e defini¢oes a partir do
que ele constroi, fazendo com que os contetdos fiquem mais compreensiveis e garantam a
aprendizagem do corpo discente.

Quanto as questoes subjetivas do questionario aplicado aos alunos, foram solicitados
aos mesmos que eles sinalizassem quais eram os pontos positivos quanto ao uso do soft-
ware GeoGebra nas aulas dos tépicos de Geometria Plana (Pontos notaveis do triangulo),
bem como caso houvesse que destacassem também os pontos negativos.

Em resposta ao questionamento no que se refere aos aspectos positivos, a maioria dos
estudantes afirmaram que o uso do software GeoGebra nas aulas promoveu uma melhor
visualizacao das figuras, bem como que seu uso tornaram as aulas mais dinamicas e com-
preensiveis.
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Cabe relatar que era nitido o interesse dos estudantes em participar das atividades
propostas com o uso do GeoGebra, eles estavam de fato mais motivados e isso gerou uma
maior aproximacao entre alunos x professor, colaborando de modo positivo no processo
de ensino e aprendizagem.

Abaixo apresentaremos alguns pontos positivos levantados pelos alunos, os quais estao
dispostos na Tabela 01.

"Promove o ensino do conteddo de foma mais dindmica para o aluno;
com o uso do software o aprendizado fica mais motivador; além, &
claro, da maior facilidade de visualizar claramente as figuras que o
assunto exige observar. "

Aluno 1

"Ajuda na melhor visualizagdo das figuras, além de otimizar o tempo

Aluno 2
da aula"

"Ajuda no entendimento do assunto, pois possibilita uma melhor
Aluno 3 |visualizagiio do que & passado, além de tornar a aula mais atrativa por
apresentar uma variagdo no modelo de ensino ja estabelecido. "

"Torna as aulas mais dindmicas e estimulantes para a participagio

Aluno 4
efetiva do aluno. "
"Faz com gue os alunos possam visualizar com mais precisdo as
figuras formadas, além de trazer um modelo diferente de
Al s aprendizado para a sala de aula, o que pode desenvolver uma futura
uno

curiosidade do aluno e o fazer procurar mais coisas relacionadas a
isso, ja gque o computador & uma ferramenta de uso costumeiro de
grande parte dos adolescentes."

Figura 5.4: Tabela 01 - Respostas de alunos ao questionério aplicado

E importante salientar que apenas o uso do software nao garantira aprendizagem, mas
certamente promovera avancos significativos. Como fora exposto, é necessario haver uma
interacao entre alunos, professores e os conteudos, pois o software por si s6 nao faz ma-
tematica.

Quanto aos aspectos negativos, grande parte dos participantes nao sinalizaram ne-
nhum ponto negativo, outros destacaram que o uso do software ocorreu em poucas aulas.
Por outro lado, outros destacaram que o uso do software deve ser dosado pelo professor
para que nao ocorra dispersao do grupo.

Dentre os aspectos levantados, corroboro com os estudantes no que concerne a am-
pliacao do niimero de aulas com o uso do software, ja no que tange a dispersao do grupo
sugeriria aos professores que pretendem fazer uso desta metodologia, que se possivel utili-
zem um monitor/estagiario para auxiliar no controle do grupo, pois reconhego que ¢ dificil
ter o controle absoluto da turma num laboratério, haja vista que o mesmo possui compu-
tadores conectados a internet, onde os alunos poderao desenvolver outras atividades nao
relacionadas ao objeto de estudo proposto pelo professor.
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Analogamente apresentaremos uma tabela abaixo com as respostas dos alunos sobre a
questao que solicita aos mesmos que apresentem, caso haja, os pontos negativos referentes
ao uso do software nas aulas de Geometria Plana.

"Na minha experiéncia, infelizmente, o uso foi um pouco limitado,
Aluno 1 |tendo poucas aulas usando tal software. Mais aulas com essa
abordagem seriam bastante interessantes. "

"M3o vejo pontos negativos, pois eu acho que implementar a
Aluno 2 |tecnologia na educagio proporciona um processo educativa bem
mais rico."

Figura 5.5: Tabela 02 - Respostas de alunos ao questionario aplicado

Por fim, temos aqueles que defendem as aulas tradicionais, veja a seguir a resposta do
Aluno 3 referente a ultima indagacao feita no questionario: “Sim. Um ponto importante
é que, como ferramenta auxiliar, ela ndo deve substituir os desenhos manuais que o pro-
fessor deve realizar. Mesmo a ferramenta sendo uma 6tima ajuda, é importante que os
desenhos com os seus respectivos pontos tracados no plano sejam feitos a mao também,
para dar ainda mais peso a elucidacao e desenvolvimento do assunto”.

Apresentaremos a seguir os resultados obtidos com a aplicacao do questionario a duas
docentes do Departamento de Matematica do IFBA Campus de Salvador, as quais anali-
saram o capitulo 4 (Aplicagoes) desta dissertacao.

A primeira pergunta refere-se a formacao e ao tempo de atuagao como docente. Em
reposta a esta pergunta, uma delas revelou que é Licenciada em Matematica, Mestre em
Educacao Matematica e atua ha mais de 26 anos como docente. Ja a outra docente
também é Licenciada em Matematica, Mestre em Ensino de Matemaética e possui 10 anos
de experiéncia como docente.

Ainda sobre o perfil docente, ambas revelaram ter uma carga horéaria semanal de 40h
e que possuem experiéncia no Ensino Fundamental 1T (do 6° ao 9° ano), no ensino médio
(do 1° ao 3° ano) e em algumas disciplinas do ensino superior.

Quando consultadas sobre as metodologias usadas em sala de aula. Uma das pro-
fessoras consultadas revelou que usa videos, contextos da Historia da Matematica, TICs,
materiais manipuldveis, leitura e construgao de textos (cordel e quadrinhos), dentre outros.
Ja a outra professora faz uso de aulas tradicionais, bem como também utiliza materiais
manipulaveis e quanto as TICs, destacou o uso do GeoGebra, Excel e o aplicativo Math-
pix para celulares.

Na pesquisa, tal como os estudantes, as duas professoram responderam que conside-
ram relevante o uso de recursos computacionais para o ensino de Matematica. Segundo
Hespanhol e outros|[7]:

“...a tecnologia e a informadtica estao intrinsecamente ligadas ao ensino e apren-
dizagem dos jovens estudantes e esta é uma realidade que deve ser alcancada e
desenvolvida pelo/para professor que almeja uma sociedade com seres pensan-
tes, atuantes, capazes de interpretarem de forma critica os problemas no meio
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que os rodeiam, sugerindo assim solugoes e ou propostas para os problemas
que enfrentam. ”

Quando questionadas se o uso do GeoGebra como recurso didatico pode tornar as
aulas de Geometria Plana (Pontos notéveis do triangulo) mais proveitosas, ambas afirma-
ram que sim.

Por fim, foi solicitado as docentes participantes desta pesquisa, que com base na
analise feita no capitulo 4 (Aplicagoes) desta dissertagao apontassem quais foram as suas
impressoes sobre o mesmo, bem como que destacassem os aspectos positivos e negativos.

Apresentaremos a tabela abaixo com as respostas das docentes a este questionamento,
onde elas destacam as suas impressoes, bem como fazem sugestoes ao trabalho.

"Considero de suma importancia a proposta trazida. Com toda a
certeza a utilizagiio do GeoGebra déd uma dinamicidade para a
compreensdo das particularidades que os elementos de um tridngulo
possui. Como sugestdo sé faria uma reorganizagdo do que & exposto
no capitulo. Colocaria na forma de guadro (ou tabela como queira
chamar) as informagdes por etapas de cada construgdo. Por exemplo,
como vocé se propde a tratar dos pontos notaveis do tridngulo, cada
guadro se referiria a um ponto notdvel. Dai traria etapa por etapa
dessa construgdo. Ficaria algo mais diddtico para o professor que
enxergaria melhor os processos de construgdo de cada ponto
notavel. No mais, o trabalho traz riqueza para este espago ainda
carente, em especial nas salas de aula. Parabéns!"

Docente 1

"Achei muito interessante a proposta de trabalho e visualizo sua
aplicagio nas aulas de matemética do ensino médio. Porém achei o
problema 5 muito trabalhoso e ndo sei se os estudantes
acompanhariam tal racicionio. Tentaria substitui-lo por um problema
mais simples e colocaria este em uma segdo de aprofundamento
e/ou desafio."

Docente 2

Figura 5.6: Tabela 03 - Respostas das docentes ao questionario aplicado



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Diante dos resultados obtidos apds a aplicagao do questionario aos alunos e conside-
rando os avancgos obtidos no desempenho académico dos mesmos, podemos concluir que
os objetivos desta pesquisa foram alcancados. Com relagao ao questionario aplicado, cabe
destacar que os alunos afirmaram que o uso do software GeoGebra nas aulas de Geometria
Plana, em especial no estudo dos pontos notaveis do triangulo, propiciou a construcao
de figuras geométricas, facilitando a visualizacao das mesmas, além de ter promovido
dinamismo nas aulas e com isso os alunos ficaram mais estimulados a participarem das
atividades propostas, bem como atestaram que apoés o uso desta metodologia houve uma
melhora no entendimento dos contetidos apresentados.

Desta forma, temos a comprovacao com base na andlise dos resultados apresentados
pelos questionarios aplicados aos estudantes, de que o uso do software GeoGebra no es-
tudo dos pontos notaveis do triangulo facilita a aprendizagem dos discentes. Quanto as
professoras que participaram desta pesquisa, estas sinalizaram por meio do questionario
a que foram submetidas a importancia da proposta trazida e visualizaram a sua aplicacao
nas aulas de matematica, bem como fizeram algumas sugestoes.

Este trabalho tem como proposta estudar os pontos notéveis do triangulo por meio do
GeoGebra, no capitulo de Aplicagoes propomos a resolugao das atividades com o uso do
software e deixamos tais atividades como um produto, cujo intuito é que estas possam ser
utilizadas por professores do ensino basico, a fim de que estes docentes venham a obter
resultados satisfatérios tais como os que foram obtidos por mim, quando da aplicacao das
atividades nas minhas turmas.

Aos professores que pretendam aplicar tais atividades, sugiro que apds trabalhados
os conceitos fundamentais, proposi¢oes e/ou propriedades inerentes ao tema estudado e
que foram devidamente trabalhados no corpo desta dissertacao, que estes apresentem a
interface do GeoGebra e suas funcionalidades em uma aula expositiva, deixando a cargo
dos estudantes experimentarem os comandos, bem como escolherem os mais apropriados
para cada atividade, nao cometendo o erro de fornecer um passo a passo de como resolver
as atividades propostas. Vale ressaltar que a descrigao dos passos no capitulo 4 tinha
como proposito apenas orientar o professor e mostrar as diferencas entre a resolucao de
dado problema com e sem o uso do GeoGebra.
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Portanto, espera-se que este trabalho possa estimular professores da educacao bésica a
fazerem uso desta metodologia em suas respectivas salas de aula, de modo que eles possam
melhorar a qualidade do ensino e que garantam a aprendizagem dos seus alunos, nao
apenas no estudo dos pontos notaveis do triangulo, mas que possam utilizar o GeoGebra
em outros conteudos.
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Apeéendice A
Questionario aplicado aos alunos

Este questionario é parte integrante da pesquisa para uma dissertacao de Mestrado, a
qual tem como tematica a utilizacao do software GeoGebra no estudo dos pontos notaveis
do triangulo (Geometria Plana).

Considerando as aulas de matematica desenvolvidas no ano letivo de 2016, nas quais
o professor de Matematica fez uso frequente do software GeoGebra, responda os itens a

seguir:

1) Nome completo:

2) Idade:

3) Vocé considera relevante o uso de recursos computacionais para o ensino
de Matematica?

a) Sim
b) Nio
c) Indiferente

4) Vocé considera que as aulas sobre os tépicos de Geometria Plana (Pontos
notaveis do tridngulo) tornaram-se mais proveitosas com o uso do GeoGebra?

a) Sim
b) Nio
c) Indiferente

5) Vocé considera que as aulas com o GeoGebra promoveram uma melhora no
entendimento dos contetidos apresentados?

a) Sim

b) Nao
c) Indiferente
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6) Com base no ensino dos tépicos de Geometria Plana (Pontos notaveis do
tridngulo), dos motivos citados, qual(is) vocé destacaria como relevante para
a utilizacao do GeoGebra nas aulas?

a) Estimula a participagao dos alunos nas aulas

b) Facilita a construcao e a visualizagao das figuras
c) Torna as aulas mais dinamicas e criativas

d) Auxilia na concentragao

7) Em sua opiniao, o uso do GeoGebra te motivou a participar das ativi-
dades propostas pelo professor em sala de aula?

a) Sim
b) Nao
c) Indiferente

8) Qual(is) ponto(s) positivo(s) vocé pode destacar no que se refere ao uso do
software nas aulas de Geometria Plana (Pontos notaveis do triangulo)?

9) Vocé destacaria algum(ns) ponto(s) negativo(s) no que se refere ao uso
do software nas aulas de Geometria Plana (Pontos notéaveis do tridngulo)?
Em caso afirmativo, favor listar o(s) ponto(s) negativo(s).




Apendice B
Questionario aplicado aos docentes

Caro professor(a), este instrumento é parte de uma pesquisa para uma dissertacao de
Mestrado, a qual tem como tematica a utilizacao do software GeoGebra no estudo dos
pontos notaveis do triangulo.

Como fora enviado para cada professor participante desta pesquisa um dos capitulos
(Capitulo Aplicagoes) desta dissertagao, o qual engloba um conjunto de atividades desen-
volvidas com e sem o uso do GeoGebra.

Logo apos a leitura e andlise do material, buscamos com tal instrumento coletar al-
gumas informagoes sobre o perfil do docente, bem como sobre as suas impressoes com
relacao ao trabalho, sugestoes, além dos aspectos positivos e negativos do mesmo.

1) Qual a sua formagao e o tempo de atuagao como docente?

2) Vocé leciona ou ja lecionou em qual(is) série(s)?

3) Qual é a sua carga horaria semanal?

4) Quais as metodologias que vocé utiliza em sala de aula?

5) Vocé considera relevante o uso de recursos computacionais para o ensino
de Matematica?

a) Sim

b) Nao

c) Indiferente
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6) Vocé considera que o uso do GeoGebra como recurso didatico pode tornar
as aulas de Geometria Plana (Pontos notaveis do triangulo) mais proveitosas?

7) Com base no trabalho apresentado no capitulo Aplicagées desta dissertagao,
relate quais foram as suas impressoes sobre o mesmo, bem como destaque os
seus aspectos positivos e negativos.




Apéndice C

Atividades propostas do Capitulo de
Aplicacoes

Estas questoes foram selecionadas para serem resolvidas com o uso do software Geo-
Gebra, tais questoes foram extraidas do capitulo 4 desta dissertacao e o objetivo é que
sejam aplicadas por professores de matemaética da educacao basica em turmas do ensino
médio.

1) Sejam ABC um tridngulo e P, M e H respectivamente os pés da bisse-
triz interna, mediana e altura relativas ao lado BC. Se P e H ou M e H
coincidirem, prove que ABC ¢ isésceles de base BC.

2) Mostre que em um tridngulo ABC qualquer, o baricentro, o ortocentro
e o circuncentro sao colineares. O baricentro esta entre o ortocentro e o
circuncentro e sua distancia ao ortocentro é o dobro de sua distancia ao cir-
cuncentro.

3) Uma reta r passa pelo baricentro de um triangulo ABC deixando o vértice
A em um semiplano e os vértices B e C no outro semiplano determinado por
r. As projecoes de A, B e C sobre a reta r sao M, N e P, respectivamente.
Prove que AM = BN + CP.

4) Seja ABC um triangulo de ortocentro H, incentro I e circuncentro O.
Mostre que ABC é equilatero se, e s6 se, dois quaisquer dos pontos H, I e
O coincidirem.

5) Seja H o ortocentro de um triangulo ABC, tal que AC#BC. O segmento
que une os pontos médios de HC e AB intersecta a bissetriz de ZACB no
ponto N. Sabendo que o circuncentro do triangulo ABC pertence a reta que
passa pelos pontos H e N, determine a medida de ZACB.
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