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RESUMO

Atualmente o ensino das funcdes polinomiais e dos polindmios € introduzido com problemas re-
lacionados a dreas e perimetros de figuras planas, a volumes de sélidos geométricos e a mengao
de algumas aplicacOes em outras ciéncias, sem mostrar a funcdo polinomial ali utilizada. Para
uma contextualizagdo historica, o trabalho € desenvolvido a partir do estudo do aperfeicoamento
da Algebra ao longo das sociedades. Em seguida, apresentaremos os conceitos de Polindmio
em Anéis e Corpos, com algumas proposi¢des, e dos determinantes, suas propriedades, e a
matriz de Vandermonde e seu determinante. Prontamente, falaremos sobre a Interpolacio, des-
tacando a interpolagdo polinomial. Finalmente, apresentaremos o panorama da Matemdtica no
Brasil e a proposta de utilizagdo do Polindmio Interpolador de Lagrange no ensino de funcdes

polinomiais e dos polindmios na educacio bésica.

Palavras-chave: Func¢do Polinomial, Polindmio, Interpolacdo, Lagrange



ABSTRACT

Nowadays, the teaching of polynomial functions and polynomials is introduced with problems
related to areas and perimeters of flat figures, volumes of geometric solids and the mention
of some applications in other sciences, without showing the polynomial function used there.
For a historical contextualization, the work is developed from the study of the improvement of
Algebra throughout the societies. Then we will present the concepts of Polynomial in Rings
and Fields, with some propositions, and the determinants, their properties, and the matrix of
Vandermonde and its determinant. Promptly, we will talk about Interpolation, highlighting the
polynomial interpolation. Finally, we present the panorama of Mathematics in Brazil and the
proposal to use the Lagrange Interpolator Polynomial in the teaching of polynomial functions
and the polynomials in basic education.

Keywords:  Polynomial Functions, Polynomials, Interpolation, Lagrange
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Introducao

Este trabalho de conclusdo de curso teve inicio em uma discussdo ocorrida em uma das
aulas da disciplina de Algebra Linear, do mestrado PROFMAT. Nesta aula, onde coube a cada
aluno defender um tema da disciplina, fiz minha defesa sobre o Polindmio Interpolador de La-
grange e, logo apds, o professor dr. Roberto Antonio Cordeiro Prata teceu um comentério sobre
a possibilidade de se utilizar os polindmios de Lagrange nas aulas relacionadas as func¢des po-
linomiais e a polindmios. Ocorrida a aula, e analisando os livros didéticos utilizados por mim
para ministrar aulas nas escolas onde trabalho, percebi que boa parte deles inicia o contetido so-
bre funcdes polinomiais e polindmios de forma semelhante: utilizando exemplos relacionados
a perimetros e dreas de figuras planas com arestas representadas por varidveis, e/ou com exem-
plos relacionados a drea superficial e volume de sélidos geométricos, com arestas da mesma
forma apresentada nas figuras planas. Nesse contexto, surge a motivac¢ao de propor a utilizagao
do Polindmio Interpolador de Lagrange como motivador do ensino e aprendizagem de funcdes
polonomiais e polindmios.

Diante do que foi exposto, iniciaremos o primeiro capitulo falando sobre a histéria da Alge-
bra, a separando em dois momentos: fase antiga ou elementar, e fase moderna ou abstrata.

No segundo capitulo faremos um estudo sobre os polindmios sobre anéis e corpos, fungdes
polinomiais e resultados importantes como raiz de polindmio, os teoremas de resto e do fator,
algoritmo da divisdo para polindmios, multiplicidade e quantidade de raizes. Para isso, relem-
braremos conceitos basicos de Algebra como Anéis, Dominios e Corpos. Ainda no segundo
capitulo, apresentaremos o conceito de Sequéncia e alguns resultados associados a ela, que
serdo utilizados na defini¢dao de polindmio.

No terceiro capitulo definiremos o determinante como fun¢do que associa uma matriz qua-
drada a um escalar, seguidos por alguns resultados oriundos desta definicao. No mesmo capitulo
apresentaremos a matriz de Vandermonde e seu determinante, utilizado na defini¢ao do polino-
mio interpolador.

No quarto capitulo trataremos da interpolacdo, apresentando o Problema Geral da Interpola-
¢do. Em seguida, definiremos interpolag¢do polinomial e o Polindmio Interpolador de Lagrange
e mostraremos alguns exemplos de aplicagdes destes resultados.

No quinto capitulo apresentaremos o panorama da Matematica no Brasil e algumas ideias
relacionadas a Metodologia da Resolugdo de Problemas. Logo apds, no mesmo capitulo, pro-

poremos a utilizagdo do polindmio interpolador de Lagrange, mediante uma metodologia a ser



utilizada em sala de aula e de exemplos elaborados com base no que discorrem os Parametros
Curriculares Nacionais, a Base Nacional Comum Curricular e a Proposta Curricular do Ensino
Médio de Matematica e suas Tecnologias, da Secretaria de Estado de Educagao e Qualidade do
Ensino do Estado do Amazonas.

Desta forma, este trabalho propde-se a contribuir para a melhoria tanto do processo de en-
sino, pelo professor, quanto de aprendizagem, pelo aluno, dos conceitos de Polindmios e Fun-

¢oes Polinomiais, importantissimos nas modelagens de situagdes reais, em diversos contextos.



Capitulo 1

Um pouco da histéria da Algebra

A dlgebra, da maneira que € ensinada no ensino basico e universitario, € compreendida como
um ramo da Matematica responsdvel pelo estudo das equacdes e dos métodos de resolucao des-
tas, além do estudo de estruturas tais como grupos, anéis, corpos e outras que a compde. Mas, ao
analisarmos o desenvolvimento do conhecimento matemético, vemos que nao foi sempre essa
ideia a usada para definir dlgebra, até porque o inicio da Matematica coincide com o da huma-
nidade, uma vez que a necessidade de contar levou ao desenvolvimento dos sistemas numéricos
dos povos antigos, do desenvolvimento das operagdes e da resolugdo de problemas envolvendo
os numeros desses sistemas.

Segundo [7]] , "estranha e intrigante € a origem da palavra dlgebra". Diferente da palavra
aritmética, que € derivado do grego arithmos (nimeros), dlgebra € uma variacao da palavra al-
jabr, que apareceu no titulo de um dos livros do matematico drabe Mohammed al-Khowarizmi:
Hisab al-jabr w’al-mugabalah, traduzido literalmente como "ciéncia da reunido e reducdo".
Nessa obra, al-Khowarizmi tratava da resolucao de equacdes utilizando os métodos de transpo-
sicao de termos subtraidos de um membro para o outro membro da equagado e do cancelamento
de termos semelhantes em membros opostos da equacgao.

Para entendermos a maneira que a dlgebra surgiu e se consolidou, precisamos analisar o seu
desenvolvimento ao longo do tempo, dividido em duas etapas: a dlgebra antiga (ou algebra
elementar) e a moderna (ou dlgebra abstrata).

A passagem da dlgebra cldssica para a assim chamada dlgebra abstrata foi um processo suma-
mente interessante. Representa ndo somente um progresso quanto aos contetidos técnico-cientificos
da disciplina como amplia consideravelmente o seu campo de aplicagdo e, o que é mais importante,
implica - num certo sentido - uma mudanga na prépria concepc¢ao do que a matematica é, da com-
preencdo de sua condicdo de ciéncia independente e da evolugdo dos métodos de trabalho.( [27]], p.
4)



1.1 Algebra: fase antiga ou elementar

Abrange o periodo de 1700 a.C. a 1700 d.C., aproximadamente. E caracterizada pelo de-
senvolvimento de simbolos e da resolucdo de equagdes. Registros encontrados nas tabuletas de
argila do povo sumério e no Papiro de Rhind, documento egipcio, datados entre 2000 a.C. e
1600 a.C., mostram que estes povos resolviam problemas relacionados a distribui¢cdo de mer-
cadorias que resultavam em equagdes simples. Registros também mostraram que os babilonios
sabiam resolver completamente problemas envolvendo equagdes de segundo grau. Esses povos
usavam o método retdrico - ou verbal - para apresentar as resolucgoes.

1.1.1 A algebra babilonica

Os babilonios desenvolveram um sistema de numeracdo que os proporcionava realizar as
operagdes de adicao, subtragdo, multiplicagdo e divisao, inclusive o cdlculo de raizes quadradas
e poténcias: o sistema sexagesimal - ou posicional de base sessenta. Na verdade, eles usavam
uma combinagdo da base sessenta com a base dez para a representacdo de seus nimeros, pois
podemos ver na figura a seguir que os simbolos até cinquenta e nove eram contados de dez em

dez.
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Figura 1.1: Sistema de numeracao babilonico

Ao chegar no 60, representava este pelo mesmo simbolo do nimero 1, mas a esquerda da ou-
tra quantidade. A vantagem do sistema posicional € que este permite que com poucos simbolos
seja possivel escrever qualquer quantidade, pois seus nimeros sdo obtidos através de proces-
sos aditivos e também permitir que sejam desenvolvidos processos eficientes para realizar as

operacgdes entre esses nimeros. Assim, os babilonios, para realizar as operagdes que necessita-



vam, escreveram em tabuletas de argila uma espécie de tabuada, onde as operagdes que usavam
rotineiramente 14 estavam representadas.

Além das tabuletas de operagdes, existem outras onde eram anotados procedimentos para a
resolucdo de problemas, como se fossem uma espécie de exercicio resolvido; exercicios estes
que hoje resolveriamos por meio de equagdes [28]; essas equacdes seriam equacoes quadraticas
do tipo

ar® +br = c (1.1)

Um desses problemas € citado por [11], com a notagdo em lingua portuguesa e utilizando os
algarismos indo-ardbicos: "Somei quatro vezes o lado do meu quadrado e uma vez a sua érea,

encontrei 21, quanto vale o lado?”.

Procedimento

1) Multiplique 4 por 4, obtendo 16

2) Faca 4 vezes 21 e some com 16, obtendo 100
3) Extraia a raiz quadrada de 100, obtendo 10
4) Subtraia 4 de 10, obtendo 6

5) Retenha a metade de 6, obtendo 3

6) O lado do quadrado € 3

Na linguagem algébrica atual, este problema se resumiria a determinar a solucdo da equacao
quadratica

dr + 22 =21 (1.2)

Esse método de resolug@o era empregado em varios problemas semelhantes. De forma geral,

o procedimento pode ser descrito em termos de simbologia atual:

Procedimento

1) Multiplique a por ¢, obtendo ac

b
2) Encontre a metade de b, obtendo 3

b b A
3) Multiplique 3 por 7’ obtendo 5

b\ > b\ >
4) Adicione ac a <§> , obtendo (§> + ac

5



b\ 2
5) A raiz quadrada é (§> + ac

b
6) Subtraia 5 da raiz acima

1
7) Tome o reciproco de a, obtendo —
a

1 b
8) Multiplique — pela raiz subtraida de 3 para obter o lado do quadrado
a

2
b b
9) O lado do quadrado é -] +ac—= ] -

2 2 a
Fica aqui evidenciado que os babilonios eram capazes de resolver varios problemas envol-
vendo esse tipo de equagdo, podendo assim serem considerados um dos precursores mais im-

portantes da algebra.

1.1.2 A algebra egipcia

Ao mesmo tempo em que a dlgebra ia surgindo na Babil6nia, assim também aconteceu no
Egito. Apesar do povo egipcio ter seu sistema de numeracdo em base dez, ele era apenas aditivo,
nao sendo posicional. Esse fato o tornava menos eficiente para realizar operacgdes, visto que
ndo era pratico para escrever nimeros grandes, levando os egipcios ndo conseguirem resolver
problemas tao sofisticados como os babilonios.

Para a representa¢do do nimero um, era utilizado um traco vertical e os nimeros de dois até
nove pela soma do nimero de barras. Para representar o nimero dez era utilizado um simbolo
denominado alca, e em seguida, todos os outros simbolos eram miltiplos de dez: o cem era
representado por uma espiral, o mil pela flor de 16tus, o dez mil por um dedo, o cem mil por um

sapo e o um milhdo por um deus com as maos levantadas.

I N e | v &

1 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000

Figura 1.2: Sistema de numeracao egipcio

Para representar as fracdes, os egipcios usavam uma elipse e embaixo dela escreviam os

nimeros que representam as partes em que o inteiro foi dividido. Apesar de eles trabalharem

~ . 1 ~ 2 . . .
apenas com as fragdes do tipo - (sendo apenas a fragdo $ a fugir da regra, pois tinha uma

representacao propria) a elipse nao corresponde ao numerador 1, pois

6



o simbolo oval colocado acima do nimero ndo possui o0 mesmo sentido daquilo que chamamos de
numerador(...). Na designacdo egipcia, o simbolo oval, que exprime a palavra parte ndo possui um
sentido cardinal, mas ordinal. Ou seja, ele indica que, em uma distribuicdo em n partes iguais,
tomamos a n-ésima parte, aquela que conclui a divisdo em n partes. [28]

Vejamos alguns exemplos de como os egipcios realizavam operacdes, destacando a multi-
plicagdo e a divis@o. Na primeira, os egipcios consideravam rigorosamente a distingdo entre
multiplicador e multiplicando - hoje, devido a comutatividade, executar 7 - 5 € 0 mesmo que
5 - 7, evidentemente. Pelo processo egipcio, multiplicar 6 por 9, ou seja, fome 9 vezes o niimero

6, era feito da maneira que segue:
1 6

\2 12
\3 18

\4 24
O simbolo \ era colocado ao lado dos valores da coluna da esquerda que, somados, ddo 9.

Assim, o resultado era obtido da soma dos nimeros correspondentes na direita. No exemplo
acima, 54.

Vejamos um exemplo para a divisdo, que aparece no Papiro de Ahmesﬂ Divida 19 por 8, ou
seja, por quanto se deve multiplicar 8 a fim de obter 19?

1 8
\2 16
\3

\i 2

\3
A resposta € 2+ i + é Percebe-se que para resolver problemas de divisdo do tipo A dividido
por B, eles iam em busca de um nimero x tal que B - v = A.
A dlgebra egipcia consistia em resolver problemas de equagdes lineares do tipo Ar = B.
Para tal, utilizavam o método conhecido como falsa posicdo, que na prética consiste em escolher
um valor arbitrério z tal que Ary = By. O valor xg era escolhido de modo que facilitasse a

resolucdo da equacdo. Dessa forma, para que seja obtido B, basta multiplicarmos ambos o0s

membros da equacio por —:
By

A(xo-g):B~B£ (1.3)
0

) B
Sendo assim, z - B ¢ a solugdo procurada.
0

'O papiro Ahmes ou Rhind mede 5,5 m de comprimento por 0,32 m de largura, datado aproximada-
mente no ano 1650 a.C. onde encontramos um texto matemdtico na forma de manual pritico que con-
tém 85 problemas copiados em escrita hierdtica pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo.(Fonte:
http://www.matematica.br/historia/prhind.html



1
Consideremos o problema 24 do Papiro de Ahmes: Uma quantidade, com - dela adicionado,

torna-se 19. A solucdo apresentada no Papiro € a seguinte:

1 7
(1) \% )
1 8
\2 16
@ \} 4
\i 2
\3
\1 233
(3) \2 431
\4 93

Em (1), temos xy = 7 e xg + % = 8. No item (2) temos 19 dividido por 8, resultando em
94 1 n L 19
4 8 8

19
Em (3), é feita a multiplicacdo entre 3 por 7:

2+1+1+4+1+1+9+1—
4 8 2 4 2 8

. . . . ~ x
O equivalente, nos dias atuais, seria resolver a equacdo x + == 19. Pelo processo usual:

x+§:19 = Tr4+z=133
—~ 8z =133

= x=—MN

1.1.3 A algebra grega

Inicialmente, como trabalhado por Tales de Mileto, que foi um dos primeiros matematico
gregos, e por Pitdgoras (entre os séculos VII e VI a.C), e em seguida, por Euclides, a dlgebra
grega foi desenvolvida nas resolucdes de problemas geométricos, utilizando o mesmo proce-
dimento adotados pelos babilonios, descrevendo passo a passo a solugdo. Assim, 0s gregos
utilizam grandezas comensurdveis para a resolu¢do de seus problemas matemdticos mais im-
portantes na época: a duplicacdo do cubo, a quadratura do circulo e a trissec¢do do angulo.
Estes trés problemas de Geometria desempenharam um papel importante no desenvolvimento

da Matematica; sdo problemas de construgdo e resistiram a todas as tentativas dos gregos para

8



resolvé-los utilizando somente a régua sem graduacdo e o compasso, os Unicos instrumentos
empregados por Euclides nos Elementos.

Mas foi na sociedade grega, com sua organizagdo politica, a polis, permitindo a sociedade
grega participar das decisdes politicas, onde aquele que tivesse o maior poder persuasivo sempre
poderia convencer os outros da veracidade da sua tese, que surgiu a necessidade de se usar uma
matematica mais "forte", com bases mais solidas e indo além dos problemas numéricos. Os
gregos passaram a considerar o conhecimento matematico uma espécie de saber superior, que
vai além da aplicacdo pratica desse conhecimento, dando a Matemadtica da época um aspecto
abstrato e tedrico - bem presentes na obra Elementos, de Euclides, e nos trabalhos de Arquime-
des sobre a quadratura da pardbola e sua espiral - que permitiu resolver dois problemas cldssico
da geometria grega: a trissec¢@o do angulo e a quadratura do circulo. De mesma forma pode-se
citar o trabalho de Apolonio, sobre as cOnicas, no seu tratado Seccoes Conicas.

Séculos mais tarde, o matematico Diofanto, que viveu no século III d.C., introduziu uma
nova maneira de representar valores desconhecidos em um problema. Essa maneira de pen-
sar foi apresentada no seu livro Arithmetica, nessa obra foi reunido diversos problemas mate-
madticos importantes da época, onde Diofanto apresenta o que ele chamava de "desiguinacdes
abreviadas", para designar diversos tipos de nimeros [28|:

(¢ - dltima letra da palavra arithmos, a quantidade desconhecida

AY - primeira letra de dynamis, o quadrado da quantidade desconhecida

KY - primeira letra de kybos, o cubo

AY A - 0 quadrado-quadrado (quarta poténcia)

AKY - o quadrado-cubo (quinta poténcia)

KY K - o cubo-cubo (sexta poténcia)

Dessa forma pode-se perceber uma separacdo entre a aritmética diofantina e a geometria
grega, pois uma poténcia maior que trés para um nimero ndo correspondia a nenhuma grandeza.
Essa maneira de representar tipos de ntimero ficou conhecida como dlgebra sincopada. Para
Diofanto, o arithmos é uma quantidade indeterminada de unidade, diferente dos nimeros, que
tem quantidade determinada. Mas o arithmos € tratado tal qual um nimero, com relagdo as

operacgdes que podem ser realizadas com as designagdes abreviadas.

1.1.4 A algebra indiana e arabe

Devido as diversas invasdes sofridas pela India, foi possivel o acesso ao conhecimento ma-
tematico desenvolvido pelos babilonios e gregos por parte do povo hindu. Entre seus repre-
sentantes pode-se destacar Brahmagupta (598 - 668), que demonstrou a solu¢cdo geral para as
equagdes do segundo grau em nimeros inteiros e desenvolveu métodos algébricos gerais para
a aplica¢do na Astronomia, em sua obra Brahmasphutasidanta; € Bhdskara (1114 - 1185), cujo
principal trabalho foi o Siddhanta Siromani, dividido em quatro partes: Lilavati, Bijaganita,

Grahaganita e Goladhyaya, dedicados a aritmética, dlgebra, astronomia e trigonometria esfé-



rica, respectivamente. Ele representa o dpice da Matemadtica do século XII.

Os hindus resolviam equacdes quadréticas do tipo

ax’® +bxr = ¢ (1.4)

pelo método de completar quadrados, ou, como Bhédskara denominava, eliminagdo do termo
médio. Na época, os problemas que hoje escrevemos em forma de equagdes eram ditados em

versos, como se pode ver no exemplo a seguir:

”De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo extrai o pdlen
de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha soli-
taria escuta seu macho zumbir sobre uma flor de 16tus. Atraido pela fragrancia, ele

tinha se deixado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?”

O método de resolu¢do também era descrito através de palavras, e seguia o mesmo padrao de
procedimentos, adotado pelos babilonios e gregos. Segue o texto de como Bhaskara descrevia

a maneira de se determinar a solucao.

”Seja uma igualdade contendo a quantidade desconhecida, seu quadrado, etc. Se
temos os quadrados da quantidade desconhecida, etc., em um dos membros, multi-
plicamos os dois membros por um fator conveniente € somamos o que € necessario
para que o membro das quantidades desconhecidas tenha uma raiz; igualando em
seguida esta raiz a do membro das quantidades conhecidas, obtemos o valor da
quantidade desconhecida.

E por unidades iguais a quatro vezes o nimero de quadrados que € preciso multi-
plicar os dois membros; e € a quantidade igual ao quadrado do nimero primitivo

de quantidades desconhecidas simples que € preciso adicionar”
Em termos de linguagem algébrica atual, temos o seguinte: dada uma equagdo do tipo (L.4):
1) multiplica-se ambos os lados por 4a, obtendo 4a*z? + 4abx = 4ac
2) adiciona-se b a ambos os lados, obtendo 4a%z? + 4abx + b = 4ac + b?

3) toma-se a raiz quadrada de ambos os lados, obtendo 2ax + b = vV4ac + b?
Vdac+ b2 —b

2a

Com o advento do islamismo, os drabes tiveram acesso aos trabalhos desenvolvidos pelos

4) asolugdo é x =

hindus e pelos gregos, sendo os algarismos hindus uma de suas mais importantes aquisi¢oes.
De posse desses conhecimentos matemaéticos, principalmente os dos gregos, os drabes os aper-
feicoaram, produzindo métodos sistemadticos a fim de generalizd-los. Um grande avanco pro-
porcionado pelos drabes foi o rompimento com a relacdo nimero/grandeza, muito presente na

algebra geométrica euclidiana.
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O maior expoente da matemadtica arabe foi Al-Khwarizmi, com sua obra Al-Kitab al-fi mukh-
tasar Hisab al-jabr wa-l-mugabala(Compéndio sobre Calculo por Completude e Balan¢o), que
se tornou um dos principais livros de matematica das universidades européias. E considerado
o primeiro tratado dedicado a dlgebra, e foi seu titulo que nos legou o termo dlgebra (al-jabr).
Apesar de sua dlgebra ser retdrica, ele utilizava termos préprios para cada maneira como o
nimero aparecia nos problemas; em suas notacdes, o quadrado da quantidade desconhecida
era designado pela palavra mal, que difere do quadrado geométrico (murabba’a). A quantidade
desconhecida era designada pelo termos Jidhr, que signifca raiz, mas também poderia ser usado
ao designacdo coisa; e o termo conhecido era designado por adad. Dessa forma, Al-Khwarizmi
poderia trabalhar tanto com nimeros quanto com grandezas geométricas nos seus calculos.

Destaca-se no trabalho de Al-Khwarizmi o tratamento de equacdes quadraticas quaisquer,
que diferem do caso (I.4). Como exemplo citado em [28]], tomemos a equagio

222 + 100 — 20z = 58 (1.5)

Por al-jabr, devemos adicionar 20x ao segundo membro da equacgao, devido ao excesso de

mesmo valor no primeiro membro, obtendo

222 + 100 = 20z + 58 (1.6)

Em seguida, pelo processo de al-mugabala, equilibra-se a equacio retirando 58 de ambos os

membros, obtendo a equacgdo

2% 4+ 42 = 20z (1.7)

1.1.5 A algebra européia

A partir do século XIII, os tratados matematico dos gregos comegaram a ser traduzidos
na Europa, e nesse mesmo periodo tiveram acesso aos tratados matematicos dos drabes, mas
apenas no século XV se desenvolveu, a partir do trabalho de Leonardo de Pisa, conhecido como
Fibonacci, entitulado "Liber abaci” - Livro de Abaco. Nessa época, a matemética era uma
mistura de matematica comercial e algébrica.

A dalgebra européia era essencialmente a mesma praticada pelo povo arabe, utilizando um
simbolismo ndo unificado tanto para as incégnitas quanto para as operagdes. Os termos utili-
zados pelos drabes sofreram uma tradugdo para o latim, como, por exemplo, o quadrado ficou
conhecido como quadratus, o cubo como cubos, 0 termo constante como numerus € 0 termo
desconhecido como radix. Foi na Europa que se empregaram alguns simbolos operacionais que
até hoje sdo utilizados, como o simbolos de (+) e (-), que eram usados na Alemanha; o simbolo
de raiz quadrada, introduzido por Christoff Rudolff; e o simbolo (=) para representar igualdade,
apresentado por Robert Recorde.
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O desenvolvimento algébrico europeu mais importante deve-se ao tratamento das solugdes
das equagdes cubicas por radicais. Na época, tais equagdes eram tratados em casos distintos, e
para cada um destes exitia uma maneira de determinar as suas solucdes. Nesse ambito recebem
destaques os trabalhos de Scipione Del Ferro, Niccolo Fontana, conhecido como Tartaglia, e
Girolamo Cardano, trabalhando o tipo de equagdo que hoje escrevemos como

2 +mz?=n (1.8)

No seu livro entitulado Ars Magna, Cardano fornece a resolucdo da equacdo cub p 6 reb

aequalis 20. Em notacdo atual:

2%+ 622 = 20 (1.9)

No mesmo livro, Cardano faz a primeira men¢do dos nimeros complexos - na época chama-
dos de ficticios - na resolucdo do problema que consistia em dividir 10 em duas partes tais que
uma multiplicada pela outra resulte em 40, apresentando como solugao as raizes 5 + v —15 ¢
5—+/—15. Logo apds Cardano, Rafael Bombelli, outro matemaético italiano, também estudou os
numeros ficticios, desenvolvendo uma dlgebra opreacional para estes nimeros; o francés Albert
Girard, numa primeira versao do Teorema Fundamental da Algebra, em 1629, disse que uma
equagdo possui tantas solugdes quanto o grau da maior quantidade, admitindo que os nimeros
impossiveis ou ficticios configurassem esse conjunto de solugdes. Logo apds, Reneé Descartes
também admitiu que uma equacao possui tantas solugdes quantas as dimensdes da quantidade
desconhecida.

Destaca-se também o trabalho realizado por Francgois Victe, em sua obra In Artem Analy-
ticam Isagoge - Introducdo a élgebra analitica. Nesse livro, Victe trata as equacdes sobre um
novo ponto de vista, introduzindo uma representagdo padrdo aos coeficientes da equacao, que
passam a ser representadas por consoantes e as incdgnitas por vogais maidsculas, e simboli-
zando as poténcias por uma mesma letra, por exemplo, como cita [28]], se A € a incdgnita, seu
quadrado € chamado A quadratum, seu cubo A cubum, e assim por diante.

Essa notacdo introduzida por Viete permitiu tratar as equacdes anteriores como casos, €
generalizou os métodos algébricos, chegando a uma ideia proxima da dlgebra atual. Sob sua
Otica, para resolver um problema onde duas grandezas com soma e produto dados, basta chamar
tais grandezas de z e y e, por manipulacdes algébricas, determinar os valores reais de = e y. Esse
método era chamado por Viete de analitico, onde supde-se que as solu¢des desconhecidas sao

conhecidas e, operando-as como tal, chegar nas solucdes.

1.2 Algebra: fase moderna ou abstrata

No século XVII ocorreram mudancas importantes na Matematica, em especial na Geome-

tria, apds o trabalho desenvolvido por Francois Viete e seu método analitico. Destacam-se os
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trabalhos de Reneé Descartes e Pierre de Fermat, que culminaram no que hoje chamamos de
geometria analitica.

Um nova consciéncia surgiu nessa época, que o desenvolvimento técnico poderia melhorar a
vida dos homens, o que acabou influenciando o desenvolvimento da Matematica nesse periodo,
pois 0

(...)conhecimento geométrico devia servir a aplicacdes, desde as mais praticas, como as técnicas
para construir mapas, até as mais abstratas, como a teoria da perspectiva, na pintura, e a astrono-
mia.(...). Contra os saberes antigos, permeados por demonstragdes estéreis, seria preciso fundar
uma nova arte da inven¢do, que pudesse fornecer novos objetos capazes de servir a Matematica,
assim como os objetos técnicos serviam a vida social. Para muitos pensadores, as demonstragdes
matemadticas ndo tinham somente o papel de convencer e estabelecer uma certeza, mas deviam, so-
bretudo, esclarecer a natureza do problema e propor métodos de inven¢do direta que permitissem
resolvé-los. Por isso, eles rejeitavam, por exemplo, a demonstracio por absurdo. Neste contexto, 0s

objetos geométricos passavam a ser vistos com novos olhos, pois podiam ser uteis na resolugdo de
problemas praticos.( [28[],p. 191-2)

1.2.1 A Geometria Analitica de Descartes e Fermat

Para Descartes, o movimento e os fendmenos naturais poderiam ser descritos pela Matema-
tica, através da geometria. Na sua obra Regras para a direcdo do espirito definiu a Mathesis
universalis, a Matemdtica Universal, que permitiria reduzir a andlise de um fend6meno a proble-
mas relacionados a ordem, através de raciocinios dedutivos. Os problemas geométricos deve-
riam ser expressos por meio de equagdes, que permitiriam verificar as proprogdes nos objetos
geométricos, visando resolver problemas de construcdo geométrica através de uma aplicagcao
aritmética, na qual regras simples de composi¢cao levassem a outras mais complexas. Para tal,
utilizava o método analitico de Viete.

Em sua obra Geometria, Descartes relaciona as cinco operacdes basicas da aritmética a cons-
trucdes simples com régua e compasso, concluindo que o produto de dois segmentos também
pode ser representado por um segmento de reta, e em seguida, estudando as equagdes quadrati-

cas

22 =az+ b (1.10)
22 =az—b? (1.11)

Determinando as seguintes solugdes. Para (1.10):

1 1
z [ Za2 1+ b2 1.12
z 2a+ 4a + ( )

z= §a+ Z—chQ—b2 (1.13)

Para (1.11):



z = %a— iaQ—l—b? (1.14)

Em (1.10), a segunda raiz é ignorada por Descartes devido ser negativa.

Apesar de inovar na geometria com o uso utilizando as equacdes na resolucdo de problemas
geométricos, Descartes ainda era muito ligado ao tradicionalismo matemaético, pois ndo era
suficiente a determinagdo das solucdes, era necessario contrui-las geometricamente. Apesar
disso, seu grande feito foi a introducao de um sistema de coordenadas para representar equacoes
indeterminadas. Utilizando o método analitico, chamava dois segmentos de reta conhecidos por
x ey, criando assim um sistema de coordenadas de eixos z € y, ndo necessariamente ortogonais,

que solucionava o antigo problema de Pappus:

Problema 1.1 (de Pappus). Encontrar o lugar geométrico de um ponto tal que, se segmentos de
reta sdo tracados desde este ponto até trés ou quatro retas dadas, formando com elas dngulos
determinados, o produto de dois destes segmentos deve ser proporcional ao produto dos outros

dois (se hd quatro retas) ou ao quadrado do terceiro (se hd trés retas).

Utilizando esse sistema de coordenadas, trazia a possibilidade de usar o método algébrico na
solucdo de problemas de Geometria dos mais diversos niveis.

Pierre de Fermat foi fortemente influenciado pelos trabalhos de Apolonio, tanto que seu
objetivo a principio era representar os problemas geométricos tratados por Apoldonio com a
linguagem algébrica analitica de Viete. Enquanto Descartes considerou o caso de a partir de
um lugar geométrico encontrar a equacdo que seus pontos satisfazem, Fermat fez o caminho
oposto: a partir de uma equagdo, encontrar o lugar geométrico dos pontos que a satisfazem. No
seu livro Ad locos planos et solidos isagoge (Introdugdo a lugares geométricos planos e sélidos),
afirma que sempre quando duas quantidades desconhecidas sdo encontradas como solucdes de
uma equacao, elas representam um lugar geométrico, descrevendo uma linha reta ou curva. Ele
mostrou que uma equac¢do de primeiro grau € satisfeita por pontos que estdo sobre uma reta,
em seguida mostra que as equagdes de segundo grau € satisfeita por pontos que estdo ou em
um circulo ou em uma cdnica. Utilizou técnicas algébricas para definir cOnicas e analisar suas
intesecc¢oes,aplicando-as em problemas sélidos.

Com os trabalhos de Descartes e Fermat, a variedade de curvas estudadas aumentou consi-
deravelmente em relacdo aquelas estudadas na fase antiga, fazendo reaparecer um estudo grego
sobre as retas tangentes, como parte do desenvolvimento da geometria analitica, destacando-se
Fermat que elaborou um método algébrico para determinar o maximo e minimo de funcdes,

com o auxilio das retas tangentes.

1.2.2 A algebra de Leibnitz e Newton

A introdugdo dos simbolos algébricos como ferramenta de estudo da geometria das curvas

contribuiu para o desenvolvimento do célculo diferencial que, com o passar do tempo, foi se
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tornando mais algébrico do que geométrico, possibilitando a formacao dos conceitos de fungao,
derivada, integral e outros tépicos do Calculo.

Galileu deu inicio ao estudo dos movimentos, de forma geométrica, influenciado pelos tra-
balhos de Apoldnio e Euclides. Outros matematicos também se dedicaram ao estudo do movi-
mentos, como Evangelista Torricelli e Isaac Barrow.

Newton considerava os movimentos como base para o estudo das curvas. No seu tratado
O método de Fluxoes e Séries Infinitas, considera uma particula que descreve uma curva com
duas linhas que se movimentam e que representam um sistema de coordenadas. Ele chamava
de fluentes as quantidades que variavam com o tempo, € a taxa de variacdo de uma quantidade
com o tempo era chamado de fluxdo. Dessa forma o problema era determinar, dada uma relagao
entre quantidades de fluentes, a relac@o entre seus fluxdes.

Leibniz também desenvolveu seu calculo diferencial, mas com bases bem diferentes das de
Newton. Ele considerava as varidveis do problema como grandezas que variavam em quantida-
des infinitamente pequenas. Introduziu a notacio dx e dy como a diferenca entre esses valores
sucessivos. Apesar de Leibniz ndo ter definido o conceito de derivada através dessa diferenca,

ele sabia que esta representava o coeficiente angular da reta tangente.

1.2.3 A Algebra Abstrata

Em meados do século XVIII e no século XIX, a matemadtica passava por uma importante
mudanca, deixar de representar a quantidade, as grandezas, de estar atrelada aos conceitos geo-
métricos - como € possivel de perceber nos trabalhos de Fermat, Leibniz, Descartes e Newton
- e passar a ndo depender do universo sensorial. Um dos trabalhos que contribuiram para essa
separagdo foi o artigo Sobre os principios da Geometria, de Nicolai Lobachevsky, apresentando
ao mundo a geometria ndo-euclidiana - que ele chamava de ”geometria imagindria”. Em 1830,
o matematico inglés George Peacock publicou um tratado em élgebra (Treatise on Algebra)
que buscava dar a ela um tratamento légico, assim como Os Elementos, de Euclides, davam
a geometria; o tratado de Peacock tinha a intenc¢do de fazer a dlgebra ter o cardter de ci€ncia
demonstrativa, pois para ele existiam duas dlgebras: a aritmética, que se ocupava dos nimeros,
e a simbdlica, que se ocupava com a combinag¢do de sinais e simbolos, independente dos valores
dos simbolos.

Em 1849, De Morgan, que foi aluno de Peacock, em seu tratado Trigonometry and double
Algebra, sabia da existéncia de algebras diferentes da dlgebra aritmética: partindo da algebra
simples dos sistemas numéricos era possivel chegar na dlgebra dupla dos nimeros complexos,
onde as regras de operacdo permaneciam as mesmas. Apesar de dar um tratamento abstrato a
algebra, fica evidente o uso dos axiomas extraidos da aritmética, o que limitou suas conclusoes.
Como cita [27]]:

Embora Peacock e De Morgan tenham de fato explicitado o ponto de vista abstrato em algebra,

sua apresentacdo tem ainda uma limitagdo. Os axiomas que eles utilizam sdo aqueles abstraidos
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da aritmética. Eles ndo perceberam que a escolha poderia ser feita livremente, tornando a dlgebra
independente da experiéncia aritmética, tal como a geometria ndo euclidiana tinha se tornado in-
dependente da experiéncia sensorial, com a adoc¢do de axiomas que ndo sdo “verdades evidente”.
(1271, p- 29)

O desenvolvimento dos nimeros complexos teve um papel importante nesse processo, de-
vido a resolucdo de equagdes, o estudo das curvas e o desenvolvimento do cdlculo infinitesimal,
impulsionaram a ideia de a algebra ultrapassar o conceito de quantidade. Nesse contexto, o
matematico William Hamilton deu o fundamento definitivo para os nimeros complexos no seu
tratado On Algebra as the Science of Time, considerando-os como pares ordenados de nimeros
reais, aplicando essa defini¢do a vetores e rotagdes no plano. Nesse mesmo tratado, Hamilton
trata a Teoria das Ternas, para trabalhar os vetores no espaco.

Hamilton escrevia suas ternas na forma

a+bi+cj (1.15)

com a, b, c reais, semelhante ao que era feito com os nimeros complexos no plano. Sua
busca era em desenvolver o produto entre duas ternas e representd-lo na mesma forma e que
o comprimento do produto de vetores fosse igual ao produto do comprimento dos mesmos,
ou seja, tomando duas ternas a + bi + ¢j e @’ + Ui + ¢j, com a,d’, b, ¢, reais, temos,

respectivamente:
(a+bi+cj)d +Vi+dj)=x+yi+zj (1.16)
a®+ b+ = (a)?+ (V) + () (1.17)

ApOs estudar por treze anos as ternas, visualizou que, para solucionar o problema, deveria

ser inserido mais um termo imagindrio, formando o quaterno

a+ bi+ cj + dk (1.18)

onde a, b, ¢, d sdo nimeros reais e 1, j, k sdo unidades imagindrias tais que

ij =k, jk=1iki=j,ji=—kkj=—iik=—ji*=j>=k"=—1 (1.19)
Dessa forma, Hamilton mostrou que todos os axiomas de corpo eram satisfeitos. Essa

”(...) descoberta teve um papel decisivo no desenvolvimento da Algebra. Do ponto de vista
da abstracdo crescente que estava entdo em desenvolvimento, teve a virtude de assinalar que as leis
fundamentais sugeridas pelos sistemas até entdo conhecidos, ndo eram dados aprioristicos que de-
viam ser sempre assumidos, uma vez que o conjunto dos quatérnios € o primeiro exemplo conhecido
onde a ordem dos fatores altera o produto, i.e., a primeira dlgebra ndo comutativa. Mostrou também
claramente a possibilidade de estender ainda mais o conjunto das dlgebras conhecidas.” ( [27], p.
36-7)
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Logo apds dois meses, o matemdtico John Graves, com quem Hamilton mantinha corres-
pondéncias sobre o estudo dos imagindrios, desenvolveu uma dlgebra de dimensdo oito, os
octonios. Independentemente, essa dlgebra foi redescoberta por Arthur Cayley, que por esta
razao sdo chamados de niimeros de Cayley. O préprio Hamilton desenvolveu um sistema de
n — uplas reias: os hipercomplexos.

Em 1858, Arthur Cayley, motivado pelo estudo de sistemas ndo-comutativos, no seu artigo
A Memoir On The Theory of Matrices, publicou o que hoje chamamos de dlgebra matricial. As
matrizes surgiram para Cayley das equacdes

X=ar+b (1.20)
Y=cr+d (1.21)

que representam a transformacao linear que leva o ponto (z,y) no ponto (X,Y").
Cayley representou essa tranformacgao pela matriz

a b

. 4 (1.22)

Apesar de os quatérnios ndo obterem tanto destaque, pois se revelaram pouco praticos, deram
origem ao célculo vetorial, utilizando termos como vefor, versor e escalar.

Paralelamente a Hamilton, um outro matematico desenvolvia um sistema vetorial, era Her-
man Ghunter Grassmann, nascido em 1809 na cidade de Stettin, na época pertencente a Prussia,
e faleceu na mesma cidade em 1877, mas ja como Alemanha. Hoje essa cidade chama-se Szcze-
cin e pertence a Polonia. Em sua obra Die Lineale Ausdehnundslehre, trabalhou uma teoria dos
hipercomplexos mais geral que a de Hamilton. Mas devido a sua excessiva abstragdo marcada
por expressoes filosoficas, fizeram seu trabalho ter fraca representatividade entre os matemati-
cos da época, pouco contribuindo nos desenvolvimentos posteriores.

A criacdo da dlgebra vetorial moderna € atribuida a Josiah Willard Gibbs e Oliver Heavi-
side, que de forma independente desenvolveram o sistema que € ensinado atualmente. Gibbs
escreveu notas para seus alunos em Yale, que entitulou Elements of Vector Analysis, dividida
em duas partes: na primeira faz uma simplificacdo dos quatérnios de Hamilton, destacando a
parte escalar e vetorial do produto e trabalhando-as separadamente; a segunda parte é dedicada
ao estudo de funcdes vetoriais lineares, ou seja, aquelas que a fung¢do da soma de dois vetores
quaisquer € igual a soma das fungdes de cada vetor. Heaviside publicou em seu livro sobre
teoria eletromagnética um capitulo entitulado The Elements of Vectorial Algebra and Analysis,
desenvolvendo uma dlgebra linear semelhante a de Gibbs, diferente em notac¢do apenas. Apesar
da semelhang¢a com o trabalho de Gibbs, o fato de Heaviside ter associado sua dlgebra vetorial
ao eletromagnetismo ajudou a disseminar seu trabalho, uma vez que, na época, esta ciéncia
estava em pleno desenvolvimento.

Analisar esse processo de construcdo e evolucdo histérica da Algebra, desde sua fase verbal
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até moderna, com seus simbolos e seu tratamento abstrato, nos faz perceber que seu desenvol-
vimento se deu juntamente ao da humanidade, sendo este um dos desafios para a aprendizagem
da Matemédtica na educacdo bdsica: proporcionar aos estudantes a visdo de que ela ndo € um

conjunto de regras e técnicas, mas faz parte de nossa cultura e de nossa historia.
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Capitulo 2
Fundamentacao Teorica

Neste capitulo apresentamos os conceitos matematicos imprescindiveis para o desenvolvi-
mento da proposta deste trabalho de conclusdo de curso. Comecamos com elementos bésicos
da dlgebra, tais como anéis, dominios e corpos e o teorema do Homomorfismo de anéis. Em
seguida, falamos sobre sequéncias e € feito o estudo do anel dos polindmios, verificando alguns
resultados importantes, como o algoritmo da divisdo dos polindmios, teorema do resto e do fa-
tor e multiplicidade de raizes. Logo ap0s, definimos a funcao determinante e suas propriedades,
a fim de demonstrar a fun¢do determinante da matriz de Vandermonde. Seguimos o capitulo
discutindo o conceito de interpolacdo e de interpolagdo polinomial, mostrando a existéncia e
unicidade do polindmio interpolador e,finalmente, apresentaremos o método de interpolacdo de
Lagrange.

2.1 Anéis

Definicdo 2.1. ( [20], p.10) Um anel é um conjunto A, denotado (A,+, ), cujos elementos
podem ser adicionados e multiplicados (i.e., sdo dadas duas operacdes (r,y) — = + y e

(z,y) — x - y aos pares de elementos de A em A) satisfazendo as seguintes condigdes.
(1) Ve,y€e A, temosx+y=y+=x
(2) Va,y,z € A, temos (x+y)+z=a+ (y+ 2)

(3) Existe um elementoe =0 € Atal que x +e =2+ 0=z, Vo € A Este é chamado de

elemento neutro da adigado.

(4) Para todo elemento © € A existe um elemento y = —x tal que x +y = = + (—z) = 0.

Este é chamado de simétrico de x.
(5) Vx,y,z €A, temos (x-y)-z=x-(y-2)

(6) Va,y,z € A, temosx- (y+z2)=xz-y+zx-2 e (y+z2)-xz=y-x+y-=z
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Pode-se perceber que a multiplicacdo nao € necessariamente comutativa. Quando isso acon-
tece, o anel A é chamado de anel comutativo. Nota-se também que um anel ndo precisa ter um
elemento neutro multiplicativo, ou seja, um elemento y € A tal que x - y = y - * = x para todo
x € A; quando o anel A possuir tal elemento, este serd chamado de unidade do anel e denotado
por 1, e o anel A serd chamado de anel com unidade.

Os elementos nao nulos de um anel A nio necessitam possuir inversos multiplicativos, i.e.,
existe um elemento y € Atalque x -y = y - x = 1. Os elementos de um anel que possuem
inversos multiplicativos sao chamados de invertiveis de A ou unidades de A. Denota-se por
U(A) = {z € A| 2z é uma unidade de A}.

Exemplo 2.1. Os conjuntos 7, Q, R, e C sdo anéis comutativos com unidade, com as opera-

coes de adicdo e multiplicacdo usuais.

Teorema 2.1. Sejam x, y e z elementos de um anel A, entdo:

(a) Vale a lei do cancelamento para a soma, ou seja, v + 1y = x + z entdo y = .
(b) o elemento neutro da adi¢do é unico.

(c) o inverso aditivo é unico.

(d) o elemento neutro da multiplicagdo é vinico.

(e) o inverso multiplicativo é uinico.

Demonstragcdo. (a) Adicionando o simétrico de x a ambos 0os membros da igualdade, segue
o resultado.

(b) Suponha que existam dois elementos neutros, e; € e;. Pela definicdo de elemento neutro,

segue que e; = e + €9 = ea.

(c) Suponha que = possua dois inversos aditivos, z1 € x5. Entdo x + x1 = x + x5 = 0. Segue

do cancelamento que z; = 5.

(d) Suponha que existam duas unidades em A: 1 e b. Pela definicdo de unidade teremos
1=1-b=0b.

(e) Suponha que o elemento x tenha dois inversos multiplicativos, y; € y2. Assim y; - © =
Ty =x-Yyp=yorr=1leyr =y1-1=wy1-x- -y =1y = 1o, utilizando a
associatividade da multiplicagdo.

[

Definicao 2.2. Seja A um anel. Um elemento a € A, a # 0 é um divisor de zero a esquerda
(divisor de zero a direita) de A se existe b # 0 em A tal que a-b =0 (b-a =0).
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0 1

Exemplo 2.2. ( [13|], p.4) Seja A = M5(Z), a matriz [ 0 9 ] é um divisor de zero a esquerda
0 1 21 100
0 2 00| |00

2 1 0 1 0 4

. = # 0.
0 0 0 2 0 0
- 01 . . .

Isso ndo implica que [ 0 9 ] ndo é um divisor de zero a direita, pois

it R

Definicao 2.3. Um dominio, ou um anel de integridade, é um anel comutativo com unidade,

pois

mas

sem divisores de zero. Em outras palavras, se (A,+,-) é um anel comutativo com unidade,

para todos a,b € A, sea-b=0entdoa=0oub=0.

Exemplo 2.3. Os conjuntos Z, Q, R, e C sdo dominios, com as operacdes usuais de adicdo e

multiplicacdo.

Teorema 2.2 (Cancelamento). ( [20], p.15) Sejam a,b e c pertencentes a um dominio A. Se

a # 0eab=ac entdo b = c.

Demonstracdo. De ab = ac temos a(b — ¢) = 0, e como a # 0 e estamos num dominio, entdo
b—c=0=b=c O

Definicao 2.4. ( [20], p.15) Um anel comutativo com unidade é chamado de corpo se todo

elemento ndo nulo é uma unidade.

A definic¢do anterior é equivalente a dizer que todo elemento ndo nulo do anel (A, +, -) possui

1nverso.

Exemplo 2.4. O anel dos inteiros (Z,+,-) ndo é um corpo, pois apenas os elementos 1 e —1

sdo invertiveis. Jd os anéis (Q,+,), (R,+,-) e (C,+,-) sdo corpos.

Definicao 2.5 (Homomorfismo de anéis). ( [13], p.15) Sejam (A, +,-) e (B, ®, ®) anéis. Uma

funcdo ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis se, para todo a,b € A, temos:

pla+b) = pla) @ p(b)
p(a-b) = p(a) © p(b) (2.1)
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Exemplo 2.5. A funcdo p : 7 X Z — 7 definida por p(a,b) = a (chamada de projec@o) é um
homomorfismo de anéis. Realmente:

p((a,b) + (¢,d)) =pla+c,b+d) =a+b=p(a,b)+ plc,d)

p((a;b) - (¢;d)) = plac, bd) = ab = p(a,b) - p(cd)

2.2 Sequéncias

Seja A um anel. Denotaremos por AN o conjunto de todas as funcdes de N a valores em A,

isto é, cada elemento de A" é uma sequéncia infinita

(an) = (ag, a1, as,...) (2.2)
Exemplo 2.6. A sequéncia (a,) = (0,1,5,19,...), ou seja, a,, = 3" — 2", ¥ n € N.
Exemplo 2.7. A sequéncia (a,) = (1,2,6,24,120, 720, ...), isto é, a,, = n!, Vn € N.
Definicio 2.6. ( [31], p.1) Dadas as sequéncias (a,), (b,) € N, temos a soma dada por

(an)—l—(bn) = (ao,al,CLQ,...)—|—(b0,b17b2,...)
= (a0+b0,a1+b1,a2+b2,...>I(an+bn>, (23)

e o produto
(an) - (bn) = (cn) (2.4)
por
(aobo = ¢y
a1bg + agh; = ¢4

agbo + a161 + Gobg = Co

Zn: a;by—; = Z aibj = Xn: an—ib; = ¢, (2.5)
i=0 i=0

i+j=n

\ *

Apesar de tanto (a,) como (b,) serem sequéncias infinitas, a nova sequéncia (¢, ), mesmo
sendo infinita, é definida utilizando, para cada n, apenas um nimero finito de valores: ay, . . ., a,
ebo,...,b,. Asequéncianula (0,...,0) funciona como o elemento neutro da adi¢do e —(a,) =

(—a,), como o negativo de cada sequéncia.
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Proposicio 2.1. ( [31], p.2)AY é um anel comutativo e com unidade com as operacdes e

@4).

Demonstracdo. Apresentemos logo 1 = (1,0,0,...). Verifiquemos a distributividade do pro-
duto em relac@o a soma. Sdo dadas as sequéncias © = (z,,), ¥ = (y») € 2 = (z,). Calculemos
o termo geral de (w,,) = ((z,) + (Yn)) - (2,). Temos

n n

Wy, = Z(ﬂfz + Yi)2n—i = Z(%’Zn—i + Yizn-i) = (Tn) * (2n) + (Yn) - (2n).

0 0

Agora vejamos a associatividade como se estabelece:

n

(z-y) -z = Z(a:-y),-znfi

n

(S )

=0

n %
= E E LjYi—jn—i

i=0 j=0

n n—j n
= > w Y Y= Ty ey
j=0 i=0 7=0

Proposicio 2.2. ( [13], p.61) A funcdo ¢ : A — A", definida por ¢(a) = (a,0,0,...), YV a €
A, é um homomorfismo de anéis.

Demonstragdo. De fato, para todos a,b € A, temos:

w(a+b) = p(a) + ¢(b), pois (a+b,0,0,...) = (a,0,0,...)+ (5,0,0,...)

o(a-b) = p(a) - p(b), pois (a-b,0,0,...)=(a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (co,cC1,-..),

ondecy=a-b, ci=a-0+0-bec; =0paratodon > 1, pois por (2.5) e, 2 + 5 > 1, implica
que i > 1ouj > 1, ouseja, a; = 0 ou b; = 0. Portanto, p(a - b) = p(a) - ¢(b). O

Dessa forma, podemos associar todo elemento a € A com as sequéncias (a,0,0,...) € AN,
o que nos garante que A C A",
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2.3 Anel dos polindomios

Definicao 2.7. Seja

p: AN
i — p(i) == p; (2.6)
uma sequéncia em A. Se existe n € N tal que p(i) = 0 para todo i > n, dd-se o nome de
polindémio a essa sequéncia, onde os termos p(i) := p; sdo ditos coeficientes do polinémio.
Denota-se por Alz| o conjuntos dos polindmios com coeficientes no anel A.
A sequéncia (0,0,0,...) € o polinémio nulo de Alz], assim como as sequéncias (1,0,0,...)
e (a,0,0,...) representam, em Ax], o polinémio identidade e o polindémio constante, respecti-

vamente.

Definicao 2.8. Considere a sequéncia
z=(0,1,0,0,...). (2.7)
O produto de x por si mesmo n vezes serd denotado por x™ e adotaremos x° = 1. Desta forma

7 =(0,0,1,0,0,0,...)
z* =(0,0,0,1,0,0,...)
r* =(0,0,0,0,1,0,...).

De maneira geral, temos que x" é uma sequéncia onde, para cada inteiro k > 0, temos(xk Yo =

0 e (2*), = 1, para todo inteiro néo negativo n # k.

Segue da proposicédo2.2]e da defini¢do

(0,a1,0,...) - (0,b1,0,...) = (0,0,a; - b1,0,...), Yai,b, € A

(O,al,O,...) '(0,0,bQ,...) = (O,O,O,a1~b2,...),‘v’a1,b2 eA

(O,...,O,CI,Z',O,...) ~(O,...,O,bj,0,...) = (O,...,O,ai-bj,O,...),Vai,bj 614(28)
Sendo assim, com as notagdes da defini¢ao[2.§]

(ao,0,0,0,...) ¢ aga’

(0,a1,0,0,...) +— a1z

(0,0,a5,0,...) & ayr?

(0,...,0,a;,0,...) +— a;2",
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obtemos para (a,,) € Alz]:
(an) = (ap,a1,as,...,a,,0,...)
= (ap,0,0,...)+(0,a1,0,...) 4+ (0,0,as,...) +...+(0,0,0,...,a,,0,...)
= ag—i—a1x+a2x2+...+aixi+...:Zaixi. (2.9)
i=0

Como a; = 0 quase sempre, temos que existe um n > 0 tal que a; = 0, para todo i > n.

Assim, podemos escrever toda sequéncia de A[x] na forma

n

(an) = a0+ @z + a22” + ...+ ag2" =Y a;a’, (2.10)
i=0
Portanto
Alx] = {ao+a1x+a2x2—|—...+anm”;ai GA,nZO} (2.11)

O polindbmio x chama-se indeterminada sobre A, e assim, todo elemento p € Alz| onde
p=ay+axr+ asx? + ...+ a,z" é dito polinomio na indeterminada x com coeficientes em A.

O polinémio p pode ser representado por p(x).

Definicao 2.9. ( [13|], p.63) Seja A um anel comutativo e Alz| o anel dos polindmios com
coeficiente em A. Sejap € Alz], p# 0, p = ag+ a1z + ayx®* + ...+ a,z", com a, # 0, entdo
o grau de p é definido por O(p) = n e a,, é dito ser o coeficiente dominante de p.

Dizemos que o polindmio € monico se seu coeficiente dominante for igual a 1.

Teorema 2.3. ( [|13], p.63) Se p1, p2 € Alx] sdo ndo nulos, entdo 0(p1+p2) < max{9(p1),0(p2)}
e d(p1-p2) < O(p1) + O(p2). Se A é um dominio, entdo O(p; - p2) = A(p1) + A(p2).

Demonstracdo. Se p1 = ag + mx + asx> + ...+ apx" e py = by + iz + bz + ...+ ba™,
coma, # 0, b, # 0en < m, temos

pL+pe = (ag+by) + (a1 + b))z + ...+ (an + bp)2™ + by 2™+ .+ bp™,

o que implica que J(p; + p2) < m = max {n,m}, e

+m7 Ondecn-l-m = § = Qp - bmu

i+j=n+m

pLoP2=Co+Cir+ ...+ Chpm”

ou seja, d(py - p2) < n+m.
Se A é um dominio, com a,, # 0 e b, # 0, temos que ¢, 1, = ay, - b, # 0, 0 que mostra que
A(p1-p2) =n+m=09(p1) + 9(p2). H

Muitas propriedades de A sdo levadas para A[z]. O teorema anterior temos que se p; # 0 e

p2 # 0, entdo p; - po # 0. Isso nos garante o coroldrio a seguir.
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Corolario 2.1. Se A é um dominio entdo Alx| é um dominio.

Exemplo 2.8. Como todo corpo K é um dominio, entdo K [x] (os polinémios sobre o corpo K

na indeterminada x) também é um dominio.

Definicao 2.10. ( [26|], p.47) Sejam A um anel e p(x) = ag + a1z + ... + a,z" um polindmio

com coeficientes em A. Definimos

i A=A
c—ag+aic+ ...+ a,c". (2.12)

Trata-se de uma aplicagdo de A em A, usualmente denominada por fungdo polinomial definida
por p. Para c € A, escreve-se p(c) em vez de f,(c).

Que nio se confunda o conjunto A|[x] dos polindmios com com coeficientes em um anel A
com o conjunto F, das fungdes polinomiais em A. Na expressdo p(z) = ag + sz + ...+ a,z"
os simbolos z, 22, ..., z" ndo representam variaveis do anel A; sua finalidade é apenas servir

como lugares convenientes para separar os elementos de A.

Definicdo 2.11. ( [26], p.47) Sejam A um anel e p(x) € Alx]. Um elemento o € A diz-se raiz
do polinémio p(x) se p(a)) = 0, isto é, o € um zero da fungdo polinomial f, : A — A.

Teorema 2.4 (algoritmo da divisdo para polindmios). ( [20], p.36) Sejam F um corpo, f(x) e
g(x) € Flx], com g(x) # 0. Entdo existem polindmios q(x) e r(x) em F|z| tais que f(x) =
g(x)q(z) +r(x) comr(x) = 0o0ud(r(x)) < d(g(x)). Tais q(z) e r(x) sdo unicos.

Demonstragdo. Mostraremos separadamente a existéncia e a unicidade.

Existéncia - Se f(x) = 0 ou d(f) < 9(g) nés colocamos ¢(x) = 0 e r(z) = f(x). Entdo
vamos assumir que O(f) =n > m = 9(g).

Sejam f(z) = ap,2™ 4+ ap_12™ '+ ... Fage g(x) = bpx™ 4 bp_12™ P+ ...+ by. Por
indugdo sobre n assumiremos que o resultado vale para todo polindmio de grau menor do que
n e mostraremos que vale para f.

Se d(f) =0, f e g sdo constantes em F, tome ¢(z) = f/ger(z) = 0.

Vamos supor agora que d(f) > 0. Entdo a,b, 2" ™g(z) é um polindmio de grau n com
coeficiente dominante a,b,,. Logo f(x) — a,b,'z" "g(x) = fi(x). Entdo fi(z) = 0 ou
9(f1) < a(f).

Por hipétese de indugio, existem ¢; e r; € F[x] tais que

fi(x) = g(x)q(z) + 71 ()
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onde r; =0 oud(ry) < 9(g). Assim

flx) = apby'z""g(x) + fi(z)
= apb,,'x""g(x) + g(x)qu () + ri(2)
= [anb,, 2" + q1(2)] g(2) + ri(z),

e esta parte do teorema estd provada.
Unicidade - Suponhamos f(x) = qo(x)g(x) + ro(z) = ¢i(z)g(x) + r1(x) onde r; = 0 ou

d(r;) = 9(g), comi = 0, 1, 2. Subtraindo as duas equagdes temos que

0= g(2)(g0(x) = qu(2)) + (ro(x) — r1(2))
ri(x) = ro(x) = g(x)(qo(z) — i())

Como J(ri(z) — ro(z)) < 0(g) e g(x) divide r(x) — ro(x), isto s6 & possivel se ri(z) =
= 4o

ro(z). Assimry = rge qi(x) . O
Os polindmios ¢(z) e r(x) sdo chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisdo.

Teorema 2.5 (do resto). ( [26], p.56) Seja F' um corpo. Se f(x) € F[z] e a € F entdo o resto
da divisdo de f(x) pelo polinomio x — a é f(a).

Demonstragdo. Pelo teorema[2.4] existem ¢(x), r(z) € F[x] tais que

f(z) = (z = a)q(x) + r(z)

com J(z — a) > J(r). Como d(x — a) = 1, temos que 7(z) € uma constante. Pela defini¢do

[2.10} obtemos
f(a) = (a —a)g(a) + r(a)

onde f(a) = r(a). Como r(z) é uma constante, concluimos que

]

Teorema 2.6 (do fator). ( [20], p.37) Seja F um corpo, a € F e f(x) € F[z|. Entdo a é raiz de

[ se e somente se x — a € fator de f, i.e., x — a divide f(x) se e somente se f(a) = 0.

Demonstragdo. Consequéncia imediata do teorema visto que z—a divide f(x) se e somente

se o resto da divisdo de f(z) por x — a é 0. O

Definicao 2.12. ( [20], p.37) Quando F' é um corpo, a € F e f(x) € F|x|, nds dizemos que a

¢ uma raiz de multiplicidade k se (v — a)" divide f mas (x — a)*™ ndo divide f.
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Corolario 2.2 (polindmios de grau n tem no maximo n raizes). Seja F um corpo e f(x) €

F[z], O(f) = n. Entdo f(x) tem no mdximo n raizes distintas.
Demonstragdo. Provemos através de indugdo sobre n.

Se n = 0, entdo f(x) é o polindmio constante, segue que f(z) ndo tem raiz.

Se n = 1, suponhamos f(z) = ag + a1z, a; # 0; sendo «, B € F raizes de f(z), entdo

f(a):f(ﬁ):() = ao—i-ala:ag—i-alﬂ
ao = a3

=
= CL1<04—6):O,

no corpo F. Logo,
a—pF=0<«<=a=70

Portanto, f(x) tem no maximo uma raiz.
Suponhamos que o resultado seja vilido para todo polindmio de grau n > 1. Seja f(x) um
polindmio de grau n + 1 e seja « uma raiz de f(x), entdo, pelo teorema o polindmio z — «

divide f(x) e existe g(x) tal que

Portanto, g(x) tem grau n. Seja 5 # « também uma raiz de f(z), entdo

f(B) =0=(6—a)g(P),

de onde, no corpo F, g(#) = 0, o que implica que (3 é raiz de g(z). Dessa forma, todas as
rdizes distintas de o de f(x) sdo raizes de g(z), também distintas de «, e como por hipétese
de indug¢do g(z) tem no maximo n raizes distintas, f(z) terd no maximo n + 1 raizes distintas.

Fica demonstrado por indugdo sobre n. 0

2.4 Funcao determinante

Seja K um corpo e seja n um nimero natural, com n > 2. Denotaremos por My (n), ou

simplesmente M (n), o conjunto das matrizes quadradas de ordem n sobre o corpo K.

Dada uma matriz A € M(n), representaremos por Ay, ..., A, € K" as linhas de A. Assim,
escrevemos
Ay
A=
A

Definicdo 2.13. Seja uma fungdo D : M(n) — K que associa a cada matriz A € M(n) um

escalar D(A) € K, que possui as seguintes propriedades:
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(P1) D é uma fungdo linear de cada linha separadamente, ou seja, D é uma fungdo linear da
Jj — ésima linha quando as outras (n — 1) linhas sdo mantidas fixas. Dessa forma, se
Aj = Al +tAY, onde A e A7 pertencem a M(n) et € K:

Ay Ay Ay

D| A +tA/ | =D | A | +tD| 4

A, A, A,
(P2) Se duas linhas adjacentes Aj e A;.y sdo iguais, entdo D(A) = 0.
(P3) Se I,, representa a matriz identidade de M(n), entdo D(I,) = 1.

A funcéo D dd-se o nome de funcio determinante ou determinante.

Exemplo 2.9. Sejam K um corpo e A = [a;;] € M(2). A fungdo D : M(2) — K tal que
D(A) = (11022 — (21412 (2.13)

é fungdo determinante.

Exemplo 2.10. Sejam K um corpo e A = [a;;] € M(3). A fungdo D : M(3) — K tal que
D(A) = Q11022033 — Q11023032 + G13021A32 — (12021033 + A12023G31 — Q13022031 (2.14)

é fungdo determinante.

Proposicao 2.3. ( [18], p.189) Seja j um niimero natural com 1 < j < n — 1. Se A’ é a matriz
obtida de A por meio de uma transformagdo elementar L; <> Lj1, entdo D(A') = —D(A).

Demonstragdo. Considere a matriz Btalque B; = By = Aj+ Aj e B, = Aj,sei# je
i+
Da propriedade (P2) temos que D(B) = 0. Da propriedade (P1) (utilizada duas vezes),

obtemos a igualdade

Al Al Al Al
A; A; A; A;
0=DB)=D| "’ |+D T l4+D| T 4D T
A; Aja A; Ajn
| An | L An L An L An
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da qual segue o resultado, pois sabemos que, por (P2),

A, A,
D Al D Ajpr | _ 0.
A; Aj
- An - - A’,’L -

Corolario 2.3. ( [|I8], p.190) Se A é uma matriz com duas linhas iguais, entdo D(A) = 0.

Demonstra¢do. Com uma troca de linhas, podemos transformar a matriz A em uma matriz A’
com duas linhas adjacentes iguais. Logo, pela proposi¢cdao e pela propriedade (P2), temos
que D(A) = +£D(A") = 0. O

Corolario 2.4. ( [I8], p.190) Se A’ é a matriz obtida de A por meio de uma transformagdo
elementar L; <+ Lj, i,j =1,...,n, comi # j, entdo D(A") = —D(A).

Demonstragdo. Usando a mesma ideia da prova da proposigdo [2.3] considerando neste caso a
matriz B tal que B; = B; = A;+ A, e By, = Ay, se k # 1, j, obtemos o resultado com o auxilio
do corolario 2.3 O

Corolario 2.5. ( [18], p.190) Se uma matriz A" é obtida de uma matriz A na qual somamos a

uma linha um miiltiplo de outra, mantendo as demais inalteradas, entdo D(A') = D(A).

Demonstracdo. Parai < j, sejam

e S
A, Ai + LA,
A= e A= :
A; A

Temos pela propriedade (P1) que

D(A') = D(A) + tD(A"), (2.15)
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onde

Pelo coroldrio 2.3] temos que D(A”) = 0, portanto D(A") = D(A) +¢ -0 = D(A).

A// —

A

Ay

]

Corolario 2.6. ( [18], p.191) Se uma matriz A" é obtida de uma matriz A na qual somamos a

uma linha uma combinagdo linear de outras, mantendo as demais inalteradas, entdo D(A")

D(A).

Demonstragcdo. Parai < j < k, sejam

Utilizando repetidas vezes o coroldrio [2.5] obtemos o resultado.

A

A

A=

Ay

A+t A+t A

]

Corolario 2.7. Se uma das linhas de uma matriz A é combinagdo linear das demais, entdo,

D(A) = 0.

Demonstragdo. Parai=1,... ne A, =t; A +...+t;A;+...+t,A,,comt; € Kej#i,

sejam

Ay

A

hWA + . F A+ A,

Ay

A

Dos coroldrios [2.6]e 2.3] segue que D(A) = D(A’) = 0.
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2.4.1 Matriz de Vandermonde

Definicdo 2.14. Chamamos de matriz de Vandermonde a matriz M = [a;] € M(n) onde

1 1 .. 1
aq a9 e Ay,
2 2 2
M = a’l CLQ . an (2.16)
n—1 n—1 n—1
L 41 ay Gp

Notemos que os expoentes dos elementos da matriz vao de 0 a n— 1, de forma que os elemen-
tos descrevem uma progressao geométrica em cada linha que estio posicionados. Os elementos
ai,as, . ..,a, sao ditos elementos caracteristicos da matriz. A transposta dessa matriz também

¢ dita de Vandermonde.

Definicao 2.15. Seja V : M(n) — K tal que, parai < j,

pvV)= ][ (aj—a). (2.17)

1<i<j<n
Essa funcdo é chamada de determinante de Vandermonde de ordem n.

Demonstragcdo. A demonstracao serd feita por indugdo sobre n.
Para n = 2 o resultado segue da igualdade[2.13}

1 1

ayp Qg

V:

]:>D(V):a2—a1

Suponhamos entdo que a funcao seja valida para uma matriz M de ordem n — 1. Vamos
provar sua validade para uma matriz de ordem n, tal qual a descrita em

Utilizando o coroldrio [2.5] repetidas vezes e da seguinte forma, a partir da linha de indice
n: adiciona-se a linha de indice n, a linha de indice n — 1 multiplicada por —a;; em seguida
adiciona-se a linha de indice n — 1, a linha de indice n — 2 multiplicada por —a;. O processo
segue até a linha de indice 2, onde adiciona-se 2 mesma a linha de indice 1 multiplicada por

—aq, obtendo o determinante equivalente

1 1 1
a; — a1 a2 — a1 an — a1
2 _ 2 2
aj —a a; — aia a, — aa
1 1 2 142 n 1Un
D(V)=D (2.18)
al™ —a"? ay? —aya)? A
al™t —a"t ah ™t —ayal? a’ ! — aya"?



Reduzindo o determinante a termos semelhantes, temos

1 1
0 s — aq
0 aslay —a
D(V)=D 2(az — o)
0 ay 3(a2—a1)
0 ay 2(a2—a1)

Aplicando o Teorema de Laplace E] na primeira linha obtemos o determinante

a2 —

GQ(G2 - al)

ay>(az — a1)

L ab(as — ay)

Qp — Q1

an<an - al)

a 3(an —ay)

a

e
n
Z_Q(Qn —ap) i

Podemos perceber que cada coluna é um mdltiplo de um termo constante (a; — a;), com 2 <

7 < n. Evidenciando todos esses termos, obtemos

Na igualdade [2.19] o determinante

Dl

1

Qn

a 3

n—
n
n—2
Qp

¢ de ordem n — 1 e, por hipdtese de indugdo, é dado por

D/ = H ((Ij — CLZ‘)

2<i<j<n

'Para uma demonstragdo do Teorema de Laplace, verificar [21], p. 59 - 65
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Portanto

pV)= ] (@-a) [] (@—-a)= ][] (a;—a)

2<i<n 2<i<j<n 1<i<j<n
Assim, por induc¢do sobre n, o determinante de Vandermonde vale para toda matriz quadrada de
ordem n > 2. OJ

2.5 Interpolacao

Quando temos um conjunto discreto de pontos de uma fun¢do, mas desconhecemos sua
expressao, e queremos analisar um valor intermedidrio deste conjunto discreto, ou quando co-
nhecemos a expressdo de uma funcdo, mas para derivar e integrar essa funcao € um trabalho
complicado, podemos utilizar a interpolacdo para resolver tais problemas.

Interpolar uma funcao significa aproxima-la através de uma outra fun¢do, escolhida em uma

classe de fungdes previamente definidas tais que f(z;) = y; = g(x;).
x .

e @

/oS )

7 (x)

/ X.,.,_f(.\’,,}}
. X_J)_Etx.,,_f ()
T . * H—» X
Xo xl X] .x_l x4

Figura 2.1: Interpolagdo de uma fungdo f(x) por outra fungio g(x)ﬂ

Definicao 2.16 (Problema geral da interpolac¢do). Dada uma sequéncia de n reais r1 < x5 <
. < &y, um conjunto de pontos {(x;,y;) € I x R},_,, onde I = [x1,x,] e uma familia de

funcoes F; = {¢ : I — R}, encontrar uma funcdo [ € Fy tal que, para cada 1 < i < n,

J(z:) = yi. (2.20)

Chamamos a funcido f de funcio interpoladora dos pontos dados ou que f interpola os
pontos dados.

Exemplo 2.11. ( [16|], p.166) Um dos problemas mais simples de interpolacdo consiste em
encontrara a equagdo da reta que passa por dois pontos dados. Por exemplo, sejam dados o

conjunto de pontos (1,1), (2, 2) e a familia de funcoes Fj o:

Fug={f:[L2] > R;ze[1,2],  — f(z) =a+ bz} (2.21)

Zhttps://www.obaricentrodamente.com/2011/03/interpolacao-polinomial-parte-1.html, acesso em 16/04/2018.
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Para que uma fungdo [ € JF1 9 seja a fungdo interpoladora no conjunto de pontos dados,

precisamos que

by —
@+ 0T =1 (2.22)
a+ bry =y
ou seja,
b=1
ot (2.23)
a+2b=2

o0 que nos fornece a = 0 e b = 1, logo a funcdo interpoladora [ é tal que f(x) = x, para todo
x € [1,2].

(y) @
fix)

25 -

05 -

Figura 2.2: Fung@o interpoladora f(z) = x.

2.5.1 Interpolacao polinomial

A utilizacao dos polindmios na interpolacdo de func¢des deve-se ao fato de que estes sao mais
faceis de derivar e integrar, pois também sdo polindmios. De forma andloga a defini¢ido

podemos seguir com os polindmios, sendo agora F; a familia de fungdes polinomiais.

Definicio 2.17. ( [8], p.1) Dado um conjunto de n + 1 pontos (xqg, yo), (x1,Y1), - -, (Tn,Yn) €
R?, com x; # xj, para todo i # j, e um polinémio p(z) = a,x" + Un 2"+ 4 asx® +
a1z + ag, dizemos que p(x) é um polinomio de interpolacdo dos pontos dados se p(x;) = v,

paratodoi=0,1,... n.

Os pontos (z;, y;) sdo ditos nés de interpolacio.
Podemos verificar que esse polindmio € perfeitamente definido, i.e., seus coeficientes sao
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determinados, resolvendo o sistema linear

—1 2
ATy + ap12y  + ...+ axy + a1x9 + ag = Yo

~1 2
ATy + ap12] + . agxy a1+ a1 =0

(2.24)
n n—1 2 _
anT, + ap_1T, =+ ...+ a2x, + a12, +ag = Yn
que ¢ um sistema possivel e determinado, pois, escrevendo [2.24] na forma matricial
n n—1 2
Ty Ty N an, Un
n n—1 2
) oo oo 1 p— -
I 1 T n—1 Yn—1
=" (2.25)
n n—1 2
T, T, T, T, 1 ap Yo

podemos notar que a matriz dos coeficientes, formada pelos x;, € a matriz de Vandermonde, que
tem determinante diferente de zero pois x; # x;, para todo i # j.

Dependendo da quantidade de nds de interpolagdo utilizados, resolver o sistema linear [2.24]
demanda muito trabalho, e pode levar a alguns erros. Para uma maneira mais rapida de encontrar

o polindmio de interpolagdo, podemos utilizar os polindmios interpoladores de Lagrange.

Definiciio 2.18. ( [8], p.3) Sejam n+1 pontos (xo, yo), (T1, Y1), - - -, (Tn, Yn), com x; # x; para
todo i # j. O polinomio de interpolacdo de Lagrange é dado por

L(z) =Y yjl(z) (2.26)
j=0

onde

n
l(:L‘)— H r — Tk . T — Xo T —Tj-1 ) T — Tj4+1 r — Ty (227)
k0 kit Tj— Tk T; — Zo Tj —Tj—1 Tj — Tj41 Tj— Tp

Demonstracdo. Dados os n6s de interpolag@o (z;, y;), mostraremos que L(z;) = y;, i.e, que

1,se1=7
li(z:) = { e (2.28)
0,sei#J
De fato, para i = j, temos
Li(as) = xi_x()”.xi_xi—l '%‘—%‘H”.xi—% —1
T; — Zo Ty — Ti—1 Tj — Ti41 Ty — Tp
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Para i # j

Ti — Zo Ti—=Tj—1 Ti = Tj+1 Ly — Tk Ti — Tn
l](.TZ): .. J . J .. :O,

T; — Zo Tj —Tj—1 Tj — Tj41 Tj — Tk Tj — Tp

pois k # j, mas para algum k, k = i entdo

.Tj—ﬂfk :cj—:cl-

Sendo assim, temos

L(z;) = Z yilj(xi)

= yolo(z;) + ... +yimalizi(z) + vili(xi) + yiraliva (@) + .o+ ynln(24)
— 0+...404y-140+...+0=1y,.

Portanto, L(x;) = y;, para todo i. O

Exemplo 2.12. Determinar f € Fjy o) sabendo que f(0) =2, f(1) =4 e f(2) = —6.
Solugdo: Primeiramente obtemos os l;(x):

C(z-1D(@x-2) 2* 3z
bw) =0 ho=2 "2 2 !
(z —0)(z —2) 2
lL(z) = T + 2z

=0z —1) 2*
L) = The-n T2 2

Entdo

f@) = fO)lo(x) + f()h(z) + f(2)l2(z)

x? 3 o
o (T ) (- t2) -6 (-2
(2 2+)+ (x+93) 6<2 2)

= —62°+ 8z + 2.

Das defini¢des e[2.18] temos o seguinte teorema.

Teorema 2.7. Dados n + 1 pontos de interpolagdo, existe um tinico polindémio p(x), de grau

< n, que contém tais pontos.

Demonstracdo. A existéncia de p(x) é garantida pelo polindmio interpolador de Lagrange.
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20 1 1 1 1

Figura 2.3: Funcdo interpoladora f(r) = —62° 4 8z + 2.

Provemos entdo a unicidade. Sejam p(z) e ¢(x) dois polindmios de grau < n, de modo que
dados n + 1 pontos (zo, %), - - -, (Zo, %), P(zi) = q(z;) = yi. Sejar(z) = p(z) — q(v) e

supomos 7(z) # 0. Entdo

r(x;) =p(x;) —q(x;) =y —y; = 0.

Como r(x) tem também grau < n, podemos dizer que r(x) tem no minimo n+ 1 raizes distintas
Zo, ..., T,. Entdo

r(z) = (x—xo)...(x —x,) - s(x),

sendo s(z) um polindmio. Mas isso implica que ou o grau de r(x) seja > n + 1, ou r(z) = 0,

sendo uma contradicdo pois ultrapassa o grau mdximo definido. Logo, a tnica op¢do é que

r(z) =0= p(x) —q(z) =0 < p(z) = q()
0

Exemplo 2.13. ( /23], p.88 - adaptacdo nossa) A tabela a seguir apresenta a populagdo do
Estados Unidos da América de 1940 a 1980.

Ano 1940 1950 1960 1970 1980
Populagdo | 132 165 000 | 151 326 000 | 179 323 000 | 203 302 000 | 226 542 000

Estime a populagcdo no ano de 1965.
Solugdo: Definiremos x — ano e f(x) — populagdo. Pelo teorema é garantida a
existéncia de um polinomio p(x) de grau < 4 que interpola os pontos (z, f(x)). Utilizando o
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polinémio interpolador de Lagrange:

1965 — 1950)(1965 — 1960) (1965 — 1970)(1965 — 1980

( ) ) ) )
l1910(1965 = 0.0234375
1940(1965) = (1940 — 1950)(1940 — 1960)(1940 — 1970)(1940 — 1980)
Lo (1065) = (1965 — 1940) (1965 — 1960)(1965 — 1970)(1965 — 1980) _ .
1990 (1950 — 1950)(1950 — 1960)(1950 — 1970)(1950 — 1980)

(1965 — 1940)(1965 — 1950)(1965 — 1970)(1965 — 1930)
L1060(1965 = 0.703125
1960(1965) = (1960 — 1940)(1960 — 1950)(1960 — 1970)(1960 — 1980)
Lioro(1065) = (1965 — 1940) (1965 — 1950) (1965 — 1960)(1965 — 1980) _ .
1970 (1970 — 1940)(1970 — 1950)(1970 — 1960)(1970 — 1980)

(1965 — 1940)(1965 — 1950)(1965 — 1960)(1965 — 1970)
L19s0(1965 —0.0390625
1980(1965) = (1980 — 1940)(1980 — 1950)(1980 — 1960)(1980 — 1970)

Entdo
p(1965) =

£(1940) - 11940(1965) + f(1950) - L1950(1965) + £(1960) - l1960(1965) +
F(1970) - L1g70(1965) + f(1980) - L1980(1965)
— 191987929.6875

Portanto, a populacdo em 1965 era de aproximadamente 191 987 930 habitantes.
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Capitulo 3

Panorama da Matematica no Brasil e a
Metodologia de Resolucao de Problemas

No presente capitulo avaliamos o panorama da Matemdtica no Brasil sob a dtica de duas
avaliacOes de larga escala, uma internacional e outra nacional. Em seguida, apresentamos os
resultados obtidos em uma pesquisa feito com professores de Matematica, com relacdo as suas
praticas em sala de aula. Para finalizar, expomos a metodologia de resolucdo de problemas
e como esta pode ajudar na soluc@o de dificuldades encontradas no ensino de Matemdtica na

Educacao Bésica.

3.1 Panorama da Matematica no Brasil

A discussio sobre o ensino de Matematica tem se intensificado nos ultimos anos. Dados
obtidos de avaliacdes de larga escala, como o Programa Internacional de Avaliagdao de Estudan-
tes - PISA e Prova Brasil, instrumento utilizado no Sistema de Avaliacdo da Educacdo Bésica
- SAEB, mostram que os estudantes brasileiros estdo sempre aquém dos resultados minimos
esperados.

Segundo o INEP:

O Programme for International Student Assessment (PISA) - Programa Internacional de Ava-
liacdo de Estudantes - é uma iniciativa de avaliacdo comparada, aplicada de forma amostral a es-
tudantes matriculados a partir do 7° ano do ensino fundamental na faixa etdria dos 15 anos, idade
em que se pressupde o término da escolaridade bdsica obrigatéria na maioria dos paises. O Pisa é
coordenado pela Organizac¢do para Cooperagdo e Desenvolvimento Economico (OCDE), havendo
uma coordenagdo nacional em cada pais participante. No Brasil, a coordenagdo do Pisa € respon-
sabilidade do INEP. O objetivo do PISA € produzir indicadores que contribuam para a discussdo da
qualidade da educagao nos paises participantes, de modo a subsidiar politicas de melhoria do ensino
bésico. A avaliacdo procura verificar até que ponto as escolas de cada pais participante estdo prepa-
rando seus jovens para exercer o papel de cidaddos na sociedade contemporanea. As avaliacdes do
PISA acontecem a cada trés anos e abrangem trés dreas do conhecimento - Leitura, Matemadtica e
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Ciéncias - havendo, a cada edi¢do do programa, maior énfase em cada uma dessas éreas

Segundo dados obtidos nas provas do PISA realizadas no periodo de 2000 a 2012, o Brasil
teve um aumento na pontuacdo média em Matemadtica, mas em 2015, a mesma média sofreu
um decréscimo significativo de 12 pontos. Mesmo experimentando um periodo de aumento nas

médias em Matemadtica, os resultados estiveram sempre abaixo da média da OCDE.

386 391 -
370

356
334

2000 2003 2006 2009 2012 2015

Figura 3.1: Evolucao do desempenho dos estudantes no PISA nos dltimos 15 anosE]

No PISA de 2015, foi constatado que 70,25% dos estudantes brasileiros estdo abaixo do
nivel basico de proficiéncia em Matematica, e destes, 43, 74% estdo abaixo do nivel mais baixo
de proficiéncia na disciplina. Com relagdo ao desempenho médio em Matemadtica, a média do
Brasil foi de 377 pontos, muito abaixo da média dos paises da OCDE, que é de 490 pontos,
ficando na penultima posi¢do entre os quatorze paises avaliados. Considerando as unidades
federativas brasileiras, 0 Amazonas obteve média de 378 pontos, ficando na 10 posicéo.

Conforme define o INEP:

O Sistema de Avaliacdo da Educacdo Bésica - SAEB, instituido em 1990, é composto por um
conjunto de avaliagcdes externas em larga escala e tem como principal objetivo realizar um diag-
nostico da educagdo bdsica brasileira e de alguns fatores que possam interferir no desempenho do
estudante, fornecendo um indicativo sobre a qualidade do ensino ofertado. O levantamento produz
informagdes que subsidiam a formulacio, reformulagdo e o monitoramento das politicas publicas
nas esferas municipal, estadual e federal, visando a contribuir para a melhoria da qualidade, equi-
dade e eficiéncia do ensino. Além disso, procura também oferecer dados e indicadores sobre fatores
de influéncia do desempenho dos alunos nas dreas e anos avaliados. E]

No SAEB , o desempenho do Brasil, no periodo de 1995 a 2015, no ensino fundamental -
anos iniciais e anos finais teve um aumento na média de 28 pontos e 3 pontos, respectivamente.
No ensino médio, € observado um decréscimo nas médias, que teve seu dpice em 1997 com 289
pontos e seu menor em 2015, com 267 pontos.

"Fonte: http://portal.inep.gov.br/pisa

Fonte:https://g1.globo.com/educacao/noticia/brasil-cai-em-ranking-mundial-de-educacao-em-ciencias-
leitura-e-matematica.ghtml

3Fonte: http://portal.inep.gov.br/educacao-basica/saeb
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Figura 3.2: Desempenho médio em Matematica no SAEBEl

Para o movimento Todos pela Educacdo, formado por representantes de diversos setores da
sociedade, o Brasil estd, em média, 124 pontos abaixo da proficiéncia adequada em Matematica
no nivel de ensino médio que, baseado na escala do SAEB, deveria ser de 350 pontos.

350
2T 273 275 275 270 6T I

2005 2007 2009 2011 2013 2015 Adequado®

*Critério estipulado pelo movimento Todos Pela Educacdo, com base na escala do Saeb (Sistema
de Avaliacdo da Educacdo Basica)

Figura 3.3: Desempenho médio em Matemadtica no SAEB - Ensino MédioEl

Nesse contexto tanto o papel do aluno quanto o do professor sdo questionados, do ponto de

vista de suas atribui¢des. Segundo Oliveira [24]:

“Fonte: http://portal.inep.gov.br/educacao-basica/saeb/resultados
3Fonte:http://www.robsonpiresxerife.com/notas/desempenho-do-ensino-medio-em-matematica-e-o-pior-

desde-2005/
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Na atualidade, a formag@o do aluno prioriza o saber pensar e este deve ser o liame da construgio
das diversas atividades que permitam ao aluno se identificar com as situa¢des criadas; participar com
as caracteristicas e habilidades que lhe sdo préprias; perceber as diversas aplicagdes no dia a dia;
atender ao desenvolvimento de suas competéncias; e despertar para novas habilidades. ( [24], 2017,
p.22)

O papel do professor de Matemdtica deixa de ser o de transmissor de contetdo, e, segundo
Miguel ( [22], 2011) passa a ser de mediador do processo de constru¢do do conhecimento
matematico, criando situagdes pedagdgicas onde o aluno possa desenvolver suas competéncias
e habilidades para solucionar problemas propostos, € ndo uma mera repeticdo mecanica de
calculos.

Nessa mediacdo do conhecimento matemadtico, existem diversos problemas que dificultam
0 processo, tais como falta de apoio técnico-pedagdgico, superlotacdo de salas de aula, tempo
restrito para preparo de aulas e desinteresse e o baixo rendimento dos alunos nas aulas. Mostrar
aos alunos que a Matematica ndo € um conjunto de regras que ja surgiu pronto, mas sim que foi
fruto da experiéncia humana ao longo do tempo € um dos principais desafios dos professores
desta disciplina. Para contornar tal situagcdo, surgem diversas correntes de ensino de matema-
tica, tais como a Metodologia da Resolucdo de Problemas, Modelagem Matematica, Historia
da Matemdtica, e utilizagdo de jogos, atividades lidicas e softwares tais como Planilhas Ele-
tronicas, Geometria Dindmica e os Sistemas Algébricos Computacionais ou CAS (Computer
Algebra System), entre outros. Destas, destacamos a Metodologia da Resolu¢ao de Problemas.

3.2 A Metodologia da Resolucao de Problemas

A Metodologia da Resolucdo de Problemas tem como objetivo tirar o aluno da sua postura
tradicional passiva, para uma postura ativa e interessada, que adquiram habilidades e estratégias
para obterem novos conhecimentos por si s6, € ndo recebendo conteidos prontos e acabados.

Segundo Soares e Pinto:

Visando-se uma sociedade mais justa, capaz de intervir no desenvolvimento da humanidade
critica e criativamente, buscando uma melhoria na qualidade de vida do cidadao, ndo € suficiente
apresentar conhecimentos cristalizados e fora do contexto moderno. E preciso fazer com que os alu-
nos tornem-se pessoas capazes de enfrentar situacdes diferentes dentro de contextos diversificados,
que fagam com que eles busquem aprender novos conhecimentos e habilidades. S6 assim estardo
mais bem preparados para adaptar-se as mudancas culturais, tecnoldgicas e profissionais do novo
milénio. ( [29]], 2001, p.1)

Diversos autores defendem a Resoluciao de Problemas como metodologia a ser utilizada no
ensino da Matematica. Para Onuchic e Allevato [25]], sdo razdes para o uso da Resolucdo de
Problemas:

1. Na resolugcdo de problemas, o foco da atencdo dos alunos e sobre ideias e sobre dar

sentido;
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2. A resolugdo de problemas desenvolve o poder matemdtico (avaliar, conjecturar, estimar);

3. A resolugdo de problemas desenvolve a crenca de que os educandos sdo capazes de fazer

Matematica e de que Matemadtica faz sentido;

4. A resolugdo de problemas prové dados para uma avaliacao continua.

Um aspecto que se pode destacar em ensinar Matematica através da Resolu¢do de Problemas,
além dos citados anteriormente, € a possibilidade de mostrar como a maioria dos conceitos ma-
tematicos estudados atualmente foram desenvolvidos, através de situagdes-problemas relacio-
nadas na Histéria da Matemdtica. Analisar o contexto histérico e os problemas que culminaram
em conteudos matemdticos estudados hoje mostra ao aluno, segundo a Base Nacional Comum
Curricular (2018), que a matematica € fruto da experiéncia humana ao longo da histéria, e que

ela ndo € algo que surgiu pronta, que € para poucos e que € estudada por puro deleite intelectual.

O desenvolvimento gradual desse campo do saber, por seres humanos inseridos em culturas e
sociedades especificas, confere a ela (a Matematica) valores estéticos e culturais, e fornece uma lin-
guagem com a qual pessoas de diferentes realidades podem se comunicar, com precisdo e concisao,
em vdrias dreas do conhecimento. ( [3]], 2018, p.522)

Outro aspecto da Resolugao de Problemas que se pode destacar € a possibilidade de trabalhar
o cardter interdisciplinar da Matemadtica. Segundo Machado, a fragmentacdo dos objetos do
conhecimento e a dificuldade de enquadrar fendmenos que acontecem fora do ambiente escolar
em uma unica disciplina sdo os pontos principais da discussao acerca de interdisciplinaridade.

Nesse segundo ponto ele cita:

Hoje, a Fisica e a Quimica esmit¢am a estrutura da matéria, a entropia € um conceito funda-
mental na Termodindmica, na Biologia e na Matemadtica da Comunicag¢ao, a Lingua e a Matematica
entrelacam-se nos jornais didrios, a propaganda evidencia a flexibilidade das fronteiras entre a Psi-
cologia e a Sociologia, para citar apenas alguns exemplos. ( [19], 1993, p.24)

Miguel fala da importancia do enredamento no ensino e aprendizagem de Matematica. Para

ele, o enredamento é a

organizacdo das ideias matemadticas em articulacdo com as diversas dreas do conhecimento
posto que elas ndo surgem do nada; pelo contririo, muitas ideias matematicas nem surgiram em
contextos exclusivamente matematicos como, por exemplo, a bela teoria dos exponenciais. ( [22],
2011, p.379).

Esse enredamento nada mais é que o aspecto interdisciplinar da Matematica. No momento
que o aluno percebe esse elo entre os conceitos matematicos estudados e as outras ciéncias, a
Matematica passa a fazer sentido para ele, e que ndo é apenas um conjunto de regras e técnicas,
respondendo ao anseio de saber qual a utilidade de determinados conceitos aprendidos em sala
de aula ( [24], 2017).
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Dessa forma, a Metodologia da Resolucdo de Problemas tem o propoésito de reformular o
ensino e aprendizagem de Matematica, frente aos avancos técnicos e tecnolégicos, formando no
aluno o cardter investigativo, capaz de confrontar e resolver situagdes do cotidiano, e rompendo
com as aulas tradicionais de Matemadtica onde se apresenta inicialmente a definicao do contetido
a ser estudado, seguido de uma série de exercicios de fixagdo que ndo passam de mera repeticao

mecanica.
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Capitulo 4

O polinomio interpolador de Lagrange
como instrumento motivador do
ensino-aprendizagem de polinomios e
funcoes polinomiais

Neste capitulo expomos, a principio, os motivos que levaram ao desenvolvimento da proposta
de utilizacdo do Polindmio Interpolador de Lagrange. Em seguida, apresentamos uma proposta
de intervencdo no ensino de polindmios e fun¢des polinomiais utilizando o PIL juntamente a

Metodologia da Resolu¢do de Problemas.

4.1 Aspectos motivadores da proposta de utilizacao do Po-
linomio Interpolador de Lagrange no processo de ensino-
aprendizagem de func¢oes polinomiais e polinomios na edu-
cacao basica

Segundo a Base Nacional Comum Curricular ( [3]], 2018), a drea de Matematica e suas Tec-
nologias deve ampliar e aprofundar que os conhecimentos matemdtico aprendidos na etapa do
ensino fundamental. Enquanto que no ensino fundamental as habilidades em Matemdtica estdo
dividas em: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e medidas, Probabilidade e Estatistica,
as habilidades no ensino médio estdo articulados em pares de ideias fundamentais: variacao e
constancia, certeza e incerteza, movimento e posi¢cdo e relacdes e inter-relagdes. Essa organi-
zacdo tem como objetivo mostrar a articulacdo da Matemética com as outras areas do conheci-
mento, principalmente com as Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias.

Ao se denominar a drea como sendo nio s6 de Ciéncias e Matematica, mas também de suas

Tecnologias, sinaliza-se claramente que, em cada uma de suas disciplinas, pretende-se promover
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competéncias e habilidades que sirvam para o exercicio de intervencdes e julgamentos praticos. Isto
significa, por exemplo, o entendimento de equipamentos e de procedimentos técnicos, a obten¢do
e andlise de informagdes, a avaliacdo de riscos e beneficios em processos tecnoldgicos, de um

significado amplo para a cidadania e também para a vida profissional.( [1], 1997, p.6)

Dessa forma, a BNCC cita as habilidades especificas de Matematica e suas Tecnologias para

0 ensino médio, em um total de cinco:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacdes em di-
versos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou
ainda questdes econdmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar
uma formacao cientifica geral. 2. Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar
de acdes para investigar desafios do mundo contemporineo e tomar decisdes éticas e socialmente
responsdveis, com base na andlise de problemas de urgéncia social, como os voltados a situacdes de
saude, sustentabilidade, das implica¢des da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recor-
rendo a conceitos, procedimentos e linguagens proprios da Matemadtica. 3. Utilizar estratégias, con-
ceitos e procedimentos matematicos, em seus campos (Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas,
Geometria, Probabilidade e Estatistica) para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo das solugdes propos-
tas, de modo a construir argumentacdo consistente. 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e
fluidez, diferentes registros de representagdo matematicos: algébrico, geométrico, estatistico, com-
putacional etc., na busca de solucdo e comunicacao de resultados de problemas, de modo a favorecer
a construgdo e o desenvolvimento do raciocinio matemadtico. 5. Investigar e estabelecer conjecturas
a respeito de diferentes conceitos e propriedades matemdticas, empregando recursos e estratégias
como observacdo de padrdes, experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstrag¢do cada vez mais formal na validag@o das referidas conjecturas.( [3],
2018, p.523)

Para que essas habilidades sejam de fato geradas nos alunos, € necessario uma revisao da
forma e da metodologia empregadas no ensino da Matemdtica, que atualmente se resume em
definicdes exemplos, seguidos de exercicios de fixacdo e aplicacdo; essas definicdes sdo apre-
sentadas de forma fragmentada, e faz com que o aluno ndo perceba ou estabeleca relagcdes entre
tais definicdes, mesmo abordadas de forma completa ( [1], 1997). Podemos citar como exemplo
a maneira que € apresentado o conceito de Funcao.

De acordo com os PCN’s:

O ensino isolado desse tema néo permite a explorag@o do carater integrador que ele possui. De-
vemos observar que uma parte importante da Trigonometria diz respeito as fungdes trigonométricas
e seus graficos. As sequéncias, em especial progressdes aritméticas e progressdes geométricas, nada
mais sdo que particulares fungdes. As propriedades de retas e parabolas estudadas em Geometria
Analitica sdo propriedades dos gréaficos das fun¢des correspondentes. Aspectos do estudo de polind-
mios e equagdes algébricas podem ser incluidos no estudo de fungdes polinomiais, enriquecendo o
enfoque algébrico que ¢é feito tradicionalmente. Além das conexdes internas a propria Matema-
tica, o conceito de fun¢cdo desempenha também papel importante para descrever e estudar através
da leitura, interpretacdo e construgdo de graficos, o comportamento de certos fendmenos tanto do
cotidiano, como de outras dreas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe,
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portanto, ao ensino de Matemdtica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com
o conceito de fungdo em situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situagcdes
problema de Matematica e de outras dreas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solugdo, ajus-
tando seus conhecimentos sobre fungdes para construir um modelo para interpretagdo e investigacao
em Matematica.( [1], 1997, p.43.,44)

A Proposta Curricular do Ensino Médio de Matematica e suas Tecnologias, da Secretaria
de Estado de Educagdo e Qualidade do Ensino do Estado do Amazonas (SEDUC-AM), no
4° bimestre do 3° ano, no eixo tematico Situagcées-Problema em Matemciticaﬂ contempla o
conteddo programdtico a cerca de Fun¢des Polinomiais e Polindmios, onde deseja-se levar o
aluno a competéncia de "modelar e resolver problemas que envolvam varidveis socioecono-
micas ou técnico-cientificas, utilizando representacdes algébricas"( [2], 2012, p.54), para isso,
desenvolvendo nele as habilidades de resolver situacdes-problema onde seja preciso modelar
algébricamente, para construir argumentos e assim poder intervir na realidade.

Em contraste temos a maneira como os livros didaticos abordam o conteido de Fung¢des
Polinomiais e Polindmios. Para essa andlise, utilizamos alguns livros que fizeram parte da
escolha, para as escolas estaduais do Amazonas, do Programa Nacional do Livro Didéticcﬂ
(PNLD) em 2018. Notamos sem dificuldade que seguem a mesma disposi¢do de topicos para

este contetiido, que se resume em:
1. Polinémio e Fung¢do polinomial
2. Adigdo, subtracdo e multiplicacao entre polindmios
3. Divisdo com polindomios (Teorema do Resto, D’ Alembert, Dispositivo de Briot-Rufini)
4. Equacgdes Polinomiais
5. Relagdes de Girard
6. Teorema Fundamental da Algebra
7. Raizes Complexas

Podemos perceber também que o estudo das Fun¢des polinomiais e dos polindmios € iniciado
por exemplos que, ao aluno, ndo fazem muito sentido, como recortes em figuras planas ou
volume de sélidos geométricos cujas arestas tem uma variavél x; outros apenas citam situacoes
que podem ser expressas via funcdes polinomiais. Chavante [10], diz que o aluno, em estudos

anteriores, viu como func¢des que se aplicam em diversas situacdes do cotidiano.

Em estudos anteriores, vimos que as fungdes se aplicam em diversas situagdes do dia a dia,
como modelar fendmenos naturais, analisar movimentos e trajetdrias de particulas, calcular o lucro

de um produto em fung¢do de seu custo de producdo e das vendas realizadas ou avaliar as condigdes

Lver [2], p.54
Zreferéncias [6]], [[12]], [30] e [10].
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de mercado para um investimento. Além disso, vocé (o aluno) provavelmente estudou alguns tipos
de fungdes polinomiais, porém, com outros nomes de fungdo afim e quadrética. ( [10]], 2016, p.212)

Em seguida é dada a defini¢do de Fun¢do Polinomial e segue-se com a proposta do livro. De
forma andloga temos Souzzﬂ , na pagina 258.

Apesar de o aluno haver estudado anteriormente as fungdes e ter visto algumas aplicacdes
em situacdes-problema, isso aconteceu na etapa inicial do ensino médio, e até chegar a etapa
final, onde o contetdo € visto no dltimo bimestre, na maioria dos casos jad ndo consegue lem-
brar dessas aplicagdes, e apenas citd-las ndo desperta tanto interesse quanto ver a fungao e sua
manipulacdo numérica.

)

O - 2x

i

il
rsmmme .
il

T

——

Figura 4.2: Exemplo utilizado por [6].

Dante [12] e Balestri [6] iniciam os capitulos utilizando exemplos geométricos. Em [12],
pagina 173, utiliza-se um retdngulo de arestas x e x + 3 e pede para determinar as expressoes
do perimetro e drea da figura; em seguida usa-se dois cubos: um de arestas x, e outro de arestas
x + 2, e pede-se para as expressdes das suas dreas totais e dos volumes. Em [6]], pagina 252,
pede-se a expressdo do volume V' da figura a seguir, que representa uma folha de papeldo de
medidas 140 cm e 60 cm, que serd recortada onde estdo as linhas continuas e dobrado onde
estdo as linhas tracejadas.

3Vale ressaltar que o autor dedica uma sessdo do capitulo para uma contextualizacdo, mas isso s6 é feito ap6s
as defini¢des e exercicios de fixagdo serem trabalhados.
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Apesar de vermos nestes ultimos uma aplicacdo em forma de uma situacio-problema, es-
tes exemplos ndo trazem o sentido que o aluno atual busca encontrar, pois ndo apresenta um
vinculo com o cotidiano do aluno. Segundo Fagundo [17], mesmo apresentando tais situagdes-
problemas aos alunos para que resolvam em sala,

geralmente constatamos que a resolug@o de problemas € tratada na escola, de forma geral, de modo
desmotivador, como um conjunto de exercicios de fixa¢do/aplica¢do. Nesse modo de agir, a tarefa
do aluno geralmente se resume em "descobrir"a conta, férmula ou procedimento algoritmico para
a solugdo. Perde-se com isso o aspecto lidico que um problema pode assumir quando é encarado
como um desafio. ( [17] apud MIGUEL, 2017, p.15)

Outro ponto que se pode considerar sdo as prdtica e metodologias utilizadas por grande
parte dos professores de Matematica. Foi realizada uma pesquisa através de um questionario
online, onde participaram 83 professores de Matematica; esse questiondrio continha perguntas
relacionadas as praticas utilizadas nas aulas de funcdes polinomiais e polindmios. A seguir
temos os resultados obtidos.

M Comego definindo
formalmente.

| Utilizo assim como esta no
livro.

m Proponho um problema aos
alunos, o qual gera uma
fungdo polinomial.

m Comego citando uma
aplicagdo no cotidiano, em
seguidaa definigdo.

Figura 4.3: Apresentacdo do contetido aos alunosEl

Na figura 4.3 percebemos que, ao iniciar os contetidos de fungdes polinomiais, 40% dos
professores entrevistados fazem apenas uma citacdo de uma aplicacdo destas fungdes, nio per-
mitindo aos alunos visualizar a fun¢do e tdo pouco a manipular; logo em seguida, contando
com 23% dos entrevistados, iniciam logo pela defini¢do. Esse tipo de pratica acaba por fazer o
conteudo ser pouco atrativo ao aluno, o que acaba desestimulando o processo de aprendizagem
deste conteudo.

“Fonte: Elaborado pelo autor.
SFonte: Elaborado pelo autor.
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W Sim.
m N3o.

Figura 4.4: Pesquisa de problemas contextualizados para utilizacao nas aulasﬂ

Na figura 4.4 podemos ver que a grande maioria dos professores pesquisa problemas contex-
tualizados para suas aulas de fungdes polinomiais e polindmios, o que favorece o processo de
aprendizagem, uma vez que permite aos alunos visualizar aplicacdes do contetido em situagdes

reais.

W Sim.
W Ndo.

Figura 4.5: Utilizagdo de problemas associados as Ciéncias da Natureza e suas Tecnologiasﬂ

De forma andloga a figura 4.4, a figura 4.5 também mostra uma conduta favordvel a apren-

dizagem de fun¢des polinomiais e polindmios por parte dos professores entrevistados.

®Fonte: Elaborado pelo autor.
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W Sim.
m N3o.

Figura 4.6: Utilizacao de tecnologias digitaisﬂ

Na figura 4.6 vemos que poucos professores utilizam tecnologias digitais para suas aulas.
Diante de uma sociedade onde a tecnologia estd presente em todas as atividades cotidianas,
essa pratica acaba prejudicando o processos de ensino e aprendizagem nao s6 das funcdes poli-
nomiais e dos polindmios, mas de qualquer tépico da Matematica. Para justificar essa atitude,

responderam os professores conforme a figura4.7.

m Na escolaem que trabalho
ndo ha laboratério de
informatica.

M Os alunos sdo
desinteressados, ndo fazendo
diferencaa utilizagdo de
recursos tecnoldgicos.

m Ndo conhego esse software.

mOtempodeaulaé
insuficiente para a utilizagdo
destesrecursos.

Figura 4.7: Utilizacdo de tecnologias digitaisﬂ

"Fonte: Elaborado pelo autor.
8Fonte: Elaborado pelo autor.
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O maior obstaculo relacionado pelos professores para a utilizacdo de tecnologias digitais nas
aulas € a falta de laboratdrio de informatica nas escolas em que trabalham, seguido pelo tempo
insuficiente das aulas. Hoje existem diversas alternativas para contornar tal situacdo, como a
utilizacdo de aplicativos voltados para o ensino de Matematica desenvolvidos para smartphones
e tablets, citando como exemplo o Calculadora Grdfica GeoGebra, que € de facil utilizacdo e

ndo necessita estar conectado a internet para seu uso.

M Desinteresse.

M Falta de conhecimentos
prévios em Matematica.

Né&o veem sentido nos
conteudos, pois ndo
conseguem associa-losao seu
cotidiano.

Figura 4.8: Dificuldades percebidas nos alunos para aprendizagem de fungdes polinomiaisﬂ

Na figura 4.8 a maior causa apontada pelos professores entrevistados para a dificuldade que
os alunos experimentam acerca das func¢des polinomiais € a falta de conhecimentos prévios de
conceitos matematicos, seguido do desinteresse € da dificuldade em reconhecer este conteudo
em situacdes reais. Ao iniciarmos o estudo de fun¢des polinomiais - 0 mesmo para qualquer t6-
pico em Matemédtica - sem utilizar recursos que o liguem a contextos reais, partindo diretamente
para a definicdo matemadtica (conforme figura 4.3) acaba por desmotivar o aluno, uma vez que
este pode ter suas competéncias e habilidades pouco desenvolvidas, e isso acaba por afasti-lo

mais da Matematica.

4.2 A proposta de utilizacio do Polinomio Interpolador de
Lagrange

Desse cendrio surge a proposta de utilizacdo do Polindmio Interpolador de Lagrange para
motivar tanto o processo de ensino, por parte do professor, quanto o de aprendizagem, por parte

do aluno.

°Fonte: Elaborado pelo autor.
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A grande vantagem de sua utilizagdo € o de conseguir trazer todos esses objetivos que buscam
a BNCC, os PCN’s e a Proposta Curricular da SEDUC-AM. Através de situagdes-problemas
relacionadas as diversas dreas, mostra aos alunos o aspecto interdisciplinar da Matematica, pos-
sibilitando uma melhora ndo s6 na aprendizagem desta, mas também das Ciéncias da Natureza
e suas Tecnologias; mostra como a Matemdtica foi desenvolvida pela humanidade: na busca de
resolver problemas reais, oportunizando ao aluno a utiliza¢ao de suas habilidades ja desenvolvi-
das em Matematica na busca de uma solu¢do para o novo problema e, assim, promovendo nele
o desenvolvimento de novas habilidades e do conhecimento cientifico.

Outra vantagem da utiliza¢do do Polindmio Interpolador de Lagrange € o de dar aos alunos
mais uma ferramenta matemadtica para a resolu¢do de problemas relacionados a determinagdo de
fungdes polinomiais dados alguns de seus pontos cartesianos. Como o Polindmio Interpolador
de Lagrange nao faz parte do conteido bésico do ensino médio, em grande maioria quando se
quer determinar uma fun¢ao polinomial sabendo alguns dos seus pontos, monta-se um sistema
linear para tal.

Além disso, pode-se construir os graficos das funcdes interpoladoras e determinar as respec-
tivas expressoes utilizando software de geometria dindmica, como o GeoGebra, sem deslocar
os alunos da sala de aula, através da sua versao para smartphones e tablets.

A metodologia dar-se-ia assim:

1. Primeiramente € apresentada aos alunos, que podem ser organizados em grupos, uma

situac@o-problema e pedido para que eles tentem resolvé-la.

2. Pergunta-se aos alunos se algum deles obteve uma possivel solu¢c@o. Se sim, a expde e a
discute juntamente com os outros alunos, para verificar sua validade; se ndo, pergunta-se

qual foi a dificuldade que eles tiveram para ndo conseguirem uma possivel solucao.

3. Em seguida, € levantado um questionamento: "serd que ndo existe uma maneira de se
conseguir respostas para essa situacdo?"; apds, € apresentado o Polindmio Interpolador

de Lagrange.
4. Utiliza-se o Polindomio Interpolador de Lagrange para resolver o problema.

5. Propde-se mais algumas situagdes-problema para os alunos aplicarem o Polindmio Inter-

polador de Lagrange.

E importante que as situagdes-problema utilizadas contemplem diversas dreas das Ciéncias
da Natureza e dreas afins a Matematica, para que nao recaia no processo de questdes repetitivas,
onde se resumem em alterar apenas alguns valores numéricos. O professor pode até fazer uso
da modelagem matemética para elaborar essas situagdes-problema, envolvendo um momento
de pesquisa dirigida junto aos alunos, a fim de trazer algo mais préximo do cotidiano destes.
E possivel também adaptar alguns exercicios de livros de Cdlculo Numérico para os alunos do

ensino médio.
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Apesar do método exigir bastante cdlculo numérico, deve ser permitida a utilizacao de cal-
culadoras para efetuar as operacdes, uma vez que o objetivo principal ndo € testar a habilidade
em cdlculos numéricos dos alunos e sim mostra uma aplicacdo de fungdes polinomiais e po-
lindmios.

Como exemplo de situacdes-problema, segue um de autoria prépria, utilizando dados de
pesquisa do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica - IBGE, e tomando como referéncia
o exemplo apresentado em [2.13]

Exemplo 4.1. A seguir temos alguns dados acerca da populacdo do Estado do Amazonas no
periodo de 1970 a 2017, segundo o IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica):

Ano 1970 1980 2010 2015 2017
Populagdo | 955235 | 1430089 | 3476 658 | 3 938 336 | 4063 614

(a) Com esses dados, seria possivel descobrirmos qual era a populagdo do Estado do Ama-

zonas no ano 2000?.

(b) Seria possivel encontrarmos uma relagdo matemdtica que nos fornecesse, para qualquer
ano entre 1970 e 2017, a populacdo neste ano requerido? Utilize o software de geometria

dindmica GeoGebra para isso.

(c) Faca uma pesquisa e verifique qual valor foi determinado pelo IBGE para a populacdo
amazonense neste mesmo ano e compare com o valor encontrado. Determine o erro, em
termos percentuais, do valor encontrado pelo polindomio interpolador de Lagrange e o

valor determinado pelo IBGE.

(d) Discuta com seus colegas e professor o por qué da diferenca entre os valores obtidos, e

sugira uma alternativa para resolver essa situacdo.

(e) Analisando o grdfico do polinomio interpolador, é seguro utilizarmos o polinomio inter-

polador para estimativas acima do ano de 2017?

Resolugdo: Facamos ano — x e populacdo — f(x).
(a) Seja p(2000) o valor estimado de habitantes no Estado do Amazonas no ano 2000. Uti-
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lizando o polinémio interpolador de Lagrange:

e o)

i R 2 awane
Entdao

p(2000) =

F(1970) - L1970(2000) + £(1980) - L1980(2000) + £(2010) - Log10(2000) +
F(2015) - 1015(2000) + £(2017) - Iag17(2000)
— 2405 554,237

Portanto, a populacdo estimada no Amazonas em 2000 era 2 405 554 habitantes.

(b) Para determinar a fun¢do p(x) que interpola os pontos (x;, f(z;)), i = 0,1,2,3,4,
através do GeoGebra, utilizamos os passos descritos a seguir:

Passo 1: Na tela inicial do software GeoGebra, clique com o botdo esquerdo do mouse no
icone apontado pela seta e escolha a opgdo Planilha de Cdlculos, conforme apresentado na
figura 4.9.

Passo 2: Faca a insercdo dos dados da tabela, distribuidos em colunas, e selecione-os, con-
forme a figura 4.10.

Passo 3: Na op¢do de Andlise, escolha a Andlise Bivariada e peca para analisar os dados
selecionados, assim como na figura 4.11.

Passo 4: Ao abrir a janela Andlise de dados, na parte inferior haverd a barra de rolagem
Modelo de Regressao, escolha a opgcdo Polinomial, e, bem abaixo, como utilizamos cinco pon-
tos, escolhemos a quantidade 4, relativo aos nés da interpolacdo. Nisso serd gerado o grdfico
e veremos a fungdo polinomial a ele associada (figura 4.12). Caso queira obter um valor asso-
ciado a fun¢do, basta utilizar a op¢do avaliar simbolicamente. Para o grdfico ser visualizado
na Janela de Visualizacdo, basta clicar com o botdo direito do mouse e escolher essa op¢ado.

Dessa forma, obtemos a funcdo deseja, dada por

p(z) = —2,922* + 23262, 812 — 69578939, 5522 + 92489864431, 221 — 46102579101249, 51
(4.1)
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Figura 4.10: Passo 2.

que tem o grdfico apresentado na figura 4.13.

(c) De acordo com o Censo 2000 realizado pelo IBGE, em 2000 a popula¢cdo do Amazo-
nas era de 2 812 557 habitanteﬂ Chamando de D(x) a diferenga entre o valor obtido pelo
polinomio interpolador e o do Censo, temos

D(2000) = 2 812 557 — 2 405 554 = 407 003.

10Fonte:https://ww?2.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/censo2000/tabelagrandes__regioes211.shtm.
Acesso em 02/05/2018.
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Figura 4.12: Passo 4.

Em termos percentuais: D(2000) = 14, 47%.

(d )Espera-se que o aluno cite alguns fatores que levaram a essa diferengca, como a quanti-

dade de dados informados na tabela e os algarismos significativos dos resultados das opera-
coes realizadas. O professor pode questionar os alunos em se eles tivessem mais informagoes

na tabela, o quanto esses dados influenciariam no cdlculo numérico para determinar p(2000).

(e) Espera-se que o aluno perceba que o uso do polindmio interpolador fora do intervalo

1970-2017 ndo é vidvel,pois a partir de 2020, os valores de p(x) comegcam a decrescer, e que a
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Figura 4.13: Func¢do polinomial interpoladora p(z).

tendéncia natural da populacdo é a de crescimento demogrdfico.

Exemplo 4.2. A tabela a seguir mostra os resultados obtidos em uma simulagdo virtual do
movimento de um carrinho em um trilho de ar. Neste experimento, as posicoes ocupadas pelo
carrinho estdo em centimetros e a unidade de tempo (ut) é muito proxima de 0 segundo;

Considera-se a origem do movimento emt = Q.

t (ut) 1 3 10 15
x(cm) | 0,5 42| 51,2 1113

(a) Estime a posigcdo do carrinho no instante t = 8 ut.

(b) Escreva a fungdo que determina a posicdo x do carrinho ocupada em um instante t, e seu

respectivo grdfico.

Resolucdo: Neste exercicio, utilizamos o software de geometria dindmica GeoGebra para
auxiliar a visualizag¢do da variagdo da posicdo do carrinho. O objetivo é mostrar aos alunos
as vantagens e praticidade dos softwares em Matemdtica. Dessa forma, resolvemos primeiro o
item (b).

Sendo x(t) a fungdo que diz a posi¢do x ocupada pelo carrinho no instante t, temos, se-

guindo os passos descritos no exemplo 4.1}

z(t) = —0,01t3 + 0,64t> — 0,61t + 0, 48. (4.2)
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Figura 4.14: Gréfico de X (t) extendido.

Para resolvermos o item (a), basta calcularmos x(8).Logo
2(8) = —0,01- 8%+ 0,64 - 8> — 0,61 - 8 + 0,48 = 31,44 cm.

Exemplo 4.3. Na fabricacdo de determinadas ceramicas é muito importante saber as condicoes
de temperatura em que o produto foi assado no forno. Supondo que ndo seja possivel medir a
temperatura do forno a todo instante, ela é medida em intervalos de tempo e esses dados sdo
interpolados para o instante em que a pega foi queimada a fim de se conhecer a temperatura

do forno nesse instante. Em um dia, este dados foram coletadoﬂ'

Hordrio 7:00 | 10:00 | 13:00 | 16:00 | 21:00
Temperatura(°C) | 232 | 251 263 255 228

(a) Estime a temperatura do forno as 15 e as 18:30.

(b) Descreva a curva de aquecimento do forno entre 7:00 e 21:00.

Resolucdo: Facamos a mudanga de varidvel hordrio — x e temperatura — ¢(x). Utili-

zando os passos descritos no exemplo obtemos a fungdo interpoladora g tal que
g(x) = 0,122* — 3,322° + 44, 672% — 277, 84x + 872, 86. 4.3)

A curva de aquecimento do forno é dada pela figura4.16

" Fonte:http://bizuando.com/material-apoio/calc-num/calc-num-aula6.pdf
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Figura 4.15: Gréfico de X () entre 1 e 15 ut.

Dessa forma, resolvemos imediatamente o item (b). Para o item (a), desta vez, utilizamos o
comando "Avaliar Simbolicamente", localizado na parte inferior da janela de Andlise de Dados
do GeoGebra, bastando digitar o valor que queremos para x, obtendo assim g(15) = 259, 0746
e g(18,5) = 243,4062.

Portanto, as 15:00 a temperatura do forno é aproximadamente 259,07 °C, e as 18:30,
243,41 °C.

Exemplo 4.4. ( [23], p.97 - adaptado) Um braco de um robo deve passar nos instantes to, t1,ts, ts, ty
e t5 por posicoes pré-definidas 0(ty),0(t1),0(t2), 0(t3),0(ts) e O(ts), onde 0(t) é o angulo (em

radianos) que o brago do robo faz com o plano XOY.

t 1l 213 4]5] 6
0, =0(t;) | 1]125]1,75]225]3]315

Determine uma fungdo que interpole os valores tabulados (utilize o GeoGebra) e faca uma
aproximagdo da posi¢cdo do robé emt = 1, 5.

Resolucdo: De forma andloga ao exemplo obtemos a fungdo
0(t) = —0,01t° +0,22t* — 1, 38> + 4, 1t* — 5,28t + 3, 35. (4.4)
A posicdo do robo emt = 1,5 é dada por
0(1.5) = —0,01-(1,5)°>+0,22-(1,5)*—1,38-(1,5)° +4, 1t*—5,28-(1,5)+3,35 = 1, 0353125

Logo, emt = 1,5 a posicdo do robé é aproximadamente 1,03 rad.

Exemplo 4.5. ( [5]], p.15 - adaptado) O volume y de bactérias, em unidades de volume, existente
em uma cultura apos x horas, é apresentado na tabela abaixo, obtida a partir de experiéncia

em laboratério em um periodo de quatro horas.
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Figura 4.16: Gréfico da funcdo interpoladora g(x).

x (horas) o\|11] 2|3 4
y (volume de bactérias) | 32 | 47 | 65 | 92 | 132

(a) E possivel descobrir o volume de bactérias no instante x = 3 horas e 45 minutos?

(b) E possivel criar um modelo linear tinico que admita a obtencdo dos valores y no intervalo

[0,4]? Se possivel, obtenha-o.(Use o GeoGebra para analisar os pontos tabulados).

Resolucdo: (a) Utilizando o polinomio interpolador de Lagrange:

Entdo

4(2000)

(3.75) = BT= DB = 2;8 753)—(5)(34)75 o3
(3.75) = B:T5 (10)_( O)ﬁ - ;;E?j 3)(3)(34)75 D _ 00
1y(3.75) = B:T5= 0)( 353 753)( )(34)75—4) o483
1(3.75) = B:T5= 0)( 38 j52)(3)(34)75 750
(3.75) = B:T5 = 0)( 1;53 75 )—(42)(33)75 =3 _ 4563

32 1o(3,75) + 47 - 11(3,75) + 65 - 15(3, 75) +

120, 556
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(b) Utilizando o GeoGebra e os passos descritos no exemplo é possivel verificar que a

fungdo interpoladora y(x) tem o grdfico na forma dada pela figura seguinte, onde
y(z) = —0,08z* +1,52% — 2,422” 4 16z + 32. (4.5)

Podemos afirmar que podemos criar um modelo tinico que forne¢a y no intervalo [0,4],

apenas, pois, para um valor de x > 12, a funcdo tem valores decrescentes em y.

Figura 4.17: Gréfico do polindmio interpolador y(x).

400

Figura 4.18: Gréfico do polindmio interpolador y(z) expandido.
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi melhorar o processo de ensino e aprendizagem dos con-
teudos de funcgdes polinomiais e polindmios, visto que grande maioria dos livros didaticos do
ensino médio, ao introduzir estes conteidos, o fazem de maneira semelhante e longe de uma
contextualizacdo de fato, muitas vezes realizada forcadamente, inserindo problemas que nao
despertam o interesse dos alunos e ndo mostra a caracteristica interdisciplinar da Matematica,
principalmente com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias.

De sorte que, inicialmente, tentamos inserir o desenvolvimento da Algebra ao longo do
tempo, desde sua fase elementar até sua fase abstrata, mostrando que sua evoluc¢do aconte-
ceu justamente devido o fato de se resolver problemas ora de cariter puramente matematico,
ora de cardter aplicado em outras ciéncias e situacdes enfrentadas por cada sociedade inserida
no seu contexto historico.

Sem demora, fizemos, em nosso trabalho, um estudo sobre polindmios em anéis e corpos,
nao somente da forma como € apresentada nos cursos de Matemdtica na educacio bdsica, e da
funcado determinante e suas propriedades, pois acreditamos que assim € possivel maior entendi-
mento do polindmios interpoladores, especialmente do de Lagrange.

Apresentamos um breve panorama da Matemadtica no Brasil, mostrando resultados nas avali-
acoes em larga escala realizadas e expomos a Resolucdo de Problemas como uma metodologia
util para contornar esses resultados. Em seguida analisamos os documentos norteadores da edu-
cacdo em nosso pais e no Estado do Amazonas, pois cremos que diante de tais informacdes €
possivel uma reflexdo acerca do ato de ensinar matemdtica e das metodologias a serem adota-
das, além de analisarmos alguns dos livros utilizados pelas escolas estaduais do Amazonas, e
as préticas utilizadas por um grupo de professores entrevistados, com o objetivo de verificar-
mos ac¢des que dificultam o processo de ensino e aprendizagem das fun¢des polinomiais e dos
polindmios.

Assim sendo, fizemos uma proposta para o ensino do contetido de fungdes polinomiais e
polindmios utilizando o polindmio interpolador de Lagange mediante problemas contextualiza-
dos, pois € nossa opinido que o emprego desta metodologia atende as expectativas dos alunos
em encontrar sentido naquilo que estudam.

Com tudo o que foi exposto, acreditamos ter contribuido favoravelmente, pois trouxemos

uma nova abordagem com a utilizacao do polindmio interpolador de Lagrange, de modo a pro-
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mover nos professores de Matemdtica da rede basica de ensino o constante aperfeicoamento de
suas metodologias de ensino, e, assim, despertar o interesse dos aluno com relacdo a Matema-

tica.
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