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Resumo

Neste trabalho, apresentamos a nocao de cortes de Dedekind motivados pelo es-
tudo da equacao polinomial 22 = 2 no corpo dos nimeros racionais. Introduzimos as
operacgoes de adicao, multiplicagao entre cortes, bem como, a nocao de valor absoluto
e uma relagao de ordem entre cortes. Provamos que o conjunto dos cortes de Dedekind
munido das operagoes de adi¢ao e multiplicagao possui estrutura de corpo ordenado.
Apresentamos a construcao do corpo dos numeros reais explorando o fato de que o

corpo dos cortes de Dedekind é ordenado e completo.

Palavras-chave: corpo dos nimeros racionais, corpo dos nimeros reais, cortes de

Dedeking, corpos algébricos.



Abstract

In this work, we present the notion of Dedekind cuts motivated by the study of
the polynomial equation z? = 2 in the fields of rational numbers. We introduce the
operations of addition and multiplication between cuts, as well as the notion of abso-
lute value and order relation between cuts. We prove that the set of Dedekind cuts
equippaded with the operations of addition and multiplication is an ordered field. We
present the construction of the field of the real numbers by exploring the fact that the
field of the Dedekind cuts are ordered and complete.

Keywords: field of the ractional numbers, field of the real numbers, Dedekind cuts,

algebraic fields.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

N: Denota o conjunto dos nimeros naturais; saber, N = {1,2,3,....n,...};

Z:: Denota o conjunto dos nimeros inteiros;

e n!: Denota o fatorial de um niimero inteiro nao negativo n; a saber, 0! := 1 e
nl:=nn-1)n-2)---2-1;

e Q_: Denota o conjunto dos niimeros racionais nao positivos;
e Q*: Denota o conjunto dos niimeros racionais negativos;
e Q,: Denota o conjunto dos niimeros racionais nao negativos;

e Q7 : Denota o conjunto dos ntimeros racionais positivos;

Q: Denota o corpo dos niimeros racionais;

R: Denota o corpo dos niimeros reais;

e K: Denota um corpo algébrico qualquer;

A+ B: Denota o conjunto {a + b;a € A,b € B}, onde A, B C Q;
e A- B: Denota o conjunto {a-b;a € A,b € B}, onde A, B C Q;

e (A- B),: Denota o conjunto {a-b;a € A;b € B,a>0,b> 0}, onde A, B C Q;

(A, B): Denota um corte de Dedekind;

r*: Denota o corte de Dedekind (A,, B,), onde r € Q, A, = {x € Q;z < r}
e B, ={x e Q;r <z}

e C : Denota o conjunto de todos os cortes de Dedekind;

X\Y: Denota o completar do conjunto Y em relagao ao conjunto X.



Introducao

E sabido que com os axiomas de Peano podemos introduzir na literatura o con-
junto dos nimeros naturais, e usando relacoes de equivaléncia sobre o conjunto dos
numeros naturais podemos introduzir o conjunto dos numeros inteiros. Por conse-
guinte, usando relacoes equivaléncia sobre o conjunto dos nimeros inteiros podemos
introduzir o conjunto dos nimeros racionais. Uma vez conhecida a nocao de corpo
abstrato arquimediano e ordenado, podemos constatar que o conjunto dos ntimeros ra-
cionais munido das operacoes de adicao e multiplicagao entre ntimeros racionais, possui
estrutura de corpo arquimediano e ordenado. Para mais detalhes, veja [2] e [4].

Explorando o corpo dos niimeros racionais, estudamos a equacao x*>—2 = 0 e somos

levados aos conjuntos de aproximacoes I, por falta, e E das aproximagcoes por excesso

da solucao da equacao z2 — 2 = 0, onde

F={1;1,4;1,41;1,414;1,4142; .. .} e

(1)
E = {2:1,5;1,42;1,415; 1,4143;. . .}.

Provamos que nao existe elemento maximo em F', nem elemento minimo em £, e por

conseguinte, provaremos que os seguintes conjuntos

X={zeQr>0ea*<2}e

2
V=Q\X ={yeQy>0ouy”>2} )

sao tais que X nao possui elemento maximo em Q, nem Y elemento minimo em Q.
Estes fatos, nos motivaram a definir os chamados cortes de Dedekind, nome em ho-
menagem ao matemdtico alemao Julius Wilhelm Richard Dedekind (Braunschweig, 6
de outubro de 1831 — Braunschweig, 12 de fevereiro de 1916) aluno de doutorado do
matematico também alemao Carl Friedrich GaussE]; a saber, um corte de Dedekind é
um par ordenado (A, B) de conjuntos de nimeros racionais satisfazendo as seguintes

condicoes:

(1) Os conjuntos A e B sdo ambos nao vazios tais que AU B = Q;

2Titulo da tese de doutorado: Uber die Theorie der Eulerschen Integrale (1852), veja [1].



(#7) Todo elemento de A é estritamente menor que todo elemento de B;

(77i) O conjunto A nao possui elemento méaximo.

Consta na literatura que a motivacao do Dedekind para a introducao dos cortes se
da pela preocupacao do mesmo em deixar clara a ideia de niimero irracional, para mais
detalhes veja [6]. Por exemplo, a andlise sobre os conjuntos F e F' em , eXeY em
([2), nos leva considerar o corte de Dedekind (A, B), onde

A={zeQ2*<2our<0}e
B={recQ;z*>2ex >0}

Veremos que (A, B) de fato é um corte de Dedekind no Capitulo 2 deste trabalho, e este
corte nos levard a conceber o que hoje entendemos como o nimero real /2. A titulo

de motivagao, adiantamos que o cortes de Dedekind do tipo (4,, B,), onde r € Q, e

A, ={zeQr<r}e
B, ={x € Q;x > r}.

nos levara a conceber o que hoje entendemos como o niimero real do tipo racional. O

corte de Dedekind (A, B), onde
A=Q\Be

|
B:{xe@; Zg<xparatodon€N}
k=0

nos levara a conceber o que hoje entendemos como o ntumero real e. O corte de

Dedekind (A, B), onde

A=Q\Be

1

m<xparatodom€N,mZn}

m

B = {x € Q; existe n € N tal que 42(—1)’“rl
k=1

nos levara a conceber o que hoje entendemos como o ntmero real 7 para maiores

detalhes veja o Capitulo 2 deste trabalho.

No que decorrer do trabalho daremos exemplos de cortes de Dedekind, definiremos
uma operagao adi¢ao e uma operacao entre cortes de Dedekind, e provaremos que o
conjunto dos cortes munido destas duas operagoes possui estrutura de corpo algébrico.
Em seguida, definiremos uma relagao de ordem total entre os cortes e provaremos
que o corpo dos cortes de Dedekind possui estrutura de corpo ordenado, e finalmente

provaremos que o corpo dos cortes é completo. A partir dai, veremos que somos levados



a existéncia do que hoje entendemos como o corpo dos niimeros reais e ao apelo intuitivo
geométrico que temos sobre este ultimo corpo. Para a execucao deste projeto seguimos
10, 2, 4 e 5]

O nosso trabalho esta dividido em trés capitulos, a saber:

No Capitulo 1 iniciamos relembrando a definicao de corpos algébricos abstratos, cor-
pos ordenados e corpos ordenados completos. Também estudamos a equacao algébrica
22 — 2 = 0 sobre o corpo dos ntimeros racionais.

No Capitulo 2 introduzimos o conceito de cortes de Dedekind, munimos o conjunto
dos cortes de Dedekind de uma operacgao de adi¢ao e multiplicagao, além de uma relacao
de ordem total.

Finalmente, no Capitulo 3 provamos que o conjunto dos cortes de Dedekind munido
das operacao de adicao e multiplicacao definidas no Capitulo 2 possui estrutura de corpo
algébrico, terminamos este capitulo provando que o corpo dos cortes de Dedekind possui

estrutura de corpo ordenado completo e introduzindo o corpo dos ntimeros reais.



Capitulo 1
Corpos algébricos abstratos

Neste capitulo, introduzimos a nocao de corpos algébricos abstratos, corpos ordena-
dos e corpos ordenados completos. Também estudamos a equacao x2 = 2 sob a 6tica do
corpo dos numeros racionais. As principais referéncias para a elaboracao deste capitulo
do trabalho foram [I] e [3].

1.1 Preliminares

Definicao 1.1. Seja K um conjunto nao vazio. Um corpo algébrico é um conjunto
nao vazio K munido de duas operacoes + : K x K — K e - : K x K — K, chamadas
respectivamente de adicao e multiplicagao, tais que para todos a, b, c € K, as seguintes

propriedades sao validas:
(i) a+b=b+aq;
(i) a+ (b+c)=(a+b)+c

(iii) Existe um elemento em K denotado por 0, tal que 0 + a = a + 0 = a, para todo

a € K. O elemento 0 é chamado o zero de K;

(iv) Existe —a € K tal que a + (—a) = —a +a = 0. O elemento —a é chamado o

simétrico aditivo de a;
(v) a-b="b-a;
(vi) (a-b)-c=a-(b-c);
(vii) a- (b+¢)=a-b+a-c

(viii) Existe um elemento em K denotado por 1 tal que 1-a = a para todo a € K. O

elemento 1 é chamado unidade de K;



1. Corpos algébricos abstratos

(ix) Para todo a # 0 em K existe um elemento a~! € K, denominado inverso multi-

plicativo de a tal que a-a ! =a!'-a=1.

Quando a estrutura matematica constituida de um conjunto K munidos das operagoes
+: KxK—=Ke-:KxK — K for um corpo algébrico, eventualmente, fazemos re-
feréncia a este corpo simplesmente por K e o elemento a - b, desde que a,b € K, é

denotado, simplesmente por ab.

Observacao 1.1. Seja qual for o corpo K, observamos que existe um tnico elemento
em K com a propriedade do elemento 0 definido no item (iii) da Definicao [L.1] De fato,
se existirem 0 e 0" elementos de K com a propriedade do item (iii) da Defini¢ao ,
devemos ter

0'=0+0"=0"

onde a primeira igualdade é valida porque 0” satisfaz o item (iii) da Defini¢ao , ea
segunda igualdade é valida porque 0 satisfaz o item (iii) da Defini¢ao [1.1]

Observacao 1.2. Existe um unico elemento em K com a propriedade do simétrico
aditivo de um elemento a € K. De fato, sejam (—a) e (—a*) dois elementos de K com
a propriedade do item (iv) da Definigao tais que a + (—a) =0 e a+ (—a*) = 0.

Temos, entao:
(—a") =(=a") +0=(=a") + [a+ (—a)] = [(—a") + a] + (—a) =0 + (—a) = (—a).

Onde a primeira igualdade é valida, pois satisfaz o item (iii) da Definigao , na
passagem da segunda igualdade para a terceira utilizamos o item (ii) da Definigao ,
e a ultima igualdade é valida porque satisfaz o item (iii) da Definicdo [I.1] Logo o

elemento simétrico aditivo é tinico, como queriamos mostrar.

Observacao 1.3. Existe um tnico elemento em K com a propriedade de ser a unidade
de K. De fato, se existirem 1’ e 1” elementos de K com a propriedade do item (viii) da
Definicao devemos ter

1/ — 1/1// — 1//

onde a primeira igualdade ¢ vélida porque 1” satisfaz o item (viii) da Defini¢ao [L.1] e

a segunda igualdade é vélida porque 1’ satisfaz o item (viii) da Defini¢ao 1.1}

Observagao 1.4. Para cada a € K diferente de 0 existe um tnico inverso multipli-
cativo. De fato, Sejaa € K, a # 0 e a™t,a;! € K tais que aa™! = 1 e aa;! = 1.

*

Assim,



1. Corpos algébricos abstratos

Exemplo 1.1. Sejam K = Q, + e - munido com as operagoes usuais de adi¢ao e

multiplicagao entre niimeros racionais. Nestas condigoes Q é um corpo.

No exemplo acima, vimos que o conjunto dos niimeros racionais munido das operagoes
usuais de adiacao e multiplicacao entre niimeros racionais constituem um corpo algébrico,
¢ interessante notar que podemos considerar o conjunto dos niimeros racionais contido
em qualquer corpo algébrico K, basta considerarmos a identificacao: a unidade de
um corpo K sera identificado com o ntimero 1, a soma da unidade do corpo K com
ela mesma serd identificado com o nimero 2, a soma da unidade do corpo K com o
elemento do corpo K identificado com ntimero 2 sera identificado com o ntiimero 3, e se-
guindo com este argumento, podemos identificar um subconjunto de K com o conjunto
dos inteiros positivos. Continuando, o elemento chamado o zero de K sera identificado
com o zero e se considerarmos o simétrico aditivo dos elementos de K identificamos com
os inteiros positivos, podemos concluir que um subconjunto de K pode ser identificado

com o conjunto dos inteiros, e portanto, seja qual for o corpo K, temos:
Z C K.

Finalmente, considerando o simétrico aditivo e inverso multiplicativo de todo elemento
a € Z C K diferente de 0, a soma e multiplicacao de dois qualquer destes elementos,

bem como os elementos de Z, podemos admitir que, seja qual for o corpo K, temos:
QCcK.

Mais precisamos, podemos provar o seguinte resultado. Embora nao faremos a prova

na integra aqui o argumento acima nos dé uma dire¢ao de como esta deve ser feita.

Teorema 1.1. FExziste uma funcao injetora j : Q — K tal que para todos r,s € Q

temos
(a) j(r+s)=j(r)+i(s);
(b) j(=r)=—j(r);
(c) j(rs) =j(r)j(s).

Exemplo 1.2. Sejam K = Q[i] = {a+1ib;a,b € Q, 1> = —1}, + e - as operagdes usuais
de adicao e multiplicagao entre os elementos de Q[i]; a saber, para todos a+1b, c+id €
Q[é], definimos

(a+1ib) + (c+id) :=a+c+i(b+d)

(a+1ib) - (c+id) := (ac — bd) + i(ad + cb).

6



1. Corpos algébricos abstratos

Exemplo 1.3. Sejam K = Q[z] = {a 2" + ap_ 12" 1 + - + a1x + ap; a; € Q, n € N},
+ e - as operagoes usuais de adigao e multiplicagao entre os elementos de Q[x]; a saber,
para todos a,x" + ap_ 12"+ -+ a1x + ag, by ™ + b1 ™+ -+ by + by € Q|x]

com m < n, definimos

(anz” + ap_12" '+ + a1 + ag) + (™ + b1 2™+ -+ by + by)
= (04 b))z + -+ (A + b)) 2™ + (A1 + bp1)d™ -+ (ag + by)x + (ag + by)

e

(2™ + ap1 2™ - ax + ag) - (D™ A by 2™ - b+ by)

= Cm+n$m+n + Cm+n—1xm+n_1 + -+ 1z + ¢,
onde
Co = aobo
Cc1 = CL()bl + a1b0
co = apby + a1by + asby

C3 — a0b3 + Clle + (Zgbl + agbg

¢k = aoby + arbp—1 +--- +agbo, Kk =1,2,3,...,m

Cm+1 = albm+a2bm—1+' ' '+anbm—n+1; Cm+2 = a26m+a3bm—2+' : '+anbm—n+27' cey

Crmtn = Qnbm.

Observamos que para cada termo da soma que gera ci, a soma do indice de a com o

indice de b sempre fornece o mesmo resultado de k.

Definicao 1.2. Seja K um corpo algébrico. Dizemos que K é um corpo ordenado
quando existir um conjunto P C K, chamado o conjunto dos elementos positivos de K,
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(P1) A soma e o produto de elementos positivos sao positivos, ou seja,
r,ye P=>x+yePexycP.
(P,) Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre:

our =0, ouxe P, ou —xze€P.



1. Corpos algébricos abstratos

Assim, se indicarmos com —P o conjunto dos elementos —z, onde = € P, temos K =
P U (—P)U{0}, sendo os conjuntos P, —P e {0} dois a dois disjuntos. Os elementos

de —P sao chamados elementos negativos do corpo.

Observagao 1.5. Em um corpo ordenado, se a # 0 entao a®> € P. Com efeito, sendo
a # 0,oua € Pou—a € P. No primeiro caso a*> = aa € P. No segundo caso
a* = (—a)(—a) € P. Em particular, em um corpo ordenado 1 = 1-1 é sempre positivo.
Assim —1 € —P. portanto, em um corpo ordenado —1 nao é quadrado de elemento

algum.

Exemplo 1.4. O conjunto dos ntimeros racionais munido das operagoes usuais de
adicao e multiplicacao entre niimeros racionais ¢ um corpo ordenado, no qual o conjunto

P é formado pelos ntimeros racionais £ tais que pq € N. Intuitivamente, isto significa

q
que os inteiros p e ¢ possuem o mesmo sinal.

No que segue, sempre que o corpo K for ordenado, o conjunto P serd denotado por

{z € K;0 < z}, e denotamos
0<ze0<zouzxz=0.

Definicao 1.3. Um conjunto X C K dizemos que X é limitado superiormente, quando
existe algum b € K tal que z < b para todo x € X. Neste caso, diremos que b é uma cota
superior de X, analogamente, diremos que o conjunto X C K é limitado inferiormente,
quando existe a € K tal que a < x para todo x € X, o nimero a chamaremos entao

uma cota inferior de X.

Definicao 1.4. Sejam K um corpo ordenado e X C K um conjunto limitado superi-
ormente. Um elemento b € K chama-se supremo do conjunto X quando b é a menor
das cotas superiores de X em K.

Assim, para que b € K seja supremo de um conjunto X C K, é necessario e suficiente

que sejam satisfeitas as duas condicoes abaixo:
(S1) Para todo z € X, tem-se z < b;
(S2) Se ¢ € K é tal que ¢ < x para todo x € X, entao ¢ < b.

Analogamente, um elemento a € K chama-se infimo de um conjunto Y C K, limitado
inferiormente, quando a é a maior das cotas inferiores de K. Para que a € K seja infimo

de Y C K é necessério e suficiente que as condigoes abaixo sejam satisfeitas:
(I;) Para todo y € Y tem-se y < a;

(I3) Se c € K é tal que ¢ < y para todo y € Y, entdo ¢ < a.

8



1. Corpos algébricos abstratos

Resulta da defini¢ao que, em um corpo ordenado completo, todo conjunto nao vazio,
limitado inferiormente, X C K, possui infimo. Com efeito, dado Y seja X = —Y, isto
é, X = {—y;y € Y}. Entdo, X ¢é nao vazio e limitado superiormente; logo existe
a = supX. Como se vé facilmente, tem-se —a = inf Y. De fato, seja a = sup X, existe
r € X tal que a > x entao —a < —z, para todo —x € —X. Entao —a é uma cota
inferior para o conjunto —X, queremos mostrar que —a é a maior das cotas inferiores
de —X, como a = sup X dado € > 0 tal que a — € > z para todo = € X, temos que
—a + € < —x para todo —x € —X. Logo —a = inf(—X), entdo: —sup X =infY.

Definicao 1.5. Seja K um corpo ordenado. Dizemos que K é completo quando todo

subconjunto nao-vazio, limitado superiormente X C K possui supremo em K.

1.2 Planificando o problema do cubo

O seguinte problema nos motivara a definir no préximo capitulo os cortes de Dede-
kind, e estes serao utilizados no futuro para explicarmos a origem dos niimeros reais.

Suponhamos que o corpo dos niimeros racionais seja o maior, no sentido da inclusao,
conjunto numérico conhecido. Vamos calcular a medida do lado de um quadrado, cuja
area seja o dobro da area de um quadrado conhecido.

Consideramos um quadrado de lado a e seja z o lado do quadrado que se deseja

determinar. Podemos traduzir matematicamente o problema com a equacao

2?2 = 2a%
Sem perda de generalidade, suponhamos que a = 1 e fixaremos nossa atencao na
equacao

7% = 2. (1.1)

Afirmamos que a equagao ([1.1]) ndo possui solugao = em Q, isto é, nao existe racional
x solucao de (|1.1). De fato, se existisse um racional x = %’ com q # 0 e o maximo

divisor comum de p e g é igual a um, logo p e ¢ sao primos entre si tal que

Entao, p? é par, isto é, p = 2m, m € Z. Consequentemente, 4m? = 2¢> ou ¢> = 2m?,
isto implica que ¢? é par, isto é, ¢ par. Portanto, p e ¢ sao pares o que conduz a uma
contradicao pois, por hipdtese, eles sao primos entre si.

Vamos analisar a sob outro ponto de vista. Comecaremos obtendo apro-

ximagoes racionais da solugao z de (1.1)). Denominamos raiz quadrada de 2, a menos
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de uma unidade, por falta, ao maior niimero inteiro n tal que
n? <2< (n+1)>%. (1.2)

O nimero n+ 1 é denominado de raiz quadrada de 2, a menos de uma unidade, por
excesso, é claro que n = 1 em ([1.2)), implica que a solucdo de (|1.1)) satisfaz: 1 <z < 2.

A seguir, fazemos aproximagoes decimais da solu¢do = de (1.1)), que se encontra

entre 1 e 2. Denominamos raiz quadrada de 2 a menos de % por falta, ao maior

nimero inteiro de décimos cujo quadrado é menor do que 2, isto equivale a
( n )2 c9< n—+1\2
10 10 '
n+1

O numero *3~ € a raiz quadrada de 2 por excesso a menos de um décimo. Para o

célculo desta aproximacao dividimos o segmento de reta [1, 2] em 10 partes iguais por

meio dos pontos:
1;1,1;1,2;1,3;1,4;1,5;1,6;1,7;1,8;1,9; 2.

Obtemos
(1,4)* <2 < (1,5)%

Assim, 1,4 é a solu¢do aproximada de ([I.1) a menos de % por falta e 1,5 por

excesso. Logo, a solucao = da Equacao (|1.1)) encontra-se no segmento de extremos 1,4
el,s.

Para obtermos das solucoes aproximadas de (1.1)) a menos de —

102
excesso, dividimos o segmento de reta [1,4;1,5] em dez partes iguais por meio dos

por falta e por
pontos:

1,4;1,41;1,42;1,43;1,44;1,45;1,46; 1,47, 1,48; 1,49; 1, 5.

Procedemos como no caso anterior e obtemos:
(1,41)* < 2 < (1,42)%

, , ~ 1

Isto ¢, 1,41 é a solucao de ([1.1)) a menos de 55 por falta e 1,42 por excesso. Logo,
a solucao x da Equacao (1.1]) encontra-se no intervalo da reta de extremos 1,41 e 1,42.
Continuando o processo, de modo analogo aos casos acima, encontramos as solugoes

aproximadas a menos de
1 1 1

1087 104777 107

Construimos os conjuntos de aproximagoes F', por falta e E, das aproximacoes por

10
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excesso da solucao da Equacao ((1.1). Assim

F={1;1,4;1,41;1,414;1,4142; .. .} (1.3)

E =1{2;1,5;1,42;1,415;1,4143; .. .}. (1.4)

Os quadrados dos niimeros de F' sao menores que 2 e os de F sao maiores. De modo
geral, os ntimeros de F' sao da forma: 1,a1as...a, eosde I, da forma, 1,a1as . .. am+1),

sendo a; um algarismo de 0 a 9. Portanto,
Liajas...ap... <z <l,a102...03m41)---.

Representamos por z,, os elementos de F' e por v, os elementos de F, temos x,, — y, =

10% e T, <y, para todon=1,2,....

Proposigao 1.2. Dado 6 = 10%, k=1,2,...,existemz € Fey € F taisque y—x < 0.
Demonstracao. De fato, seja n € Z, tal que 10% < #. Logo, quaisquer z,, € F e
yn € E/, e com n > k sao tais que y, — x, < 0 O

1

Proposigao 1.3. Para cada = 15,

k inteiro positivo, existem x € F, y € E | tais

que 222 < 20 e y? < 4.

Demonstragio. Como na Proposigao|1.4, dado 6 = 3¢ existem x € F e y € E tais que

ym<%. Sendo z e y taisque 1 <x ey < 2, obtemosy+x <4 e

v —t=(y—a)y+x)<dly—=z) <6

Dex € F ey € E resulta que 2% < 2 e 2 < y?. Logo, adicionando e subtraindo 2 &
desigualdade acima, encontramos 2y? + 222 < 6, isto é 2y? < 6 e 222 < 4. O

Proposicao 1.4. Consideramos os conjuntos E e F' definidos como em ([1.3)) e (|1.4)).

Entao nao existe elemento maximo em F' nem elemento minimo em FE.

Demonstracao. De fato, para cada x € F, aproximacao por falta da solucao da equacao
2 = 2, exi i a ind fal O
x® = 2, existe uma aproximagao r < x; ainda por falta. mesmo acontece com a
classe F das aproximacoes por excesso da solucao da equacao z? = 2. O]
Motivado pelos resultados obtidos acima concluimos que nao existe solugao racional

para a Equagao (1.1]). Se consideramos os conjuntos

X={zeQz>0ea’<2}

11
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Y =Q\X ={y€Q;y >0ouy®>2}

Como x > 2 o que implica z* > 4 e por conseguinte x ¢ X, concluimos que X C [0; 2],
logo X é um conjunto limitado de nidmeros racionais. Por outro lado, ¥ C (0, +00),
de modo que Y é limitado inferiormente. Mostraremos agora que nao existem sup X
nem nfY em Q. (E claro que existe inf X = 0, pois 0 é o menor elemento de X).
Para isto, estabelecemos os seguintes fatos:

A) O conjunto X nao possui elemento maximo. Com efeito, dado x € X (isto,

é dado um nimero racional nao negativo cujo quadrado é inferior a 2), tomamos um

2—z2
2x+1°

nimero racional r < 1 tal que 0 < r < Afirmamos que x + r ainda pertence a
X. Com efeito, de r < 1 segue-se r? < r. da outra desigualdade que r satisfaz, segue-se

r(2z + 1) < 2 — 2°. Entao,
(z+2? =2+ 2r+r’ <2®+2rx+r=0"+r(2e+1) <z’ +2 -2 =2.

Assim, dado qualquer z € X, existe um numero maior, x +1r € X.

B) O conjunto Y nao possui elemento minimo. De fato, dado qualquer y € Y,
temos y > 0 e y? > 2. Logo podemos obter um ntimero racional 7 tal que 0 < r < %
Entao 2ry < y* — 2 logo (y — r)? = y? — 2ry + r? > y* — 2ry > 2. Notemos também
que r < § — i, donde r < y, isto é, y — r é positivo. Assim, dado y € Y arbitrario,
podemos obter y —r €Y,y —r <y.

C)Sex e XeyeY,entao z < y. com efeito, tem-se 22 < 2 < y? e, portanto,
2? < y?. Como x e y sdo ambos positivos, conclui-se z < y. (A rigor, poderia ser x = 0,
mas, neste caso, a conclusao a < y é 6bvia.)

Usando os fatos A, B e C mostremos que, entre os niimeros racionais, nao existem
sup X nem infY.

Suponhamos, primeiro, que existisse a = sup X. seria forcosamente a > 0. Nao
poderia ser a? < 2 porque isto obrigaria a € X e, entdo, a seria elemento méximo de
X, que nao existe, por A tao pouco poderia ser a® < 2, porque isto faria a € Y. Como,
em virtude de B, Y nao possui elemento minimo, existiria b € Y, com b < a. Usando
C, concluirfamos que = < b < a para todo = € X, o que contradiz ser a = sup X.

Assim, se existir a = sup X, entao a® = 2, mas nenhum nimero racional existe com
esta propriedade, de onde concluimos que em Q o conjunto X nao possui supremo.

Um raciocinio inteiramente analogo, baseado nos fatos A, B e C, mostraria que o
nimero b = inf Y, se existir, deve satisfazer b*> = 2, e portanto, ¥ nao tem infimo em
Q.

Ao mesmo tempo, estes argumentos mostram que, se existir um corpo no qual todo

12
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conjunto nao vazio limitado superiormente possua supremo, existira, nesse dito corpo,
a = sup X, cujo quadrado, nao podendo ser menor nem maior do que 2, devera ser

igual a 2, e escrevemos a = \/5

Observacao 1.6. Note que se p é um numero primo, entao podemos considerar a
equacao
% = p. (1.5)

Usando um argumento andlogo ao aplicado a equacao (1.1)) podemos concluir que a

equacao (|1.5)) também nao admite solu¢do no corpo dos nimeros racionais.

13



Capitulo 2

Cortes de Dedekind

Neste capitulo, introduzimos a nocao de cortes de Dedekind, uma relagao de ordem
entre cortes de Dedekind e uma operacao de adicao e uma operacao de multiplicacao

entre cortes de Dedekind.

2.1 Definicoes basicas

Definigao 2.1. Um corte de Dedekind é um par ordenado (A, B) de conjuntos de

nimeros racionais satisfazendo as seguintes condigoes:

(Dy) Os conjuntos A e B sao ambos nao vazios tais que AU B = Q;
(D3) Todo elemento de A é estritamente menor que todo elemento de B;

(D3) O conjunto A nao possui elemento méximo.

Dado um corte de Dedekind (A, B), o conjunto A é comumente denominado de
conjunto minorante do corte e o conjunto B é comumente denominado de conjunto
majorante do corte. Os elementos do conjunto minorante de um corte serao chamados
de elementos minorante do corte de Dedekind, e os elementos do conjunto majorante

de um corte de elementos majorantes do corte de Dedekind.

Definicao 2.2. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. Dizemos que (A, B) é
igual (D, E) se, e somente se, o conjunto minorante de (A, B) for igual ao conjunto

minorante de (D, F), isto é,
(A,B)=(D,E) < A=D.

Definigao 2.3. Um corte (A, B) no qual o conjunto majorante nao tem elemento
minimo e o conjunto minorante nao tem elemento maximo em @Q denomina-se um

corte irracional.

14
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Exemplo 2.1. Consideremos os conjuntos

A={z e Q2> <2oux <0}

B={recQ2*>2ex>0}.

O par ordenado (A, B) é um corte de Dedekind. De fato, A e B sao conjuntos nao
vazios e AU B = Q, isto é, vale a condi¢ao (D;) da Defini¢ao Agora, provemos a
condigao(Dy) da Definigao , ou seja, todo elemento de A é estritamente menor que
todo elemento de B, poissea € Aeb € B,logoa? <2oua<0,e2<b>el<b
Entao

<2< =a*<b=lad<b=-b<a<hb,

e portanto, a < b. Finalmente, provemos a condi¢ao (D3) da Defini¢ao note que o

conjunto A nao tem elemento maximo, isto é, se x € A, entdo existe y , y € A, tal que

np+1
nq

xr < y. De fato, seja x = %’, e considere y =

€ A, onde n é um inteiro positivo

com que satisfaz a propriedade definida abaixo:

(np + 1)

2 <2 n’p? +2np+1 < 20

s (P —2¢°)n* +2np+1<0
—2p + /(2p)? — 4(p* — 2¢?)1

Sn = <0
! 2p° — 2¢°)
—9p 4+ \/4p2 — 4p? + 8¢2
Sn = P \/p p”+5q <0
2(p? — 2¢?)
—2p £ 20v/2
2(p? — 2¢?)
—p+qV2
sn=-—"-Y"20.
TR g

Notemos que y € A, isto é, 0 < y, y € Q e y?> < 2. De fato, como z = § € A,

temos, que p? — 2¢> < 0. Logo, a desigualdade é verificada sempre que tomarmos
—ptqv2 —p—qv2

p2_2q2 ) p2_2q2 .

n > max {

Proposicao 2.1. A sequéncia de numeros racionais cujo termo geral é dado por

Y reo % para n € N é convergence. Além disso, seu limite nao é nimero racional.

Demonstragdo. A convergéncia da sequéncia cujo termo geral é dado por > 7, % segue

do fato de que para todo k > 4, temos
2k < k!
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para todo n > 4 (isto pode ser provado usando o Principio de Inducao Finita) e

Zk.—ng

o que implica, que a sequéncia cujo termo geral é dado por > ;_, % paran € N é
mondétona e limitada, e portanto, convergente, e assim ¢é a sequéncia cujo termo geral é

dado por Y, _, % No que segue, denotaremos o limite desta sequéncia por e, e assim,

podemos usar também a notacao
— 1
=> ik
k=0

Para concluir a prova da proposicao, suponha por absurdo que e seja um niumero

racional; a saber, e = ™ onde m e n # 0 sao nimeros inteiros e o maximo divisor

comum entre m e n ¢ igual a 1. Note que

o <1+1+1+ +1)+ L
n 2 n! (n+1)!
e assim
m 1 1 1 1 1 =1
0<——<1 _>: R —
PO G T TR RIS Al i DR o TR j;lj!

Por outro lado,

=1 1 1
Z g__ n+1) +(n+2)!+(n+3)!+

1 1
_H<(n+1)+(n+1 n+2) >+
1
+

_l<(n%1—1)+(n—il) 2t g 7)o

11
< —
nnl
Com isso, obtemos
0< (1+1+1+ +1> L1
n 1 2l n! nn!
e portanto
0< '< P 1)< L1
" n 1 21 n! n=

16
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mas isto € um absurdo porque

m 1 1 1
= -1 = - — — ... — ) = — 1! ) =n! —... =
n(n 1 DT n!) (n—1D!(m —n)! —n! 1eZ.

Exemplo 2.2. Consideremos os conjuntos

A=Q\B

S|
B:{xe(@; Zg<xparatodon€N}.
k=0

O par ordenado (A, B) é um corte de Dedekind. De fato, A e B sao conjuntos nao
vazios e AU B = Q, isto é, vale a condicao (D;) da Definigao Agora, provemos a
condigao(Dy) da Definigao , ou seja, todo elemento de A é estritamente menor que
todo elemento de B, poisse a € A e b € A, entao para todon € N

1
k=0

Finalmente, provemos a condigao(D3) da Definigao Se o conjunto A possuisse

elemento maximo este deveria ser o limite da sequéncia de nimeros racionais cujo
, n 1 . , .. .

termo geral é dado por )/ 17, mas isto é absurdo porque este limite embora exista

nao ¢ um numero racional como provamos na Proposicao [2.1]

Observagao 2.1. Assumindo que que a sequéncia de nimeros racionais cujo termo
geral é dado por 422’1:1(—1)’““?171 para n € N é convergente, bem como provar
que o limite desta sequéncia ndo é um numero racional (usando a teoria das séries de
nimeros reais e a teoria de integracdo a Riemann nao é dificil de provar esta afirmagao).
A rigor, seria interessante nao fazer estas suposigoes e sim demonstrar estes fato, mas
até onde sabemos nao héa provas para a convergencia da sequéncia de niimeros racionais
cujo termo geral é dado por 4 Z;":l(—l)kﬂﬁ, nem da irracionalidade de seu limite
usando argumentos que nao dependam da existéncia de um corpo algébrico que tenha

estritamente o corpo dos nimeros racionais. Feito isto, se consideramos os conjuntos

A=Q\B

17



2. Cortes de Dedekind

(S

1

B = {x € Q; existe n € N tal que 42(—1)k+1m

k=1

< x para todom € N, mZn}

entdo o par ordenado (A, B) é um corte de Dedekind, e isto pode ser constado usando

um argumento similar ao usado no Exemplo (2.2

Observagao 2.2. O corte (A, B) dado no Exemplo é um corte irracional. De

maneira geral, se p é um nimero primo, entao (D, E), onde

D= {rcQ;2* <pouz >0},

E={zcQz*>pex>0}
¢ um exemplo de corte irracional.

Defini¢ao 2.4. Um corte (A, B) no qual o conjunto majorante tem elemento minimo

denomina-se um corte racional.

Exemplo 2.3. Seja r um nimero racional. Consideramos os conjuntos

A ={reQuz<r}

»={reQr <z}

O par ordenado (A4,, B,) é um corte de Dedekind, o qual serd denotado por r*. De fato,
a condigao (D;) da Defini¢ao é verificada, pois é claro que A, e B, sd@o conjuntos
nao vazios. Dado um numero racional arbitrario z, temos x € A, ou x € B,, logo
A, UB, =Q.

Sejam a € A, e b € B,, temos a < r e r < b, portanto a < b, logo vemos que a
condigao (D2) da Definigao [2.1] ¢ satisfeita. O mesmo ocorre com a condigao (Ds) da
Definicao [2.1] pois o conjunto A, nao tem elemento maximo, onde se a € A,, entao

a+r a+r
a<Sr<resr €A

Observamos que, todo corte racional (A, B) é determinado por um nimero racional.
De fato, seja r = min(B), provaremos r* = (A, B). Conforme a Defini¢ao 2.2 é
suficiente mostrar que A, = A. Seja x € A,, entao z € Q e x < 1, ja que, (A, B) é um
corte de Dedekind, devemos ter x € A. Reciprocamente, se z € A, uma vez que (A, B)
é um corte de Dedekind, pela condigao (D3) da defini¢ao devemos ter x < r, logo
x € A,.
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2.2 Relacao de ordem
A partir deste momento, denotamos por C o conjunto de todos os cortes de Dede-
kind.

Definicao 2.5. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. Dizemos que (A, B) é
menor do que (D, E) e escrevemos (A, B) < (D, E), quando D\ A # ().

Exemplo 2.4. Vamos mostrar que o corte de Dedekind 3* é menor do que o corte 5*.
De fato
3* = (As, B3), onde A3 = {z € Q;z < 3},

5 = (A5, Bs), onde A; = {z € Q;x < 5},

o que implica que

A\A3 ={z € Q;z < 5}\{zr € Q;x < 3} #0.

Logo, como queriamos demostrar 3* < 5*.

Exemplo 2.5. Vamos mostrar que o corte 2* é menor do que o corte (A, B) dado no
Exemplo 2.1] De fato

A\A={zeQr<2\{zeQ ;2 <20uz<0}={z€Q;0<2* <2} #£0

Logo, como querfamos demostrar (A4, B) < 2%, onde (A, B) é dado no Exemplo [2.1]

Exemplo 2.6. Seja r um numero racional positivo. Vamos mostrar que 0* é menor
] p q

do que o corte r*. De fato,
ANAg={r e Qe <r}\{zreQz <0} ={zeQ0<z<r}#0

Logo, como queriamos demostrar 0* < r*.

Definigao 2.6. Um corte de Dedekind (A, B) é chamado corte positivo se 0* =
(Ap, By) < (A, B). Agora, se (A,B) € C é tal que (A,B) < 0%, o corte (A4,B) é

chamado corte negativo.

Teorema 2.2. (Tricotomia) Dados (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. Apenas uma,

e somente uma, das afirmacoes a sequir € verdadeira

ou (A,B)=(D,E) ou (A,B) < (D,FE) ou (D, FE) < (A, B).
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Demonstragao. Note que, se (A, B) = (D, E), entao pela Defini¢ao 2.2/ A = D, e assim
A\D = 0 e D\A = 0 o que impossibilita (A,B) < (D,E) e (D,E) < (A,B) de
ocorrerem.

Suponhamos agora que as possibilidades (A, B) < (D, E) e (D, E) < (A, B) ocor-
ram simultaneamente, entdo D\A = () e A\D, logo existem d € D\A e a € A\D, e
consequentemente d € D e a ¢ D, o que implica d < a, logosea € Aed ¢ A, o que é
absurdo.

Logo, concluimos que no méximo uma das trés possibilidade ocorre. Finalmente,

provaremos agora que uma delas necessariamente ocorre. Sabemos que
ou (A,B)=(D,E)ou(A,B)# (D, E).

No caso em que (A, B) = (D, E') nada a provar. Agora, se (A, B) # (D, E), entao pela
Definicao devemos ter A # D, o que implica que ou A\D # () ou D\ A # ().
Se A\D # () entao (D, E) < (A, B) e se D\A # () entao (A, B) < (D, E). O

Definigao 2.7. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. Dizemos que (A, B) é
menor ou igual ao (D, F) e escrevemos (A, B) < (D, F), quando (A, B) < (D, E) ou
(A,B)=(D,E).

Proposicao 2.3. Sejam (A, B), (D, E) e (F,G) cortes de Dedekind. A rela¢ao ‘menor

ou igual a’ satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (A, B) < (A, B)

(i) Se (A,B) < (D,E) e (D,E) < (A, B), entao (A, B) = (D, E);
(iii) Se (A,B) < (D,E) e (D,FE) < (F,G), entao (A, B) < (F,G).

Demonstragao. (i) Seja (A, B) € C ja que A = A temos (A, B) = (A, B) e, portanto,
(A,B) < (A, B)

(ii) Sejam(A, B),(D,FE) € C com (A,B) < (D,E) e (D,E) < (A, B). Se fosse
(A, B) # (D, E), pelo Teorema [2.2] deverfamos ter ou (A4, B) < (D, E), ou
(D,E) < (A,B), caso (A,B) < (D, FE) fosse a unica afirmacao verdadeira, con-
cluirfamos que (D, E) < (A, B) e (A, B) = (D, F) sao falsas, logo, nao valeria
(D, E) < (A, B), o que é um absurdo. O mesmo argumento pode ser usado caso ad-
mitissemos que (D, E) < (A, B) fosse a tnica afirmagao verdadeira.
Logo, (A, B) = (D, E);

(iii) Sejam (A,B) < (D,E) e (D,E) < (F,G). Se fosse (F,G) < (A, B), terfamos

A\F # 0, ou seja, existiria a € A e a ¢ F. Por conseguinte poderfamos concluir
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que: se a € D, entao D\F # (), logo (F,G) < (D, E), o que contraria o fato de que

(D.E) < (F.0).
Por outro lado, se a ¢ D, entao A\D # (), logo (D, E) < (A, B), o que contraria o
fato de que (A4, B) < (D, E). Logo, (A, B) < (F.,G). O

Teorema 2.4. O conjunto dos cortes de Dedekind da forma (A,, B,) com n € N ¢

ilimitado superiormente em C.

Demonstracao. De fato, suponha por absurdo que o conjunto dos cortes de Dedekind da
forma (A, B,) com n € N é limitado superiormente, isto é, existe um corte (A, B) € C

tal que para todo n € N
(A,, B,) < (A, B).

Isto implica que, A\ A, # () para todo n € N, ou seja, existe a € Q tal que a > n para

todo n € N, mas isto é absurdo. O

2.3 Operacoes de adicao e multiplicacao entre cor-

tes de Dedekind

Nesta secao, definimos no conjunto de todos os cortes de Dedekind, operagoes de

adi¢ao e multiplicagao, que vao dar ao conjunto C a estrutura de corpo.

Teorema 2.5. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. O par ordenado de subcon-
guntos de Q definido por

(F,G)=(A,B)+ (D,E) := (A+ D,(A+ D)),

onde
A+D={a+djace Aede D}

(A+ D) =Q\(A+ D)
€ um corte de Dedekind.

Demonstra¢ao. Mostraremos que (F, G) satisfaz as trés condigoes da Defini¢ao .

Jaque AUB=DUE=Qe¢A#0,B#0,D #0eE # 0, devemos ter A+ D # ().
Sejam b € Bee € E, entao b+ e € B+ E. Notemos que para todoa € Aed € D,
temos a < b e d < e, portanto para todo a+d € A+ D, o que implica em a+d < b+e,
logo b+ e ¢ A+ D o que implica que b+ e € (A + D)°.
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2. Cortes de Dedekind

Além disso, (A+D)U(A+ D) = Q. E, portanto, a condigao (D;) da Defini¢ao
é valida, e o argumento usado acima também garante que a condigao (D) da Defini¢ao
é valida. Finalmente, ja que os conjuntos A e D nao possuem elementos maximos,
o conjunto A+ D ={a+d;a € A,d € D} também nao possui elemento maximo, logo
satisfazendo a condi¢ao (D3) da Definicao 2.1} O

Definicao 2.8. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind nao negativos. Definiremos
a adi¢ao (A, B) + (D, E) como sendo o corte de Dedekind (F, G) definido no Teorema
2.5

Exemplo 2.7. Neste exemplo vamos mostrar que a adicao dos cortes de Dedekind 2*

e 5* é igual ao corte de Dedekind 7*. De fato, como

2* = (Ay, By) onde Ay = {x € Q;z < 2}

5" = (A5,B5) onde A5 = {ZE eQx< 5}

somando os conjuntos A, e As, obtemos o conjunto Az, e ja que Q\ A; = B; obtemos

a igualdade de cortes (As, By) + (As, Bs) = (A7, B7) em outras palavras, temos
2" +5" = (A7,B7) = 7*,

pois AS = B,.
Mais geralmente, temos

Exemplo 2.8. Dados r e s niimeros racionais, entao
st =8"+r"=(r+s)".
De fato,

A+ As={reQr<r}+{reQur<s}={reQa<r+s}=A_1s.

A+ A ={reQr<st+{reQur<r}={reQr<s+r=r+s}=A_1s.

Em particular, concluimos que o corte 0* = (Ag, By) é um elemento neutro da adicao.

Teorema 2.6. Sejam (A, B), (D, FE) e (F,G) cortes de Dedekind. As sequintes pro-

priedades sao vdlidas.
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(i) (Comutatividade) (A, B) + (D, E) = (D, E) + (A, B);
(ii) (Associatividade) [(A, B) + (D, E)] + (F,G) = (D, E) + [(A, B) + (F, G)].

(111) (Existéncia e unicidade do elemento neutro da adigdo) O corte 0* = (Ag, By) €

o unico corte tal que

0" + (A, B) = (A, B) + 0* = (A, B).

Demonstrag¢ao. Prova do item (i). Basta notar que

(A,B)+ (D,E)=({a+d;ac Aede D}, {a+d;a€ Aede D}
=({d+a,ac Aede D}, {d+a;a € Aede D}
= (D, E) + (4, B).

Prova do item (ii). Basta notar que

(A,B)+ (D,E)=({a+d;ac Aede D}, {a+d;a€ Aedec D}

(A, B)+ (D, B)] + (F,G)

={(a+d)+ fracAdeDe fe F},{(a+d)+ fiac A,/ de De f e F}
={a+(d+ f;acAdeDe feF},{a+(d+f)aec A, de De feF}
— (D,B)+[(4, B) + (F,G)

e isto encerra a demonstragao.
Prova do item (iii). Basta notar que o elemento neutro da adigao é tinico, para isto

suponha que (O, U) é um elemento da adigao, entao usando o Exemplo temos
(0,U)=0"+(0,U)=(0,U)+0"=0". O

Definicao 2.9. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind nao negativos. Definiremos

a multiplicagao entre os cortes (A, B) e (D, E) da seguinte forma
(4,B)-(D,E) = ((A- D)y UQ~, [(A- D) UQ[),
onde

(A-D)y ={ad;ac A, de D, a>0,d>0},
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Q* ={reQ;r <0}

Exemplo 2.9. Vamos mostrar neste exemplo a seguinte multiplicacao entre cortes de
Dedekind
2* . 3* — 6*

como 2" = (Ay, Bs) e 3* = (A3, Bs) temos que:

(AQ'A3)+U@i:{T€@;T<OOUT<6}:A6:>2*'3*:(AG,BG):G*.

Teorema 2.7. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind nao negativos. O par orde-
nado de subconjuntos de Q definido por

(F,G)=(A,B)-(D,E):=((A- D)y UQL,[(A- D) UQZ]),
onde

(A-D)y ={a-djac A,de D,a>0,d>0} e Q" ={reQ;r <0}

[(A-D),uQr]*=Q\[(A- D)y UuQ]
€ um corte de Dedekind.

Demonstragao. (i) Primeiramente, provaremos a propriedade D; da Definigao que
F=(A-D),UQ* eG=[(A-D);UQ*]°sao conjuntos nao vazios e F UG = Q.
Notemos que F # (), porque Q* # ) e além disso,

G=[(A-D). UQ'J = (A-D); N (Q) = (A-Dfyn{reQo<r}.

Sendo 0* < (A, B) e 0* < (D, E), temos que A\Ag # ) ou A = Ay e D\Ap # 0 ou
D = Ay, logo existem a € Qcom 0 < aed e Q com 0 < disto é 0 < ad. Sendo B # ()
e B # (), tomamos b € B e ¢ € E e notemos que bc € B- E C (A- D)".

Além disso, se escolhermos b € B com 0 < a < be0 <d < e (devido a propriedade
D, da Definicao devemos ter 0 < be, e portanto

be€ (A-D)SN{reQ;0<r}=0G, eassim G # ().

Finalmente FUG =[(A-D); UQ*JU[(A- D), UuQ*]c=Q.
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(ii) provaremos a propriedade D, da Defini¢io 2.1} Sejam f € (A- D), UQ* = F
eg€[(A-D),UQ*]c =G, devemos provar que para todo f € F e g € G devemos ter
f<g.

Notamos que g € [(A- D)L UQ*[*=(A-D)N{reQ;r>0}. Se feQe f <O,
sendo g € Q e g > 0, temos f < g.

Por outro lado, se f € (A- D)., entdao f = ad, onde a € A e d € D, e sendo
g € (A-D),, entao g = be, onde b € A° = B ou e € E° = D. Dal pela definigao
2.1} em um corte de dedekind (A, B) temos que para todo a € A e b € B temos que
a < b, o mesmo para o corte de Dedekind (D, E) para todo d € D e e € E, temos
que ad < be com ad € F e be € G para o corte de Dedekind (F, G). Entao para todo
elemento f € F' é menor que g € GG, ou seja [ < g.

(iii) Agora provaremos a propriedade (Ds3) da Defini¢do 2.1, que o conjunto F =
(A- D), UQ* nao possui elemento maximo. Suponha, por absurdo que o conjunto
F tenha um elemento maximo m. Note que o m nao pertence a Q* pois qualquer
elemento x € Q* é estritamente negativo e, como os elementos de A e D sao positivos
segue que qualquer f € (A- D), tambem é positivo e, portanto, = < f.

Logo, se m existir temos que m € (A - D). Assim, existem a € A e d € D tal que
m = ad. Afirmacdo, a deve ser o elemento maximo de A (caso andlogo para d € D).
Suponhamos que exista a’ € A tal que a < a/. Entao tomando d € D temos ad < d'd,

isto é, m < d'd, o que é uma contradicdo com o fato de m ser elemento méaximo de
(A-D),. m

Definigao 2.10. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind nao negativos. Definimos a
multiplicagao (A, B)- (D, E), ou simplesmente (A, B)(D, E), como sendo o corte (F,G)
definido no Teorema 2.7

Exemplo 2.10. Veremos neste exemplo a seguinte multiplicacao entre cortes de De-
dekind,
2" 4" =8

como 2* = (Ay, By) e 4* = (A4, By) pela Definicao [2.9| temos
(Ag - Ay)y ={ab;a € Ay, b€ By, a >0, b>0UQ" = Ag
e como Bg = A§ logo temos que :
2" - 4" = (Ag, B2)(Ay4, By) = (As, Bg) = 8",
Observacao 2.3. Para definir multiplicacao entre cortes de Dedekind, que contém
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fatores negativos, introduzimos a nocao de valor absoluto de um corte de Dedekind,

similar a definicao de médulo de um ntimero inteiro.

Proposicao 2.8. Seja (A, B) um corte de Dedekind. Consideramos equagao
X + (A, B) =0", onde 0" = (Ao, By). (2.1)
Entao, existe um tnico corte de Dedekind (D, E) que é soluc¢ao da equagao ({2.1)), onde

D:={reQ;—r ¢ Ae —r nao ¢ cota superior minima de A}

E = D¢
No que segue, o corte de Dedekind (D, F) serd denotado por —(A, B).

Demonstragao. Inicialmente, vamos provar que (D, E) é um corte de Dedekind. De
fato, para condigao (D) da Defini¢ao[2.1|note que como A e B sdo conjuntos nao vazios
segue que existem racionais r, s taisquer € Aes g A,istoé —r € De —s € D. Logo
D e F sao nao vaziose DUFE = Q. Agora, sejamr € D ee € E. Entao, —r € B e nao
¢ cota superior minima de A e —e € A. Como (A, B) é um corte obtemos —e < —r,
isto é, 7 < e donde segue a Propriedade (D,) da Defini¢ao [2.1]

Para a propriedade (D3) da Definigao seja d € D vamos mostrar que existe

s € D tal que d < s. Como —d é cota superior de A mas nao é minima, entao existe

r+1

t € Q, —t < —d, tal que —t ¢é cota superior de A e, portanto, —t ¢ A. Seja s = ==,

assim —t < —s < —r, de modo que —s é cota superior de A mas nao é minima, logo
seDer<s,.
Vamos provar agora que o corte (D, E) é solugdo da equacao ([2.1)). De fato

A+ D={reQ;r <0} = A,
pois —r € B para todor € D e a < —r para todos a € A e r € D. Portanto,
(A,B)+ (D, E) = (Ap, By) = 0".

Finalmente, vamos provar que (D, E) é a tnica solu¢do da equagao (2.1)). Supo-
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nhamos que (D', E') também é solucao da equagao ([2.1)), assim

(D',E"Y=(D',E")+ 0"
= (D',E")+[(D,E)+ (A, B)] =
= (D", E')+[(A,B)+ (D,E)] =
= [(D", E') + (A, B)| + (D, E) =
=0"+ (D, E)
= (D, E)
e isto encerra a demonstragao. O

Lema 2.9. Se (A, B) é um corte de Dedekind negativo, entdo —(A, B) é um corte de
Dedekind positivo, isto é, 0* < —(A, B).

Demonstracao. Seja (D, E) = —(A, B). Se (A, B) é um corte de Dedekind negativo,
entdao Ag\A # 0, ou seja, existe a < 0 com a ¢ A. Para constatar que D\ Ag # 0,
basta notar que a = —(—a) € B e que existe em B elemento menor do que a (caso

contrario, a seria elemento minimo de B), isto implica que —a € D e —a > 0. Logo,
0* < (D,E). O

Observacgao 2.4. E s4bido que a soma de cortes de Dedekind é um corte de Dedekind,
por simplicidade de notacao, se (A, B) e (D, E) forem cortes de Dedekind, denotaremos
a soma (A, B) + [—(D, E)] simplesmente por (A, B) — (D, E). Desta forma, usando o
Teorema [2.6] temos

—(A,B)+ (D,E)=(D,E)+[—(A,B)|=(D,FE) — (A, B).

Definigao 2.11. A cada corte de Dedekind (A, B) associamos um corte de Dedekind
|(A, B)| que chamamos valor absoluto de (A, B), definido por

(A,B), se0* < (A, B),
—(A,B), se (A, B)<0"

(A, B)| =

Com isso, usando o Lemma 2.9 podemos concluir que o corte valor absoluto é sempre

um corte nao negativo.

Exemplo 2.11. Vejamos que
|2*| =27,

porque 2* = (Ay, Bs), onde Ay = {x € Q;z < 2} e 0 = (Ay, By), com
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Ay ={zx € Q;x < 0}. Como
A\NAg={r€Qz <2} \{r€Qz<0}={reQ; 0 <z <2}

entao 0* < 2%, e portanto |2*| = 2*.

Proposigao 2.10. Sejam (A, B), (D, E) e (F,G) cortes de Dedekind. As seguintes

afirmagoes sdo verdadeiras.
(i) =[=(A,B)] = (4, B);
(i) [(A, B)| = | = (A B)l;
(iii) (A, B) = [=(D,E)] = (A, B) + (D, E);
(iv) —(4,B) — (D, E) = —[(A4,B) + (D, E)};

Demonstrag¢ao. Prova do item (7). Basta notar que

e portanto, (A, B) = —[—(A4, B)].
Prova do item (éi). Sendo (A, B) um corte de Dedekind, temos

—(A,B), se0* < —(A,B),
| — (4, B)| =
(A,B), se —(A,B)<0".

Usando o Lema e fato de que |0*| = 0* = —0*, concluimos que

(A,B), se0*< (A, B),
| = (A, B)| =
—(A,B), se (A,B) <0".

Prova do item (7i7). Basta notar que —[—(D, E)| = (D, E).

Prova do item (iv). Basta notar que

e isto encerra a demonstracao. O

Definicao 2.12. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. Definiremos, o produto
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entre os cortes (A, B) e (D, E) como sendo:

_(|(A7B)||<D7E>|)7 se (A,B)<0*60*§(D,E);
(4, B)- (D, E) = { ~(|(A, B)||(D, E)|), se0*<(A,B)e(D,E) <0
(A, B)||(D,E)|,  se (A, B)<0"e(D,E) <0

As vezes, denotaremos o corte de Dedekind (A, B)-(D, E) simplesmente por (4, B)(D, E).

Exemplo 2.12. Vamos dar dar um exemplo de multiplicacao entre cortes de sinais
diferentes, tal que
2% (=3)" = —6"

como ja mostramos que |2*| = 2 e |(—3)*| = 3*, porque 3* = (A3, B;), onde
A3 ={r € Q;xz <3} e0" = (Agy, By), com Ay = {z € Q; x < 0}.
Assim
As\NAg={r € Qe <3}\{r €Qz <0} ={r€Q; 0<x <3},
e temos que 0* < 3*, e portanto |3*| = 3*. Logo, sabemos 0* < 2 e (—3)* < 0*, entao
2% (=3)" = —|2%]|(=3")| = —2" - 3" = —6".

Ja que definimos a adicao e multiplicacao para os cortes de Dedekind podemos

afirmar que:

Lema 2.11. Sejam (A, B) e (D, E) cortes de Dedekind. Entao as seguintes proprie-

dades sao validas.

(1) Se (A, B) e (D, E) sao cortes de Dedekind negativos, entao o corte de Dedekind
(A, B) + (D, E) negativo;

(77) Se (A, B) e (D, E) sao cortes de Dedekind negativos, entao o corte de Dedekind
(A, B)(D, E) positivo;

(1ii) Se (A, B) ¢ um corte de Dedekind negativo e (D, E) é um corte de Dedekind
positivo, entao o corte de Dedekind (A, B)(D, E) negativo

(iv) Se (A, B) e (D, E) sao cortes de Dedekind positivos, entao o corte de Dedekind
(A, B) + (D, E) positivo;

29



2. Cortes de Dedekind

Demonstracao. Prova do item (i). Sendo (A, B) e (D, FE) sao cortes de Dedekind
negativos, existem a < 0coma ¢ Aed <0comd ¢ D, entdo a+d < 0ea+d € A+ D,
o que significa que Ag\(A + D) # 0.

Prova do item (¢). Segue imediatamente da Defini¢ao [2.12]

Prova do item (iii). Segue imediatamente da Defini¢ao [2.12] Proposicao e do
item (7).

Prova do item (iv). Segue imediatamente do Lema [2.9] e item (4). O

Teorema 2.12. Sejam (A, B), (D, E) e (F,G) cortes de Dedekind. Entdo as sequintes

propriedades sio vilidas.
(i) se (A, B) < (D,E) e (D,E) < (F,G), entio (A, B) < (F,G);
(ii) Se (A, B) < (D, E), entio (A, B) + (F,G) < (A, B) + (F, G);
(iti) Se (A, B) < (D, E), ¢ 0° < (F,G), entio (A, B)(F,G) < (D, E)(F,G);
(iv) Se (A, B) < (D,E), e (F,G) < 0%, entio (D, E)(F,G) < (A, B)(F,G).

Demonstracao. Nesta demonstracao denotaremos por P o conjunto dos elementos po-

sitivos da colegao dos cortes de Dedekind.

(i) Dizer (A,B) < (D,E) e (D,FE) < (F,G) significa que, (D,E) — (A,B) € P e
(F,G)— (D,E) € P. Logo

[(F7G)_(D7E)]+[<D7E>_(A7B>] €P7

ou seja, (F,G) — (A, B) € P, o que significa (4, B) < (F,G).

(i7) Se (A, B) < (D, E), entdo (D, E) — (A, B) € P, onde
(D, E) + (F,G)] = [(A, B) + (F,G)] = (D, E) - (A, B) € P,
e isto significa que [(A4, B) + (F,G)] < [(D, E) + (F, G)].
(i71) Se (A, B) < (D, E) e 0* < (F,G), entio (D, E) — (A, B) € P e (F,G) € P. Logo
(D, E) - (A, B)|(F,G) € P,

isto é (D, E)(F,G)—(A, B)(F,G) € P,oquesignifica (A, B)(F,G) < (D, E)(F,G).

(iv) Se (A,B) < (D,E) e (F,G) < 0*, entao (D,E) — (A,B) € Pe —(F,G) € P, e
por conseguinte,

(D, E) = (A, B)][-(F,G)] € P,
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isto é
(A,B)(F,G)— (D,E)(F,G) € P,

o que significa (D, E)(F,G) < (A, B)(F,G).
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Capitulo 3
O corpo dos numeros reais

Neste capitulo, provamos que o conjunto dos cortes de Dedekind, munido das
operagoes de adigao e multiplicagao definidas no Capitulo 2 é um corpo algébrico,

conforme a defini¢ao apresentada no Capitulo 1.

3.1 Corpo ordenado completo

Esta secao é dedicada a provar que o conjunto de cortes é um corpo ordenado
completo. Como no Capitulo 2, denotamos por C' o conjunto de todos os cortes de
Dedekind.

Teorema 3.1. Sejam (A, B), (D, E) e (F,G) cortes de Dedekind. Entao, as sequintes

afirmacoes sao validas.
(i) (Comutatividade da adicao) (A, B) + (D, E) = (D, E) + (A, B);
(i1) (Associatividade da adi¢do) (A, B)+[(C, D)+(F,G)] = [(A, B)+(C, D)|+(F,G);

(1ii) (Ezisténcia e unicidade do elemento neutro da adi¢ao) O corte 0% = (A, By) €

o unico corte tal que

0" + (A, B) = (A, B) + 0" = (4, B).

(iv) (Eristéncia e unicidade do elemento simétrico da adi¢ao) Para todo corte (A, B)
existe o corte —(A, B) definido na Proposigdo tal que

(A,B)+[—(A,B)]=—(A,B)+ (A,B) =0".

O corte —(A, B) € chamado o simétrico aditivo de (A, B);
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(v) (Comutatividade da multiplica¢io) (A, B)(D, E) = (D, E)(A, B);
(vi) (Associatividade da multiplicagcao) (A, B)[(D, E)(F,G)] = [(A, B)(D, E)]|(F,G);

(vit) (Ewmisténcia e unicidade do elemento neutro da adigio) O corte 1* = (Ay, By),
onde Ay = {x € Q;x <1} e By = {z € Q; 1 < x} € unico elemento neutro da

multiplicacao, isto €,
(A,B)=1"(A,B) = (A, B)1"

para todo corte (A, B);

(viii) (Existéncia e unicidade do elemento simétrico da multiplicagao) Para todo corte
(A, B) # 0* existe um dnico corte denotado por (A, B)™! tal que

(A,B)"Y(A,B) = (A,B)(A,B)"' = 1%
O corte (A, B)™' é chamado o inverso multiplicativo do corte (A, B);
(ix) (F,G)[(A, B) + (D, E)] = (F,G)(A, B) + (F, G)(D, E);

Demonstra¢ao. As demonstragoes dos itens (i), (i7) e (iii) estao feitas no Teorema
e a demonstra¢ao do item (iv) estd feita na Proposicao 2.8
Prova do item (v). Seja (F,G) = (A, B)(D, E), entao

F=(A-D),UQ*, com (A-D), ={ad; a€e A,d€ D,a>0,d >0},

e
G=[(A D), uQ
Note que
(A-D),UQL =(D-A), UQL,
e portanto

(A,B)(D,E)=(D,E)(A,B).

Prova do item (vi). Seja (H,I) = (A, B)[(D, E)(F,G)], entao

H=[A-(D-F).],UQ*,
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com
[A-(D-F)i]y ={aldf);ac A, deD, feF,a>0,d>0, f>0,}
={(ad)f;a€ A,de D, feF,a>0,d>0, f>0,}
:[(AD>+F}+7
e portanto

(AvB)[(D’E)(Fa G)] = [<A7B)(D7E)](Fv G)

Prova do item (vii). Seja (A, B) € C, entao provaremos que Primeiro, note que

0* < 1*, e portanto |1*| = 1*. Com isso, usando a Defini¢ao podemos concluir que

(A, B)|,  se0" < (A, B);
_|(A>B)’7 se (A,B)<0*,

1*(A, B) =

isto é,
1"(A,B) = (A, B),

e usando o item (v), temos
(A,B) = (A,B)1* = 1"(A, B).

A unicidade do corte 1* como elemento neutro da multiplicacao se dé pelo fato de que

se (D, F) também é elemento neutro da multiplicagao, entao
(D,E)=1"(D,E) =17,

Prova do item (vi#ii). Inicialmente, suponha que 0* < (A, B). Defina o par ordena-

dor de subconjuntos de nimeros racionais (D, ), onde

1 1
D:Q,U{pEQ;p>O,—EBe—néoéoml’nimodeB}
p p

E = D"

Vamos mostrar que (D, E) é o tnico corte de Dedekind tal que
(A,B)(D,E)=(D,E)(A,B)=1"

(1) Notemos que (D, E) é um corte de Dedekind. De fato, como Q_ C D temos

D # (). Também, existe um racional positivo p € A e como p = % isto significa
P
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que % ¢ D, e consequentemente E # ). Além disso, Q = DU E.

Agora, seja ¢ € Q tal que g < p para todo p € F. Vamos mostrar que ¢ € D. Se
q < 0, entao ¢ € D. Por outro lado, se ¢ > 0, entao }—17 < % temos e i é elemento
de B que nao é minimo em B. Assim, % €Be % nao é o minimo de B, e assim,

qe D.

Finalmente, para provarmos que D nao possui elemento maximo seja p € D. Se
p < 0 como D contém nuimeros racionais positivos segue que existe algum s € D
com p < s. Agora, se 0 < p, temos i € Be % nao é o minimo de B. Desta forma,
existe um nuimero racional r € B tal que r < é. Seja s um numero racional com

r<s<§.Entéos€Besnéoéoml’nimodeB.ComOSZ entéo%EDe

o ==

p <

0 =

(2) Mostremos que (A, B)(D,E) = (D, E)(A,B) = 1"

1. Sejar € (A- D), com 0 < r. Entdo, r = pg com p € A e q € D. Entao,
é é elemento de B e, assim p < (11. Consequentemente, pg < 1, de onde

r=pq € Aj.

2. Sejar € A;. Ser <0, éclaroquer € (A-D),. Agora, se 0 < r < 1 existem
numeros racionais p € A e ¢ € B, com ¢ nao é o minimo de B, tais que

§:T,d0nder:p%comp€Ae%6D,ist0é,r€(A-D)+.

(3) O corte (D, E) é o tnico corte com a propriedade (A, B)(D, E) = 1*. Suponha-
mos que existe um corte (A, B), tal que (A, B)(A, B), = 1*. Entao,

(A, B). = (A, B).[(A, B)(D, E)]
= [(4, B).(A, B)|(D, E)
—1*(D, E)

— (D, E).

Portanto, (A, B), = (D, E) como querfamos mostrar. O corte (D, E) é denotado por
(A, B)™'. O caso em que (A, B) < 0* é tratado de forma similar.

Prova do item (ixz). A distributividade da multiplicacdo em relagao & adi¢ao serd
inicialmente demonstrada para cortes (A, B), (D, E), (F,G) > 0*. Os demais casos sao
consequéncia deste e das propriedades ja estudadas, principalmente as regras de sinais
apresentadas na Proposigao [2.10] Denotamos por (H,I) = (A, B)[(D, E) + (F,G)] e
(J,K)=(A,B)(D,E)+ (A, B)(F,G). Lembarmos que

(D,E)+ (F,G)=(D+ E,(D+ E)°)
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H=[A- D+ F)),uQ  ={reQ; r=agcom 0<acAe0<qeD+F}UQ".

Sejaq € D+ F, entao g =d+ f,comd € D e f € F. Logo, os elementos de H
sao racionais negativos, ou sao da forma: r = aqg = ad+ af, com 0 < a € A, d € D,

f€F.Ouseja, ad € (A- D), eaf € (A-F),, e consequentemente
r=ad+af €(A-D)y+(A-F),
isto nos leva a concluir que
HC[A-D),uQ]+[A-F),uQ].
Por outro lado, sendo (J,K) = (J,K) = (A, B)(D, E) + (A, B)(F,G), temos
J=[(A-D)LuQ]+[(A-F)LuQ]

Considerando r € J, temos r =v+u, onde v € (A- D), UQ* eue (A-F)L,UQ*, e
mais precisamente alguns casos a considerar:

(1) r=v+4u, comv,u € Q*;

(2) r=v+4+a’f’, comveQ*, 0<a”€Ae0< 7 e€F,

3) r=dd4+u, com ueQ",0<a€Ae0<deD;

4) r=dd+ad f’,com0<ad €A 0<deD 0<a"€Ae0< f?€F.

Nao ¢ dificil concluir que seja qual o tipo acima do nimero r entre os tipos de 1 a 4,
podemos concluir que
relA-(D+ F)]uQ* = H.

Dali, temos

JCIA-(D+F),uQ,

e portanto,
(F,G)[(A,B)+ (D,E)] = (F,G)(A,B)+ (F,G)(D,E). O

Até agora, provamos que o conjunto dos cortes de Dedekind é um corpo. Vamos

mostrar que o corpo dos cortes é ordenado, isto é, satisfaz as condigoes da Definicao

do Capitulo 1.

36



3. O corpo dos nimeros reais

Teorema 3.2. O corpo dos corte de Dedekind € ordenado.

Demonstracao. Seja P = {(A, B) € C; 0* < (A, B)}. Vamos mostrar que as condigdes
(Py) e (P2) da Defini¢ao sao satisfeitas, isto é, dados (A, B), (D, E) € P vamos
mostrar que (A, B)+ (D, E) € P e (A,B)(D, E) € P. De fato, existem a € Aed € D
tais que 0 < a e 0 < b. Como a e b sao numeros racionais temos que 0 < a+b e 0 < ab,
isto é, (A+ D)\Ag # 0 e A- D\ Ay # ) como querfamos demonstrar. O

Concluimos assim que o conjunto dos cortes de Dedekind C munido da operagao de
adicao e multiplicagao definidas no capitulo anterior é um corpo algébrico ordenado.
O préximo resultado garante que C munido da operacao de adi¢ao e multiplicacao é

um corpo ordenado arquimediano.

Teorema 3.3. O corpo dos corte de Dedekind é arquimediano.

Demonstracao. Segue imediatamento do Teorema [2.4] O

Teorema 3.4. Seja j: Q — C dada por j(r) = r* para todo r € Q. A aplicagio j €

injetora. Além disso, para todos r,s € Q temos
(a) j(r+s)=j(r)+j(s);
(b) j(=r)=—j(r);
(c) j(rs)=j(r)j(s);
(d) r < s se, e somente se, j(r) < j(s)..

Demonstracao. Consideremos dois niimeros racionais diferentes r e s. Se r < s e tome

t = 2. Notamos que t € A, porém t € A,, isto é, r* # s*. Assim, j ¢é injetora.

(a) Temos que j(r+s) = (r+s)* e o fato de que (r+s)* = r* + s* segue do Exemplo
238

(b) Temos que j(—r) = (A_,, B_,) e denotamos o corte —(A,., B,) por (D, E). Temos
que z € A_, se, e somente se, r < —r, isto é, —x € A, e nao é cota superior
minima de A,. Da definigdo de —(A,, B,.) isto é equivalente a dizer que —z € D.

Usando essas equivaléncias concluimos, pela defini¢ao de j, que j(—r) = —j(r).

(c) Vamos provar apenas no caso em que 7 > 0 e s > 0 os outros casos sao feitos

de maneira analoga. Mostremos que A,; = A, A;. Seja x € A,,, entao podemos
rs+x 2sx
Tr =
2s rs+x
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rs+ax 2sx : rs+x 2sx :
< re 5 < s Disso resulta, "5 € A e 25 € A;. Assim,

x € A, A, e, portanto, A, C A, A,. Por outro lado, seja y € A, A,. Entao, y <0

€ como

ouy =wuwvpara 0 <u<rel<wv<s Logo,y<0ouy=uv <rs, isto é,
yeAse A, CAA,.

(d) Sejam r, s € Q tal que r < s, entao A, C A,. Assim, A\ A,, isto é, r* < s*. O

Segue do teorema anterior que podemos obter uma cépia algébrica do conjunto
dos numeros racionais em C, uma vez que j(Q), exatamente o conjunto dos cortes
racionais. A identificacdo de j(Q) com Q nos permitem escrever Q C C. Assim, o
conjunto C\j(Q) é denominado o conjunto dos cortes irracionais.

No proximo objetivo é mostrar que o corpo dos Cortes de Dedekind é completo.

Teorema 3.5. Se (A, B) e (D, E) sdo cortes de Dedekind e (A, B) < (D, E), entao
existe um corte racional r* tal que (A, B) <r* < (D, E).

Demonstragao. Se (A, B) < (D, E), existe um nimero racional s tal que s € D e
s & A. Escolhemos um racional r > s de modo que » € D. Como r € D e r & r*,

temos r* < (D, E). Como s € r* e s € A, temos (A, B) < r*. O

Teorema 3.6. Sejam « e [ subconjuntos de C tais que:
(i) C=aUp;

(i) an B =0;

(ii)) a0 ¢ B+ 0;

(iv) Se (A,B) € a e (D, E) € B, entao (A,B) < (D, E).

Nessas condigoes existe um, e apenas um, corte de Dedekind (F,G) tal que (A, B) <
(F,G) < (D, E), para todo (A, B) € a e para todo (D, E) € (5.

Demonstra¢ao. Vamos provar inicialmente a unicidade. Suponhamos que existam dois
cortes (F,G); e (F,G)s, tais que a conclusao do teorema seja verificada e, suponhamos
que (F,G); < (F,G)3. Assim, pelo teorema anterior existe um corte de Dedekind
racional (F,G)s tal que (F,G); < (F,G)3 < (F,G)a,. Como (F,G)3 < (F,G)s segue
(F,G)s3 € a, pois (F,G)3 < (F,G)y < (D, E). Analogamente como (F,G); < (F,G)s,
resulta (F,G)3 € . Obtemos entao, (F,G)3 € aN B, o que é uma contradicao.

Agora provaremos a existéncia do corte de Dedekind (F,G). Sejam F' o conjunto
de todos os niimeros racionais p que pertencem a algum corte em o e G = F°. Vamos

mostrar inicialmente que (F,G) é um corte. De fato,
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(1) Veja que F # 0 pois a # (. Além disso, seja (D, E) € f e s ¢ D um racional.
Como para todo (A, B) € a, A C F,entao s ¢ A para algum A tal que (A, B) € a,
pois (A, B) < (D, E). Portanto, s ¢ F. Além disso, Q = F UG}

(2) Ser € F e s <r um racional. Entao r € A para algum A tal que (A, B) € a e,

como s < 1, entao s € A de onde segue que s € F;

(3) Ser € F, entao r € A para algum A tal que (A, B) € a. Logo, existe r < s com
s € A. Logo, s € F.

Agora, é imediato que (A, B) < (F,G) qualquer que seja (A, B) € a. Mostremos
que (F,G) < (D, E), para todo (D, E) € . Suponhamos que exista (D, E) € 8 com
(D,E) < (F,G). Neste caso, existe um racional r € F\D. Assim, r é um elemento
de algum conjunto A que determina um corte (A, B) € a e como r ¢ D, obtemos
(D, E) < (A, B), contrariando a hipétese (iv). O

Apesar da semelhanca entre as propriedades aritméticas e de ordem entre Q e C o
ultimo teorema contém a esséncia da importante propriedade que diferencia o conjunto
dos nuimero racionais e o conjunto de todos os cortes de Dedekind em Q. No Exemplo

2.1] consideramos os seguintes subconjuntos
A={rcQu;2*°<2ex<0}eB={acQ.;2<2*e0<2al,

e mostramos no Capitulo 2 que A e B satisfazem as hipdteses do Teorema [3.6] para Q
fazendo o papel de C, mas que nao existe r € QQ satisfazendo s < r, para todo s € A e
r <t, paratodot € B.

Com isso, notemos que o Exemplo [2.1| nos diz, informalmente, que em Q existem

“lacunas”.

Corolario 3.7. Nas condicoes do teorema anterior, ou existe em o um maximo, ou,

em [ um minimo.

Demonstragao. Seja (F,G) o corte definido na prova do teorema anterior. Entao,
(F,G) estd em v ou em f3, pela hipétese (i) e, por (i), em apenas um desses conjuntos.
Se (F,G) € a, entdao (F,G) é elemento maximo de A e, se (F,G) € 3, (F,G) é

elemento minimo de B. O

A existéncia do corte (F,G) é o que garante que as “lacunas”que existiam em Q

sao agora estao preenchidas.
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Teorema 3.8. Todo subconjunto nao vazio de C limitado superiormente admite su-

premo.

Demonstracao. Seja X # () subconjunto de C limitado superiormente. Consideramos

os seguintes conjuntos
a={(A,B) €C; existe (D, E) € X tal que (A,B) < (D,E)}

e B o complementar de v em C. Observamos que nenhum elemento de « é cota superior
para X e todo elemento de 8 é cota superior para X. Para mostrar que X tem supremo
vamos mostrar que 3 tem infimo.

Notamos que os conjutos « e [ satisfazem as hipdteses do Teorema [3.6] De fato,
é imediato que a U 8 = C, anN B # (. Além disso, dado (4,B) € X temos F
¢ nao vazio temos que a e [ sdo nao vazios. Por outro lado, sejam (A, B) € «a e
(D,E) € 5. Entao, existe (F,G) € X tal que (4,B) < (F,G) e (F,G) < (D, E).
Portanto (A, B) < (D, E), isto é a condicao (d) do Teorema (3.6 ¢ satisfeita.

Portanto, pelo corolario acima « possui maximo ou [ possui minimo. Vamos
mostrar que o primeiro caso nao acontece. De fato, seja (A, B) € a entao exise
(D,E) € X tal que (A,B) < (D,FE). Pelo Teorema existe um corte (A’, B')
tal que (A, B) < (A", B') < (D, E). Como (A, B") < (D, E) temos (A’, B') € «, isto ¢,

« nao pode possuir maximo. O

Segue do Teorema anterior que o corpo dos cortes de Dedekind é completo. Isto

motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.1. O conjunto de todos os cortes de Dedekind formado pelos cortes ra-
cionais e irracionais é chamado de o conjunto dos nimeros reais e é denotado por R.

Cada corte em R é chamado de nimero real.

Uma questao fundamental na construcao do conjunto dos niimeros reais por meio
de cortes de Dedekind em Q, é saber se repetindo o processo em R encontramos novos
objetos nao pertencentes a R. O proximo resultado diz que todo corte de Dedekind
em R determina um objeto em R. Intituivamente, isto equivale a dizer que podemos
pensar em R geometricamente como um continuo de pontos. Para provar isto podemos

estender a definicao de corte par o conjunto dos niimeros reais da seguinte forma.

Defini¢ao 3.2. Um corte de Dedekind em R é um par ordenado (A, A) de conjuntos

de ntimeros reais satisfazendo as seguintes condigoes:

(C1) Os conjuntos A e A sao ambos nao vazios tais que A U A = R;
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(Cy) Todo elemento de A é estritamente menor que todo elemento de A;
Teorema 3.9. Todo corte de Dedekind em R determina um objeto de R.
Demonstragao. Seja (A, A) um corte de Dedekind em R. Logo, podemos afirmar que
(i) Todo nimero real pertence exclusivamente ou a A, ou a A;
(ii) Todo numero real s; € A é menor que todo nimero real s, € A.

Provaremos que A possui um elemento maximo ou A possui um elemento minimo.
Consideremos (A, B) um corte de Dedekind em Q, onde A é construido pelos racionais
de A e B é construido pelos racionais A. Entao (A, B) estd associado a um nimero
a € R e a pertence a A ou a A. Demonstraremos que se a € A, entao ele é elemento
maximo de A, ou que se a € A entao ele é minimo de A. De fato suponha que, a € A.
Seja f € Q tal que o« < fer € Rcom a < r < . Entao, sendo a < r temos
r € B C A, pois a = (A, B), temos, porém, r < [ entao € A.

Portanto, todo nimero real maior que « pertence a A. Logo, ndao existe em A um

nimero real maior que . Assim, o é maximo de A. m
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