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novo andar sobre a antiga estrutura.” (Hermann Hankel)



Resumo

O ensino e aprendizado de Exponenciais e Logaritmos no Ensino Médio € caracterizado,
por grande parte dos professores, como um dos temas mais explordveis da Matematica. Porém,
os referidos assuntos sao considerados de dificil compreensao por parte dos alunos. Ora, como
pode um assunto com tantas aplicacdes em outras areas do conhecimento, ndo “atrair’a atengao
dos alunos?

Acreditamos que o ensino desses temas somente através de conceituagdes, teoremas e pro-
priedades operatorias fica empobrecido. Por vezes, isso se da pela necessidade dos professores
em acelerar o conteudo para que sejam cumpridos os cronogramas escolares. A nosso ver, este
¢ um grave problema a ser resolvido, mas ndo € o objeto de nosso estudo.

Apresentamos no presente trabalho uma proposta de ensino de Exponenciais e Logaritmos
com suas definicdes, teoremas e propriedades, mas com um foco de aplicabilidade dos conceitos
adquiridos nas diversas dreas do conhecimento, tais como as Ci€ncias Naturais.



Abstract

The teaching and learning of Exponentials and Logarithms in High School is characterized
by many teachers as one of the most explorable themes of Mathematics. However, such matters
are considered difficult to be understood by students. Therefore, how can a subject with so
many applications in other fields of knowledge, not “attract”students attention?

We believe that the teaching of these subjects only by concepts, theorems and operative
properties gets depleted. Sometimes this is due to teacher’s need to accelerate the teathing of to
acomplished the lession plans content. In our view, this is a serious problem to be solved, but
not the object of our study.

We present in this paper a proposal of teaching Exponentials and Logarithms with their
definitions, theorems and properties, but with a focus on the applicability of the concepts
acquired in various areas of knowledge, such as the Natural Sciences.
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1 Introducao

1.1 Apresentacao do autor do presente trabalho

Meu nome € Vladimir Thiengo, tenho 37 anos, sou professor de Matematica no Ensino
Baésico das redes publica e particular no municipio de Niter6i, no Estado do Rio de Janeiro,
lecionando em turmas de Ensino Médio desde 2007. Sou licenciado em Matemética pela Uni-

versidade Federal Fluminense desde o ano de 2005.

Em grande parte, o meu Ensino Basico foi em escolas da Rede Publica de Ensino (desde
a antiga 5 série do 1° grau, atual 6° ano do Ensino Fundamental) e ja naquela época tinha a
nog¢do de que a qualidade do ensino de Matematica nas escolas publicas era muito deficiente.
Professores com jornadas duplas e até triplas se deparavam com turmas grandes e muito hete-
rogéneas, dificultando ainda mais o seu trabalho docente. O resultado deste processo, ao longo
dos anos, podemos constatar nos dias atuais. Vemos o ensino de Matemdtica ser tratado de

modo secunddrio por grande parte das escolas da rede.

Na minha carreira docente, isto sempre me incomodou bastante. Sendo assim, a minha
vontade de lutar contra isso pode ser considerada como um instinto. Eu acredito que pode-
remos voltar a ter um ensino de qualidade nos centros escolares, principalmente o Ensino de

Matematica.

Encontrei neste grande projeto de Mestrado Profissional do ProfMat uma oportunidade
de melhor qualificagdo dos docentes em todo o pais. Acreditei e abracei este projeto com
muita vontade de aprender mais e poder ensinar melhor. Hoje, estou colhendo os frutos destes
dois anos de aprendizado, no convivio com excelentes professores da Universidade Federal
Fluminense - UFF e com excelentes colegas de turma que pensam da mesma forma - querer

construir um futuro promissor do Ensino de Matematica.

Espero que, com esse trabalho, eu possa de alguma forma ajudar meus colegas em todo
pais. Que eu possa servir de inspiracao para que outros professores invistam em sua formagao

e se sintam capazes de transformar a atual realidade do ensino em uma pégina virada.
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1.2 Consideracoes Iniciais

Desde os primoérdios da civilizagdo humana, a Matemdtica vem se desenvolvendo como
uma importante ferramenta utilizada pelo homem. Desde os primeiros problemas de contagem
simples de objetos até o desenvolvimento de teorias refinadas e de grande avango tecnoldgico,

a Matematica se torna, a cada dia, mais indispensdvel para o nosso desenvolvimento.

No entanto, o ensino da matematica nos centros escolares tornou-se, nas ultimas décadas,
um pesadelo para a maioria das pessoas. Seja por falta de compreensao, seja por alguma de-
ficiéncia no processo de ensino-aprendizagem nas séries iniciais, seja por varios outros fato-
res, nao € proveitoso para os alunos. Muitos se perguntam, as vezes: ‘“Para que serve a Ma-
tematica?’, “Onde eu vou usar isto na minha vida?”. A quase totalidade dos discentes (e
também grande parte dos docentes), ao ensinar um conteudo especifico da disciplina, ndo vé
utilidade naquilo que estdo aprendendo (ou ensinando). Alguns dos conceitos matematicos
com grande gama de aplicacdes em problemas praticos sdo os de Exponenciais e Logaritmos

e, curiosamente, sao conceitos que apresentam um baixo rendimento por parte dos alunos.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais - PCN’s (1998) [1] e os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio - PCN+EM (2002) [2], o ensino de Matematica
deve estar voltado para a formacdo do aluno como cidaddo pleno, ndo se restringindo apenas a
um mero aprendizado de resolugdes de equagdes e coisas do género. Os documentos propdem
um aprendizado que seja efetivamente util a vida e ao trabalho das pessoas, de forma que as
informacdes, os conhecimentos e as competéncias e habilidades desenvolvidas por eles sirvam

para perceber, interpretar e atuar em situacoes da vida cotidiana.

Propdem ainda que os objetos de ensino devam desenvolver conhecimentos préticos e con-
textualizados, de forma combinada, além de desenvolver também conhecimentos mais amplos e
abstratos. Desta forma, busca-se suprir as necessidades mais imediatas da vida contemporanea
e também fornecer uma cultura geral, além de uma visdo de mundo mais integrada. Nesse
sentido, o aprendizado de matematica deve buscar algo além de sua formacgdo técnica, deve ser
capaz de auxiliar os cidaddos a interpretar o mundo a sua volta em diferentes meios (social,

profissional e natural).

Cabe ainda ressaltar que os PCN+EM contesta o Ensino da Matematica (na verdade, o
ensino como um todo) em tépicos estanques e nao integrados, propondo uma ac¢ao articulada
entre os temas ensinados, de forma que o aluno perceba a Matemédtica como uma ferramenta

ampla e que auxilia no desenvolvimento de outras dreas do conhecimento.

Serd, entdo, que inserindo a matematica em um contexto de aplicagdo em problemas praticos
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o processo de ensino-aprendizagem serd mais bem conduzido? A aplicagdo da teoria em
situacdes-problema bastaria para resolvermos este problema? Sabemos que s isso ndo basta.
H4 de haver um correto embasamento tedrico da disciplina, das proposi¢des e dos teoremas, do

uso correto das equagdes e das varidveis do problema.

O tema do presente trabalho foi escolhido por ser um tos tépicos mateméaticos com maior
gama de aplicacOes a problemas naturais. Talvez outros tépicos ndo sejam tao ricos de aplicagoes
praticas. Porém, o professor deve, a0 mdximo, saber explorar os conteudos que permitem mais
aplicacdes. O padrdo atual do vestibular, adotando-se o Exame Nacional do Ensino Médio
- ENEM exige que o aluno tenha um conhecimento geral da Matematica e saiba aplicar tais
conteudos em problemas praticos, exigindo-se tanto um bom conhecimento mateméatico quanto

uma boa interpretagdo do texto do problema, dentro da proposta dos PCN’s e PCN+EM.

A proposta de nosso trabalho € discutir o processo de ensino de exponenciais e logaritmos
através de conceituacdes iniciais bem trabalhadas e aplicacdes do contetido ensinado nas dife-
rentes dreas de conhecimento - Ciéncias Humanas (aspectos geogréficos) e Ciéncias Naturais

(Fisica, Quimica, Biologia e Astronomia).

Inicialmente, no Capitulo 2, vamos abordar alguns aspectos histéricos da teoria de expo-
nenciais e logaritmos no desenvolvimento da matematica nos séculos XVI e XVII. Em seguida,
no Capitulo 3, faremos também uma exposicao das teorias necessdrias para um bom conheci-
mento do contetdo por parte do aluno. No Capitulo 4, apresentaremos aplicagdes praticas do
conteddo exposto nas dreas de conhecimento, anteriormente citadas. Veremos como podemos
aplicar os conceitos de exponenciais e logaritmos na resolug¢ao de variados problemas de ordem

natural.
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2 Aspectos Historicos

Se desejarmos estabelecer um processo de constru¢do do conhecimento baseado na dis-
cussdo, na argumentacdo, na contra argumentacdo e na criacdo de conjecturas, para somente
depois estabelecermos a defini¢ao formal, entdo cremos ser importante relembrarmos fatos

histéricos que nortearam e motivaram o estudo de logaritmos.

Pode parecer surpreendente, mas realizar operacdes de multiplicacao, divisdo, potenciagao
e radiciacdo j4 foi algo extremamente dispendioso hd tempos, pois ndo se podia contar com
calculadoras. Isso se deu, por exemplo, no final do século XVI, quando do desenvolvimento da
Astronomia e da Navegacdo, que primaram pelos extensos e trabalhosos cdlculos aritméticos.
Naquela época, determinar um método que permitisse realizar as operagdes aritméticas com

mais agilidade era um problema essencial.

Neste sentido, varios estudiosos da época se debrucaram sobre este ideal e, com éxito,
destacaram-se dois deles: o te6logo e matematico escocés John Napier (1550-1617) e o ma-
tematico e inventor suico Jost Biirgi (1552-1632) que, em estudos independentes, publicaram
tabelas logaritmicas. Essas tabelas ficaram conhecidas como “Tdbuas de Logaritmos”, que

foram grandes descobertas cientificas da época.

(a) John Napier (b) Jost Biirgi

Figura 2.1: Os "Descobridores”dos Logaritmos
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Como a influéncia de John Napier no desenvolvimento dos logaritmos (do grego logos=ra-
zdo e arithmos=ntimero) foi mais notdria que a de Jost Biirgi, ele tornou-se mais conhecido.
Napier dedicou seus estudos aos logaritmos durante vinte anos antes de publicar seus resul-
tados no livro “Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio”, em 1614, que significa “Uma

Descrigdo da Maravilhosa Regra dos Logaritmos”

Gr. 22
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(a) Capa da publica¢dao de Na- (b) Exemplo de uma Tdbua Lo-
pier garitmica de Napier

Figura 2.2: Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio

Apo6s a publicacido de sua primeira tdbua de logaritmos, Napier, juntamente com o ma-
tematico inglés Henry Briggs (1561-1631), apresentou uma nova tdbua, proporcionando me-
lhor interpretacdo, contendo os chamados Logaritmos Decimais. Essa tdbua foi publicada por

Brigs em Logarithmorum Chilias prima em 1617 [3].

arithmi, | | Logarithmi.
o t)oo,ooouo,oaooo 34{1
1013010,29995,66398] 25|1
0l771,21274,71966] 36|15563,02500,76729!
o ozq,ggggx,;zygt? 37015682,01724,0670¢
989,70004,33602| 38[15797,83596,61681

B!

1

1

1

5314,78917,04226
§440,68044, 35028

7781,51250,38364] 39| 15910,63607,02650
450,98040,01426| 40| 16020,59991,32798
09030,80986,99194| 41| 16127,83856,71974
i 542,42599x43932| . 2[16232,49290,39790
|19 lhooo ,00000,06000] 43 l€334,?§{f1:512f9

(a) Henry Briggs (b) Exemplo de uma Tdbua Lo-
garitmica de base decimal

Figura 2.3: Os Logaritmos Decimais de H. Briggs

Uma tdbua de logaritmos consiste essencialmente de duas colunas de nimeros, em que

a cada nimero da coluna a esquerda corresponde um ntiimero a direita, que denominamos o
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seu logaritmo. Hoje, tal correspondéncia recebe o nome de fun¢do; mas convém ressaltar
que, cronologicamente, a ideia de logaritmo antecede ao conceito matemdtico de fungdo. E
interessante que, com essa tibua, podemos multiplicar dois nimeros utilizando-nos da soma de
outros dois. Para isto, basta somarmos seus logaritmos e, com o resultado, vamos a tabela e
procuramos na coluna da direita esse resultado e, a seguir, olhamos na coluna da esquerda o
valor 14 impresso. Esse valor € o produto procurado. Isso se deve as propriedades de logaritmos

que veremos mais adiante.

TABELA DE LOGARITMOS DECIMAIS

e B = 171,23049 66 1819544 35 1,544068 84 1924279
1§ 50169897 18],255273 67 1826075 361556303 85 929419
2 030103 51170757 191278754 68 1832509 37 1,568202 86 1934498
3 Q47T 521716003 20 1,30103 69 1838849 38 1,379784 87 1939519
4 0,60206 531724276 21132219 70 | 845098 39 1 591065 BE ] 944483
3 0,69897 54,7334 221342423 71851258 40 1,60206 89 194939
£ 0778151 55 740363 23 1361728 72 1,8513%2 41 1,612784 90 1954243
7 0,845098 56 1748188 24 1380211 73 1 86333 42 1,623249 911939041
8 0,90309 571,755875 25139794 74 ] 869232 43 163468 921963788
9 (954243 58176128 26 1414973 73 1875061 44 1643453 93 ] 968483
1 5917mER2 27 1431364 76 1850814 451,653213 94 1973128
111,041393 60 1778151 28 | 447158 77 1 886491 46 1662758 95 1.97T724
12 1,079181 611,78533 29 1462398 78 |,892095 47 1672098 96 1982271
131113043 62 ],792392 30 L4771 79 1897627 48 1681241 97 1986772
14 1146128 63 799341 311491362 80 1,90309 49 1690196 98 1991226
15 1176091 64 180618 321,50515 81 1908485 99 1,995633
161,20412 651812913 331518504 82 ],913814

34 1,531479 B3 | 919078

Figura 2.4: Tabua de Logaritmos Atual

A primeira constatagdo da possibilidade de se reduzir uma multiplicagdo a uma adig¢ao
ocorreu nos estudos de Michael Stifel(1487-1567), em sua publicacdo Arithmetica Integra de
1544, mediante a comparacao dos termos de uma progressdo aritmética (PA) com os de uma
progressao geométrica (PG). Vejamos o exemplo seguinte em que na primeira linha temos uma

PA de razdo 1 e, na segunda, uma PG de razdo 2.

12|34 /|5]6/|7 8 9 10 11
214 |8|16|32 64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

Se pretendermos saber o resultado da multiplicacido de dois termos da PG, digamos 16 e
128, basta somarmos os termos a eles correspondentes 4 e 7 na PA, somar esses resultados
(447 =11) e tomarmos o termo 2048 que corresponde ao resultado dessa soma. Assim, 16 x
128 = 2048. Aqui, estamos apenas utilizando a conhecida propriedade de poténcia de mesma
base (diga-se de passagem, historicamente, os logaritmos antecederam a nota¢cdo exponencial)

que, em notacdo ja bem propagada na atualidade, estabelece:

16 x 128 = 2% x 27 =247 =211 — 2048,
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Seguindo por esse caminho, podemos construir uma tibua de logaritmos de base 2, onde na

coluna a esquerda listamos as poténcias de 2 e, a direita, os expoentes correspondentes.

2" | n
2 11
4 |2
8 |3
16 | 4
3215

O fato dessa tabua s6 permitir calcular produtos de niimeros da forma 2", com n um nimero
inteiro e positivo a torna insuficiente para vdarios cdlculos, ainda que troquemos a base 2 por

outra base b, com b sendo um niimero inteiro positivo arbitrario.

E claro que para nés, hoje em dia, fazer o produto de 128 por 16 é extremamente simples,
uma vez que ja temos conhecimento de um “algoritmo” para a multiplicacdo de dois niimeros.
Mas em meados do Século XVI este método ainda nao existia! Podemos, entao, ter uma ideia

da grandiosidade da ferramenta dos logaritmos nos calculos de produtos entre dois nlimeros.

O desenvolvimento da notacao exponencial, da propriedade fundamental da poténcia de ex-
poentes racionais e da constata¢do de que todo nimero real positivo poderia ser arbitrariamente
aproximado por poténcias (com expoentes racionais) de um dado nimero positivo diferente de
1, possibilitou a elaboracdo de tdbuas de logaritmos mais satisfatorias, que permitiriam calculos

mais elaborados.
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3  Conceituagcoes Teoricas

Em nosso estudo, vamos examinar as descri¢oes, definicdes, propriedades, gréficos e, em
especial, a relagdao de inversibilidade que existe entre as funcdes exponenciais e logaritmicas.
Vamos ver, também, como esses tipos de funcdes podem modelar e resolver diversos problemas

em varias areas do conhecimento.

Como pré-requisitos de uma boa compreensao da abordagem deste capitulo, exige-se que
o leitor saiba lidar com potenciagdes e radiciagdes de expoentes ou radicais racionais. Neste
ponto, faremos uma breve revisao de potenciacao e radiciacdo, dando significados para algumas
regras que acabam por muitas vezes sendo “decoradas” pelos professores e alunos do ensino

basico.

3.1 Poténcias de Expoente Racional

Nao sdo raros os casos em que alunos ainda no Ensino Fundamental, ao se depararem com
as regras de potenciacoes e radiciacdes, acabam encontrando muita dificuldade na assimilacdo
das indmeras regras que lhes sdo ensinadas. A pouca maturidade dos mesmos, aliada a falta
de cuidado de alguns professores, fazem com que o aprendizado destas ferramentas se torne

bastante prejudicado.

Por estes motivos, € de extrema importancia que esses pontos sejam discutidos no En-
sino Médio, como uma preparacdo para uma boa compreensdo da Teoria de Exponenciais.
Neste ponto, os alunos ja possuem uma certa maturidade matematica para a compreensao de

demonstracdes simples e consequéncias de uma defini¢ao dada.

Sendo @ um ndmero real positivo, a poténcia de base a e expoente n, denotada por a”, com
n € N, € definida como o produto de n fatores iguais a a, ou seja,

al'=a; sen=1

at=a-a-a----a, n>2.
—_——

n parcelas
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Algumas propriedades de potenciacdo decorrem de forma quase direta dessa definicdo. A

primeira delas € uma espécie de regra fundamental de potenciag¢des, dada por:

a Xam:(a.a....a)x(a.a....a):(a.a.a....a):an-i‘m‘

n parcelas m parcelas n+m parcelas

Essa regra é conhecida por produto de poténcias de mesma base, que se desenvolve man-

tendo a base e somando-se 0s expoentes.

Uma segunda propriedade pode ser obtida como decorréncia da regra fundamental acima,

que nos mostra como lidar com poténcias elevadas a outras poténcias:

(a”)m:(a-a«-'-a)x(a-a----a)x~-->< (a'a-u-a) — (a.a....a):an'm_
npel;gelas npa;gelas npal;gelas n.m p;,rcelas
rnpa‘r,celas

(.

Vamos, agora, procurar dar um significado para poténcias da forma a”, com n sendo um

nimero inteiro, ou seja, agora o valor da poténcia n pode ser zero ou um nimero negativo.

Sendo n = 0, temos que ¢’ = 1 por definicio. O que podemos fazer, aqui, é dar uma
justificativa para esta defini¢do. Sendo uma definic@o, ndo caberia apresentar uma demonstragao

para este fato.

0+1 0,1 0 0

1= =a-a =a -a=a=a -a.

Temos que: a=a =a

Como a € real positivo, podemos dividir essa tltima equagao por a. Dai, segue-se que:

0
a a'-a
- = =>1=d"1=d"=1.
a a

Sendo n um natural positivo, segue que —n € um nimero inteiro negativo. Podemos, entao,

verificar o resultado de uma poténcia com expoente negativo:

_ _ 1 _
l=a""=sl=a"d"=—=a".
al’l
Conseguimos, portanto, criar a estrutura de potenciacdes de expoentes inteiros quaisquer,

com suas quatro primeiras propriedades bésicas. O préximo passo seria conseguir uma inter-

pretacao para poténcias de expoentes racionais, ou seja, poténcias da forma n = B, comp,q € Z
q
eq#0.
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Partindo da segunda propriedade e do fato de que n = d & n-g = p, temos:
q

(an)ngn.an.an....an:an'q
q

-~

parcelas

Dai, a" € o nimero real positivo, cuja g-ésima poténcia € igual a a”. Pela definicdo de

radiciacoes, a” deve ser igual a raiz gq-ésima de a”, ou seja,

a' =Vab.

Definimos a" para n € Q. Faltaria definir as poténcias da forma a*, para x € R. Usando que,
podemos aproximar x por nimeros racionais tao proximos quanto queiramos, podemos tentar

definir a* usando tais aproximacdes.

O objetivo do presente trabalho € apresentar a teoria basica e aplicagdes das func¢des ex-
ponenciais e logaritmicas. Na definicdo de fun¢des exponenciais, procuraremos dar uma ideia

basica do que pode acontecer com poténcias de expoentes reais (racionais € nao racionais).

Esperamos que, com este pequeno capitulo introdutério de conceituacdo de poténcias com
expoentes racionais, o leitor possa acompanhar, sem maiores problemas, os conceitos e defini¢des

que se seguem.

3.2 Exponenciais

Suponha uma cultura de bactérias, com a caracteristica de que a cada minuto, cada micror-
ganismo gere outro microrganismo, ou seja, a cada minuto, uma bactéria se multiplica por dois.
Podemos descrever o nimero de bactérias nessa cultura em fungao do tempo (em minutos). Para

1ss0, observe a tabela abaixo, que nos dd o nimero de bactérias nos primeiros cinco minutos:

tempo (minutos) | nimero de bactérias
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32

Observe que o numero de bactérias, a cada minuto, sdo as poténcias naturais de 2. Sendo

assim, € natural que se pense que para cada ¢, o numero B de bactérias neste instante seja
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igual a B =2'. Essa fun¢do é um exemplo de um grupo de fung¢des, denominadas Funcoes

Exponenciais.

Esse simples exemplo introdutdrio, motiva-nos a criar uma definicao para Fungdes Expo-

nenciais, das quais trataremos mais detalhadamente ao longo do texto.

3.2.1 Definicao: Funcoes Exponenciais

Seja a um niimero real maior do que O e diferente de 1. A fun¢do f : R — R definida por

f(x) = a* denomina-se Funcao Exponencial de Base a.

Com relagdo ao exemplo inicial apresentado, ilustramos abaixo uma tabela com outros
valores da fun¢do, bem como um gréifico que ilustra o crescimento do nimero de bactérias.
Ainda que ndo possamos ter valores negativos de ¢, vamos aqui considerar que ¢ pode assumir

qualquer valor inteiro entre —3 e 3, inclusive.

x | flx)=2*
3| 273=4
2| 272=1
-1] 271=3
0| 2°=1
1| 2'=

2 | 22=

3| 23=

f(x)
8

-3 =25 -2 15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3

Figura 3.1: Grifico discreto da fungdo f(x) = 2*

Podemos também trabalhar com poténcias x racionais e irracionais, ou seja, com x podendo

ser qualquer numero real. Isso nos dard uma continuidade (curva continua) nos gréificos das
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funcdes exponenciais. Veja, por exemplo, o gréfico da fungdo f(x) = 3%, para valores reais de
x € [-2,2].

2 18 16 14 12 -1 08 06 04 02 0 02 04 08 08 1 12 14 16 18

Figura 3.2: Grifico da fung@o f(x) = 3%, comx € [-2,2].

Sera que toda fun¢do exponencial caracteriza problemas de crescimento? Podemos ter uma

situacdo de decrescimento exponencial? Imagine a seguinte situacao:

“Meia vida de um medicamento é o tempo que se leva, aproximadamente, para que o
efeito desta substancia no organismo se reduza a metade do efeito do instante inicial. A
substancia PARACETAMOL tem tempo de meia vida aproximado de duas horas. Uma pes-
soa ingere um comprimido com 1000mg desta substdncia, que atinge a corrente sanguinea
com um pico de 20 mg/litro, que ocorre entre trinta minutos a duas horas apos a ingestdo.”

(http://www.qmc.ufsc.br/organica/exp7/paracetamol.html)

Vamos considerar que o instante zero seja quando o nivel da substancia no organismo atinge
o seu “pico” (20 mg/litro). Vamos ver uma tabela e o aspecto grafico do nivel de miligramas

por litro de sangue ao passar do tempo, até 10 horas apés o nivel de pico:

instante (horas) | nivel (mg/litro)
0 20
2 10
4 5
6 2,5
8 1,25
10 0,625
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0 t
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 8 85 9 95 10

Figura 3.3: Decaimento do nivel da substancia PARACETAMOL no organismo

Podemos notar que hd um decrescimento exponencial do nivel de Paracetamol no orga-
nismo do paciente de acordo com o tempo. Portanto, as funcdes exponenciais também podem

modelar situacdes de decrescimento.

De forma geral, dada a fungdo f(x) = a*, temos que:

a > 1 — Funcao Exponencial Crescente

0 < a < 1 — Funcao Exponencial Decrescente

Observa-se, também, que as fungdes exponenciais sdo injetoras, ou seja, se f(x1) = f(x2),
entdo temos necessariamente que x; = xp, para todo x1,x; € R. Dai, dados dois nlimeros reais
quaisquer x; e xp, temos que:

x| __

a a? & xp = x.

Essa observagdo € muito ttil na resolucao de algumas equagdes exponenciais.

No presente texto, ndo iremos abordar as teorias das Equacdes Exponenciais de forma de-
talhada. Para as resolucdes dos problemas propostos ao final de nosso trabalho, utilizaremos
equacoes simples (onde podemos igualar bases em ambos os lados da equagdo) e as defini¢des
e propriedades operatdrias dos Logaritmos. O leitor que quiser mais detalhes a respeito das

Equacgdes Exponenciais, pode consultar as referéncias [6] e [7].

Podemos generalizar os conceitos vistos até entdo para fungdes da forma f(x) = b - a,
com b um ndmero real positivo e ndo nulo. Essas funcdes denominam-se Funcgoes do Tipo
Exponencial. Note que, para x = 0, temos que f(0) = b-a° = b-1 = b. Dai, a intersecio do
grafico desse tipo de fung¢do com o eixo y se da no ponto (0,b). Veja abaixo, por exemplo, o

gréfico da funcdo f(x) =3-2%, comx € R.
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10

45 -4 35 -3 25 2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3

Figura 3.4: Grafico da funcdo f(x) =3-2*

Uma funcdo que ocorre frequentemente em problemas de Matemadtica Financeira e no
campo das Ciéncias Bioldgicas é f(x) = ¢*, em que e é uma constante irracional (aproxima-
damente 2,71828...). Fung¢des desse tipo modelam situacdes de crescimento ou decrescimento
continuo. O conceito de continuidade € um dos principais topicos nos cursos de Calculo no

Ensino Superior.

1414

25 2 15 -1 05 [ 05 1 15 2 25

Figura 3.5: Grifico da funcdo f(x) = e*

1 X
e = lim (1 + —) .
X—>0 X

Matematicos e cientistas utilizam usualmente em diversos calculos fun¢des do tipo expo-

Usando limites, temos que:

nencial da forma f(x) = k- e%~, pois essa expressdo exibe claramente o valor inicial da fungdo

f(0) = k e também o coeficiente a estd relacionado com a taxa de crescimento da fungéo f.

Vamos fazer, aqui, uma breve justificativa matemética de um modelo de crescimento conti-

nuo.

Sabe-se, da Matemdtica Financeira, que a capitalizacdo C de um montante M apds um
acréscimo de i por cento é dado por M = C- (1 +1i), depois de um determinado periodo. Supo-

nhamos que esse periodo seja de um ano. Capitalizaremos esse montante de uma outra forma:
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faremos uma primeira aplicacdo de 6 meses e, apds, reinvestiremos esse montante por mais 6
meses. Sendo assim, a equacao que nos dard o montante acumulado apds as duas capitalizacdes
£ i\ 2 i\ 2 . . e g ~ .

éM=C-(1+4%)". Observe que (14 %)" > (1+1i). Dai, a capitalizagdo durante dois semestres

consecutivos € maior do que a capitalizagdo anual direta.

Podemos, também, “quebrar” essas capitalizacdes em intervalos de tempos menores - por
exemplo, bimestral <M =C- (1 + é)6> ou mensalmente (M =C- (1 + 1’—2) 12). Tomando o

numero de parti¢des cada vez maiores, fazendo tender a infinitas parti¢cdes, temos que:

. t
M = lim [C- (1+f) ] —C.¢.
t—3o0 ¢

2. N . i\ o~ g oeqe . .
E importante observar que apesar de a sequéncia (1 + ;) ser crescente, ela ndo € ilimitada, ja

que seu limite no infinito tende a e’.

O mesmo raciocinio do exemplo anterior é vélido para aplicagdes da formaM =C-(14i-t).

A equagdo final do crescimento continuo desse modelo sera:

. n
M = lim [C- (1+2> ] —Ce,
n—soo n

Além da Matematica Financeira, outras principais aplicagdes das fun¢des exponenciais de

base e ocorrem em:

(i) Crescimentos populacionais (de insetos, por exemplo), em que o nimero de individuos varia

com o tempo de acordo com a fungao
P(t) =Py

com P sendo a populacdo do tempo ¢, Py a populacao inicial, 42 € uma constante que de-

pende do tipo de populacdo que esta sendo estudada.

(1) O decaimento da radioatividade de substancias também é modelada por funcdes desse tipo,

por exemplo, em
Y(6) =yo-e

em que k € uma constante que depende da substincia radioativa estudada.

(iii) A concentracdo de uma solucdo (quantidade de sal em um tanque), por exemplo, é uma

fun¢do exponencial da forma

0=0g-¢ (V)1
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em que Qo € a quantidade inicial de sal no tanque, V € o volume do tanque, v € o volume
de dgua limpa que entra no tanque, a0 mesmo tempo que a solucdo (salmoura) escoa e ¢

é o tempo, em horas. Observe que essa fungdo é decrescente, pois a base é e~ .

3.3 Logaritmos

Suponhamos o seguinte problema: “Se um capital inicial C (em reais) foi investido em uma
aplicacdo de juros compostos e continuos r, de forma que o valor futuro M (montante) desta
aplicagdo seja dado por M = C - €', em quanto tempo este montante serd equivalente ao dobro
do capital inicial investido, ou seja, M =72 -C?”. Para resolvermos uma situagdao-problema
desse tipo, precisamos de uma das teorias mais importantes da Matematica de Ensino Médio -

as Funcdes Logaritmicas.

3.3.1 Motivacao para a criacao das ‘“tabuas” (tabelas) logaritmicas

Ha alguns séculos, antes do desenvolvimento de “méquinas” de calculos, fazer certas opera-

N . 1 . . o .
¢oes do tipo (1,37)!® ou (3,09)16 eram bastante complicadas. Foi somente no inicio do século
XVII que criaram artificios que tornariam mais faceis os cdlculos de poténcias e radiciagdes tao

complicadas como nos exemplos anteriores.

Gracas ao matematico, fisico, astronomo e te6logo escocés John Napier (1550-1617) que, a
sua época, desenvolveu um dispositivo chamado Ossos de Napier, um conceito bem rudimentar
que precedeu as Tabuas de Logaritmos, hoje temos essa poderosa ferramenta para célculos, que

tao bem foi utilizada ao longo desses séculos.

Nos tempos atuais, o uso das tabuas de logaritmos em nossos calculos se tornou obsoleto,
devido ao advento das tecnologias disponiveis. Nao obstante, a heranca deixada por John Na-
pier nos permite, hoje, interpretar e estudar problemas que envolvem variagdes exponenciais
de outra forma. Sao problemas que podem ser modelados por fungdes, chamadas Func¢oes

Logaritmicas.

Obedecendo a certos critérios, lidar com os logaritmos nada mais € do que fazer outra
leitura sobre os exponenciais. Por exemplo, se alguém nos perguntar “Qual o expoente de
64 na base 2?”, prontamente poderemos responder que o expoente é igual a 6, pois 26 = 64.
Se substituirmos a palavra “expoente’ por ‘“logaritmo’, a nossa pergunta pode ser refeita da
forma: “Qual é o logaritmo de 64 na base 2?” e a resposta serd a mesma! O logaritmo de 64

na base dois € igual a 6. Podemos, entdo, considerar que, salvo algumas restricdes, expoente e
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logaritmo sd@o os mesmos entes matematicos, ou seja, expoente e logaritmo sd3o a mesma coisa!

Essa ultima ideia nos motiva a definirmos logaritmo de um certo nimero » em uma certa

base a.

3.3.2 Definicao: Logaritmo de b na base a

Seja a um nimero real maior do que O e diferente de 1 e b um nimero real positivo. Sao

equivalentes as equacoes:
log,b=x e a"=b.

O elemento x apresentado é o logaritmo de » na base a, ou o expoente de b na base a.

Observe que a base a foi definida exatamente como foi definida nas fungdes exponenciais.

Vejamos alguns exemplos praticos dessa defini¢dao de logaritmos:
1) log3 27 = 3, pois 3° = 27;
2)1 L ) pois22— (- !

0g, — = —2, pois == =

823 P 2) 4

1\ 4
3) log, 16 = —4, pois (5) =24 =16;
1

4) logsV/5 = 7 pois 51 =/5;

2
5) logg4 = 3. pois 83 = v/82 = V64 = 4.

3.3.3 Consequéncias Diretas da Definicao de Logaritmos

Algumas consequéncias diretas da definicao de logaritmos podem ser facilmente deduzidas
através dos exemplos acima apresentados. Sejam a, b, ¢ nimeros reais positivos, com a # 1 e

nekR.

(i) Como, da teoria de exponenciais, todo nimero elevado a zero € igual a 1, temos que

loga 1 =0.
(ii) Sabendo que a! = a, temos que log, a = 1.
(iii) Como a" = a", segue que log, a" = n.

(iv) Usando a defini¢do de logaritmo na igualdade log, b = log, b, obtemos al%8ab —p,
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(v) log, b =1log, c < b = c. Essa consequéncia € de facil verificacdo, bastando fazer

k=log,b=1log,c<b=c=d".

3.3.4 Definicao: Funcao Logaritmica de base a

Sejaa € RY ea# 1. Afungdo f: R% — R definida por f(x) = log, x denomina-se Funcao
Logaritmica de Base a.

Vamos apresentar uma situacao-problema que pode ser modelada por uma funcao logaritmica
e verificar como € seu comportamento grafico no plano cartesiano.
Problema: O nivel de ruido N, medido em decibéis, de um som que se propaga no ar pode ser
calculado pela fun¢do N(I) = 120+ 10-logio I, em que I > 0 é a intensidade do som, medida

em W/ m?. Vamos construir o grdfico dessa funcdo, para 1 < I < 100.

Observacao: Quando a base de um logaritmo € igual a 10, pode-se omitir a escrita da base.

Assim, a fungdo acima poderia ter sido escrita como N(I) = 120+ 10-log I.

I(W/m?) N (dB)
1 12040 =120
10 120+ 10 = 130
20 120+13 = 133

30 120+ 14,8 = 134, 8

90 120+19,6 = 139,6
100 120420 = 140

1407y

* *
; . (90,139.6) (100, 140)
*
(10, 130) (20, 133) (30, 134.8)
120 ,

.
(1,120)
100
80
60,
40

20,

0 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

Figura 3.6: Representagdo discreta da tabela acima
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Como podemos observar, o crescimento dessa funcdo € bastante lento, ao contririo da

funcao exponencial de base 10, que cresce muito rapidamente.

Da mesma forma que nas fungdes exponenciais, fungdes logaritmicas também podem mo-

delar situacdes de decrescimento, quando a base do logaritmo for tal que 0 < a < 1.

Na verdade, falar de fungdes exponenciais e de fungdes logaritmicas separadamente € quase
um equivoco, tendo em vista que sdo fungdes inversas uma da outra. Grande parte dos proble-
mas modelados por equacdes ou fungdes exponenciais € resolvida apenas com o auxilio do
“ferramental” logaritmico. Vamos apresentar, aqui, uma situacdo-problema em que, apenas
com as ferramentas das fungdes e equagdes exponenciais, seria praticamente impossivel de se

chegar ao resultado solicitado fazendo calculos manuais.

Problema: Considere uma aplicacdo financeira P que estd sendo capitalizada a ordem de
8 % ao ano. Em quantos anos, aproximadamente, essa aplica¢do terd um montante igual ao

dobro da aplicacdo inicial, ou seja, M = 2P?

Modelando matematicamente o problema, obtemos a fun¢io exponencial M(¢) = P.(1,08)",
em que t representa o tempo, em anos. Substituindo M(¢) = 2P, chegamos & equagdo exponen-
cial 2.P = P.(1,08)", que resulta em 2 = (1,08)". Como resolver essa equagio exponencial?
Qual ndmero devemos elevar 1,08 para obtermos o ndmero dois? J4 sabemos escrever essa
pergunta de outra forma! Qual € o logaritmo de 2 na base 1,087 Esta claro, portanto, que
precisaremos utilizar as defini¢cdes e algumas propriedades operatdrias dos logaritmos, que tém

origem na teoria exponencial, para resolver essa equacdo. Vamos a elas.

3.3.5 Propriedades Operatorias dos Logaritmos

Sejam a, b, c nimeros reais positivos, com a # 1.

1. Logaritmo de um Produto: log,(b-c) = log, b+ log, c.

Sejamx =log, bey=1log, c. Dai, b=a"e c=a’. Temos, entdo, que b-c = a*-a’ = a* .

Aplicando as consequéncias (v) e (iii) nessa ultima igualdade, segue que:

loga(b-c) =log,(a*™) = x+y=log, b+1log, c

b
2. Logaritmo de um Quociente: log, <—) =log, b—log, c.
c

. . N ~ . b
De maneira andloga a demonstracao do logaritmo do produto, temos que — = — =a* .
c
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b
Dai, log, (E) =log,(a*)=x—y=1log, b—1log, c.

3. Logaritmo de Poténcia: log, b" =n-log, b.

Observando que " =b-b-b---- b, temos que:

log,(b") =1loga(b-b-b----b) zéogab—l—logab+~-+loga13:n-loga b.

n parcelas n parcelas

log. b
4. Mudanca de Base: log, b = ZOgC
0

,com ¢ # 1.
c

Considerando z = log, b, x = log. b e y = log. a, vamos verificar que z = ’y—c De fato,

=

comob=da",b=c*ea=c',temosque b= (') & =" x=y1z7="-.

<

1
5. Logaritmo de Poténcia de Base: log,»b = — -log,b, com n # 1.
n

logasb  log,b
Usando a mudanca de base, temos: log,» b = 0847 _ 08a

1
. Logo, logsnb = —-log,b.
log,a" n n
Dominar tais propriedades operatdrias € indispensavel para a resolucdo de muitos dos pro-
blemas que recaem em equacdes exponenciais, como o apresentado no exemplo anterior. Va-

mos, agora, resolvé-lo, com o auxilio de algumas propriedades.

2=(1,08)" = (1%Y' < Jog1g 2 = log1o (1) = log 2 =1.10g (198) =1.[log 108 —log 100] &
log 2 =1t.[log(22.3%) — log 10%] =t.[log2* + l0g3% — 2.10g10] = 1.[2.log 2+ 3.log 3 — 2]

Utilizando alguns valores aproximados de uma tdbua de logaritmos, temos que log 2 = 0,30

e log 3 =0,48. Portanto, podemos obter o valor de t na equacao, substituindo tais valores.

log 2 =t.[2.log 2+ 3.log 3 —2] < 0,30 =¢.[2.0,30 +3.0,48 — 2] =¢.[0,60 + 1,44 — 2] &
0,3020,04.t@t:%:¥:7,5 anos.

Ou seja, o capital aplicado terd um montante equivalente a seu dobro em aproximadamente

oito anos, levando-se em conta que a capitalizacdo € de 8% ao ano.

Conforme vimos no capitulo em que abordamos as func¢des exponenciais, temos aqui,
também, os logaritmos na base e. Tais logaritmos sdo chamados de Logaritmos Naturais,
cuja nomenclatura € /n(x), em que x € R”.. Esse logaritmo, por vezes, ¢ erradamente chamado
de logaritmo neperiano. Na verdade, o Logaritmo Neperiano (em homenagem a John Napier)

€ um logaritmo de base a = é
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Observe ainda que, de acordo com as bases, o logaritmo natural cresce quando x cresce;

enquanto o logaritmo neperiano decresce, quando x cresce.

As principais aplicacOes das func¢des logaritmicas de base e ocorrem em problemas (situagoes)

do tipo:

(1) O Centro Nacional de Estatisticas da Satide dos Estados Unidos projeta a expectativa de
vida de acordo com o modelo matematico L(x) = 10,963 + 14,321.In(x), em que x é o nimero

de anos, contados a partir do ano de 1900.

(i1) A pressdo da artéria Aorta de um ser humano € uma fung¢do do tempo que pode ser
modelada pela equagio P(t) = 95.¢~%*!, com o tempo ¢ em segundos. Para obtermos um
determinado periodo em que a pressao é dada, podemos obter a fun¢do inversa, que nos dard o

tempo em funcdo da pressdo. Para isso, basta aplicar em ambos os lados da equacdo acima o
()
0,491°

(iii) Problemas de crescimento e decrescimento logaritmico continuo.

logaritmo natural, obtendo a fung¢@o #(P)

3.4 Inequacoes Exponenciais e Logaritmicas

As fungdes exponenciais e logaritmicas podem modelar situagcdes de crescimento ou de-
crescimento, conforme vimos nas se¢des 3.2.1 e 3.3.4. Do ponto de vista algébrico, vimos que
se a base da funcdo for um nimero real maior do que 1, essa modela uma situagao de cresci-
mento (exponencial ou logaritmico); e se a base € um niimero real compreendido entre O e 1, a

func¢do ird modelar uma situacao de decrescimento (exponencial ou logaritmico).

Vamos analisar grificos de fun¢des exponenciais e logaritmicas, de crescimento e decresci-

mento, e analisar a relacdo que existe entre elementos de dominio e imagem de tais fungdes.

f(x2), of f(@1)

flay) 4 f(w2)
9 n\
@ f(x1) < flrn)exi<x ®) f(x1) > f(x2) ©x1 <x2

Figura 3.7: Funcdes Exponenciais
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3

25,

f(z2),

f(z1),

@) f(x1) < flx) & x <x ) f(x1) > f(x2) ©x1 <x2

Figura 3.8: Fun¢des Logaritmicas

Podemos observar que, quando a base das fungdes é maior do que 1 (funcgdes crescentes),
a relagdo de ordem se preserva, ou seja, se x; > xp entdo f(x1) > f(x2). Se a base das fungdes
€ um numero compreendido entre 0 e 1, entdo a relagdo de ordem se inverte, ou seja, x| < x

entdo f(x1) > f(x2).

Muito comumente, alguns professores apenas ‘“maceteiam’ para os alunos essa relagdo. A
nosso ver, isto € extremamente inadequado, pois essa ndo tao complicada visualizacdo geométrica

por parte dos alunos pode ser bastante enriquecedora para eles.

Essa importante ferramenta (inequagdes) nos permite resolver alguns tipos de situagdes pro-

blemas, alguns dos quais veremos no préximo capitulo deste trabalho, na parte de aplicagdes.
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4  Exponenciais e Logaritmos nas
Solucoes de Problemas

Como vimos nas se¢des anteriores, as conceituacdes das fungdes exponenciais e logaritmicas
sdo bastantes dependentes uma da outra. A pergunta que surge, neste ponto, é: “Como estes

conceitos tém sido abordados e ensinados nas escolas de Ensino Basico do Brasil?”
Em nossa experiéncia, ja vimos muitos fatos a cerca desse ponto acontecer, tais como:

- ensino em separado, por vezes, exponenciais no 1° ano e logaritmos no 2° ano do Ensino
Médio;
- os dois topicos sendo ministrados separadamente, em um mesmo ano, por professores

diferentes, como se fossem assuntos independentes;

- deixa-se para ensinar esses topicos ao final do ano letivo, em que o interesse dos alunos
se torna menor e, por vezes, o professor precisa “acelerar” o contetido para que o cronograma

seja cumprido. Esse € o pior quadro possivel de ensino de exponenciais e logaritmos.

A proposta do nosso trabalho € de que esses dois assuntos sejam tratados de forma intima-
mente relacionados. Nao se pode falar de logaritmos sem se falar de exponenciais. Tampouco,
ndo conseguimos resolver grande parte dos problemas de exponenciais sem a teoria € as propri-

edades dos logaritmos.

Ainda dentro de nossa proposta, que visa a aplicacao da teoria de fungdes exponenciais
e funcdes logaritmicas na resolucdo de situacdes problemas em diversos campos da ciéncia,
vamos aqui expor diversos modelos de aplicacdes. Esperamos que esse trabalho seja um apoio
e um referencial para os professores e alunos que desejarem explorar esse rico e préspero campo

da 4lgebra matematica.
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4.1 Problemas de Capitalizacoes, Investimentos e Mercado
Financeiro

1. Juros Compostos
Se R$ 1.000,00 forem investidos a taxa de juros compostos de 1% ao més, o valor do Mon-
tante M no tempo ¢, em anos, é¢ dado por M = 1000 - (1,01)12’ . Em quanto tempo o mon-
tante serd equivalente ao dobro do valor inicialmente investido? (Dados: log2 ~ 0,301 e
log1,01 ~0,004).
Solugdo:
Para um montante, de acordo com o problema, de R$ 2.000,00, temos:
2000 = 1000-(1,01)'% <2 =(1,01)'* < log2 =log(1,01)'* = 0,301 = 12--log(1,01) &
0,301 ~12-¢-0,004 ~ 0,048 -t &t ~ % ~6,271.
Logo, o tempo necessario para que o cépital dobre é de aproximadamente 6 anos e 3

meses.

2. Modelagem de Juros Compostos
A tabela a seguir apresenta o valor de um investimento, depois de intervalos anuais entre

0 e 7 anos, de R$20.000,00, investidos a juros de 10%, compostos anualmente.

Ano (t) | Montante (M) em reais
0 20.000,00
1 22.000,00
2 24.200,00
3 26.620,00
4 29.282,00
5 32.210,20
6 35.431,22
7 38.974,34

a) Desenvolva um modelo exponencial para esses dados com precisdao de duas casas de-
cimais, com ¢ em anos € M em reais.

b) Use o modelo encontrado no item (a) para encontrar o valor do montante acumulado
ao final de 30 anos, se for investido a 10% de juros, compostos anualmente.

Solucao:

a) Observando que, de um ano para outro, hd sempre um acréscimo da ordem de 10% no

valor do montante e sendo R$20.000,00 o valor inicial investido, segue naturalmente que
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a equacdo que modela o aumento do montante M em funcao do tempo t é
M = 20000.(1,10)".
b) Para t = 30, temos que
M =20000.(1,10)*° ~ 20000.17,45 ~ 349000.

Logo, o valor aproximado do montante acumulado ap6s 30 anos de capitalizagdo a 10%

a0 ano é de R$ 349.000,00.

. Perda do Poder de Compra
O poder de compra P de uma aposentadoria (pensdo) de R$ 30.000,00 por ano, depois de

t anos, com uma inflagdo anual de 4%, pode ser modelada por:
P =30000.e %04

Calcule o poder de compra depois de:
a) 5 anos
b) 20 anos

Solugao:

Nesse exemplo, vamos utilizar uma calculadora como auxilio. Para obter os valores soli-
citados, basta, em cada caso, substituir o valor de t pelo nimero de anos, obtendo:

a) P = 30.000.e~0040) = 30.000.e 702 = R$24.562,00.

b) P = 30.000.¢%-04-(20) — 30.000.¢%-8 = R$13.480, 00.

E interessante observar que o impacto da inflacdo ao longo do tempo “corréi” o poder de
compra e fornece algumas dicas sobre a situacdo dos idosos que vivem com rendimentos

fixos.

. Publicidade e Vendas

Devido a uma nova campanha publicitdria, uma empresa prevé que suas vendas aumen-
tardo de acordo com a equagdo N = 10000 (0, 3)(0’5)t, em que ¢ indica o tempo, em anos,
apos o inicio da campanha publicitaria.

a) Qual era o valor das vendas, em reais, quando do inicio da campanha?

b) Qual o valor das vendas previstas para o 3° ano de publicidade?

¢) Qual o valor méximo possivel das vendas?

Solugao:

a) No inicio da campanha, temos r = 0. Assim:

N = 10000- (0,3)©5" = 10000 - (0,3)! = 10000 0,3 = 3000.
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O valor das vendas era de R$ 3.000,00 no inicio da campanha.

b) Para ¢ = 3, temos: N = 10000- (0,3)(®5* = 10000- (0,3)%125 ~ 10000 0,86 = 8600.
O valor das vendas, trés anos apos o inicio da campanha, sera de R$ 8.600,00.

¢) Podemos observar que, quanto maior o valor do tempo 7, menor seré o valor de (0,5)".
Dai, quando (0,5)’ tender a zero, temos:

M = 10000 - (0,3)° = 10000 - 1 = 10000.

O valor maximo das vendas dessa empresa € de R$ 10.000,00.

. Participacao de Mercado
Suponha que um novo produto € introduzido no mercado por certa indudstria. Seja m o
numero de meses para que esse produto tenha participa¢do de mercado de p por cento.

Essa relacdo pode ser modelada pela fun¢ao

40
=20-! .
m 0 n(40_p)

Determine, quantos meses ap6s o langamento desse produto, ele terd uma participacao de
mercado de 35%. (Dado: In 8 ~ 2,08).

Solugao:

Uma participacdo de mercado de 35% significa p = 35. Dai:

40 40
m=20-In (40_35> =20-In <5> —=20-In(8) ~20-2,08 ~41,6.

Assim, a participa¢do de mercado sera de 35% ap0s cerca de 42 meses.

. Modelagem de Indice de Precos ao Consumidor

“O indice de precos ao consumidor (IPC) ¢ uma medida do preco médio necessario para
comprar bens de consumo e servicos. O indice, calculado por institutos nacionais de
estatistica, é usado para observar tendéncias de inflacdo. A variacdo porcentual do preco
num determinado periodo é uma das medidas da inflagdo.”
(http://pt.wikipedia.org/wiki/Indice_de_precos_no_consumidor)

O IPC ¢€ calculado pela média dos precos de diversos itens depois de atribuir um peso
a cada item. A tabela a seguir apresenta os indices de precos ao consumidor para anos
selecionados de 1940 a 2005, refletindo padrdes de compra de todos os consumidores

urbanos, com x em anos, contados a partir do ano 1940.
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Ano | IPC (R$) || Ano | IPC (R$)

1940 13,0 1990 92,1

1950 19,2 2000 | 1364
1960 28,4 2002 | 1475
1970 42,0 2004 | 1595
1980 62,2 2005 165,9

a) Encontre uma equagdo que modela esses dados.

b) Use o modelo para prever o indice de precos ao consumidor em 2014.

¢) De acordo com o modelo, e usando aproximagdes logaritmicas de até trés casas deci-
mais, durante qual ano o indice de preg¢os ao consumidor passara de R$300,00?

Solugdo:

a) Com auxilio computacional, podemos estimar uma fun¢do exponencial de aproximagao

que relaciona as grandezas I (IPC) com x (nimero de anos apos 1940), dada por
I=13,0-(1,04)".
b) Em 2014, temos x = 74. Dai,
1=13,0-(1,04)"* ~13,0- 18,22 ~ 236, 86.

Portanto, o IPC em 2014 serd de aproximadamente R$ 236,86.

¢) Precisamos obter o valor de x para que I > 300. Dai:

104\* 300
13,0-(1,04)X>300:»< )

— | > .

100 13,0

Aplicando logaritmos decimais em ambos os lados da desigualdade e utilizando tabelas
de aproximacdes, obtemos que:

2,477 1,114 1,363

x-[log(104) —1og(100)] > [log(300) —log(13)] = x> 20172 0,017

~ 80, 176.

Logo, o ano em que o IPC passara de R$300,00 sera 2021.
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4.2 Ciencias da Natureza

. Terremotos e Escala Richter
A escala Richter foi desenvolvida por Charles Richter e Beno Gutenberg, no intuito de
medir a magnitude de um terremoto provocado pelo movimento das placas tectdnicas.
As ondas produzidas pela liberacdo de energia do movimento das placas podem causar
desastres de grandes propor¢des. Os estudos de Richter e Gutenberg resultaram em uma
escala logaritmica denominada Escala Richter, que possui pontuagdo de 0 a 9 graus.
A magnitude (graus) € o logaritmo da medida das amplitudes (medida por aparelhos de-
nominados sismografos) das ondas produzidas pela liberagdo de energia do terremoto. A
funcdo utilizada é

M =log A—log Ao,

em que M é a magnitude do terremoto, A é amplitude maxima, Ay € uma amplitude de
referéncia.

Podemos utilizar a férmula para comparar as magnitudes de dois terremotos. Iremos
comparar um terremoto de 6 graus com outro de 8 graus de magnitude, todos na escala
Richter. Sendo M| = 6 e M, = 8, respectivamente, as magnitudes dos terremotos de

amplitudes A e A, temos que:

My —M, = (logAy—1logAy)— (log Ay —log Ap)
6—-8 = logA|—logA;

A
-2 = log(A—l)
2

) Al
107° = =
1A
100 A,
A, = 100.A;.

Podemos notar que as ondas do terremoto A, possuem amplitude 100 vezes mais intensas
do que a do terremoto A;.

Para calcular a energia liberada por um terremoto, usamos a funcao

() (2)

em que / € a intensidade do terremoto na Escala Richter (que varia de 0 a 9), E € a ener-
gia liberada em kW/h e Eg = 7.10~3 kW/h. Qual a energia liberada por um terremoto de

intensidade 6 na escala Richter?
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Solucao:

Para I = 6, temos

- ()()
- ()

E

Ey

E = 100.Ey=7.10°.10"3
E = 7.10%W /h.

A energia liberada por um terremoto de 6 graus na escala Richter é de 7.10% kW/h.

8. Terremotos e Escala de Magnitude de Momento
“A Escala e Magnitude de Momento (abreviada como MMS e denotada como My ), in-
troduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a Escala de Richter
para medir a magnitude dos terremotos em termos de energia liberada. Menos conhecida
pelo publico, a MMS €, no entanto, a escala usada para estimar as magnitudes de todos
os grandes terremotos da atualidade. Assim como a escala Richter, a MMS € uma escala

logaritmica. My e My se relacionam pela funcao:
2
My = —10,7+ glog (My),

em que My € o momento sismico (usualmente estimado a partir dos registros de movi-

mento da superficie, através dos sismogramas), cuja unidade € o dina x cm.

O terremoto na cidade de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos ter-
remotos que causaram maior impacto no Japao e na comunidade cientifica internacional.
Teve magnitude My =7,3.”

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. Historic Earthquakes.

Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado). Mos-
trando que é possivel determinar a medida por meio de conhecimentos matemaéticos, qual
foi o momento sismico M do terremoto de Kobe (em dina x cm)?

Solucao:

Como devemos ter My = 7,3, do enunciado vem:

2 2
7,3=—10,7+Zlogio(Mo) < 18 = Zlogio(Mo) « 27 = logio(Mo) < 10*7 = M,
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027

Logo, a magnitude do terremoto de Kobe foi de 10°" dina x cm.

http://veja.abril.com.br/educacao/enem-resolvido/Q139.pdf

Os Sons e a Audicao Humana

Uma pessoa com audi¢do normal é capaz de ouvir uma grande faixa de sons de inten-
sidade bem diferentes. O som pode ser classificado como fraco ou forte quanto a sua
intensidade, que ¢ representado por /.

No S.I. (Sistema Internacional de Unidades), a Intensidade (/) é expressaem W / m? (watts
por metro quadrado). Existe um valor minimo de intensidade de som, abaixo da qual €
impossivel ouvir algo. A essa intensidade damos o nome de limiar de audibilidade, que
vale em média, 10~ 12w / m2.

Com base nos valores de intensidade de som, podemos calcular o Nivel de Intensidade

(N), medindo em decibéis (dB), de acordo com a fungao:

1
N =10-log (I—),
0

em que / € a intensidade do som correspondente ao nivel N, Iy € a constante que repre-
senta o nivel do limiar de audibilidade.

Como exemplo, podemos determinar o nivel da intensidade de uma conversa normal (a
um metro de distancia), sabendo que a intensidade desse som é de aproximadamente
[=4-107°W/m?.

= 10~10g(%>
= 10-log(4-10°)

— 10-[log(4) +log(10°)]
10- (0,64 6)

10-6,6

66 dB.

12

2 2 =2 2 2 =
12

12

Uma conversa normal tem, entdo, nivel sonoro de 66 decibéis. Para a saude de nossos
ouvidos, ndo devemos ficar expostos por mais de uma hora em ambientes com nivel
sonoro de mais de 110 dB.

http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2011/11/logaritmos-os-sons-e-audicao-humana.html

Datacao por Carbono-14
Assim que um organismo morre, ele para de absorver novos atomos de carbono. A relagdo de

carbono 12 por carbono 14 no momento da morte é a mesma que nos outros organismos vivos,
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mas o carbono 14 continua a decair e nao é mais reposto. Numa amostra, a meia-vida do carbono
14 é de 5700 anos; enquanto a quantidade de carbono 12, por outro lado, permanece constante.
Ao olhar a relagao entre carbono 12 e carbono 14 na amostra e compara-la com a relacdo em um
ser vivo, € possivel determinar a idade de algo que viveu em tempos passados de forma bastante
precisa.

Uma funcdo usada para calcular a idade de uma amostra usando a data¢do por carbono 14 é:

p . Ny
em que /n € o logaritmo natural, —g ¢ a porcentagem de carbono 14 na amostra comparada com a
quantidade em tecidos vivos e T1 € a meia-vida do carbono 14 (5700 anos).
2
Assim, se temos hoje um f6ssil com 10% de carbono 14 em compara¢do com uma amostra viva,

qual a idade aproximada deste f6ssil?

Solugao:

Para um percentual de 10% (0,10) e uma meia vida de 5700 anos, temos:

_ [n(0,10) ~2,303
~ | -0,693 —0,693

Logo, a idade do f6ssil seria de, aproximadamente, 18.940 anos.

} 5700 ~ [ } -5700 ~ [3,323] - 5700 = ¢ ~ 18940.

Como a meia-vida do carbono 14 € de 5.700 anos, ela sé € confidvel para datar objetos de até 60
mil anos.

http://ciencia.hsw.uol.com.br/carbono-142.htm

Calculo de pH de solucdes

O pH ou Potencial Hidrogeniénico ¢ uma grandeza fisico-quimica responsavel por indicar a
acidez, neutralidade ou alcalinidade de um meio. A descoberta do pH foi conseguida por um
bioquimico dinamarqués, Soren Sorensen, em 1909, que tinha como principal objetivo facilitar o
seu trabalho, ja que fazia o controle de qualidade de cervejas. A palavra pH foi atribuida pelo fato
de a letra “p” ter como origem o alemdo “potenz”, que significa poder de concentragcdo e o “H”
que indica ions de hidrogénio (H+).

Em termos matematicos, o pH de uma solugdo € o simétrico do logaritmo decimal da concentracgio

molar de ions de hidrogénio [/ |, dada em mol/litro, resultando na equag@o:
pH = —logio [H4].

Pela férmula, pode se ver que o pH é sempre um valor positivo, porque caso contrdrio o sinal
negativo iria afetar o logaritmo e assim o pH seria um nimero negativo ja que [H+] tem valores

muito pequenos. O pH, como ja se deu a entender, € uma maneira de expressar a concentragdo
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dos fons de hidrogénio. Por isso, as solugdes dcidas e basicas a 25°C podem ser analisadas através
dos seus valores de pH, da seguinte maneira:

Solugdes acidas: [H+] > 1,0 x 1077, pH < 7

Solugdes basicas: [H+] < 1,0 x 1077, pH >7

Solugdes neutras: [H+] =1,0x 1077, pH =17.

Por exemplo, a concentragio molar do suco gdstrico é de [10~!] mol/litro. Assim, seu pH seria
de:
pH = —logio [107'] = —(=1) -log1o 10 = 1.

Logo, o pH do suco géstrico, que € encontrado em nosso estdmago, é igual a 1.

http://www.assimsefaz.com.br/sabercomo/como-calcular-ph

http://educar.sc.usp.br/quimapoio/ph.html

4.3 Ciéncias Biolégicas

O Crescimento Bacteriano
Em certa cultura, uma dnica bactéria se divide em duas bactérias a cada meia hora, de modo que
o nimero de bactérias numa cultura quadruplica a cada hora. Assim, considerando um ndmero
inicial de 10 individuos nessa cultura, a equacdo que nos fornece o nimero de bactérias apds t
horas é dada por y = 10- 4.

Esboce o grafico dessa funcdo nas primeiras quatro horas de observagdo, ou seja, para 0 <t < 4.

Solugdo:

Vamos construir uma tabela de valores de acordo com os dados do problema:

] y=104
o] 10
1] 40
2| 160
3
4

640
2560

Considerando que o crescimento é continuo, o grafico desse crescimento serda dado por:

Expectativa de Vida

A expectativa de vida de pessoas nascidas nos Estados Unidos, a partir do ano de 1900, depende
de seu ano de nascimento (ver tabela e grafico de dispersdo, com x = 0, em 1900). Esse gréfico de
dispersao sugere que o melhor modelo para a variagao da expectativa de vida pode ser dado como

uma funcio logaritmica.
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Figura 4.1: Gréfico da func¢do y = 10 -4/

Ano | Idade (em anos) | Ano | Idade (em anos) | g5

1920 54,1 1990 75,4

1930 59,7 1994 75,7 ; —
1940 62,9 1998 76,7 L

1950 68,2 2000 77,0 .

1960 69,7 2002 77,3 u

1970 70,8 2004 77,8 .

1980 73,7 2007 77,9 e p A
1985 75,0 2010 78,5 45

14.

O Centro Nacional de Estatisticas da Saiide projeta a expectativa de vida para as pessoas que
nasceram no ano 2000 em 77,0 anos e, para os nascidos em 2010, em 78,5 anos. Para projetar a

expectativa de vida para pessoas nascidas nesses anos, usa-se a funcdo de aproximacao logaritmica
L(x) = 10,963 + 14,321 - In(x)

com x o nimero de anos contados a partir de 1900 e L(x) a idade, em anos, da expectativa de vida.
Determine a expectativa de vida de uma pessoa que nas¢a no ano de 2050.

Solucdo:

Em 2050, temos que x = 2050 — 1900 = 150.

Dat:

L(150) = 10,963 + 14,321 - In(150) ~ 10,963 + 14,321 -5,011 = 10,963 4+ 71,763 = 82,456.
Portanto, a expectativa de vida de uma pessoa que nascerd no ano de 2050 serd de 82,5 anos,

aproximadamente.

Propagacao de uma Doenca
A propagacdo de uma doenga viral altamente contagiosa em uma escola pode ser descrita pela

funcao
5000

YT 151000 ¢ 08
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em que x é o nimero de dias apds o virus ser identificado na escola e y € o nimero total de pessoas
que foram infectadas pelo virus nos primeiros x dias.

a) Quantos alunos foram inicialmente infectados, quando foi descoberta a contaminacdo na es-
cola?

b) Quantos alunos foram infectados pelo virus, nos 15 primeiros dias?

¢) Em quantos dias o nimero de infectados chegara a 3744 pessoas? (Dados: /n 2 ~ 0,69,
In10>~2,30eln 17 ~2,83)

Solucao:

a) Parat = 0, temos que:
5000 5000 5000 5000 N 5000 N

YT 141000 ¢ 980 ~ 141000 9  1+1000-1  1+1000 1001
Aproximadamente cinco alunos estavam infectados no primeiro dia.

b) Para t = 15, segue que:

B 5000 B 5000 N 5000 5000 5000 N
e 1+1000-e79815 "~ 14100012~ 1+1000-0,00000615 ~ 1+0,00615  1,00615
=y ~4970.

Aproximadamente 4970 alunos infectados até o 15° dia.

c. Para y = 3744, temos:

5000
3744 = — ———
1+1000- 08
5000
14+1000-¢7 %% = ——— ~1,34
+1000-¢ g = 13
10007 9% ~ 0,34
sos o 034
~ 1000
0,34
/ —0,8¢ ~ )
n(e™) ’l<1ooo>
—0,8-t-In(e) ~ 1In(0,34)—In(1000)
2x 17
—0,8-1-1 =~ m< 00 )—34num
—0,8:¢ ~ In2+In17—1In100—3-2,30
—0,8:1 ~ 0,69+2,83—2x2,30—6,90
—0,8:¢ ~ 0,69+2,83—4,60—6,90~—7,98
7,98
~ 22— ~10
0,8

Logo, teremos 3744 pessoas infectadas em, aproximadamente, 10 dias.

4.4 Astronomia

15. Magnitude Estelar
A magnitude estelar M de uma estrela estd relacionada com o seu brilho B, visto a partir de Terra,

5 B
de acordo com a funcdo M = ) -log (B) em que By € um nivel padrio de brilho (brilho da
0
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estrela Vega).

a) Encontre a magnitude de Vénus, sabendo que o seu brilho é 36,3 vezes maior que By.

b) Encontre o brilho (em funcdo de By) da “Estrela do Norte”’de magnitude 2,1.

¢) Se as estrelas mais fracas (a olho nu, vista da Terra) tém magnitude 6,0, determine seu brilho
(em funcdo de By).

d) Uma estrela com magnitude —1,0 é mais brilhante do que uma estrela de magnitude 1,0?

Justifique.
Solucdo:
a) Se B =136- B, temos:
5 36-B 5 5 5
M= —3 -log < By 0> ==3 -log36 = —3 log6? = ~3 -2-log(2x3)=—5-(log2+1log3) ~

—5-(0,301+40,477) ~ —5-0,778 = M ~ —3,89.
b) Sendo M = 2,1, segue que:

5 B 4,2 B B
2,1=—Z"log| — | = ——=log| — | = 109 =~ = B=10%%.B,.
’ 2% (Bo) 5 % (Bo> By 0
¢) Seguindo a mesma ideia do item anterior, temos que:
6,0 > 1 By 2, BY 24— B g4
s = —— 10 e —— =10 —_ = p— ", .
2 8 By 5 & By By 0 '
d) Observando que a funcdo M € decrescente, temos que se M| > M, < By < B,. Assim sendo,

uma estrela de magnitude —1,0 € mais brilhante que uma estrela de magnitude 1,0.

Mais detalhes em: http://www.cosmobrain.com.br/rc/magnitudel.html

Obs.: Alpha Lyrae (o Lyr), mais conhecida como Vega, ¢ a estrela mais brilhante da constelacdo
de Lira e a 5% estrela mais brilhante do céu noturno, separada do nosso sistema solar por 25 anos-

luz, o que a torna uma das estrelas mais préximas do nosso Sol.

4.5 Vida e Sociedade

16. Estudantes por Computador
A tabela a seguir apresenta o niimero médio de alunos por computador nas escolas publicas na

cidade de Denver, nos Estados Unidos da América, entre os anos de 1995 e 2006.

Ano | Alunos por Computador (y) || Ano | Alunos por Computador (y)
1995 12,16 2000 6,06
1996 10,58 2001 5,27
1997 9,21 2002 4,59
1998 8,01 2004 3,47
1999 6,97 2006 2,63

a) Encontre um modelo exponencial para esses dados, sendo x o nimero de anos passados desde
1980.

b) Esse modelo exponencial é de crescimento ou de decaimento? Justifique sua resposta.



47

¢) Quantos alunos por computador nas escolas publicas de Denver esse modelo prevé para 2010.
Solucao:
a) Com auxilio computacional, podemos estimar uma funcdo exponencial de aproximacao que

relaciona as grandezas y (Alunos por Computador) com x (nimero de anos apds 1980), dada por
y=098,221-(0,870)".

b) Como a base da fun¢@o obtida no item anterior ¢ 0 < a = 0,870 < 1, temos que a funcdo
exponencial é de decaimento.

¢) Em 2010, temos que x = 30. Dai,
y =98,221.(0,870)%° ~ 98,221.(0,015) ~ 1,47.

Logo, o nimero médio de alunos por computador em 2030 serd de, aproximadamente, 1,47.
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5 Consideracoes Finais

Neste presente Trabalho de Conclusdo de Curso, vimos a importancia de se ter um bom
conhecimento tedrico, por parte do professor, do que se propde a ensinar. Apesar de atualmente
ser cada vez mais exigido que sejam aplicadas a vida pratica as teorias matematicas, ainda acre-

ditamos ser de fundamental importancia que se trabalhe os conceitos mateméticos adequados.

E claro que situacdes-problemas bem colocadas estimulam a curiosidade dos alunos e os
motiva a resolvé-los. Porém, ndo se deve “cair na ilusdo” de que a simples aplicacdo das teorias
matematicas, por si s6, fardo com que os alunos deem mais importancia a disciplina. O professor
deve ter seguranca em lidar com o conteudo de forma correta e clara. Dar um embasamento
tedrico bem fundamentado aos seus alunos. A partir dai, entdo, poder ter a confiabilidade deles

para trabalhar problemas aplicados a vida que envolvem conceitos matematicos.

Além da Matematica, em si, os professores devem sempre estimular seus alunos ao hébito
da leitura e interpretacdo de textos, fazendo um link com seus colegas de Lingua Portuguesa. De
nada adiantard ao aluno ter um saber matematico bastante avangado se ele ndo souber interpre-
tar, de forma razoavel que seja, o texto de um dado problema. Esse € um fator que, atualmente,
vem sendo tratado de forma mais delicada pelos docentes e pelas coordenagdes pedagdgicas

das boas escolas do pais.

Eis entdo a nossa missdo, enquanto educadores: fornecer aos nossos alunos nao s6 um
bom conhecimento das “ferramentas matematicas”, mas também saber motiva-los a resolver
problemas de seu cotidiano para que, de certa forma, ndo precisemos mais escutar aquelas

perguntas citadas em nosso capitulo introdutoério.



49

Referéncias Bibliogrdficas

[1] BRASIL. MEC. SEF. Parametros Curriculares Nacionais - Ensino Fundamental.
Brasilia, 1998.

[2] BRASIL. MEC. SEMT. PCN+ Ensino Médio: Orientacées Educaionais Complemen-
tares aos PCN’s. Brasilia, 2002.

[3] BOYER, Carl B., Histéria da Matematica. 2.ed.Sao Paulo: Edgard Bliicher Ltda., 1996.

[4] EVES, Howard, Introducao a Historia da Matematica. 5.ed.Campinas: Editora da UNI-
CAMP, 2011.

[5] MAOR, E. e: A Historia de um Numero. 4.ed.Rio de Janeiro: Editora Record, 2008.

[6] LIMA, E. L. et al. A Matematica do Ensino Médio, Volume 1. 9.ed.Rio de Janeiro:
Editora SBM, 2006.

[7] IEZZI, G. et al. Fundamentos de Matematica Elementar, Volume 2. 9.ed.Sido Paulo:
Atual Editora, 2007.

[8] LIMA, Elon L. Meu Professor de Matematica e Outras Historias. 5.ed.Rio de Janeiro:
Editora SBM, 2006.

[9] HARSHBARGER, R. J.; REYNOLDS, J. J., Mathematical Applications for the Ma-
nagement, Life and Social Sciences. 9.ed. Belmont: Brooks Cole, Cengage Learning,
2009.



