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Resumo

Este estudo objetivou mostrar através da construcao de objetos em 3D usando o
software GeoGebra como apoio ao processo de aprendizagem no conteido de lugares
geométricos no espaco. Destacamos o uso do software GeoGebra e suas principais
ferramentas na geometria plana e espacial através da construcao e visualizacao dos
conceitos apresentados em roteiros de criagao de figuras planas e em 3D. Para tanto,
apresentamos a interface do software GeoGebra para geometria plana e espacial.
Apresentamos a definicao de lugar geométrico e proposicoes relativos ao assunto e
escolhemos cinco lugares geométricos descritos teoricamente para a construgao passo
a passo de figuras em 3D de modo que possam representar tais objetos dinamica-
mente. Por meio de toda a construcao realizada, foi possivel confirmar que o software
GeoGebra pode auxiliar no processo de aprendizagem abrindo possibilidade para se
obter uma educacao mais eficaz, dinAmica e construtivista.

Palavras-chave: Geometria espacial, Geogebra, Lugares Geométricos.
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Abstract

This study aimed to show through 3D object construction using GeoGebra soft-
ware as a support to the learning process in the content of geometric places in space.
We highlight the use of GeoGebra software and its main tools in the flat and spatial
geometry through the construction and visualization of the concepts presented in
scripts for creation of flat figures and in 3D. To do so, we present the GeoGebra soft-
ware interface for flat and spatial geometry. We present the definition of locus and
propositions related to the subject and choose five locoes theoretically described for
the step-by-step construction of 3D figures so that they can represent such objects
dynamically. Through all the construction carried out, it was possible to confirm
that GeoGebra software can aid in the learning process by opening up possibilities
for a more effective, dynamic and constructivist education.

Keywords: Spatial Geometry, Geogebra, Geometric Locations.
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Introducao

O avancgo das novas tecnologias tem moldado todas as areas de conhecimento no
mundo nos tltimos anos, diversos acontecimentos importantes na histéria ocorreram
e modificaram o cendrio social da vida humana. Uma explosao tecnologica voltada
para a tecnologia da informagcao redefiniu a base da sociedade de forma exagerada-
mente rapida.

O modo com que as sociedades utilizam suas habilidades para o dominio da
tecnologia, em especial as estrategicamente importantes e decisivas para o periodo
historico em que se situam pode contribuir para selar o destino, embora nao seja
fator determinante para a evolucao historica e remodelamento social, que a capaci-
dade de transformacao das sociedades seja predeterminada pela importancia dada
a0 uso ou nao dessas tecnologias.

Os primeiros computadores surgiram em 1945 nos Estados Unidos e na Ingla-
terra, sendo as chamadas calculadoras programaveis capazes de armazenar os pro-
gramas. Eram maquinas que por muito tempo serviram ao servi¢o militar para
calculos cientificos, tendo seu uso difundido para os civis a partir da década de 60.

Na Educacao, o uso do computador ainda tem sido pouco explorado por razoes
diversas, que vao desde a falta de estrutura e investimentos nas escolas até a pouca
formacao dos profissionais da educacao no uso das ferramentas de software para
Educacao.

O ensino da Matemaética e em especial da Geometria, tem sofrido com tais pro-
blemas e o resultado final desse impasse é o pouco aproveitamento dos estudantes
nessa area crucial para o desenvolvimento humano no trabalho, nas profissoes e nos
avancos tecnologicos. Além disso, a forma como tem sido trabalhada em sala de aula
tem trazido poucas reflexdes em relacao as metodologias de ensino, aos contetidos e
as avaliagoes.

Porém, observa-se que ha um movimento de mudanca com relacao aos objetivos
da educacao frente as novas exigéncias do mundo moderno. O uso da informatica
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Introducdo

(uso dos softwares voltados para o ensino da Matematica) vem trazendo uma alter-
nativa para tentar superar problemas de préatica do ensino tradicional. O ensino da
Geometria no contexto da informatica vem sendo intensificado por contribuir for-
temente no desenvolvimento da capacidade de visualizacao e simulacao do material
concreto.

Nos tltimos anos, foram desenvolvidas diversas ferramentas tecnoldgicas com o
objetivo de ajudar na compreensao dos conteiidos matematicos e em especial no
estudo da Geometria. Dentre os softwares disponiveis para esse fim escolhemos tra-
balhar com o GeoGebra por algumas razoes. Uma delas é o fato de ser um software
de livre acesso, sua interface é de facil entendimento e muito intuitiva e principal-
mente pela qualidade das ferramentas e resultado final das construcoes.

Este trabalho tem como finalidade mostrar, com algumas atividades, um caminho
para que qualquer professor com vontade de investir na aquisicao de novos conhe-
cimentos e metodologias diversificadas através do uso de ferramentas tecnologicas,
possua uma forma de construir e explorar os conceitos, definicoes e demonstracoes
da geometria espacial utilizando o software GeoGebra.

As formas geométricas, assim como a sua visualizacao, argumentacao logica e
sua aplicacao na busca de solucoes para problemas, sao itens importantes tanto
para o entendimento, observacao de espaco e construcao de modelos, quanto para
interpretar questoes dos diversos campos da Matematica e também em outras areas
de conhecimento (BRASIL,1997).

Assim usando como base as definigoes e os teoremas relativos a Lugares Ge-
ométricos, utilizamos o GeoGebra como ferramenta para através da manipulacao
dos objetos construidos, possibilitar ao professor mais ferramentas para ensinar esse
contetdo, bem como uma forma de atrair a atencao dos alunos com o uso das novas
tecnologias com a finalidade de concretizar sua aprendizagem no estudo da geome-
tria espacial, possibilitando ampliar sua visao na busca de novos conhecimentos para
a vida de um modo geral.

O objetivo geral desse trabalho é a construcao de alguns objetos sobre lugares
geométricos que possam simular uma figura concreta através de sua manipulacao
no programa GeoGebra. Para tanto se faz necessario conhecermos um pouco sobre
a interface do programa, mostrar a funcionalidade de cada ferramenta disponivel,
além de mostrar através de exemplos como se usa cada uma delas para que o obje-
tivo seja atingido, que é a compreensao dos conceitos da Geometria na construgao
dos lugares geométricos.
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Introducdo

Para isso teremos como objetivos especificos conhecer através de exploracao as
ferramentas necessarias para a criacao de figuras geométricas planas, de objetos em
trés dimensoes, mostrar as definicoes, teoremas e demonstragoes de alguns lugares
geométricos e, por fim, o passo a passo da construcao de tais objetos no GeoGebra.

No primeiro capitulo, falamos um pouco sobre o programa GeoGebra e seu signi-
ficado, sua origem e onde pode ser encontrado. Mostramos sua tela inicial e como as
ferramentas sao organizadas no layout. Através de exemplos simples mostraremos
como e o que é preciso para construir objetos sobre conceitos basicos da geometria
plana, tais como ponto, reta, o conceito geométrico de soma de vetores, segmentos
e grafico de funcao.

No segundo capitulo tratamos dos objetos em trés dimensoes mostrando a in-
terface inicial da janela de visualizacao 3D, e através de exemplos mostraremos os
comandos disponiveis para a construcao de pontos, retas, planos, poliedros e corpos
redondos, assim como superficies dadas através de fungoes. Por fim, apresentaremos
o roteiro de construcao de conceitos da Geometria espacial através de exemplos de
retas reversas, relagao entre o volume de um prisma e de uma piramide de mesma
base e altura, cubo e sua planificacao, intersecoes entre o plano e uma superficie
com animacao, bem como a intersecao de duas superficies e curvas.

No terceiro capitulo, trataremos da apresentacao da definicao de lugar geométrico
no espaco, bem como de algumas proposicoes e suas demonstragoes como fundamen-
tacao tedrica para os objetos que serdao construidos utilizando o GeoGebra.

No quarto capitulo, detalhamos o roteiro de construcao passo a passo de cinco
lugares geométricos, com ilustracoes, apresentados no capitulo trés, tais como o
plano e reta medial, plano bissetor, a intersecao do plano com a esfera e os tipos de
interse¢ao do cone com um plano.

E, finalmente, no quinto capitulo, faremos as consideracoes finais sobre o trabalho
com o uso do GeoGebra na construcao de lugares geométricos no espaco para uma
melhor compreensao do assunto, bem como a possibilidade de expandir esse uso
em trabalhos futuros para a utilizacdo do programa para construir e facilitar o
aprendizado da geometria seja plana ou espacial na educacao bésica ou no ensino
superior.
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Capitulo 1

(Geometria Dinamica com o

GeoGebra

1.1 Introducao

GeoGebra (= Geometria + Algebra) é um programa austriaco gratuito que retine
Geometria, Algebra e Calculo. De um modo bem simples, podem ser construidos
pontos, segmentos de reta, poligonos, circunferéncias, vetores, graficos de fungoes,
coOnicas e, depois, podem ser dinamicamente modificados com um simples movimento
do mouse. Pode ser utilizado em dezenas de idiomas, inclusive portugués. Recebeu
varios prémios internacionais, incluindo o prémio de melhor software educacional
alemao e europeu.

A cada objeto geométrico constante da area de desenhos corresponde uma ex-
pressao algébrica, a qual aparece na janela ao lado. As alteracoes em cada objeto
podem também ser feitas diretamente nas suas equacoes.

A execugao do GeoGebra depende da prévia instalagao da linguagem Java. Tudo
pode ser copiado gratuitamente a partir do enderego na Internet
www.geogebra.at ou www.geogebra.org.

Sua tela inicial é parecida com a mostrada a seguir:

Para se desenhar uma reta que passa por dois pontos dados, por exemplo, pode-se
proceder de uma das seguintes formas:

e Usando-se apenas o mouse:

- Na barra de ferramentas, damos um clique como o mouse no icone denomi-



Geometria Dindmica com o GeoGebra CapriTULO 1
Figura 1.1: Janela Inicial
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Fonte: Elaborado pelo autor

nado "Ponto".

- Na area de desenhos, escolhemos uma posi¢cao e damos mais um clique. Com
isso, é criado um ponto A.

- Escolhemos outra posicio e definimos um outro ponto B. A medida que sio
desenhados, esses pontos vao sendo definidos por suas coordenadas na janela
de Algebra, na secao dos objetos livres (independentes).

- Novamente na barra de ferramentas, escolnemos outro item. Dessa vez, da-
mos um clique no item "Reta".

- Clicamos em cima do ponto A e outro em cima de B. E, assim, a reta AB
estd definida. Sua equacdo passa a fazer parte da janela de Algebra a secdo
dos objetos dependentes.

- Depois de definidos, os objetos livres podem ser movimentados. Para isso,
basta arrasta-los com o mouse. Todos os demais itens que dependerem dos
objetos livres acompanharao as mudancas.

Através da janela de entrada de comandos:
- A direita do botdao com a palavra "Entrada", que aparece na parte de

cima, digitamos as coordenadas dos pontos desejados. Por exemplo, digita-
mos A = (3,4) e, depois, B = (0, —2).
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- Digitamos r = reta(A, B) para criar a reta r que passa pelos pontos A
e B. Note que o nome dos comandos também pode ser em portugués, se
o programa estiver configurado para esta lingua. Para ajustar o idioma,
basta usar o item "Configuragdes" do menu e escolher "Idioma [Portu-
guese/Portugués(Brasil)|".

- Com isso, uma reta definida por dois pontos fica desenhada na area de de-
senhos. Agora, ela pode ser modificada arrastando-se os pontos com o mouse
ou dando dois cliques rapidos com o botao esquerdo em cima das equacoes da
janela de Algebra e redefinindo-os.

Cada objeto definido pode ter sua aparéncia modificada através do item "Con-
figuragoes", que aparece depois que for pressionado o botao direito do mouse
em cima do objeto selecionado. Podem ser alterados a cor, a largura do trago,
o tracejado, etc.

Uma vez definidos, os objetos podem ser exportados na forma de pagina da
Internet (formato HTML).

Assim, estarao a disposi¢ao na grande rede mundial de computadores, podendo
ser vistos por qualquer um que tiver a linguagem Java instalada.

1.2 Exemplos

A seguir, forneceremos alguns exemplos de utilizacao desse programa. Outros
exemplos podem ser encontrados em:

e http://dmentrard.free.fr/GeoGebra,;
e www.professores.uff.br/hjbortol/geogebra;

e https://www.geogebra.org.

1.2.1 Exemplo 1

Nesse exemplo, construimos uma circunferéncia e dois angulos: um angulo ins-
crito e um angulo central. Pode-se observar a relagao que existe entre as medidas
desses angulos e modificar suas posi¢oes dinamicamente.

A construcao é feita da seguinte forma:

e Desenham-se trés pontos A, B e C'. Isso pode ser feito, por exemplo, selecionando-
se o item "Ponto" na barra de ferramentas e clicando-se nas posicoes esco-
lhidas para os pontos.
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e Desenha-se a circunferéncia que passa por A, B e C. Para isso, basta digitar
na janela de entrada de comandos o comando c¢=circulo(A,B,C) . Aqui, deve-se
ter o cuidado de acentuar a palavra circulo, usar parénteses e colocar o nome
dos pontos exatamente como eles foram introduzidos no item anterior (em
letras maitsculas). Uma opgao a digitagao do comando é procura-lo na barra
de ferramentas, no item dedicado & construcao de circulos e circunferéncias,
selecionar o item "Circulo definido por trés pontos" e, depois, clicar na
area de desenhos sobre cada um dos trés pontos escolhidos.

e Na janela de entrada de comandos, digitar O = Centro(c). Com isso, devera
ser mostrado o centro O do circulo.

e Selecione o item "Angulo" da barra de ferramentas. Depois, clique sobre os
pontos A, O e C para definir o angulo central e sobre os pontos A, B e C
para definir o angulo inscrito. Outra op¢ao é digitar dngulo(A,B,C) e dngulo
(A,0,C) na janela de entrada de comandos.

e Apo6s selecionar o item "Segmento" da barra de ferramentas, pressione so-
bre os pontos B, C', sobre B, A, sobre O, C' e sobre O, A para completar as
construgoes dos angulos. Outra opgao é digitar os comandos segmento(B,C),
segmento(B,A), segmento(0,C) e segmento(0,A) na janela de entrada de co-
mandos.

e Escolhemos os eixos coordenados através do item "Exibir"do menu principal,
onde desmarcamos o item "Eixo".

Com isso, a construcao estd completa. Pode-se fazer, ainda, alguns acabamentos,
tais como esconder os nomes de alguns objetos ou mudar suas cores. Para isso, é s6
clicar em cima do objeto, selecionar o item "Configuracoes" e fazer as mudancas
desejadas.
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Figura 1.2: Relacao entre o angulo inscrito e o angulo central
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Fonte: Elaborado pelo autor

1.2.2 Exemplo 2

Neste exemplo, ilustramos as defini¢coes do seno e do cosseno de um angulo de
medida t radianos. Em uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem A = (0, 0),
definimos um ponto fixo B = (1,0) e um ponto livre C. Definimos ¢ como sendo a
medida do angulo BAC e calculamos as projecoes R e S de C' nos eixos coordenados.
As coordenadas de C, 2(C) e y(C) correspondem ao cosseno e seno de t, respecti-
vamente. Podemos deslocar C' por toda a circunferéncia e observar a variacao de t,
sen(t) e cos(t).

Usamos o seguinte roteiro na construcao deste exemplo:

e Definimos na janela de entrada de comandos A = (0,0), B = (1,0) e ¢ =
Circulo(A,B), circulo de centro A e passando pelo ponto B. Clicamos com o
botao direito sobre B e, no item "Configuragoes' marcamos a opcao "Fixar
objeto".

e Escolhemos um ponto C' sobre o circulo ¢ com o comando C' = ponto(c).

e Definimos o angulo t = Angulo(B,A,C).
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Definimos as projecoes S = (0,y(C)) e R = (z(C),0).

Definimos os segmentos v — Segmento(R,C), h — Segmento(S,C) e o arco d —
ArcoCircular(A,B, C).

Definimos os segmentos a = Segmento(A,R) e b = Segmento(A,S)

A partir da barra de ferramentas, selecionamos a ferramenta "Texto". Seleci-
onamos trés locais na area de desenhos com o mouse e, depois de cada clique,
digitamos os seguintes textos: t = t (Em "Avangado" procure o simbolo do
GeoGebra e clique na letra t), cos(t)= a (Em "Avangado" procure o simbolo
do GeoGebra e clique na letra a) e sen(t)= b (Em "Avangado" procure o
simbolo do GeoGebra e clique na letra b). Com eles, é possivel mostrar a cada
momento os valores de ¢, cos(t) e de sen(t).

Faltam s6 alguns acabamentos, como por exemplo, alterar as propriedades dos

segmentos a, b e do arco d para modificar suas cores e as larguras dos seus tragos.
E recomendavel também alterar as propriedades dos segmentos v, h, modificando os
estilos das retas para torna-las pontilhadas.

Figura 1.3: Seno e Cosseno de um angulo t
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® t = Angulo(B. A, C) = == — = - - - .
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® S=(0.y(Q)
— (0, 0.51) 5
@ R-&©0 .
— (0.86, 0) =
P v : Segmento (R, C) s
S L oom -

Fonte: Elaborado pelo autor
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1.2.3 Exemplo 3

Nesse exemplo, ilustramos a "regra do paralelogramo” para a soma de dois
vetores. Depois de construido, os vetores ¥ e o ser arrastados (modificados) com
o mouse. Desse modo, podemos notar que sua soma o + o se adapta a cada nova
posicao.

Figura 1.4: Regra do Paralelogramo para soma de vetores
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b: Reta(B,v)

— -4.42x - 1.28y = -32.43

e D = Intersegdo (a, b)

€7 GeoGebra Classic -
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Fonte: Elaborado pelo autor

O roteiro de construcao é:
e Definimos trés pontos A, B e C.
e Definimos os vetores u = Vetor(A,B) e v = Vetor(A,C).

e Definimos as retas ¢ = Reta(C,u), b = Reta(B,v) que passam pelos pontos
C, B e paralelas a u, v, respectivamente. Alteramos as propriedades de cada
uma de modo a torné-las invisiveis; para isso, basta desmarcar o item "Exibir
objeto"em cada uma.;

e Calculamos D = Interse¢ao(a,b), a intersecao das retas a e b.

e Definimos w = Vetor(A,D) e alteramos suas propriedades de modo a deixa-lo
com um trago mais largo e de outra cor.

7
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e Definimos os segmentos ¢ = Segmento(B,D) e d = Segmento(C,D) e alteramos
seus estilos no item "Configuragoes", para deixa-los pontilhados.

e No item "Exibir" do menu principal, desmarcamos o item "Eixo" para es-
conder os eixos coordenados.

1.2.4 Exemplo 4

Neste exemplo, construimos o gréafico da fungao quadratica f(x) = ax2?+bxx+c
e mostramos suas raizes nas duas figuras a seguir, sejam elas reais ou complexas. Os
valores dos coeficientes podem ser modificados dinamicamente através de controles
deslizantes (arrastados com o mouse).

Figura 1.5: Funcao Quadratica 1
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 1.6: Funcao Quadratica 2
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Fonte: Elaborado pelo autor

Roteiro de construcao:

e Na janela de entrada de comandos, definimos os coeficientes, por exemplo,
a=1,b=2ec=3. Najanela de Algebra, clicamos com o botdo direito

sobre cada um deles e marcamos o item "Exibir objeto".

Com isso, esses

valores aparecem na area de desenho na forma de controles deslizantes. Com
a ajuda do item "Mover"da barra de ferramentas, é possivel reposicioné-los
sobre qualquer ponto da area de desenho.

e Construimos o grafico da fungao simplesmente digitando o comando f(z) =

axx?+bxx+c.

Aqui, a multiplicagao é denotada por um asterisco e a
potenciacao por um acento circunflexo.

e Usamos o item "Deslocar eixos" da barra de ferramentas para reposicionar

o grafico onde for conveniente.

e Definimos o discriminante da funcao como sendo delta = b*> —4*xa*c .

e Definimos os pontos Pl e P2 que correspondem as raizes complexas:
P1 = (=b/(2%a), sqrt(—delta)/(2xa)) e P2 = (=b/(2*a), —sqrt(—delta)/(2*
a)). Aqui, a divisao é indicada por uma barra e a raiz quadrada por sgrt. No

9
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item "Configuragao" de cada um desses pontos, na aba "Avangado", pre-
encher o item "Condigao para mostrar objeto" com o seguinte: delta < 0.
Isso significa que P1 e P2 s6 vao ser mostrados quando delta < 0.

e Definimos P3 e P4 que correspondem as raizes reais:
P3 = ((=b + sqrt(delta))/(2 x a),0)eP4 = ((—b — sqrt(delta))/(2 x a),0).
No item "Configuracao" de cada um desses pontos, na aba "Avancado",
preencher o item "Condigao para mostrar objeto" com delta>=0.

No menu principal, no item "Exibir", ao se marcar o item "Malha", é mostrada
uma grade de retas pontilhadas na area de desenhos.

10



Capitulo 2

Geometria Espacial com o GeoGebra

2.1 Introducao

O famoso programa GeoGebra, a partir de sua recente versao 6.0, pode ser usado
como uma valiosa ferramenta nos estudos de Geometria Espacial. Com ele, diversos
solidos, superficies e curvas tridimensionais podem ser construidos sem dificuldade,
assim como ocorre com o calculo de seus comprimentos, areas, volumes e intersecoes.

Em razao da importancia e da disponibilidade desse programa, o presente capi-
tulo fard uma breve explanagao sobre os recursos, comandos e objetos tridimensi-
onais acrescentados recentemente. Diversas atividades sao propostas e que podem
ser realizadas em sala de aula.

2.2 Visualizacao de Objetos Tridimensionais

No GeoGebra, hé varias janelas de visualizagoes disponiveis. Uma delas é a "Ja-
nela de visualizacao 3D"a qual, como o titulo ja diz, deve ser usada para visualizagao
de objetos tridimensionais tais como planos, piramides, cones, esferas etc. Essa ja-
nela pode ser mostrada tanto através da opcao Exibir — Janela de Visualizacao
3D no menu principal do programa, que aparece na parte superior da tela, como
também pressionando-se simultaneamente as teclas Ctrl Shift 3.

11
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Figura 2.1: Janela de visualizagao 3D inicial
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Fonte: Elaborado pelo autor

A configuracao padrao da Janela de Visualizagao 3D inclui uma caixa, trés eixos
x,y e z e um plano z0y. Essa configuragao pode ser alterada ao gosto do usuério.
Se for dado um clique com o botao direito do mouse, aparecera uma pequena janela
intitulada "Janela de Visualizacao 3D'"com opcoes de alteracao. Nessa janeli-
nha, aparece uma opcao "Janela de Visualizagao" que leva a muitas opcoes de
configuracao da visualizacao.

12
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Figura 2.2: Janela de visualizagao 3D - Configuracao
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Fonte: Elaborado pelo autor

Para eliminar a caixa da janela de visualizacao, deve-se desmarcar a opcao "Ha-
bilitar clipping". As partes dos objetos que nao couberem dentro dessa caixa nao
sao mostradas, a nao ser que a opcao "Usar clipping" seja desmarcada.

Na parte superior da tela, logo abaixo da linha do menu principal, aparece uma
barra de ferramentas formada por varios icones, cada um correspondendo a determi-
nado tipo de acao do programa. Ao se clicar na maioria desses icones, tem-se acesso
a outras opcoes. Por exemplo, o nono icone da esquerda para a direita da acesso a

seguinte lista:
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Figura 2.3: Barra de ferramentas 3D
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Fonte: Elaborado pelo autor

2.3 Desenhando e movendo pontos

Ao se pressionar no segundo icone da barra de ferramentas, intitulado "Ponto",
pode-se desenhar pontos na janela de visualizacao clicando-se com o mouse em cima
de um plano tal como o plano x0y, que é mostrado como padrao. Nessa hora, o
indicador do mouse assume o formato de um ”"z” e, ao se clicar, é definido um ponto
naquela posicdo. E possivel também marcar um ponto em cima de uma reta ou de
aresta de um poligono.

Um ponto também pode ser definido através de suas coordenadas z,y e z. Para
isso, basta digitar o nome do ponto e suas coordenadas entre parénteses na janela
de entrada, na parte de baixo da tela. Por exemplo, um ponto P localizado no eixo
z, a uma altura de 4 unidades, pode ser definido escrevendo-se P = (0,0,4) nessa
janela.

H4 dois movimentos permitidos para um ponto previamente definido: ao longo
de uma reta (modo eixo z) ou ao longo de um plano (modo plano x0y). Deve-se
dar um ou dois cliques no ponto para definir o modo de movimento. Nessa hora,
aparecem umas setas em torno do ponto que indicam o tipo de movimento permitido.
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O dltimo icone da barra de ferramentas d& acesso a um menu onde sao permi-
tidas varias operagoes de visualizagao, tais como girar, mover, ampliar ou reduzir a
janela de visualizagao 3D.

2.4

Novos comandos

Em geral, os diversos objetos tridimensionais podem ser definidos de duas ma-
neiras: através dos menus da barra de ferramentas ou digitando-se comandos na
janela de entrada. Esses comandos podem ser digitados em portugués. Os objetos
recebem nomes (rétulos) quando estdo sendo definidos e suas equagdes aparecem
na Janela de Algebra. Os nomes de objetos definidos podem ser referenciados por
outros comandos definidos posteriormente.

Retas e planos

Reta(pontol,ponto2) Reta que passa por dois pontos. Ex: Reta(A,B)

Reta(ponto,reta) reta paralela a outra e que passa por um ponto dado. Ex:
Reta(P,r)

Plano(pontol,ponto2,ponto3) Plano que passa por trés pontos. Ex: Plano(A,B,C)

Plano(retal,reta2) Plano que passa por duas retas. Ex: Plano(r,s)

Plano(poligono) Plano que contém um poligono. Ex: Plano(poll)

Plano(ponto,plano) Plano que passa por um ponto e é paralelo a outro
plano. Ex: Plano(P,a)

Plano(ponto,reta) Plano que passa por um ponto e por uma reta. Ex:
Plano(Q,r)

Prismas e piramides
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e Prisma(pontol,ponto2,...) Prisma cujos vértices sao dados, o tltimo vér-
tice em uma base diferente da base dos outros. Ex: Prisma(A,B,C,D,E)

e Prisma(poligono,ponto) Prisma com base definida por um poligono e um
vértice da outra base. Ex: Prisma(poligl,F)

e Prisma(poligono,altura) Prisma com base e altura dadas. Ex: Prisma(polig2,4)

e Piramide(pontol,ponto2,...) Piramide com vértices dados. Ex: Pira-
mide(A,B,C,D)

e Piramide(poligono,ponto) Piramide com base definida por um poligono e
vértice dado. Ex: Piramide(poll,V)

e Piramide(poligono,altura) Piramide com base e altura dadas. Ex: Pira-
mide(pol2,5)

Cilindros e cones

e Cilindro(curva,altura) Cilindro com base e altura dados. Ex: Cilindro(c,5)

e Cilindro(pontol,ponto2,raio) Cilindro circular com centros das bases e raio
dados. Ex: Cilindro(cl,c2,3)

e Cilindrolnfinito(reta,raio) Cilindro circular ilimitado com eixo central e
raio dados. Ex: Cilindrolnfinito(r,4)

e Cone(circulo,altura) Cone circular com base e altura dados. Ex: Cone(c,5)

e Cone(pontol,ponto2,raio) Cone circular com base de centro no primeiro
ponto, vértice no segundo ponto e raio dados. Ex: Cone(P,Q,3)

e Cone(ponto,reta,aAngulo) Cone circular ilimitado com centro da base, eixo
central e dngulo (em radianos) entre o eixo e uma geratriz dados. Ex: Cone(P,r,0.3)

e Conelnfinito(pontol,ponto2,angulo) Cone circular ilimitado com centro
da base, eixo central e angulo entre o eixo e uma geratriz dados. Ex: Coneln-

finito(P,Q,0.4)

Esferas

e Esfera(ponto,raio) Esfera com centro e raio dados. Ex: Esfera(C,2)
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e Esfera(pontol,ponto2) Esfera com centro no primeiro ponto e que passa
pelo segundo. Ex: Esfera(C,P)

Sélidos de Platao

e Cubo(pontol,ponto2) Cubo com uma aresta definida pelos pontos dados.
Ex: Cubo(A,B)

e Tetraedro(pontol,ponto2) Tetraedro com uma aresta definida pelos pontos
dados. Ex: Tetraedro(A,B)

e Octaedro(pontol,ponto2) Octaedro com uma aresta definida pelos pontos
dados. Ex: Octaedro(A,B)

e Dodecaedro(pontol,ponto2) Dodecaedro com uma aresta definida pelos
pontos dados. Ex: Dodecaedro(A,B)

e Icosaedro(pontol,ponto2) Icosaedro com uma aresta definida pelos pontos
dados. Ex: Icosaedro(A,B)

Esses comandos dos solidos de Platao constroem o solido com umas das faces
paralelas ao plano z0y, a nao ser que seja fornecido um terceiro parametro que
possa ser usado para se obter a direcao de uma face. Ex: Cubo(A,B,reta), Tetrae-
dro(P,Q,plano)

Curvas e superficies

Superficies e curvas no espaco podem ser construidas através dos comandos "Su-
perficie"e "Curva", usando-se suas equagoes paramétricas.

e Superficie(f(u,v)g(u,v),h(u,v)u,a,b,v,c,d) Superficie parametrizada por
r = f(u,v),y = g(u,v),z = h(u,v),a <u <b,c<v<d Ex: Superficie(u*cos(v),u*sen(v),v,u,-
2,2,v,0,6.29)

e Curva(f(t),g(t)h(t),t,a,b) Curva parametrizada por = = f(t),y = g(t),z =
h(t),a <t <b. Ex: Curva(t*sen(3*t),t*cos(3*t),5%t,t,-7,7)

O Grafico de uma funcgao de duas variaveis pode ser construido digitando-se na
janela de entrada sua equacao, por exemplo, f(x,y) = 22 + y°.
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2.5 Sugestoes de atividades

A seguir, fornecemos vérios exemplos de utilizacao do programa que podem ser
usados como atividades de exploracao de diversos conceitos de Geometria Espacial.

2.5.1 Retas reversas

Inicialmente, exploramos o conceito de retas reversas, observando duas retas em
diferentes posicoes. Para isso:

e Eliminamos os eixos da janela de visualizacao - basta pressionar com o botao
direito do mouse na janela e dar um clique em "Eixos".

e Construimos dois planos: um é o plano z = 0 (que ja aparece na janela no
inicio) e o outro é o plano z = 0. Para isso, basta digitar na janela de entrada
suas equagoes.

e Selecionamos a opcao "Ponto'"na barra de ferramentas e marcamos trés pontos
A, B,C em um plano e um ponto D no outro plano.

e Selecionamos "Reta'"na barra de ferramentas e clicamos em A e B para definir
a reta AB e, depois, em C' e D para definir a reta C'D.

e Selecionamos a opcao "Girar Janela de Visualizacao 3D"na barra de ferra-
mentas e, com o auxilio do mouse giramos a caixa da janela de visualizacao e
observamos que as retas AB e C'D nao sao paralelas, nem coincidentes e nem
concorrem. Logo, sao retas reversas. Conforme observamos na figura 2.4 e
figura 2.5.
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Figura 2.4: Retas Reversas 1

€} GeoGebra Classic - o -4
K]t~ > P B A @& N e P oc Q=
Ed A gDcx i =
O b:x=0
® A = PontoEm (a)
— (241,399, 0)
o B = PontoEm (a)
— (-4.43,3.08, 0)
P C = PontoEm (a)
— (2.07,-3.1,0)
) D = PontoEm (b)
— (0,032, 1.36)
® f = Reta(A,B)
— X = (241, 3.99, 0) + A (-6.84, -0. ®
A NI
= Reta(C,D) a
. 3
— X =(207,-31,0) + A (-2.07, 3.4 Py
&
+ Entrada... .
s = N

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 2.5: Retas Reversas 2

€7 GeoGebra Classic - o X
B]a e PBeAh @ LN - S0 Q=
g) - EN T REAaDEE =
o A = PontoEm (a)
— (2.41,3.99, 0)
o B = PontoEm (a)
— (-4.43, 3.08, 0)
o C = PontoEm (a)
— (2.07,-3.1,0)
® D = PontaEm (b)
— (0,032, 1.36)
® f = Reta (A,B)
— X = (241, 3.99, 0) + A (-6.84, -0.
® g =Reta(C,D)
— X =(2.07,-3.1,0) + A (-2.07, 3.4
“+- Entrada... -

Fonte: Elaborado pelo autor
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2.5.2 Piramide e prisma - alturas e volumes

Neste exemplo, construimos uma piramide e um prisma de mesma base e mesma
altura. Observamos a relagdo entre seus volumes (que aparecem na Janela de Alge-
bra), que um é o triplo do outro. Podemos observar também que quando os vértices
se deslocam mantendo-se a mesma altura de cada sélido, os volumes nao variam.

e Definimos um plano de altura 4. Para isso, basta escrever a equacao z = 4 na
janela de entrada.

e Desenhamos um poligono no plano da base (z = 0), por exemplo um quadrila-
tero ABCD. Para isso, basta usar a op¢ao "Poligono'"da barra de ferramentas
e marcar os pontos. Deve-se fechar o poligono clicando-se em cima do primeiro
ponto marcado.

e Definimos dois pontos E e F' pertencentes ao plano z = 4. Para isso, usamos a
opcao "Ponto em objeto"da barra de ferramentas e clicamos em duas posi¢oes
no plano.

e Desenhamos uma piramide de base ABCD e vértice E. Para isso, digitamos
o comando Piramide(A,B,C,D,E) na janela de entrada ou usamos a op¢ao
"Piramide"da barra de ferramentas.

e Desenhamos um prisma de base ABC'D e um dos vértices como sendo o ponto
F. Para isso, basta digitar Prisma(A,B,C,D,F) na janela de entrada ou usar
a opcgao "Prisma'da barra de ferramentas.

e Depois de construidos, podemos mover os pontos E ou F' & vontade e verificar
que os volumes do prisma e da piramide nao mudam de valor pois a altura
(que ¢é a distancia entre os planos é igual a 4) ndo varia.
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Figura 2.6: Prisma e Piramide - Relacao entre seus volumes

Neste exemplo, desenhamos um cubo e exploramos alguns conceitos como vo-
lume, areas das faces, comprimentos das arestas, comprimentos de diagonais e pla-

nificacao.

e Eliminamos da janela de visualizagao os eixos, o plano x0y e a caixa de "clip-
ping” que sao mostrados no inicio. Para isso, basta clicar na janela com o
botao direito do mouse e alterar a configuracao.

e Definimos dois pontos A e B. Isso pode ser feito de duas maneiras: usando
a opcao "Ponto"da barra de ferramentas ou digitando-se as coordenadas de
cada ponto na janela de entrada:A = (0,0,0) e B = (4,0,0), por exemplo.

e Desenhamos um cubo de aresta AB. Para isso, podemos usar a opcao "Cubo’

!

da barra de ferramentas e clicar nos pontos A e B ou digitar o comando
Cubo(A,B) na janela de entrada. Podemos alterar as propriedades (cores etc.)
do cubo clicando com o botao direito do mouse.

e Desenhamos a planificacao desse cubo, ou seja, sua area total. Pode ser usado
a opcao "Planificacao” da barra de ferramentas ou um comando Planifica-
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_ Al \‘\ L\, ') é .‘-é}@[ﬁ‘ N\ | nec| s =) O\E
@ aiz=2 = HE ~aDe =N
O  b:z=0 i T
P A = PontoEm (b) XY
— (0.15,-1.43, 0)
) B = PontoEm (b)
— (348, -2.65, 0)
EisBomdEnit) Volume de f = 66
O = FontotEm
— (-0.74, 3.67, 0)
® D = PontoEm (b)
— (2.13,3.43,0) ]
O a; = Segmento (A, B, q1) ®
— 354 -
R B Y O ¥
by = Segmento (B.D,ql)
® .
- 6.22 - 0 1 &
Fonte: Elaborado pelo autor
2.5.3 Cubo - areas, diagonais e planificacao
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¢ao[nome nimero| na janela de entrada, onde "nome"é o nome do cubo dese-
nhado e "nimero” é um valor de 0 a 1 e que corresponde a posicao do desenho
do cubo planificado. Por exemplo, Planificagdo(a,0.5) desenha a planifica-
¢ao "a meio caminho”, enquanto que Planificacdo(a,1) desenha a planificac¢do
completamente no plano da base do cubo.

e Depois de definido um solido (como o cubo), podemos calcular seu volume e
todas as suas areas e comprimentos. Para isso, podemos observar esses valores
que aparecem na Janela de Algebra ou usar as opcoes "Distincia, comprimento
ou perimetro”, "Area", "Volume” da barra de ferramentas, ou digitar na ja-
nela de entrada comandos como Comprimento(arestaAB), Area(faceCDHQ)
ou Volume(a).

e Podemos "obter"o comprimento de diagonais, bastando defini-la como um
segmento do solido e calcular seu comprimento.

Figura 2.7: Planificacao do Cubo 1

€¥ GeoGebra Classic

\ | A= - A
(B> P b @ LN P oS
— T o | [~ .
faceADHE — Poligono (E. A, D, H,a) =¥ & a3 2e
®
— 9.15
faceBCGF = Poligono (C.B,F,G,a)
@
— 0.15
faceCDHG = Poligona (D. C, G, H.a) :
O y  Volume de a = 27.69
— 9.15
faceEFGH = Poligono (E,H, G, F., a)
@

— 015

b=1 :
@ 0 _Q1 ®
Az = Planificagio (a, b)

— (3.49,-356, 0)

B; = Planificagdo (a, b)

— (5.83, -1.65, 0)

C; = Planificag3o (a, b)

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 2.8: Planificagao do Cubo 2

I €} GeoGebra Classic —
B]e B ed @@L N L =)
faceADHE = Poligono (E, A, D, H,2) =¥ e @9Dc %
@
— 9.15
PY faceBCGF = Poligono (C,B.F, G, a)
— 9.15
faceCDHG = Poligono (D, C, G, H, a) d
O H Volume de a = 27 69
— 915 o
faceEFGH = Poligono (E,H, G, F. a)
@
— 9.15
b=0.65 H
@ 0 — i 5
A; = Planificag3o (a, b)
@
— (3.2,-3.21, 1.59)
O B3 = Planificagdo (a, b)
— (5.55, -1.3, 1.50)
C; = Planificagdo (a, b) -
»

e e -
lH

Fonte: Elaborado pelo autor

2.5.4 Intersecoes de um cone com um plano

Neste exemplo, visualizamos as intersecoes de um plano com um cone e podemos
verificar que elas sao as curvas conhecidas como "Cénicas”.

e Selecionamos "Ponto"” na barra de ferramentas e marcamos dois pontos A e
B.

e Na janela de entrada digitamos o comando Conelnfinito(A,B,0.5) para de-
senhar um cone com eixo AB e angulo entre o eixo e uma geratriz de 0.5
radianos.

e Selecionamos "Ponto" novamente e marcamos trés pontos C, D, E.

e Selecionamos "Plano por trés pontos” na barra de ferramentas e clicamos nos
pontos C, D, E. Com isso, ¢ desenhado o plano que passa por esses pontos.

e Selecionamos "Intersecao de Duas Superficies” e clicamos no cone e no plano.
Depois, clicamos com o botao direito do mouse na intersecao obtida e altera-
mos suas propriedades, aumentando a espessura da linha.
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e Selecionamos "Mover”, clicamos em um dos pontos A, B, C' e movemos o ponto
selecionado ao longo da janela e observamos as modificacoes na interse¢ao.

Dependendo da posicao do plano com relacao ao cone, podemos obter uma elipse,
uma, pardbola ou uma hipérbole.

Figura 2.9: Cone Infinito 1

4 €7 GeoGebra Classic -
i

oA/}(b-(bg:nA@é'_\‘ABCc@» D)
@ A=(006-230) = D AT DC %
B = (283, -0.13, 0) ‘

a : Conelnfinito (A, B, 0.5)

— 0.19% 4 0.51y* + 22 - 1.26x y - 2.92
C = (4.52, 152, 1)
D = (-0.99, 0.46, -1)

E = (2.28, -2.96, 3)

© o e e e o

b: Plane(C,D,E)

— -11.05x + 15.49y + 22.26z = -4.19

c : IntersecioGeométrica (b, a)

o

— X =(-0.46, -1.8, 0.83) + (T 1.61 co

+ Entrada...

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 2.10: Cone Infinito 2

4 ¢ GeoGebra Classic —
i
Ble < b dded @L N = &
@  A=1(006-230) A / ~ = :
B = (2.83, -0.13, 0) i

a : Conelnfinito (A. B, 0.5)

— 0.10x* + 0.51y* + z2- 1.26x y - 2.92
C=(5.1-102 1)

D = (-0.71, 0.32, -1)

E = (1.53, -3.26, 3)

b : Plano (C, D, E)

© o & ® o @

— -1.8x + 18.76y + 17.83z = -10.48

) c : IntersegdoGeométrica (b, a)

— X =(-5.21,-35, 2.57) + (T 6.06 co

+ | Entrada..

Fonte: Elaborado pelo autor

2.5.5 Duas superficies

Construimos os graficos de duas superficies (cilindros circulares) e observamos
sua intersegao. Para isso, basta digitar na janela de entrada os comandos

e Superficie(2cos(u),2sen(u),v,u,0,6.29,v,-4,4)
e Superficie(v,2cos(u)2sen(u),u,0,6.29,v,-4,4)

alterar as cores e girar a vontade.
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Figura 2.11: Cilindro Circular

4 €2 GeoGebra Classic

e ebdeed@e N wo 5e Q

a = Superficie (2 cos(u),2 sen (u) v ._:N - |_ =

Q@ ( 2 cos (u) )
— 2 sen(u)

b = Superficie (v,2 cos(u),2 sen(u).u.il. .

O = 2 covs(u) ‘\Im‘""*-“,ﬁ_ -
2 sen (u) o

Fonte: Elaborado pelo autor

2.5.6 Animacao envolvendo um plano e uma superficie

Neste exemplo, construimos uma animagao com um plano horizontal intersec-
tando uma superficie. No final da construgao do grafico, a animacao pode ser salva
em disco como um GIF animado através da opcao Arquivo — Exportar do menu.

e Digitamos f(z,y) = 22 — y® na janela de entrada.

e Atribuimos um valor para um parametro na janela de entrada, por exemplo,
h =4.

e Definimos trés pontos nao colineares com altura dependendo do parametro h,
por exemplo, A = (0,0,h), B=(1,1,h),C = (2,1, h).

e Desenhamos o plano que passa pelos pontos A, B, C' com um comando Plano(A,B,C).

e Alteramos as propriedades desses objetos clicando com o botao direito do
mouse neles. Podemos alterar as cores e esconder os pontos A, B, C' e 0s eixos

coordenados.
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e clicamos com o botao direito no parametro h e selecionamos a op¢ao "Animar”.
Com isso, o valor de h comeca a variar automaticamente, aumentando ou
diminuindo, e o plano comeca a subir ou descer no gréfico.

Figura 2.12: Superficie e Plano

€ GeoGebra Classic —

Blardebdded @<L N e Sc Q=
ﬁ O flx,y) = x =y EN /,/j ‘_ﬁ——\_;“_‘_\. L E]j E) CE_?—E E‘ Y
h=1.86 H

ofZ_o ;g

o A=(0,0,h)

— (0,0, 1.86)
B=(1,1,h
0O ( )
— (1,1, 1.86)
C=(21.h)

— (2,1, 1.86)
a:Plano(A.B.C)

— z=186

+ Entrada...

Fonte: Elaborado pelo autor

2.5.7 Superficies e curvas

Construimos os graficos de duas superficies (hiperboléide de uma folha e toro)
e uma curva sobre uma delas. Para isso, digitamos na janela de entrada os comandos.

e Superficie(cos(u)-vsen(u), sen(u)+vcos(u),v,u,0,6.29,v,-5,5)
e Superficie((4+2cos(u))cos(v),(4+2cos(u))sen(v),2sen(u,u,0,6.29,v,0,6.29))
e Curva((4+2cos(7u))cos(u),(4+2cos(7u))sen(7u),u,0,6.29)

e, no final, alterar as propriedades de cada objeto e girar a4 vontade. Esse valor 6,29
utilizado ¢ uma aproximacao de 2.
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Figura 2.13: Hiperboléide de uma folha e Toro 1

4 €2 GeoGebra Classic

“. ot / ‘.*\--

Bl A ) §

I;;- (é‘; é 2 ‘,\j‘; @ & N e L
= JpE——
a = Superficie (cos (u) — v sen (u), sen (u:;

O ( cos (u) — v sen (u) ) e i
— sen (u) + v cos(u)

b = Superficie ((4 + 2 cos (u)) cos(v), \-:f -

@ ( (4 +2 cos(u)) cos(v) )

(4+2 cos(u)) sen(v)
2 sen (u)

c = Curva((4 + 2 cos(7 u)) cos(u), (4;1

. x = (4+2 cos(7 u)) cos(u)
— y=(4+2cos(7u)) sen(u) » 0=
z=2sen(7u)
+  Ent

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 2.14: Hiperboloide de uma folha e Toro 2

& €3 GeoGebra Classic
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Capitulo 3

Lugares (Geométricos

Neste capitulo estudaremos os lugares geométricos elementares e algumas de
suas aplicacoes. Apresentaremos a definicao, bem como proposicoes, teoremas e as
demonstragoes relativas a alguns lugares geométricos no espago, tais como o plano
medial, reta medial, planos bissetores, intersecao do plano com a esfera, intersecao
do plano com o cilindro e as diferentes curvas derivadas da intersecao do plano com
o cone. Essas aplicacoes embasarao teoricamente as cinco construgoes no programa
GeoGebra que serao apresentadas no capitulo 4 deste trabalho.

3.1 Definicao

Dada uma propriedade P relativa a pontos do espaco, o lugar geométrico
(abreviamos LG) da propriedade P é o conjunto £ de pontos do espago que satis-
fazem as duas condigoes a seguir:

(a) Todo ponto de £ possui a propriedade P.

(b) Todo pondo do espago que possui a propriedade P pertence a L.

3.2 Proposicao

Dados, no espaco, pontos distintos A e B, o LG dos pontos que equidistam de

A e de B é o plano «, perpendicular a reta AB e passando pelo ponto médio do
segmento AB. Dizemos que « é o plano mediador do segmento AB. Veja a figura 3.1
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Figura 3.1: Plano Mediador

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Sejam M o ponto médio do segmento AB e « o plano que passa por M e é per-
pendicular & reta r = AB. Se P # M é um ponto de «, entao ?M 1 AB, de sorte
que PMA = PMB por LAL (PM ¢é lado comum aos triangulos, AM = BM, pois

M é ponto médio do segmento AB e PMA =PMB = 90°). Portanto, PA = PB.

Reciprocamente, sejam « o plano que passa por M e é perpendicular a reta
r= j@ e P # M um ponto tal que PA = PB. Entdo, PM ¢ a mediana do trian-
gulo isosceles PAB relativa a base AB, de modo que m 4L jﬁ, pois a mediana
do triangulo is6sceles coincide com a altura do mesmo.

Se B = (1@, m) (8 o plano formado pelas retas jﬁ e m) e aNpf = s, entao
s,mcﬁes,mj_r.
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Portanto, s = %M e, dai, P € a. Conforme observamos na figura 3.2.

Figura 3.2: Demonstragao Plano Mediador

Nt vaaman .\(l(..x‘a«\l|Ilf‘..\..-i|‘1"‘--q';-¢-'.

Fonte: Elaborado pelo autor

3.3 Proposicao

Dados trés pontos nao colineares A, B e C, o LG dos pontos do espaco que
equidistam de A, B e C' é a reta r, perpendicular ao plano (ABC') e passando pelo
circuncentro do triangulo ABC'. Dizemos que r é a reta medial do triangulo ABC.
Conforme vemos na figura 3.3
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Figura 3.3: Reta Medial

Reta medial

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Sejam O o circuncentro (O é a interse¢do das mediatrizes dos lados AB, AC' e
BC') do triangulo ABC' e r a reta que passa por O e é perpendicular ao plano (ABC).

Se P € r\{O}, entao os triangulos AOP, BOP e COP sao congruentes por LAL,
uma vez que OP é lado comum aos trés, AO = BO = CO, pois pela caracterizacao
da mediatriz relativa ao lado AB, O pertence ao LG dos pontos equidistantes de A
e de B, assim AO = BO (de maneira aniloga vale o mesmo entendimento para os

lados BC' e AC), e AOP = BOP = COP = 90°. Portanto, AP = BP = CP.

Suponha, agora, que AP = BP = C'P. Entao, P pertence aos planos mediadores
dos segmentos AB, AC' e BC' e, como este também ¢é o caso de O, segue que a reta
OP esta contida nesses trés planos mediadores. Mas, como o plano mediador de AB
é perpendicular a fﬁ, concluimos que OP L j@, @ 1L AC e <O? il % Assim,

L (AB; AC) = (ABC).
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Figura 3.4: Demonstracao Reta medial

Reta medial

Fonte: Elaborado pelo autor

Pela prova da proposi¢ao acima, observamos que a reta medial de um triangulo
ABC é a intersecao dos planos mediadores de seus lados.

3.4 Definicao

No espaco, um diedro é a regido definida como a intersegdo (ndo vazia) de dois
dos semiespacos determinados por dois planos concorrentes.

Se av e 3 sao planos concorrentes em 7, ¢ imediato que « e 8 particionam o espaco
em quatro diedros.
Denotando os semiespagos determinados por « (respectivamente por ) por oy e o
(respectivamente [, e f_), segue que tais diedros sdo dados pelas interse¢oes aLNf4.

Dizemos, ainda, que r é a aresta e « e § sao as faces de cada um de tais diedros.

Definimos o dngulo diedral ou abertura do diedro a, N 5, como a medida
0., € (0,0) do angulo contido em ay N B4 e formado por duas retas s e t, tais que
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sCftCaes,tLr.

A definicao independe das escolhas das retas s e t; em particular, podemos supor
que s e t intersectam 7 em um mesmo ponto.

De maneira totalmente analoga, definimos os angulos diedrais 6, _, 6_, e 6__
dos diedros oy N B_; a_ N By e a_ N B_, respectivamente. Observe, ainda, que

9++ = 977 = 9,+ € 9++ =+ 9+, = Tr.
Confira a figura 3.5.

Figura 3.5: Diedros e angulo diedral

B4

o I l:'plam:n
1 (6 30

Fonte: Elaborado pelo autor

3.5 Proposicao

Dados planos « e 3, concorrentes em r, o LG dos pontos do espaco equidistantes
de v e § é a uniao de dois planos perpendiculares, os quais contém a reta r e bissec-
tam os angulos diedrais entre a e 8 (os planos v e 7). Tais planos sdo denominados
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os planos bissetores de v e f3.

Figura 3.6: Plano bissetor

2

Fonte: Elaborado pelo autor
Demonstracao:

Sejam P um ponto da reta r e s e t retas respectivamente contidas nos planos «
e 3, ambas passando por P e perpendiculares a r.

No plano (r,t), se u e u' sdo as bissetrizes dos angulos formados pelas retas r

e t, sabemos que u e u' sdo perpendiculares, de modo que os planos v = (r,u) e
v = (r;u’) também o sdo.
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Ademais, se u intersecta ;. N By, entao é imediato, a partir da definicao, que o
~ bissecta os angulos diedrais dos diedros ay NG, e a_ N [G_; a partir dai,y’ bissecta
os angulos diedrais dos diedros ay N G- e a_ NG,

Sejam, agora, C' € v\{r}, P o pé da perpendicular baixada de C' aretar e se t as
retas que passam por P e sao respectivamente perpendiculares a o e f3.

Sendo A e B respectivamente os pés das perpendiculares baixadas de C aos pla-
nos a e 3, temos A € se B et.

Mas, como CPA=CPBeCAP = CBP = 90°, & imediato que CPA = CPB
por LAAo e dai, CA = CB.

Logo, C' equidista dos planos a e §. Analogamente, todo ponto de +' equidista
de a e .

Reciprocamente, se C' equidista de « e 3, nao é dificil provar que C' pertence a
um dos planos v e +'.

3.6 Definicao

Sejam dados um ponto O do espago e um nimero real positivo R. A esfera 3,
de centro O e raio R, denotada X(O; R), é o LG dos pontos do espago que distam
R de O.
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Figura 3.7: Esfera

Fonte: Elaborado pelo autor

Utilizando a notacao da definicdo acima, dados pontos A e B € X, dizemos que
AB é uma corda de X.

Se o ponto O € AB, a corda AB ¢é o diametro de X; nesse caso, dizemos tam-
bém que A e B sao pontos antipodas de .

Em geral, para toda corda AB de ¥, temos AB < 2R, ocorrendo a igualdade se,
e sé se, A e B forem antipodas.

De fato, se O ¢ AB, entao, aplicando a desigualdade triangular ao triangulo
AOB, obterfamos AB < AO + BO = 2R.
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3.6.1 Exemplo

Dados, no espaco, pontos distintos A e B, o lugar geométrico dos pontos P tais
que APB = 90° é a esfera de diametro AB, menos os pontos A e B.

Demonstracao:

Sejam AB = 2R e P um ponto do espaco, tal que P ¢ j@ Sendo O o ponto
médio de AB, temo que PO é a mediana relativa ao lado AB do tridngulo PAB.
Portanto,

— N 1_
APB=90° PO =;AB=R® P € L(0;R).

Assim, o lugar geométrico pedido é X(O; R){A, B}.

Nas notacgoes do exemplo 3.6.1, e fixado um plano o que contém j@, o LG dos
pontos de a que véem AB sob 90° é, conforme sabemos, a uniao dos arcos capazes
de 90° sobre AB.

Por sua vez, tal uniao coincide com o circulo de diametro AB em «, menos os

pontos A e B. Portanto, girando o em torno de jﬁ, obtemos ¥(O; R) como a unido
dos circulos de diametro AB, menos os pontos A e B.

Por essa razao, dizemos também que a esfera de diametro AB é a superficie de
revolugao gerada pela revolugao (i.e., rotagao) de um semicirculo de diametro AB

em torno da reta AB.
O proximo resultado esclarece a natureza das secOes planas de uma esfera, isto

é, das possiveis interse¢oes de uma esfera com um plano genérico (isto é, que néo
necessariamente passa pelo seu centro).

3.7 Proposicao

Sejam dados no espago, um plano a e uma esfera >, de centro O e raio R. Seja
d a distancia de O a a.

(a) Se d > R, entdo « nao intersecta ¥. Veja figura 3.8.
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Figura 3.8: Intersecao vazia entre o plano e a esfera

Fonte: Elaborado pelo autor

(b) Se d = R, entdo « intersecta ¥ em um tnico ponto. Veja figura 3.9.

Figura 3.9: Intersecao da esfera com o plano igual a um ponto

Fonte: Elaborado pelo autor
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(c) Se d < R, entao « intersecta ¥ em um circulo I', de raio vV R? — d? e centro
situado no pé da perpendicular baixada de O a «a. Veja figura 3.10.

Figura 3.10: Intersecao da esfera com o plano igual a um circulo

Y

[wi]

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:
Seja O’ o pé da perpendicular baixada de O a «, de sorte que OO’ = d.

~_(a) e (b) Suponha d > R. Se P € a\ {0}, Entdo PO'O = 90° e, dai,
PO > 00" =d > R;logo, P ¢ X.

Mas, como OO’ = d > R, temos que O’ € X se, e 86 se, d = R. Portanto,«
intersecta X em (', se d = R, a0 passo que « nao intersecta X, se d > R.

(c) Se P € ¥Na, entao P # O e, dali, PO'O = 90°. Portanto, aplicando o
teorema de Pitagoras ao triangulo POQO’, obtemos

0P =0P —00 = R*—

ou, ainda, O'P = v/R? — d2.

Logo, P pertence ao circulo I' do enunciado.
Reciprocamente, se P for um ponto de I', entdo O’P = v/ R? — d? e podemos reverter
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os passos do argumento do paragrafo anterior.
O'P =+R?—d?

OP =R -00

0P +00" =R

Assim POO'’ é um tridngulo retangulo com PO'O = 90°. Portanto concluimos
que OP = R, isto é, que P € X.

Nas notacoes da proposicao acima, suponha que d = R e seja T o ponto comum
de a e Y. Entao, diremos que « tangencia > em T ou, ainda, que « e X sao tan-
gentes em 7. Também nesse caso, T' é o ponto de tangéncia de a e X.

Por um ponto 7' de uma esfera 3 de centro O passa um tnico plano « tangente
a Y. De fato, a é o plano perpendicular a Oﬁ e passando por T

Ainda nas notacoes da proposicao 3.7, suponha que « intersecta Y em um circulo
I', de centro O'.

Entao, vimos que I' tem raio r = v/ R? — d?, onde d é a distancia do centro O de
Y aa.

Segue que r < R, ocorrendo a igualdade se, e sé se, d = 0, isto é, se, e sO se,
O = O'. Nesse caso, diremos que I' ¢ um circulo maximo ou um equador de X e
que as extremidades do diametro de ¥ perpendicular ao plano de I' sdo (em alguma
ordem) o polo norte e o polo sul de ¥ em relagdo a I'.

Se > é uma esfera de centro O e A e B sao pontos nao antipodas de X, entao ha
exatamente um equador I' de X que passa por A e B.

De fato, sendo « o plano de um tal equador, temos, por definicao de equador, que
O € a. Mas, como A e B nao sao antipodas, segue que A, O e B nao sao colineares.
Portanto, a = (AOB) e I' = (AOB) N ¥.

Podemos definir a no¢ao de tangéncia entre uma reta r e uma esfera ¥(O; R),
impondo que r intersecte > em um tnico ponto, o qual também serd denominado o

ponto de tangéncia de r e X.

Se a = (O;r) e ['(O; R) é o equador de X contido em «, temos que r C a e r
intersecta [' somente em 7', de sorte que, em «, a reta r é tangente a > em 7.

Portanto, Oﬁ L r e, dai, r estda contida no plano tangente a > em 7. Recipro-
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camente, ¢ imediato verificar que tal plano tangente é a uniao das retas tangentes a
Yem T.

3.8 Definicao

Dados, no espago, um nimero real positivo R e uma reta e, o cilindro (de re-
volug@o) de eixo e e raio R, denotado C(e; R) é o conjunto dos pontos P do espaco,
0s quais estao a distancia R da reta e.

Figura 3.11: Cilindro de revolucao de eixo e e raio R

Fonte: Elaborado pelo autor
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Sejam A um ponto sobre o cilindro C(e; R) e o o plano que passa por A e é
perpendicular a e.

Sendo O o ponto de intersecao de v com o eixo e, temos % lLee j@ C (Aje),
de maneira que AO = R; portanto, A pertence ao circulo de centro O e raio R do
plano a, e todo ponto de tal circulo esta contido em C(e; R).

Por outro lado, sendo 5 = (A;e) e g a reta de 8 que é paralela a e e passa por
A, todo ponto de g esta a distancia R de e, de modo que g C C(e; R). A reta g é
uma geratriz do cilindro C.

Desse modo, podemos justificar a figura 3.11 do seguinte modo: fixado um plano
a que contém e, o LG dos pontos de a que estao a distancia R de e é a uniao de

duas retas g e ¢’ de a, ambas paralelas a e.

Portanto, girando o em torno de e, obtemos C(e; R) como a unido de tais retas
g (areta ¢’ de v é obtida a partir de g, apos girarmos a de 180°).

Assim é que C(e; R) é outro exemplo de uma superficie de revolugdo, desta feita
gerada pela revolu¢do de uma reta g em torno de um eixo e, com g || e.

3.9 Teorema

Sejam dados, no espago, uma esfera %(O; R) e um ponto P com PO =d > R.
Para T € ¥, temos que PT é tangente a X se, e s se, PT = \/d? — R2.
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Figura 3.12: Reta tangente a Esfera

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Seja T € ¥ tal que OT = Re P ¢ X. Temos que a reta ﬁ tangencia > em 7',
logo 1 OT = R e assim PTO = 90°. Sendo PO = d > R, temos que POT é
um triangulo retangulo. Pelo teorema de Pitagoras temos,

PO =PT +0T & & =PI + R> = PT = V& — ;?

como queriamos demonstrar.

3.10 Proposicao

Seja C(e; R) o cilindro de eixo e e raio R. Se o ¢ um plano que nao é paralelo ou
perpendicular a e, entdao a secao de C por a é uma elipse.
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Figura 3.13: Elipse - Intersecao do Cone com um plano

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Assumimos o fato de que o N C é uma curva plana simples (isto é, sem auto
intersegdes), continua e fechada. Para j = 1,2, seja 3;(0;; R) uma esfera centrada
em e e tangente a & em Fj. Uma vez que a nao é perpendicular a e, temos Fy # Fb.
Afirmamos que Fi e F5 sao os focos e 0105 o comprimento do eixo maior da elipse
de interse¢ao. Para tanto, sejam P um ponto comum a « e C, e g a geratriz de C que
passa por P. Para j = 1,2, é imediato que X, intersecta C ao longo de um equador
I'j, com reta medial e, e que g intersecta I'; em um tnico ponto ();. Portanto, g
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tangencia X; em ()}, e segue do teorema 3.9 que PF; = P();. Portanto,

PFy + PFy = PQ1 + PQ2 = Q1Q2 = 0,0,

PQl + PQQ = Q1Q27 pOiS P € Q1Q2 e Q10102Q2 é um retangulo e portanto
Q102 = 0105 como querfamos demonstrar.

3.11 Definicao

Dados um angulo #, uma reta e e um ponto V € e, o cone (de revolugao)
C(e;V;0), de eixo e, vértice V' e abertura 26 é o conjunto dos pontos A do es-

paco, tais que AV forma um angulo 6 com a reta e.
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Figura 3.14: Cone de Revolucao

Fonte: Elaborado pelo autor

Sejam A um ponto sobre o cone C(e;V,0) e a o plano que passa por A e é

perpendicular a e. Se « intersecta e em O, entao f@ 1L ee AO C (A, e); como

V € e, temos -
AO =VO xtgb,

pois no plano (A,e) AOV é um triangulo retangulo.
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Portanto, A pertence ao circulo de centro O e raio VO xtgf do plano a, recipro-
camente, verificamos que todo ponto de tal circulo esta contido em C.

<
Por outro lado, sendo 5 = (A,e) e g = AV, temos que g é uma reta de  que
forma angulo 0 com e, de sorte que g C C.

A reta g é uma geratriz do cone C.

Um plano que passa por V' e é perpendicular a e particiona C \ {V} em dois
pedacos, os quais denominamos as folhas do cone. Verificamos que cada folha de
um cone ¢ uma uniao de semirretas de suas geratrizes, todas de origem V.

De posse da discussao anterior, podemos justificar a figura 3.14 do seguinte modo:

fixado um plano 8 que contém e, o LG dos pontos P de (3 tais que PV forma um
angulo € com e é a uniao de duas retas g e ¢’ de 3, ambas passando por V. Portanto,
girando 8 em torno de e, obtemos C(e; V';0) como a unido de tais retas g (a reta ¢’
de « é obtida a partir de g, apos girarmos a de 180°).

Assim é que C(e; V;0) é mais um exemplo de superficie de revolu¢ao, desta feita
gerada pela revolucao de uma reta g em torno de um eixo e, com V € gNe.

Veremos a seguir as secoes de um cone por planos que nao sao paralelos ou perpen-
diculares ao seu eixo, as quais denominamos se¢oes conicas.

3.12 Teorema

Se C é um cone e o é um plano que secciona C, entao a secao correspondente é:

(a) uma elipse, caso « s6 intersecte uma folha de C e nao seja paralelo a uma geratriz.

Demonstracgao:
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Figura 3.15: Elipse

Peratrnz

Fonte: Elaborado pelo autor

Assumimos que a N C é uma curva plana simples, continua e fechada. Para
Jj = 1,2, seja ¥;(0;; R;) uma esfera centrada em e e tangente a o em F}.
Uma vez que a nao é perpendicular a e, temos F; # F» (se o L e, entdo
Fy = F; seria o centro da circunferéncia I'). Afirmamos que Fy e Fy s@o os
focos e Q1Q)2 o comprimento do eixo maior da elipse de intersecdo. Sejam P
um ponto comum a « e C, e g a geratriz de C que passa por P. Para j = 1,2,
temos que J; intersecta C ao longo de um equador I';, com reta medial e, e
que g intersecta I'; em um tnico ponto ();. Portanto, g tangencia X; em @),
e segue do teorema 3.9 que P_FJ = P—QJ Portanto

PF, + PF, = PQ + PQy = Q:1Q>

Assim PF; + PF;, = (Q1(Q)2 é o eixo maior da elipse resultado da intersecao de
a com C.

(b) uma parabola, caso « s6 intersecte uma folha de C e seja paralelo a uma geratriz.
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Figura 3.16: Parabola

Fonte: Elaborado pelo autor

Demostracgao:

Como no caso da proposicao 3.10, assumimos o fato de que aNC é uma curva
simples, continua e aberta (uma vez que « é paralelo a uma geratriz g do cone).

Seja g a geratriz de C em relacdo a qual « é paralelo. Seja, também, ¥(O; R)
a esfera centrada em e, tangente a o em F' e & folha do cone que « inter-
secta (i.e.,tangente as semirretas que compoem tal folha - sendo ¢ a geratriz
simétrica de g em relacao a e, e O’ o ponto em que ¢ intersecta «, temos
VOO’ = 90°. Agora, um pouco de trigonometria no triangulo retangulo VOO’

fornece R R
Vo= tg_9 * cotg 6
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, onde 260 é a abertura do cone, de sorte que X tem um raio bem definido e,
portanto, esté, ela mesma, bem definida).

Sejam I'y o circulo de intersecao de X e C, B3 o plano que contém I'y e d a reta
de intersecao de a e [35. Afirmamos que F é o foco e d a diretriz da parabola
de intersecao de « e C. Para ver isso, tome um ponto P; em a N C e marque

o ponto P, em que V P; intersecta Y, de sorte que P, € (3.

Trace, por Pi, o plano 31, paralelo a (35, e seja I'; o circulo de intersecao de 3,
e C; marque os pontos (1 e ()2, respectivamente de intersecao de 31 e 53 com
g.

Como PP, e P I sao tangentes a X tracadas a partir de P;, segue do item
(a) do teorema 3.9 que P.F = P, P,. Por outro lado, sendo O; e O, res-
pectivamente os centros de I'y e 'y, as congruéncias de triangulos retangulos
VO1PL =V0O1Q1 e VO3 P, = V5@ garantem que

P P=PV PV =0Q,V—QV =010

Agora, uma vez que « s6 intersecta uma folha de C e é paralelo a g, segue
que a L (g,e). Mas, como também temos 55 L (g,¢€), segue que d L (g,e).
Por fim, trace por P, a paralela a g contida em « (tal é possivel, uma vez que
a || g), e seja R seu ponto de interse¢do com d.

Como d L g, temos iﬁ 1 d. Ademais, como @1@2 =gq| m e P,Q1 € b,
R, Q2 € P2, segue que Q1Q2 = P R.

Assim, temos finalmente

PlF: P1P2 = QlQQ = PlR: dZ.StCLTLCZ.CLde.Pl ad

(c) uma hipérbole, caso « intersecte ambas as folhas de C mas nao passe por seu
vértice.

o1



Lugares Geométricos CAPITULO 3

Figura 3.17: Hipérbole

Fonte: Elaborado pelo autor



Capitulo 4

Atividades

4.1 Introducao

Neste capitulo descreveremos a construcao passo a passo de alguns lugares ge-
ométricos utilizando o programa GeoGebra. Inicialmente, construiremos o plano
medial que representa o lugar do espago dos pontos que estao a uma mesma distan-
cia de dois pontos quaisquer desse espaco. Em seguida, construiremos em detalhes
a reta medial que representa o lugar no espaco dos pontos que estao a uma mesma
distancia de trés pontos quaisquer nao colineares, os planos bissetores que represen-
tam o lugar do espago dos pontos equidistantes de dois planos concorrentes, as trés
posicoes relativas resultado da intersecao de um plano com uma esfera, e no final, as
curvas conhecidas como elipse, parabola e hipérbole que sao derivadas da intersecao
do plano com um cone.

4.2 Plano Medial

Construiremos o Lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois pontos A
e B do espago, conforme a figura abaixo. Esse lugar geométrico é denominado
plano medial. Descreveremos como construir os dois pontos no espaco que sao
o ponto de partida da proposicao, a reta que os contém, o plano perpendicular a
essa reta, o ponto que pertence a esse plano, assim como os elementos auxiliadores
na compreensao do plano medial que sao o angulo entre o plano e a reta e os
segmentos que ligam o ponto pertencente ao plano e os dos pontos do espago descritos
inicialmente.
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Figura 4.1: Plano Mediador

Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 1: No menu "Exibir" selecionamos a opgao janela de visualizagao 3D.
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Figura 4.2: Plano Mediador - Passo 1
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...... -6 I+ @ Auda

aiiae

Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 2: Selecionamos a ferramenta "Ponto" e utilizando um dos eixos coor-
denados como referéncia, no caso o eixo-z, adicionamos dois pontos A e B.
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Figura 4.3: Plano Mediador

Passo 2

1 ¢ GeoGebra Classic
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B <33 |
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.4: Plano Mediador - Passo 2

7 GeoGebra Classic

Bl A % i =
) A = Ponto (EixoZ) (;
— (0,0, 454)
) B = Ponto (EixoZ) @
— (0,0,1.41)
+ Entrada..

R4~ Do d @ LN L

(2 (o (2

Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 3: Selecionamos a ferramenta "Reta'" e construimos uma reta r passando

pelos pontos A e B.
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Figura 4.5: Plano Mediador - Passo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.6: Plano Mediador - Passo 3
i €3 GeoGebra Classic = u] b
2 Al > P e A @ L N D S ol
El A& % 3 | =Y
A = Ponto (EixoZ) :
®
— (0,0, 454 ®
B = Ponto (EixoZ) . &
O
— (0,0, 1.41) ®© ‘.
o r = Reta (A, B)
— X =(0,0,454) +1(0,0,-3
+ Entrada...
o

Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 4: No menu "Propriedades" desmarcamos a selecao de "Exibir eixos"
e em seguida no botao "Exibir e esconder eixos" desmarcamos a opcao de plano.
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Figura 4.7: Plano Mediador - Passo 4
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&
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.8: Plano Mediador - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.9: Plano Mediador - Passo 4

B A

A = Ponto (EixoZ)
®

— (0,0, 4.54)

B = Ponto (EixoZ)
@]

— (0,0, 1.41)

® r = Reta (A, B)

N
(O]

O]

— X =1(0,0,454) + A (0,0, -3

+

I .A // /j‘l’ I' (D @ é. x as2 .{.

[ 3

e (0

po

w Il

Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 5: Selecionamos a ferramenta "Ponto médio ou centro" e marcamos
o ponto médio C' entre os pontos A e B.
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Figura 4.10: Plano Mediador - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor

Selecionamos o botao "Plano perpendicular”, clicamos no ponto

médio C' e em seguida na reta r. Construimos assim o plano perpendicular a reta r

no ponto C'.
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Figura 4.11: Plano Mediador - Passo 6
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 7: Selecionamos o botao "Ponto" e clicamos sobre o plano a construido.
O ponto D é um ponto do plano a. Selecionamos o botdao "Segmento" e cons-
truimos os segmentos AD e BD. Selecionamos o botdo "Angulo" e em seguida
clicamos nos pontos A, C' e D, respectivamente construindo o angulo a.
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Figura 4.12: Plano Mediador - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor

65



Atividades

CAprITULO 4

Figura 4.13: Plano Mediador - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.14: Plano Mediador - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 8: Selecionamos o botao "Distancia, Comprimento ou Perimetro"
e em seguida clicamos nos pontos Ae D, eem B e D.
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Figura 4.15: Plano Mediador - Passo 8
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 9: No menu "Configuragoes" selecionamos o segmento AD e alteramos
a cor, fazendo o mesmo com o segmento BD.
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Figura 4.16: Plano Mediador - Passo 9
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Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que ao mover o ponto D sobre o plano a, a distancia entre o ponto
A e o ponto D assim como a distancia entre os pontos B e D possuem a mesma
medida. Portanto o plano a é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois
pontos no espaco conforme comprovamos na proposicao 3.2. Depois de finalizada
a construcao do plano medial, o estudante ou o professor pode mover o ponto D
em qualquer direcao sobre o plano a e explorar a propriedade descrita a respeito do
plano medial. Outros contetidos na qual essa construcao permite visualizar sao os
que dizem respeito a triangulo retangulo, ponto médio, mediana do triangulo, altura
do triangulo, as propriedades dos triangulos isosceles etc.
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Figura 4.17: Plano Mediador - 10
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.18: Plano Mediador - 11
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.3 Reta Medial

Construiremos o Lugar Geométrico dos pontos do espaco que equidistam de A, B
e (', denominado reta medial. Descreveremos como construir os trés pontos nao
colineares do espaco, os segmentos que ligam esses pontos e seus pontos médios, 0s
vetores que dao a direcao dos segmentos, o ponto de intersecao das mediatrizes dos
segmentos, e finalmente a reta perpendicular (reta medial). Construiremos também
alguns objetos auxiliares para a compreensao, tais como os segmentos que ligam um
ponto pertencente a reta medial e os trés pontos do espaco descrito inicialmente e o
angulo entre o plano que contém os trés pontos e a reta medial.

Passo 1: Selecionamos o botdo "Ponto" e construimos os pontos A, B e C
sobre os etxo — x e eixo —y. Os eixos sao usados apenas como referéncia no espaco.
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Figura 4.19: Reta Medial - Passo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 2: Selecionamos o botao "Segmento" e construimos os segmentos AB, AC
e BC.
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Figura 4.20: Reta Medial - Passo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 3: Selecionamos o botao "Ponto médio ou Centro" e construimos
os pontos médios D, E e F dos segmentos AB, AC e BC. Selecionamos o botao

"Plano por trés pontos", clicamos nos pontos A, B e C. Construimos assim o
plano a.
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Figura 4.21: Reta Medial - Passo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 4: Na caixa de entrada digitamos "Vetor". Abrird uma lista com os
diferentes tipos de vetor. Escolha "Vetor(<ponto inicial>,<ponto final>)"
construa os vetores AB, AC' e BC, digitando como ponto inicial A e ponto final
B e clicando na tecla "Enter". Repita o procedimento para construir os vetores
seguintes.
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Figura 4.22: Reta Medial - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.23: Reta Medial - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 5: Para construir as mediatrizes dos segmentos AB, AC' e BC' digitamos
na caixa de entrada "Perpendicular" e selecionamos
"Perpendicular(<Ponto>,<Vetor>)", digitamos o ponto D e em seguida o
vetor u. Repetimos o procedimento para os pontos E e F e os vetores v e w,
respectivamente . Construimos assim as mediatrizes dos segmentos AB, AC e BC.
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Figura 4.24: Reta Medial - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.25: Reta Medial - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 6: Ocultamos os vetores desmarcando a "bolinha" a esquerda de cada
vetor na janela de objetos.
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Figura 4.26: Reta Medial - Passo 6
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 7: Selecionamos o botao "Intersecao de dois Objetos" e clicamos no
encontro das trés mediatrizes construidas. Construimos assim o ponto G.
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Figura 4.27: Reta Medial - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 8: Ocultamos as mediatrizes seguindo o mesmo procedimento que usa-
mos para ocultar os vetores acima. Selecionamos o botao "Reta perpendicular",
clicamos no ponto G e em seguida no plano a. Construimos assim a reta 1.

80




Ati

vidades

CAprITULO 4

Figura 4.28: Reta Medial - Passo 8
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Fonte: Elaborado pelo autor

os eixos coordenados.
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Figura 4.29: Reta Medial - Passo 9
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 10: Selecionamos o botao "Ponto" e clicamos na reta I, construindo o

ponto H. Em seguida selecionamos o botao "Segmento" e construimos os segmen-
tos AH, BH e C'H.
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Figura 4.30: Reta Medial - Passo 10
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 11: Selecionamos o botio "Angulo", clicamos nos pontos H,G e D
construindo o angulo a. Selecionamos o botao "Distancia, Comprimento ou
Perimetro" e clicamos nos pontos Ae H, Be H,C' e H para mostrar que a distancia
entre os pontos A, B e C' ao ponto H é a mesma.
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Figura 4.31: Reta Medial - Passo 11
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 12: Selecionamos a reta [ e em seguida clicamos no botao de "Propri-
edades". Modificamos a cor e a espessura da reta I para destacar a reta medial.
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Figura 4.32: Reta Medial - Passo 12
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Fonte: Elaborado pelo autor

Observamos com a construgao descrita acima que o lugar geométrico dos pontos
do espago que equidistam de A, B e C é a reta I, perpendicular ao plano (ABC)
e passando pelo circuncentro GG do triangulo ABC. Dizemos que [ é a reta medial
do triangulo ABC', conforme a proposicao 3.3. Apobds essa construcao, podemos
explorar dinamicamente as propriedades dos pontos equidistantes de trés pontos
nao colineares do espaco, a distancia entre dois pontos, bem como a intersecao dos
planos mediais dos pontos dois a dois como sendo a reta medial. Outro contetdo
que pode ser explorado com a construcao da reta medial é o célculo da altura de
uma piramide, pois os segmentos que ligam o ponto da reta e os trés pontos nao
colineares do espaco formam um tetraedro.
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Figura 4.33: Reta Medial 12.1
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.34: Reta Medial 12.2
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.4 Plano Bissetor

Construiremos o lugar geométrico dos pontos do espaco equidistantes de dois
planos, denominado plano bissetor. Descreveremos como construir os dois pontos
pertencentes a reta que sera a intersecao dois dois planos, o circulo e um ponto sobre
ele como objetos auxiliares para mover um dos planos dinamicamente, os planos, o
angulo entre eles e suas bissetrizes, e finalmente os planos bissetores que contém as
bissetrizes.

Passo 1: Selecionamos o botao "Ponto" e construimos os pontos A e B sobre

o eizo — x. Em seguida selecionamos o botao "Reta" e construimos a reta f que
passa pelos pontos A e B.
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Figura 4.35: Plano Bissetor - Passo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.36: Plano Bissetor - Passo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 2: Selecionamos o botao "Ponto" e construimos os pontos C' = (1,0,0), D =
(=3,0,0),E = (3,0,0) e FF = (0,0,3). Selecionamos o botao "Circulo definido
por trés pontos" e clicamos nos pontos D, F' e E, respectivamente construindo o
circulo c.
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Figura 4.37: Plano Bissetor - Passo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 3: Ocultamos os pontos D, E e F. Selecionamos o botao "Ponto" e
clicamos sobre o circulo ¢ construindo o ponto G. Selecionamos o botao "Plano
por trés pontos", clicamos nos pontos A, B e C' construindo o plano a e clicando
nos pontos A, B e GG construindo o plano b.
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Figura 4.38: Plano Bissetor- Passo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.39: Plano Bissetor - Passo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 4: Ocultamos o circulo ¢. Selecionamos o botao "Ponto" e clicamos na
intersecao dos eixos coordenados construindo o ponto H = (0,0,0). Selecionamos o
botao "Angulo" e clicamos nos pontos G, H e C construindo o angulo a.

92




Atividades CAPITULO 4

Figura 4.40: Plano Bissetor - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 5: Selecionamos o botao "Bissetriz", clicamos nos pontos G, H e C
construindo a bissetriz do adngulo a. Selecionamos o botdo "Angulo", clicamos
nos pontos G, H e D construindo o angulo 5. Selecionamos o botao "Bissetriz",
clicamos nos pontos GG, H e D construindo a bissetriz do angulo .
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Figura 4.41: Plano Bissetor - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.42: Plano Bissetor - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 6: Selecionamos o botao "Ponto" e clicamos nas bissetrizes g e h
construindo os pontos I e J. Selecionamos o botao "Angulo", clicamos nos pontos
I, H e J construindo o angulo 7 entre as bissetrizes.
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Figura 4.43: Plano Bissetor - Passo 6
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 7: Selecione o botao "Plano", clicamos no ponto A e na bissetriz g
construindo o plano d, bem como clicamos no ponto A e na bissetriz h construindo
o plano e.
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Figura 4.44: Plano Bissetor - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 8: Ocultamos todos os pontos exceto o ponto GG, assim como as bissetrizes
e os eixos coordenados. Observamos que movendo o ponto G fazemos variar as
medidas dos angulos entre os planos a e 5, porém o angulo entre os planos bissetores
permanecem com medida igual a 90°. Portanto de acordo com a proposi¢ao 3.5 os
planos d e e sao os planos bissetores de a e .
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Figura 4.45: Plano Bissetor - Passo 8
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.46: Plano Bissetor - Passo 8
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Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que ao mover o ponto sobre o circulo (que fica oculto), a distancia entre
os planos a e 8 possuem a mesma medida. Portanto o plano d e e é o lugar geomé-
trico dos pontos equidistantes de dois planos no espaco conforme comprovamos na
proposicao 3.5. Depois de finalizada a construcao dos planos bissetores, o estudante
ou o professor pode mover o ponto sobre o circulo em qualquer direcao e explorar a
propriedade descrita a respeito do plano bissetor. Outros conteidos na qual essa
construcao permite visualizar sao os que dizem respeito a triangulo retangulo, bis-
setriz de um angulo, semelhanca de triangulos, altura do triangulo, as propriedades
dos triangulos isosceles etc.

4.5 Esfera

Construiremos uma esfera e um plano com o objetivo de explorar os tipos de
intersecoes entre eles estudando a distancia entre o centro da esfera e o plano. Serd
descrito como construir a esfera, um ponto que percorre uma reta na qual passara
um plano perpendicular a reta contendo o ponto C', um segmento ligando o centro da
esfera e o ponto C' para representar a distancia entre eles. Em seguida, utilizaremos
o botao "Intersecao de duas superficies"para visualizar a figura plana derivada de tal
intersecao. Tais intersecoes podem ser o vazio, um ponto ou um circulo. Seguimos
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entao aos passos da construcao:

Passo 1: Selecione o botao "Ponto", clique na intersecao dos eixos coordenados
construindo o ponto A. Em seguida clique no eixo — y construindo o ponto B =
(0,3,0), e clique no eixo — z construindo o ponto C. Selecione o botao "Esfera
dados centro e um de seus pontos", em seguida clique no ponto A e entao no
ponto B.

Figura 4.47: Esfera - Passo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.48: Esfera - Passo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 2: Selecione o botao "Plano perpendicular", em seguida clique no
ponto C' e entao no eixo — z, construindo assim o plano b.
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Figura 4.49: Esfera - Passo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 3: Selecione o botao "Segmento", clique no ponto A e entdo no ponto
C. Selecione o botao de "Propriedades" e altere a cor e espessura do segmento.
Selecione o botao "Intersegao de duas superficies", em seguida clique no plano
b e entao na esfera a.
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Figura 4.50: Esfera - Passo 3

(@)

O

(@]

o

€2 Janela 30 - GeoGebra

'A/)Fb'cbg’&@éxmc:@
[E] A2 §

A = Intersecdo (EixoX, EixoZ)

— (0,0,0)

B = Ponto (EixoX)

- (3,0,0)

a: Esfera(A,B)

- xX*4+y +22=9
C = Ponto (EixoZ)

— (0,0, 4.6)

b : PlanoPerpendicular (C, EixoZ)

— z=46

f = Segmento (A, C)

— 46

c : IntersegGoGeométrica (b, a)

=N

- NN

m—

Duplicar

Apagar

Configuragtes

<&

ol || 3

- o

x
Basico = Cor || Estilo

Avangado || Programagiio

(T 7 O O
(1T [
| DDHEDIII

S ]

B0 OOC

I CICIE

[ [ g '

HE OO

Visualizar
Vermelho
255,0,0
(#FFO000)

=

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.51: Esfera - Passo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor
Passo 4: Selecione o botao "Distancia, comprimento ou perimetro", em

seguida clique no ponto A e entao no ponto C. Com o mesmo botao clique no ponto
A e no ponto B.
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Figura 4.52: Esfera - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 5: Selecione o botao "Segmento", em seguida clique no ponto A e entao
no ponto B. Oculte os eixos coordenados.
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Figura 4.53: Esfera - Passo 5
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Observe que quando movemos dinamicamente o ponto C, a distancia do ponto
A (centro da esfera) e o plano b é maior do que a medida do raio da esfera, ndo ha
intersecao. Da mesma forma, quando a distancia do centro da esfera até o plano b
é igual & medida do raio, a intersegao corresponde um ponto. E por fim, quando a
distancia do centro da esfera até o plano é menor do que a medida do raio da esfera,
a intersecao é um circulo, conforme demonstra proposicao 3.7. Contetidos como a
distancia entre pontos, reta perpendicular, circunferéncia, perimetro e area, podem
ser explorados utilizando a mesma figura.
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Figura 4.54: Esfera 6
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.55: Esfera 6.1
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.56: Esfera 6.2
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.6 Secao Conica

Construiremos o lugar geométrico obtido pela intersecao de um cone com um
plano com o objetivo de explorar diferentes situagoes a medida que um plano in-
tersecta o cone. Para isso, precisaremos de figuras auxiliares que permitam mover
dinamicamente o plano com diferentes aberturas de angulo e visualizar as curvas
derivadas de tal intersecao, tais como um circulo no qual percorrerd um ponto per-
tencente ao plano, retas paralelas que servirao de suporte para a construcao do
plano, angulos e a intersecao de superficies.

Passo 1: Selecione o botao "Ponto" e construa os pontos A = (0,0,0), B =
(0,0,2) e C' = (0,0, —2).
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Figura 4.57: Secao Conica - Passo 1

7 ¢ GeoGebra Classic —

B =08 e b @& N b
@ o romo <= A" @O o

\}f} Ponto em Objeto

O >¢\/ ntersecdo de Dois Objetos
)

po

w Il

.
.* Ponto Médio ou Centro

O ‘)”. Vincular / Desvincular Ponto
- (0,0,-2) o

a: Cone(B,A,2)
— 8.38

c: Cone(B,A.2)

— X =1(0,0, 2) + (2 cos(t)

b: Cone(B, A, 2)

— 17.77

d: Cone(C,A,2)

— 8.38

...... e: Cone(C,A,2) i

o

Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 2: Selecione o botao "Cone", em seguida clique no ponto B, seguido do
ponto A e entao digite o valor do raio igual a 2. Utilizando o mesmo botao "Cone",
clique no ponto C, seguido do ponto A e entao digite o valor do raio igual a 2.
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Figura 4.58: Secao Conica - Passo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 3: Selecione o botao "Ponto" e construa os pontos G = (—4,0,0), H =

(0,0,4) e I = (4,0,0). Selecione em seguida o botao "Circulo definido por trés
pontos", clique nos pontos G, H e I, respectivamente, criando o circulo k.
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Figura 4.59: Secao Conica - Passo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 4: Selecione o botao "Ponto" e clique sobre o circulo &, construindo o
ponto J. Selecione o botao "Reta paralela", clique no ponto B e entao no eixo—x
(em vermelho), criando a reta j. Selecione o botao "Interse¢ao de dois objetos",
clique no cruzamento entre cone e a reta j, criando o ponto K e o ponto L.
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Figura 4.60: Secao Conica - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.61: Secao Conica - Passo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 5: Selecione o botao "Reta", clique no ponto A e entao no ponto K,
criando a reta g geratriz do cone. Na "Caixa de entrada" digite (1,0, —1) criando
o ponto D. Selecione o botao "Reta paralela", clique no ponto D e entao no
eixo — y (em verde), criando a reta paralela g.
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Figura 4.62: Secao Conica - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.63: Secao Conica - Passo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 6: Selecione o botao "Plano", clique no ponto J e entao na reta h,
criando o plano 1.
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Figura 4.64: Secao Conica - Passo 6
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 7: Selecione o botao "Reta paralela", clique no ponto D, e entao no
eizo — x (em vermelho), criando a reta [ paralela ao eixo — x. Selecione o botao
"Intersecao de dois objetos", clique na reta [ e entao no circulo k, criando os
pontos de intersecao E e F.
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Figura 4.65: Secao Conica - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.66: Secao Conica - Passo 7
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 8: Selecione o botdao "Angulo", clique nos pontos K, A e I, respectiva-
mente, criando o angulo « (dngulo entre a geratriz do cone e o plano horizontal).
Utilizando o mesmo botao, clique nos pontos J, D e E, respectivamente, criando o
angulo 8 (dngulo entre o plano i e um plano horizontal que contém a reta h e o
ponto E).

119



Atividades CAPITULO 4

Figura 4.67: Secao Conica - Passo 8
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 9: Selecione o botao "Intersecao de duas superficies", e entao clique
na folha do superior do cone e depois no plano. Em seguida usando o mesmo botao,
clique na folha inferior do cone e entao no plano. Fica criado assim as se¢oes conicas
Elipse, Parabola e Hipérbole.
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Figura 4.68: Secao Conica - Passo 9
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 10: Selecione o botao "Reta", clique no ponto C e entao no ponto B,
criando a reta m (eizo do cone).
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Figura 4.69: Secao Conica - Passo 10
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 11: Na janela de Algebra clicamos nos circulos para ocultar os objetos
criados para dar estrutura a construcao. Ocultaremos as retas paralelas exceto a
reta do eixo do cone e a geratriz, todos os pontos exceto os pontos A e J e o circulo.
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Figura 4.70: Secao Conica - Passo 11
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Fonte: Elaborado pelo autor

Passo 12: Na janela de Algebra clicamos nas configuragoes do objeto que que-
remos modificar e alteramos por exemplo a cor, espessura da linha, entre outros.
Deixando a construcao final na forma mais conveniente para nosso uso.
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Figura 4.71: Secao Conica - Passo 12
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Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que ao mover o plano dinamicamente a intersecao com um cone pode
gerar as secoes conicas elipse, pardbola e hipérbole como demonstra o teorema 3.12
como podemos observar nas figuras a seguir. Importante comparar as posigoes entre
o plano e a reta geratriz do cone, pois dependendo do angulo entre eles, teremos
uma curva diferente. Ressaltamos que a ferramenta GeoGebra nos permite posici-
onar a figura da forma mais adequada para que possamos compreender as diversas
propriedades exploradas no teorema, tornando a aprendizagem mais interessante e
curiosa.
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Figura 4.72: Secao Conica - Elipse
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.73: Secao Conica - Parabola
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 4.74: Secao Conica - Hipérbole
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre alguns lugares geométricos no es-
paco, construindo os objetos utilizando o software GeoGebra. A construgido passo
a passo das atividades sobre plano medial, reta medial, plano bissetor, intersecao
entre o plano e a esfera e as secoes coOnicas permitiu nao s6 uma compreensao mais
aprofundada dos conceitos sobre lugares geométricos no espaco como ampliou o le-
que de possibilidades de producao de métodos para compreensao e estudo de outros
conceitos da geometria, seja plana ou espacial.

O uso de tecnologias para ensino contribui significativamente para a construcao
do conhecimento, para estimular o descobrimento de padroes e o estimulo & curi-
osidade auxiliando o aluno a consolidar assim sua aprendizagem. Para o uso do
GeoGebra como uma dessas ferramentas, se faz necessario que estudante e profes-
sor estejam dispostos a inovar, sair de sua zona de conforto e se aperfeicoar nesse
instrumento de valor inestimavel na contribuicao do ensino e da aprendizagem da
Geometria.

Essa nova realidade na qual estamos todos inseridos é uma oportunidade para
que noés professores possamos refletir, remodelar nossa pratica e construir diferentes
formas de acao que nos permitam lidar da melhor forma com os desafios do ensino
na era da informatizacao.

Um ponto relevante desse trabalho é que através do uso do programa GeoGebra
na construcao de objetos sobre lugares geométricos no espago, podemos compreender
com maior facilidade como os conceitos e proposicoes que sao demonstradas funci-
onam através de uma visao tridimensional manipulavel. Sendo assim, é importante
destacar que a construcao das figuras nao apenas facilita a compreensao dos objetos
mas que através da possibilidade de se fazer modificagoes dinamicas a aprendizagem
do contetudo se torna mais acessivel, curiosa e interessante.
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Esse ponto nos leva a reflexao de como podemos utilizar essa ferramenta para
o ensino da Geometria, tanto no nivel fundamental como no nivel superior. A
construcao de objetos manipulaveis através do GeoGebra abre a possibilidade de se
apresentar a Geometria de uma forma mais interessante e compreensivel tanto para
os professores quanto para os alunos que pertencem a era da informacao e utilizam
com maestria os recursos tecnoldgicos atuais.

Como trabalhos futuros que esse tema abre possibilidade, podemos falar sobre
a construcao de objetos da geometria plana e seus conceitos basicos, bem como
os conceitos basicos da geometria espacial. As relacoes entre as medidas de area,
volume e perimetro e as relacoes de proporcionalidade entre figuras diversas. A
elaboragao de aulas e projetos de ensino da Geometria usando o GeoGebra para
melhorar significativamente a proficiéncia dos alunos na Matematica e em especial
na Geometria.
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