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Resumo

Estudaremos a construgao dos nimeros reais por dois métodos distintos. Pri-
meiramente por sequéncias de Cauchy o qual atende a nogao intuitiva de que tais
numeros podem ser utilizados para representar pontos em uma reta, por outro
lado também seja possivel provar todas as propriedades usuais desses nimeros.
Essa construcao é feita essencialmente via uma relacao de equivaléncia estabe-
lecida no conjunto das sequéncias racionais de Cauchy, com a hipétese inicial
de ser ja conhecido o corpo ordenado dos niumeros racionais. A outra cons-
trucao feita por cortes de Dedekind é diferente, pois no lugar da linguagem de
sequéncias usa-se a linguagem de conjuntos. Apesar da diferenca de lingua-
gem chega-se aos mesmos resultados sobre a ética algébrica da estrutura desses
conjuntos. Por fim veremos que existe apenas um corpo ordenado completo, a
menos de isomorfismo.

Palavras-chave: Numeros Reais; Sequéncias de Cauchy; Cortes de Dede-
kind.
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Abstract

We will study the construction of real numbers by two different methods. Firs-
tly by Cauchy sequences, which is a shrewd and beautiful way of characterizing
real numbers given our intuitive notion that such numbers can be used to re-
present points on a line, yet it is also possible to prove all the usual properties
of these numbers. This construction is essentially done via an equivalence re-
lationship established in the Cauchy’s set of rational sequences with the initial
hypothesis that the ordered body of rational numbers is already known. The
construction made by Dedekind cuts is essentially different, because in the place
of the language of sequences it is used the language of sets, although the diffe-
rence of language arrives at the same results on the algebraic properties of these
sets. Finally we will see that there is only one complete ordered body, up to
isomorphisms.

Keywords: Real Numbers; Sequences of Cauchy; Cuts of Dedekind.
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Introducao

A partir do século X1X, devido as mudancas causadas pela revolucao francesa,
a matematica tomou um novo viés. Augustin Louis Cauchy um dos professores
da Ecole Polytechnique contribuiu significativamente com o desenvolvimento da
matematica em sua época. Por motivagoes de ensino, a matemadtica precisou
ser organizada de maneira a facilitar o seu aprendizado, pois boa parte dos
estudantes eram iniciantes e muitos almejavam ser engenheiros ou oficiais do
exército.

Essa nova organizacao da matematica veio com mais rigor e precisao. O
encadeamento 16gico, em particular na analise, teve de ser exposto em uma certa
ordem. Por exemplo, no estudo do céalculo era necessario estudar inicialmente
funcoes para depois, limites, derivadas, integrais e etc.

Antes desses conceitos, o primordial seria conhecer, com rigor, os nimeros e
suas propriedades. Segundo Tatiana Roque (2012)”[...] a ideia de nimero real,
sequndo notas historicas, surgiu com os gregos na descoberta da incomensura-
bilidade entre o lado e a diagonal de um quadrado. A construgdo dos nimeros
reais passou por Fudozxo, século IV a.C, com a teoria das propor¢oes, que consta
nos Elementos de Euclides, no entanto s foi concretizada no século XIX por
Cantor e Dedekind”. O primeiro pelas sequéncias de Cauchy e o segundo pelos
Cortes de Dedekind.

Estudaremos aqui a construgao dos numeros reais. Veremos inicialmente
essa construcao algébrica via sequéncias de Cauchy, mas antes disso é preciso
construir uma base tedrica sobre sequéncias racionais e demonstrarmos alguns
teoremas que vao garantir algumas relagoes importantes no processo de cons-
trucao desses numeros. Em seguida veremos a construgao dos nimeros reais via
costes de de Dedekind.

No capitulo 1, considerando a existéncia do corpo ordenado dos niimeros
racionais, é introduzido o conceito de sequéncia racional. Definimos o conceito
de sequéncias de Cauchy e estabelecemos uma relagao de equivaléncia pertinente
ao conjunto dessas sequéncias. Adiante no capitulo 2 é possivel definir uma
adicao e uma multiplicacao sobre o conjunto de todas as sequéncias racionais
de Cauchy. Com essas operagoes conseguimos provar que o mesmo possui a
estrutura algébrica de corpo. Provamos ainda a existéncia de um subconjunto
dessas sequéncias que preservam a lei do fechamento para as operacoes de adigao,
multiplicagao e também uma propriedade a mais que caracteriza como um corpo
ordenado. Por fim é provada a propriedade especial desse conjunto a qual é
denominada completeza, pois intuitivamente completam os racionais no sentido
de ser possivel estabelecer uma bijecdo com uma reta.

O terceiro capitulo traz a construgdo dos ntimeros reais via linguagem de
conjuntos. Corte de Dedekind nada mais é que um subconjunto dos nimeros
racionais que possui algumas propriedades. A grosso modo, pensando numa
reta e um ponto na mesma, assim como essa reta é dividida em duas semir-
retas e considerando os nimeros racionais distribuidos nessa reta, esse mesmo
ponto estaria dividindo o conjunto dos niimeros racionais em duas partes: os
ntimeros racionais que estao a esquerda desse ponto e os que estao a direita
desse ponto. A ideia basicamente é esta, mas é necessario estabelecer com rigor
matematico essas nogoes. Assim como foi feito com as sequéncias de Cauchy
podemos agora estabelecer uma adigao de cortes e uma multiplicagao de cortes.
Essas operagoes servem para a estruturacao do corpo dos cortes de Dedekind.
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A operagao de inclusao entre conjuntos é utilizada para definir uma relacao de
ordem no conjunto dos cortes, ou seja, também podemos provar a existéncia de
um subconjunto dos cortes tal que é fechado para adigoes, multiplicages e com
uma propriedade a mais a ser definida adiante. De maneira similar como foi
feita com as sequéncias de Cauchy é provada a completeza.

Para fechamento do texto temos ainda o capitulo quatro. Neste mostraremos
o fato da existéncia de um tnico corpo ordenado completo o qual conhecemos
com conjunto dos nimeros reais. Por meio de isomorfismos provaremos essa uni-
cidade, a priori mostraremos que é sempre possivel estabelecer um isomorfismo
entre um corpo ordenado completo qualquer e corpo ordenado completo dos
cortes de Dedekind. Finalizamos este trabalho com a demonstragao de algumas
propriedades béasicas usuais dos niimeros reais.



Capitulo 1

Sequéncias Racionais de
Cauchy e Suas Propriedades

Nesse capitulo, inicialmente sera vista a nocao de que o conjunto dos ntimeros
racionais é um corpo ordenado. Ademais, definir-se-4 o que é uma sequéncia
racional e também algumas serao caracterizadas por possuirem uma certa or-
ganizacao estrutural. Uma dessas estruturas é denominada monotonicidade e
uma outra, convergéncia. Assim, ji conhecendo um pouco sobre sequéncias ra-
cionais convém definir sequéncia racional de Cauchy e relacionar a mesma com
as defini¢oes de monotonicidade e convergéncia. Elon Lages Lima (2017) define
essas propriedades de sequéncias de forma mais ampla, as quais serviram de
referéncia principal as ideias aqui mencionadas.

1.1 O conjunto dos nimeros racionais é um corpo
ordenado

Consideraremos os nimeros racionais e suas propriedades conhecidos que o con-
junto dos numeros racionais Q é um corpo ordenado, isso significa que existem
duas operagoes: uma adigao e a outra multiplicagao. Em notacao matematica
representamos do seguinte modo, respectivamente:

+:QxQ—-Q e -:QxQ—-0Q

(z,y) =z +y (z,y) = -y

Tanto a adicao quanto a multiplicagao possuem a mesma estrutura algébrica
com quatro propriedades cada operacao; a saber sao elas: associatividade, co-
mutatividade, existéncia de um elemento neutro e existéncia de um elemento
simétrico referente a cada nimero racional tanto em relagdo a adigdo quanto
a multiplicacao. No caso da multiplicacao o nuimero neutro da adigao, o zero,
nao possui simétrico em relagao a multiplicagao, isso juntamente com a propri-
edade distributiva torna o conjunto dos ntmeros racionais um corpo e com a
simbologia matematica essas propriedades se traduzem da seguinte formas:

1. Associativa:



(a) Naadigao. Para quaisquer z,y, z € Q vale que: (z+y)+2z = z+(y+2)
(b) Na multiplicac¢do. Para todo z,y,z € Q tem-se: (z-y)-z=z-(y-z2)

2. Comutatividade:

(a) Na adigdo. Dados z,y € Q entdo é valido que: = +y =y + x.

(b) Na multiplicagdo. Tomando z,y € Q se tem a validez de: z-y = y-x.
3. Emisténcia do elemento neutro:

(a) Na adigdo. Existe um elemento neutro chamado de zero e denotado
por 0 tal que para qualquer nimero racional x vale: = + 0 = x.

(b) Na multiplicacdo. Existe um elemento neutro chamado de um e de-
notado por 1 tal que para qualquer nimero racional x vale: -1 = x.

4. Existéncia do simétrico.

(a) Na adigdo. Para cada ndmero racional x existe um nimero racional
—x tal que a soma de ambos é igual ao elemento neutro da adigao,
ou seja, x + (—x) = 0. O nimero —x é chamado simétrico aditivo de
r ou oposto de .

(b) Na multiplicagdo. Para cada nimero racional z, com z # 0, existe
um nimero racional ! tal que o produto de ambos ¢ igual ao ele-
mento neutro da multiplicacdo, ou seja, z - z~! = 1. O nimero z~*
é nomeado de simétrico multiplicativo de x ou inverso de x.

5. A propriedade que completa a estrutura algébrica de corpo se chama dis-
tributiva e relaciona as duas operagoes, essa propriedade nos diz que mul-
tiplicar um numero racional & por uma soma racional y+ z é equivalente a
adicionar o produto x-y com o produto z-z, ou seja; z-(y+2) = x-y+x- 2.

O conjunto dos nimeros racionais ser ordenado significa que existe um subcon-
junto préprio P de Q tal que:

1. Sex,y € Pentaox +y € P
2. Sex,ye Pentaox-y€ P
3. SexeQentaore Pou—x€ Poux=0

Esse conjunto P é denotado por QT e denominado conjunto dos niimeros raci-
onais positivos. Assim temos a seguinte definigao: z < y & (y —x) € QT
Disso decorrem todas as propriedades de ordem dos nuimeros racionais, tais
como:

Monotonicidade da adi¢ao: Dados z,y,z € Q, se v < y entao x + z < y + 2.
Transitividade: Dados z,y,z € Q,se x <y e y < z entao x < z.

Tricotomia: Dado z € Q entao z > 0 ou x < 0 ou & = 0.



1.2 Sequéncias Racionais

Inicialmente é necessario o conceito de sequéncia de nimeros racionais. Uma
sequéncia de numeros racionais é uma fungao = : N — Q. Por simplicidade
denotar-se-4 aqui uma sequéncia de niimeros racionais por

(Tn)n ou  (X1,T2, X3, .y T,y -..)
- . 1, A .
. Exemplo 1.1. A sequéncia definida por x,, = — é uma sequéncia de nimeros
n

racionais. Na notacao de listagem escrevemos <1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, ) Essa
2°3'4°'5°6'7
sequéncia serd util em muitos exemplos desse texto.

Exemplo 1.2. Sabendo que nao existe um nimero racional cujo quadrado é
igual a dois, podemos definir duas sequéncias de nimeros racionais da seguinte
forma:
zn = Maior niimero racional com n algarismos cujo quadrado é menor que dois.
Assim temos que esses nimeros escritos na forma de fracao sdo:

(20) 1 14 141 1414 14142 141421 1414213
Zn) = ' 310 110 ° ) ) ) yeee |y
107 100" 1000 10000 100000~ 1000000

1Y = Menor ntimero racional com n algaristmos cujo quadrado é maior que dois.
Assim temos que esses nimeros escritos na forma de fracao sao:

() = 15 142 1415 14143 141422 1414214

)=\ % 10" 100" 1000’ 10000° 100000’ 1000000° "

As sequéncias acima estao bem definidas pois tomando um elemento da sequéncia
Zne = 1,41l...a0, para encontrar o termo z,4+1 acrescentamos um digito d ao

ndimero zy,, assim temos o ndmero 1,41...a¢d, o digito d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
entao temos dois casos a considerar.

e Primeiro: se para todo
d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tivermos Z%OH < 2 entao d = 9. Nessa si-
tuagao j4 estard definido o nimero y,,+1 = 1,41...(bg+1)d’ tal que d’ = 0.

e Segundo: se para algum digito d € {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9} tivermos zZOH >
2 entao d — 1 serd o digito que devemos acrescentar a z,, e também ja
estaremos definindo o nimero y,,4+1 = 1,41...bpd. As duas sequéncias sao
construidas recursivamente por meio do processo explicado acima. O pro-
cedimento teria fim se existisse um nimero racional cujo quadrado é dois,
mas isso é um absurdo.

1.3 Sequéncias Racionais Limitadas

A nocgao de sequéncia limitada é muito simples. Dada uma sequéncia racional
(Zn)n se existir um nimero racional M tal que todo elemento da sequéncia
racional (), for menor ou igual a M diremos que a sequéncia (x,,), ¢ limitada
superiormente e que o nimero M é uma cota superior do conjunto formado
pelos elementos da sequéncia. Com notagao matematica temos que para X =
{x1,29, %3, ..., T, ...} 0 conjunto dos termos de uma sequéncia racional, tem-se

M =cotsupX < x, <M Vz,e X



onde cotsup quer dizer cota superior.
Exemplo 1.3. A sequéncia racional definida por x, = limitada superior-

é
numero racional 2 é

o3|~

mente pois todos os seus termos sao menores que 2, logo
. . 111 1

uma cota superior para o conjunto X =<1, =, =, — ..., — ... 5.

{ 2°3 4 n }
Analogamente, dada uma sequéncia racional (x,), se existir um nimero racio-
nal m tal que todo elemento da sequéncia racional (x,), for maior ou igual a
m diremos que a sequéncia (z,), ¢ limitada inferiormente e que o nimero m
é uma conta inferior do conjunto formado pelos elementos da sequéncia. Com
notacao matemdtica temos que dado X = {x1, 29,3, ..., Tp, ...} entao:

m=cotinf X &m<xz, Vr, € X

onde cotinf quer dizer cota inferior.

Exemplo 1.4. a sequéncia racional definida por x,, = n é limitada inferior-
mente pois todos os seus termos sao maiores que —1, logo o nimero racional —1
é uma cota inferior para o conjunto X = {1,2,3,4,....n,...}.

Naturalmente uma sequéncia racional (), serd limitada quando for simul-
taneamente limitada superiormente e limitada inferiormente. Nesse caso existi-
ram dois niimeros racionais M e m tais que todo elemento da sequéncia racional
(zn)n serd maior que ou igual a m e menor que ou igual a M. Em linguagem
simbdlica, dada a sequéncia racional (x,), seja X = {x1, 29, X3, ..., Ty, ...} limi-
tado, entao:

dm,MeQ ; m<z, <M Vz,c X.

Decorre disso que uma sequéncia racional (z,), ¢ limitada se e somente se
existe um numero racional positivo k£ tal que o médulo de todo elemento da
sequéncia é menor ou igual a k. Ou seja, dada a sequéncia racional (z,), seja
X ={x1,x2,23,..., Ty, ...} limitado, entao:

JkeQt ; |z, <k Vr,€X

De fato; supondo X = {1, 29, z3, ..., Zn, ...} limitado, existem m, M € Q ; tais
que
m<x, <M Vz, € X. Definindo k = maz{|m|, |M|} entdo:
m| < k< —k <m <k e também:
IM|<ke -k<M<k
Portanto

—k<m<zx, <M<k=-k<z,<k=|z,| <k
Por outro lado dada a sequéncia racional (x,,), e seja X = {z1,z2,23, ..., Zn, ...}
tal que 3k € Qt ; |z,| <k Vz, € X entdo basta tomar m = —k e M =k
e a sequéncia serd limitada superiormente e inferiormente respectivamente pelas
cotas inferior m e superior M.

1.4 Sequéncias Racionais Mondétonas

Algumas sequéncias apresentam uma estrutura regular quando observadas pela
otica da relacao de ordem. Essa regularidade pode ser de quatro maneiras dis-
tintas. Dada uma sequéncia (z,,), pode ocorrer de:



1. Para todo n € N se tem z, < z,41. Sequéncias que apresentam esse
comportamento sao ditas mondétonas crescentes.

2. Para todo n € N se tem z, < x,y11. Sequéncias que apresentam essa
estrutura sao ditas mondtonas nao-decrescentes.

3. Para todo n € N se tem z,, > x,,41. Tais sequéncias sao ditas mondtonas
decrescentes.

4. Para todo n € N se tem x,, > x,+1. Sequéncias que apresentam esse
comportamento sao ditas mondtonas nao-crescentes.

Exemplo 1.5. A sequéncia definida por z, = Maior niimero racional com n
digitos cujo quadrado é menor que dois tal que;

(20) = 14 141 1414 14142 141421 1414213
- 107 100° 1000” 10000 100000 1000000 "

é crescente. Isso decorre diretamente de sua defini¢ao. J& sequéncia (y,, ), onde,
Y» = Menor niimero racional com n algarismos cujo quadrado é maior que dois.

() < 15 142 1415 14143 141422 1414214 )
Yn) =

107 100" 1000’ 10000’ 100000’ 1000000 "

é decrescente.

1.5 Sequéncias Racionais de Cauchy

A definicdo fundamental deste trabalho, a qual compoe o titulo, é a seguinte:
Definicao 1.1. Sequéncia Racional de Cauchy é uma sequéncia de nimeros
racionais (x,), tais que dado qualquer nimero racional positivo € todos os
termos da sequéncia, a partir de um certo termo de indice n., diferem entre si
um numero racional inferior a e. Ou seja, dado 0 < € € Q existe n. € N tal que

n,m > ne = Ty — x,| <€

. Antes do primeiro exemplo de uma sequéncia de Cauchy racional precisamos
de uma propriedade dos ntimeros racionais conhecida como propriedade arqui-
mediana, enunciada no lema a seguir:

Lema 1.1 Dado dois nimeros racionais positivos r e ¢ existe um nimero
natural n tal que: n-r > q.
Demonstracao. Dados dois niimeros racionais positivos r , g e considerando o
fato de o conjunto dos nimeros naturais nao ser limitado superiormente, entao

existe n € N tal que n > FJ +1, onde FJ represente a parte inteira do niimero
r r

racional g. Portanto:
r

n>th+1=>n>g:>n~r>q.
r r

Logo o lema 1.1 é valido. |



1
Exemplo 1.6. A sequéncia (z,), tal que x,, = — é de Cauchy. De fato,
n

dado 0 < € € QQ, pelo lema anterior existe um ntmero natural n. tal que ne-e > 2.
. . 1 €
Isso equivale a n. > — que por sua vez equivale a — < ok Portanto, para todo
€

ne
m,n > ne se tem:

[T — Tn| = [2m + (—20)| < |2m] + | = 20| = 20| + [20]

pela desigualdade tridngular dos ntimeros racionais e a propriedade de médulo
| = r| = |r| onde r € Q. Por outro lado, como m > n. e n > n. equivalem a

— < — e — < — se conclui que
m o me M Ne

| | = e + (~2)] < ||+ 0] = — 4~ < S+ & =
T — Tn| = |Tm o) < lxm xn—m - <3 2—6.

Portanto (), é de Cauchy.

Teorema 1.1. Toda sequéncia racional mondtona limitada é de Cauchy.
Demonstragao. Dada uma sequéncia racional limitada (), temos

ImMeQ ; m<z, <M Va, € X ={x1,22,23,..., Tny ... }.

Entao dado 0 < € € Q podemos definir o niimero natural k tal que

k=2- {‘M—mJ + 1. Entao ¢é véalida a inclusao
€

k
[m, M] € L_jl [m+(z’—1)§,m+i§} .
Cada intervalo de niimeros racionais I; = [m +(i— 1)% ,m+ zg} ¢ do tipo

I; = [a;,b;] onde |b; — a;| = g < €.

Para prosseguir, suponhamos que (x,), seja crescente.(os demais casos sdo
andlogos). Uma sequéncia é formada por infinitos termos, entao deve existir um
intervalo I; que contém uma infinidade de termos da sequéncia, do contrario a
sequéncia seria finita. Portanto, para um n. suficientemente grande os termos
da sequéncia com indice maior que n. estdo em um mesmo intervalo I;, pois
supondo que existe mais de um intervalo I;, ou seja, supondo que exista um in-
tervalo I; onde existe uma infinidade de termos da sequéncia, fixando um termo
da sequéncia pertencente ao intervalo I; por exemplo um xg, como i < j todos
os termos da sequéncia no intervalo I; sao menores que ou iguais a x,. Mas
como x, esta fixo e existe uma infinidade de termo em I; terfamos algum termo
xp € I; tal que p > k. Todavia isso é um absurdo pois a sequéncia é monétona
crescente e nao pode ocorrer de p > k e x, < .

Assim existe n € N tal que se n,m > n, entdao

€
|2m = 2a| < L] = lai, bill = 5 <€

Logo (x,)n é uma sequéncia de Cauchy. ]



Exemplo 1.7. Podemos concluir, pelo teorema 1, que as sequéncias (2, )n
€ (yn)n tais que;
zn = Malior niimero racional com n digitos cujo quadrado é menor que dois,

() = 14 141 1414 14142 141421 1414213
- 1071007 1000 10000 100000 1000000

e Yy, = Menor numero racional com n digitos cujo quadrado é maior que dois,

() = 15 142 1415 14143 141422 1414214
Yn 710 1007 1000” 10000’ 100000 1000000" "~

Sao de Cauchy pois sao mondtonas limitadas.

Teorema 1.2. Toda sequéncia de Cauhy ¢ limitada.

Demonstragao. Seja (z,), uma sequéncia de Cauchy. Dado ¢ = 1 existe
ny € N tal que: m,n > ny = |z, — x,| <1 e fixando ng > ny temos

[T — Tno| < 1, ou seja, Tm € (Tny — 1, Tp, +1) Ym > ng.

Isso significa que o conjunto dos elementos da sequéncia X = {1, x2,z3,...} é
subconjunto do conjunto K = {x1,...,xpn, } U [zn, — 1, Zn, + 1] portanto pondo
minK = « e maxK = [ temos que

VmeN=a<z, <

Assim toda sequéncia de Cauchy é limitada.

1.6 Sequéncias Racionais Convergentes

Existem sequéncias racionais cujos termos apresentam uma propriedade inte-
ressante com relagdo a um numero racional especifico. Essa propriedade é a
seguinte: dada uma sequéncia racional (z,,), pode existir um ntmero racional r
tal que os termos da sequéncia (x,, ), para indices suficientemente grandes estao
préximos do ntmero r. Ou seja, dado qualquer niimero positivo € € Q sempre
é possivel encontrar um indice n. tal que para todo indice n € N maior que
n. temos que o numero racional que representa o médulo da diferenca entre o
termo x, e o numero racional r é inferior a e. Com a simbologia matematica
essa propriedade escreve-se:

Ve>0 In.eN; n>n.= |z, —r <e

Se esse ndmero racional r existir, diremos que a sequéncia (x,,), converge para
o numero racional r ou que o nimero racional r é limite da sequéncia racional

(Zn)n- Outras notagoes para essa propriedade sdo: lim z, = ou z, — r.
n—roo

1
Exemplo 1.8. A sequéncia racional (), definida por x,, = — converge para

o nimero racional zero. Intuitivamente podemos deduzir isso a partir de uma
analise dos termos da sequéncia:

I 1 1111 1 1 1 1
n) \'72°374’57710°77 100" 101”7 1000000" "



~ , . 1
Demonstragao. Dado o ntimero racional e > 0 tomando n, = {J +1 teremos
€

que se n > n, entao:

1 1 1 1 1
n>ne=n> {J+1:>n>:n-e>1=><6:>"<e=>’—0‘<6
€ € n n n

Portanto temos que: lim — = 0. |
n—,oo M

Teorema 1.3. Toda sequéncia racional convergente é de Cauchy.
~ ’ . . €
Demonstragao. Dado um nimero racional € > 0, definimos €; = 3 > 0. Pela

definigao de convergéncia de sequéncia racional, existe ne, € N tal que se m, n
sao maiores que n., entao

\xm—r|<61:§,e|xn—r|<61:§.

Tomando m, n maiores que ne, e usando a desigualdade triangular se tem
| — Xn| = |Tm — 1T+ 7 — 20| < | — 7|+ |7 — 20| = |20 — 7| + |20 — 7

<€e1t+e1=2€g=2-—=c¢€.

DN o

Portanto toda sequéncia racional convergente é de Cauchy.

Dada uma sequéncia (z,,),, de nimeros racionais, uma subsequéncia de (x,,)n
é a restrigdo da fung¢do (), a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < nz <
.. < n; < ...} de nimeros naturais. Escreveremos (z,, )r para indicar a sub-
sequéncia.
Teorema 1.4. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia con-
vergente para um numero racional é convergente (e tem o mesmo limite que a
subsequéncia). (Teorema mais geral pode ser encontrado em (LIMA, 2015))
Demonstragao. Sejam (z,), uma sequéncia racional de Cauchy e (z,, )r uma
subsequéncia da mesma tal que z,, — 7 er € Q. Pela definicao de convergeéncia
de sequéncia: dado 0 < € € QQ existe p € N tal que
€
ng >p =Ty, —r < 5
Por outro lado, como (z,), é de Cauchy, existe ¢ € N tal que
€
m,n>q= T, —x,| < 7

Tomamos nyg = mazx{p,q} e fixamos nj > ng existe ny > ng, utilizando a
desigualdade triangular temos

|20 — 7| = |Tn + (=Zny, + Tn,,) — 7
€
2
Portanto z,, — r como queriamos demonstrar. |

€
= |(Tn — Tny) + (@ny — 1) < |2n — Ty | + |20y, — 7] < §+ =€



1.7 Por que sequéncias de Cauchy ?

Dada duas sequéncias de Cauchy cuja diferenga tende para zero essa situacao
atende a nossa idéia intuitiva de que um nidmero pode ser representado por
um ponto em uma reta, pois sequéncias de Cauchy, para n suficientemente
grande, tém seus termos muito préximos um do outro e dadas duas sequéncias
de Cauchy tal que a sequéncia formada pela diferenca termo a termo tende para
zero é razoavel considerar que ambas se aproximam do mesmo objeto. Um bom
exemplo é:

Sejam (zn)n € (Yn)n sequéncias de niimeros racionais tais que:

zn = Maior nimero racional com n digitos cujo quadrado é menor que dois.
Assim temos que esses nimeros escritos na forma de fracao sdo:

(2n) 14 141 1414 14142 141421 1414213
Zn) = ] ) ) ) ) 5 e
10" 100" 1000 " 10000 100000 " 1000000

Yn = Menor niimero racional com n digitos cujo quadrado é maior que dois.
Assim temos que esses nimeros escritos na forma de fragao sao::

() = 15 142 1415 14143 141422 1414214
n 107 1007 10007 10000 100000 1000000 "~

Decorre disso que a diferenca entre as duas sequéncias termo a termo definem
outra sequéncia:

1 1 1 1 1 1 1
(y“ o Zn) =1 10’ 100° 10000° 100000’ """’ 101000+1’ 1(1000+2 **** 1()1000000° ****

Intuitivamente, por observagao, os termos dessa sequéncia convergem para zero.
No préximo capitulo provaremos que de fato ela tem limite igual a zero. Fica
entao a cargo do leitor pensar nessa situacao e perceber que essa é uma boa
maneira de caracterizar um ponto na reta.



Capitulo 2

Construcao do Conjunto de
Cauchy

Estudaremos nesse capitulo a construgao de um conjunto que chamaremos con-
junto de Cauchy e denotemos por S. Demonstraremos que esse conjunto é um
corpo ordenado completo. Tal conjunto serd construido a partir da nocao de
classes de equivaléncia de um conjunto, o qual advém de uma relagao binaria
munida de algumas propriedades. Definiremos uma adigao, uma multiplicacao e
verificaremos a estrutura de corpo no conjunto S, definiremos entao uma relagao
de ordem e provaremos algumas propriedades da mesma; finalmente provaremos
que o corpo ordenado S também é completo num sentido a ser definido adiante
(AGUILAR; DIAS, 2015).

2.1 Definicoes e Relacao Binaria em Sg

Denotemos o conjunto das sequéncias racionais de Cauchy por:

So={z:N—=Q; (zn)n ¢ de Cauchy}

1
Como ja foi visto, a sequéncia racional definida por z,, = — é de Cauchy,

logo a sequéncia x € Sp. Definiremos agora uma relacado binaria no conjunto
Sg utilizando a nogdo de convergéncia de uma sequéncia racional.

Definicao 2.1.Dadas duas sequéncias x e y diremos que a sequéncia x esta
relacionada com a sequéncia y se, e s se

lim (2, —yn) = 0.

n—oo

Quando as sequéncias z,y € Sp estiverem relacionadas escreveremos x ~ y.

Exemplo 2.1 Sejam as sequéncias racionais x e y tais que: z, =1 e y, =
10" -1

—Ton ou simplesmente:

9 99 999 10" -1 >

— (11,1, 1, ... — (2L, 2
=L L) sy <10’100’1000’ T 10m

10



Essas sequéncias sao mondétonas limitadas. Portanto pelo teorema 1.1 da segao
1.5 sdo de Cauchy e por outro lado temos que a sequéncia definida pela diferenca
entre ambas, x e y, é:

( ) 1 1 1 1

Ty — ==, —, — e, —, ...

n =¥ =\ 10 100" 1000° " 107

Para que a sequéncia x esteja relacionada com a sequéncia y, basta apenas
1

provar que a sequéncia racional definida por z, = Ton converge para zero.

Dado € > 0, e considerando a sequéncia definida por w,, = —, existe n, € N tal
n

1
que n > n. = |— — 0] < € mas por outro lado é ficil provar por inducao que;

n

1 1 .

Tom 0 < o 0| portanto:

> ne = ! 0| <0= ! 0| <0
n>n - — — —
¢ n 107

Assim temos que: lim z, = lim (z, —y,) =0
n—oo n—oo
Exemplo 2.2 Sejam (z,), € (Yn)n sequéncias de niimeros racionais apre-
sentadas no exemplo 1.7 da segao 1.5.
Essas sequéncias sao mondtonas limitadas e portanto pelo teorema 1.1 da segao
1.5 sdo de Cauchy. Temos que:

( N N B 1 1 1
Yn = 2] =\ 2107 1007 1000’ 10000 " 101000 71000 1 1’ " 71000000 * ***

Essa diferenca tem limite igual a zero, como ja foi provado no exemplo 2.1.
Portanto as duas sequéncias estao relacionadas, logo; y ~ z.

A relagdo binaria definida acima sobre o conjunto Sg é uma relacdo de
equivaléncia, ou seja, ela possui as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: Para toda sequéncia x € Sp temos que = ~ .
2. Simétrica: Dados z,y € S, se z ~ y entéo y ~ x.
3. Trasitiva: Dados z,y,2 € Sgse z ~y ey ~ z entdo = ~ 2.

Demonstragao. Provemos a propriedade reflexiva. Seja x € Sgp tal que cada
termo da sequéncia seja representado por x,. Assim:

Tpn—2, =0 VneN= lim(z, —x,)=0=z ~zx.

n—oo

E como a sequéncia x foi escolhida de maneira arbritaria temos que para todo

reSp=>z~z.

Provemos a propriedade simétrica. Dadas as sequéncias x,y € Sgp e supondo

11



que x ~ y teremos que; lim (z, — y,) = 0. Isso significa que dado € > 0 existe
n—oo
ne tal que n > ne = |[(x, — yn) — 0| < €. Por outro lado:
[(@n —yn) =0 < €& |Tn —ynl <€& |yn — x| < €& [(yn —2n) — 0] <€
E portanto é valido também que

lim (y, —zp) =0=y ~ x.
n— oo
Provemos a propriedade transiti\éa. Supondo dados z,y, z € Sg tais que z ~ y
e y ~ z isso implica que: dado 3 > 0 existe n.,n., € N tais que n > ne, =
€ €
[(x—yn)—0| < zen > ne, = |(Yn—2n)—0] < 3 Tomando n. = maz{n.,,ne,}
e utilizando a desigualdade triangular dos nimeros racionais temos que:
€

2

€
n>ne = [T — 20| = [(Tn = Yn) + (Yn — 20)| < [0 —Ynl+|yn — 20| < §+ =€

Portanto temos que;

lim (z, —2z,) =0= 2 ~ 2.
n— o0

Assim a relagdo bindria z ~ y < lim (z, — y,) = 0 tal que z,y € Sg é uma
n—oo

relagao de equivaléncia e poderemos agora definir o conjunto quociente referente

a essa relagao.

Definicao 2.2. Dada uma sequéncia (z, ), € Sg chamaremos o conjunto

{y € Sqiy ~ z}
de classe de equivaléncia da sequéncia (z,,), e denotaremos o mesmo por [(z,)x],
ou seja,

[(zn)n] = {y € Sqiy ~ a}.
10" -1

10™
classe de equivaléncia dessa sequéncia é o conjunto: [(z,)n] = {y € Sg;y ~ x}

portanto temos:

10" — 1 10" — 1
5). ] = frse (oo 55) )

Como ja foi visto, a sequéncia definida por w, =1 é tal que

10" —1
lim (wn—()) = 0.

Exemplo 2.3. Dada a sequéncia definida por z,, = temos que a

10" -1
Assim a sequéncia (wy,), € {(10”> } .

Definiremos agora o conjunto essencial desse capitulo via classes de equi-
valéncia. Chamaremos de Conjunto de Cauchy o conjunto

S= {[(l'n)n]v (Tn)n € SQ}'

O conjunto S é claramente nao vazio pois o conjunto Sg nao é vazio.
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2.2 Adicao no conjunto de Cauchy

Inicialmente vejamos que é possivel, a partir de duas sequéncias de Cauchy,
definir uma outra sequéncia de Cauchy.
Dadas duas sequéncias (@), € (Yn)n € Sg provemos que a sequéncia

(1‘1 + Y1, T2 +Y2,T3 + Y3, ... T, + Yn, )

também é de Cauchy. Dado € > 0 existe n. € N tal que:
my,n > ne = |(Tm + Ym) — (@n + )| = 1@m — 2n) + (Ym — yn)|] < ..

€ €
-~-§|$m—$n|+|ym—yn|<§+§=e.

Portanto a sequéncia obtida pela adicao termo a termo de duas sequéncias de
Cauchy também é de Cauchy.

Definig¢ao 2.3. Dadas as classes de equivaléncia t,u € S tais que t = [(zn)n] €
= [(Yn)n], definiremos a operagdo adigdo como sendo uma aplicagao:

+:SxS—=S

tal que
t+u={[(Tn+Yn)n]

Por simplicidade escreveremos ¢ + u ao invés de +(t,u) e também o sinal de
adicao estd sendo o mesmo que o sinal de adigao usado no conjunto dos ntimeros
racionais.

Inicialmente vejamos que essa aplicagao estd bem definida. Dadas duas classes
de equivaléncia t,u € S tais que: t = [(Tn)n] , ¥ = [(yn)n] assim como também
t=[(x))n] , u=1[(y,)n] devemos verificar entdo que é vilida a igualdade:

Sabemos que se [(z,)n] = t = [(2])n] entdo [(xn)n] = [(z),)n] portanto, por

defini¢do, (z, — «},) — 0. Analogamente temos (y, — y,,) — 0. Assim, dado
€ €
e>03n eNjn>ng = |z, —ynl| < §eﬂn2 eNin >ne = |z, —y,| < 3

Portanto, utilizando a desigualdade triangular:

€ €
[ +) = (@ 0i)| = =)+ —i)| < o=l +Hlom =t < 45 =

Logo (xy + yn) ~ (2, + y,,) e assim a soma t + u independerd das sequéncias
representantes das classes de equivaléncias, concluimos entao que operagao de
adicao no conjunto de Cauchy S estd bem definida.
Veremos a seguir que esta soma é associativa, comutativa, possui elemento neu-
tro e oposto.

Propriedade Associativa da Adigao.

Dados quaisquer elementos ¢, u,v € S é sempre valida a relagao

t+u)+v=t+ (u+v).
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Demonstragdo. Como ¢, u,v € S entdo existem sequéncia (T )n, (Yn)ns (Zn)n €
Sg tais que t = [(Tn)n], ¥ = [(Yn)n] € v = [(2n)r]. Portanto utilizando a defini¢ao
de adigao temos:

(t+u)+v= [(xn + yn)n] + [(zn)n] = [((xn +yn) + zn)n}

Decorre do conjunto QQ ser um corpo que:

((zn +yn) + Zn)n = (zn + (yn + Zn))n

Logo:
(t+u) +v=I[((zn+Yn) + 20)n] = [(Tn + (Yn + 2n))n]

= [(@n)n] + [(Yn + 20)n] =t + (u +v)

Portanto é vélida a propriedade associativa para a operagao de adigao no con-
junto de Cauchy S.

Existéncia do Elemento Neutro da Adigao.

Existe o elemento 0 € S tal que 0 = [(0,,)] onde (6,,), = (0,0,0,...) é um
representante da classe de equivaléncia do elemento neutro da adicao em S, ou
seja, dado t € S temos que t +0 = 0+ ¢t =t para todo elemento ¢t € S.
Demonstragao. Sabemos que toda sequéncia racional constante é convergente
e ja foi provado no teorema 1.2 da segao 1.6 que toda sequéncia racional con-
vergente é de Cauchy, assim de fato 6,, € Sg e 0 € S. Sejam (z,,), € Sg tal que
t=[(@n)a] € 0 = [(62)]. Assim,

t+0=[(zn+0n)n] =[(x1 +0,224+0,23+0,...,2, +0,...)]

= [(z1, T2, T3, ey Tn, -..)] = [(Tn)n] = L.

Portanto, como o elemento ¢ foi escolhido de maneira arbitraria, a proposigao é
valida para todo elemento do conjunto de Cauchy. O caso em que temos 0+t é
evidentemente andlogo e a posteriori veremos que a adigao também é comuta-
tiva. Outra observagao é quanto ao uso do simbolo 0 como elemento neutro da
adigdo no conjunto dos nimeros racionais Q e também no conjunto de Cauchy
S. A distingao é feita pelos termos envolvidos.

Existéncia do Elemento Inverso Aditivo.

Para cada t € S existe um elemento denotado por —t € S tal que t+(—t) = 0,
onde 0 = [(0,)x].
Demonstracdo. A priori, se uma sequéncia (z,,), € Sg entdo (—z,), € Sg,
pois se |Tp, — Tpm| < € entdo |(—zp) — (—z,)| < € = |(—zn) — (—zp)| <
€ = (—xp)n € Sp. Assim dado o elemento t € S tal que t = [(z,)n] existe
[(—zpn)n] € S. Denotaremos —t = [(—xy,)n]. Logo:

t+(=t) = [(@n + (=22))n] = [(0,0,0,..)] = [(6n)n] = 0.

Entao para todo elemento t € S existe um elemento —t € S cuja adi¢do com o
mesmo da como resultado o elemento neutro da adigao.
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Propriedade Comutativa da Adigao.

Para quaisquer u,t € S temos que t +u = u + t.
Demonstragao: Dados t,u € S temos que t = [(zn)n] € u = [(yn)n] portanto:

t+u= [(xn +yn)n] = [(yn +xn)n] =u+t

A segunda igualdade decorre do conjunto dos ntimeros racionais ser um corpo
e as demais decorrem apenas da definicao de soma, logo o conjunto de Cauchy
S possui a propriedade comutativa com relagao a adigao.

Podemos dizer entao, segundo a literatura atual da algebra, que o conjunto
de Cauchy S junto com a operacao de adigao formam um grupo abeliano ou
grupo comutativo, portanto (S, +) é um grupo abeliano.

2.3 Multiplicagcao no conjunto de Cauchy S

Assim como no caso da adigao provemos que dadas duas sequéncias de Cau-
chy uma nova sequéncia gerada pelo produto termo a termo também serd uma
sequéncia de Cauchy. Ou seja, dadas duas sequéncias (,)n € (yn)n € Sg a
sequéncia

(T1 Y1, %2 - Y2, X3 - Y3y ooy Ty * Yny --)

é de Cauchy.

Demonstragao. Dadas duas sequéncias (z,)n € (Yn)n € Sg sabemos pelo
Teorema 1.3 do Capitulo 1 que toda sequéncia de Cauchy é limitada. Portanto
existem M e M’ tais que para todo n,m € N temos: |y,| < M e |z,| < M'.
Utilizaremos também a seguinte igualdade:

xm'ym_xn'yn:-xm'ym"i_(ym'wn_ym'mn)_xn'yn

Por serem sequéncias de Cauchy temos
€ €
Ine e Nsm,n > ne = |2y — xn| < TR ¢ [ Y — Yn| < TR

Assim, tomando R = M+ M’ e utilizando a desigualdade tridngular dos niimeros
racionais teremos:

‘xm “Ym — Tn yn| < |ym‘|xm _xnl + |xn|‘ym _ynl

<R|Tm —2n|+ R |Ym — yn| = R (|Tm — Tn| + |Ym — Ynl)
< L
2-R 2-R

Portanto a sequéncia (1 - Y1, T2 * Y2, L3 * Y3, -y Ty * Yn, ---) ¢ de Cauchy.

:>|$m'ym—$n'yn|<R'( )ZE,Vm,n>e.

Defini¢ao 2.4. Dadas as classes de equivaléncia t,u € S tais que t = [(zn)n] €
= [(Yn)n], definiremos a operagdo multiplicagdo como sendo uma aplicagao:

i SXxS—S
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tal que:
t-u=[(Tn " Yn)nl

Por simplicidade escreveremos ¢ - u ao invés de -(¢,u) e também o sinal de mul-
tiplicagao estd sendo o mesmo que o sinal de multiplicagao usado no conjunto
dos nimeros racionais, mas podemos distinguir pelos elementos envolvidos.

Inicialmente, assim como foi feito na adicao, devemos provar que essa aplicagao
de multiplicagao estd bem definida, ou seja, dadas duas classes de equivaléncia
t,u € S tais que: t = [(zn)n] , ¥ = [(yn)n] assim como também t = [(x)] ,
u = [(y),)n] verificar entdo que é vilida a igualdade:

Sabemos que se [(zn)n] = t = [(z),)n] entdo [(zn)n] = [(z],)n] portanto por

defini¢do (x,, — z,) — 0, analogamente temos: (y, —y,,) — 0. Assim utilizando
a desigualdade tridangular dos racionais, obtemos

|Zn Y — 20 yn| = [Yn (@0 —20) + 27, (Y — yp)| < Jyn (@0 —2) |+ |2, (yn — y2)| =

= |ynllzn — z3, | + |27, [|yn — 3]

Ja foi provado no Teorema 1.3 do Capitulo 1 que toda sequéncia de Cauchy é
limitada. Portanto existem M e M’ tais que para todo n € N tem-se |y,| < M
e |z,| < M’'. Tomando R = M + M’ teremos:

@0y = @yl < lynllon — 20l + 1201y — Yl < R+ (J2n — 23] + lyn — y0l)
Como (z, —z,) = 0 e (y, — y,,) — 0 entéo (z, - yn, — 2}, - y5,) — 0 portanto
(@0 - Yn)n] = [(1';1 'y:z)"}'
Assim, o produto t - u independera das sequéncias representantes das classes de
equivaléncias. Concluimos entao que a operagao de multiplicacao no conjunto

de Cauchy S estd bem definida. Veremos a seguir algumas propriedades dessa
operacao.

Propriedade Associativa da Multiplicagao.
Dados quaisquer elementos ¢, u,v € S é sempre valida a relagao

(t-u)-v=t-(u-v)

Demonstrag¢io: Como t,u,v € S entdo existem sequéncia (Zn)n, (Yn)n, (2n)n €
Sg tais que t = [(zn)n];u = [(Yn)n] € v = [(2n)n]. Portanto, utilizando a de-
finicao de multiplicacao, temos

Decorre do conjunto Q ser um corpo que
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Logo

(t-uw)-v=[((Zn Yn) 2n)n] = [(Tn Un-20))n] = [(@n)n]  [(Yn - 20)n] =t (u-v).

Portanto é vélida a propriedade associativa para a operacao de multiplicagao
no conjunto de Cauchy S.

Existéncia do Elemento Neutro da Multiplicagao.

Existe o elemento 1 € S tal que 1 = [(iy),] onde (in), = (1,1,1,...) é um
representante da classe de equivaléncia do elemento neutro da multiplicagao em
S, ou seja, dado t € S temos que t -1 =1-t =t para todo elemento ¢ € S.
Demonstragao. Sabemos que toda sequéncia racional constante é convergente
e ja foi provado no teorema 1.2 da segao 1.6, que toda sequéncia racional conver-
gente é de Cauchy, assim de fato, 1 € S. Sejam (z,,), € Sg tal que t = [(z)r]
e1l={[(in)n]. Assim,

t-1=[(zn in)n) =[(z1-Lza-l,23-1,. sz, - 1,..)] =

= [(1,22, 3y ooy Ty, -.)] = [(T)n] = .

[©

Portanto como o elemento ¢ foi escolhido de maneira arbitrdria a proposicao
valida para todo elemento do conjunto de Cauchy, o caso em que temos 1 -t é
evidentemente analogo e a posteriori veremos que a multiplicagado também é co-
mutativa. Outra observagao é quanto ao uso do simbolo 1 como elemento neutro
da multiplicacao no conjunto dos nimeros racionais Q e também no conjunto
de Cauchy S. A distin¢ao é feita pelos termos envolvidos.

Propriedade Comutativa da Multiplicacao.

Para quaisquer s,t € S temos que s+t =1t + s.
Demonstragao. Dados ¢, u € S temos que ¢ = [(zy)n] € © = [(yn)n]. Portanto,

t-u= [(xn : Z/n)n] = [(yn . a:n)n} =u-t.

A segunda igualdade decorre do conjunto dos niimeros racionais ser um corpo e
as demais decorrem apenas da definicao de multiplicagao. Logo o conjunto de
Cauchy S possui a propriedade comutativa com relagao a multiplicagao.

Antes de demonstrarmos a existéncia do inverso multiplicativo precisaremos
de um lema:

Lema 2.1. Se uma sequéncia racional de Cauchy nao tende para o niimero
racional zero entao a partir de um certo termo com indice suficientemente grande
todos os demais termos da sequéncia serao nao-nulos.

Demonstracgdo. Seja z € Sp tal que © = (2,),, ndo tenha limite igual a zero.
Supondo que

dado 0 < e; =1 € Q exista =, € {x1,22,23,...} tal que |x,, — 0] <1,

dado 0 < €3 = 3 € Q exista x,, € {1, T2, x3,...} tal que |x,, — 0| < 3
1

1
dado 0 < €3 = 3 € Q exista zp, € {r1,x2,x3,...} tal que |z, — 0] < 3’

17



1

%a

enquanto existir x,,, para algum ¢, continua-se o processo. Mas esse processo
certamente é finito, do contrario poderiamos construir uma subsequéncia da
sequéncia (z,), tal que a mesma convergiria para zero. Mas pelo Teorema 1.2
da secao 1.5 isso implicaria que a sequéncia (z,), também ia convergir para
zero o que pela hipétese inicial seria um absurdo. Portanto existe um nimero

1
0<ep= Z € Q exista z,, € {x1,22,x3,...} tal que |z,, — 0| <

. 1
racional € > 0 e existe ng € N tal que para todo n > ng é valido que |z,| > —.
ng

Portanto, a partir de ng todos os temos da sequéncia sao nao nulos.
Existéncia do Elemento Inverso Multiplicativo.

Para cada t € S — {0} existe um elemento ¢! tal que ¢t -t~ = 1.
Demonstracgdo. Dado ¢ € S tal que ¢ = [(xy,),] € t # 0 isso significa que (z,),
nao tende a zero. Pelo lema anterior, existe ng € N tal que n > ng = x, # 0.

1
Por outro lado, seja (y,)n tal que y, =0 se n < ng e y, = — se n > ng. Logo

n
se m,n > ng, temos

1 1 1
g =l = | = —| = ln |
Tm Tn |xm|‘xn‘
1
no

Como (x,,), é de Cauchy vemos que (yp), também é. Assim, z, -y, = 0 se
n<mngex,- y, =1sen>mng. Portanto (y,), € Sg e

(@, - yn)n] =[(0,0,0....,0,0,,,1,1,1,...,1,1,1,...)].
Assim teremos que
(in = (Tn-yn) =0 ; i, =1VneN.

Isso implica que
1= [(in)a] = (@0 y)a)-

Logo t™ = [(yn)n] é 0 inverso multiplicativo do elemento ¢. Portanto o conjunto
de Cauchy é um conjunto no qual todo elemento, com excecao do zero, possui
inverso multiplicativo.

Para completar a estrutura algébrica de corpo verificaremos a validade de
mais uma propriedade. Essa relaciona as duas operagoes e é chamada de pro-
priedade distributiva da multiplicacao em relagao a adigao.

Distributividade da multiplicacao em relagao a adigao.

Dados quaisquer t,u, s € S é sempre valido que ¢t - (u+8) =t -u+1t-s.
Demonstragao. Dados t,u,s € S entao existem sequéncias racionais de Cau-

chy tais que: ¢t = [(zn)n], v = [(Yn)n] € 8 = [(2n)n]. Assim vale que

t-(u+s)=[(Tn)n] - [(Yn + 20)n] = [(Tn - (Yn + 20))n]-
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Como o conjunto dos niimeros racionais é um corpo, entao vale que
[(Zn - (Yn + 20))n] = [(@n - Yn + Tn - 20)n]-
Portanto
t-(uts) = [(@n (Yn+2n))n] = [(@nYntan 20)n] = [(@nYn)n]+ (@0 20)n] = t-utt-s

Assim o conjunto de Cauchy S é um corpo.

2.4 O conjuto de Cauchy é um Corpo Ordenado

A nogdo de ordem no conjunto de Cauchy significa dizer que do conceito de
sequéncia positiva. A seguir definimos o que é uma classe de equivaléncia é
positiva. Com isso ja estabelecido, consideramos o conjunto das classes de equi-
valéncia positivas do conjunto de Cauchy. Tal conjunto gozaréd das propriedades
necessarias para a caracterizagao da relagao de ordem em S.

Definig¢ao 2.5. Uma sequéncia (z,,), € Sg ¢ dita positiva se existem ng, M € N

1
tais que x, > i para todo n > ng.

Definigao 2.6. Naturalmente um elemento ¢ € S serd dito positivo se existe
uma sequéncia positiva (z,,), € Sg tal que t = [(z,)n].

n+1
Exemplo 2.4. A sequéncia definida por z,, = + é positiva.De fato, para

n+1
todo n > 1 temos n + 1 > n donde segue que z,, = ntl > 1. Neste caso

n
podemos tomar ng = M = 1. Concluimos também que a classe de equivaléncia

[(n+1> ] , .
¢ positiva.
n n

Teorema 2.1. Se t € S tal que t = [(x,)n] = [(z),)n] e por hipStese (x,)n

n
é positiva entao a sequéncia (z7,), também é positiva.

~ . . 1
Demonstragao: Existem ng, M € N tais que z,, > i para todo n > ng.
Por outro lado dado € = 1/2M existe n. € N tal que n > ne = |z, — | <€
pois sabemos que [(z,,)n] = [(z),)s] € isso significa que (x,, —z!,) — 0. Tomando
n > max{ng,n.} = ny teremos que:

| — 2| <e=|a), —an| <e= —e<a, —x, <€

= x, —€e< T, < e+,

C - 1 1
omo &, Mee_ZM

i—i i<’V>
oM~ M 2y Do

segue que

Assim, (27,), também é positiva.
Logo se uma classe de equivaléncia é positiva é porque todas as sequéncias que
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pertencem a mesma classe também sao positivas.

Seja P C S tal que para todo t € P temos que t é positivo. Afim de que o
conjunto P possa caracterizar uma relagao de ordem em S devemos demonstrar
as seguintes propriedades:

Propriedade do Fechamento para Adicao.

Se duas classes de equivaléncia t, s € P entao (t + s) € P.
Demonstragao. Sejam ¢, s € P tais que t = [(xy)n] € s = [(Yn)n] entdo existem
ni,ne, M, N € N tais que:

n>ny = Iy >

e também

n>ny =Sy >
Tomando n > maz{ni,n2} entao,

1 1 N+M 1 1

It YNTMN CMN K

1
Logo existem ng, K € N tais que n > ng = (z, + yn) > i onde ng =

max{ni,n2} e K = MN. Portanto [(z,, + yn)n] é positiva. Isso implica que
t+seP.

Propriedade do Fechamento para Multiplicacao.
Se duas classes de equivaléncia t,s € P entao (t-s) € P.
Demonstragao. Sejam t,s € P tais que t = [(zn)n] € $ = [(yn)n]. Entao

existem ny,n9, M, N € N tais que:

1
n>ny = T, > —

M
e também
n>ny Sy >
Tomando n > maz{ni,n2} entdo:
1 1 1 1

2 NTMNT K

1
Logo existem ng, K € N tais que n > ng = (xy - yn) > i onde ng =

max{ni,n2} e K = MN. Portanto [(@, - Yn)n] é positiva. Isso implica que
t-seP.

Lei da Tricotomia

Dado uma classe de equivaléncia t € S entdo t € P out =0 ou —t € P.
Demonstragao. Supondo que ¢ € S nao pertenga ao conjunto P, entao isso
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significa que para todo M, ng € N existe um z,,, tal que nyr > ng mas x,,, <
1/M. Portanto,
M=1=3n1 ;x,

IN

M=2=3ny ;xn,

IN

= Wl N = =

M =3=3ns ;xn,

IN

M=k=3dn, ;x, <

Olhando para a subsequéncia (z,, )i teremos duas possibilidades: (z,,)r con-
verge para um certo racional r ou n@o. Se essa subsequéncia convergir para
algum numero racional r, dai teriamos que a sequéncia toda converge para r.

1
Logo t = [(xn)n] = [(@n,)n] = [(r,7,7,...)n]. Nesse caso, | xn, — % < 0 por-
tanto r < 0. Se r = 0 teremos t = [(#),] = [(0,0,0,..),] = 0. Ser < 0
entdo —r > 0. Neste caso, —t = [(—xn)n] = [(—r,—r,—7,...)] serd positiva

pois a sequéncia constate (—r, —r,—r,...) é positiva. Ou seja, —t € P. No
segundo caso, a subsequéncia nao converge para nenhum nimero racional, em
particular nao convergird para zero e pelo Lema 2.1 do Capitulo 2 todos os
termos da subsequéncia, para n € N suficientemente grande, serdao nao nulos,
pois |z, | > ¢ > 0,Vk > ko, assim a partir de um certo ng € N todos os termos
serdo positivos, assim (—x, ), serd positivo e consequentemente —t = [(—zp,)n]
também serd positiva e portanto (—t) € P.

O caso em que —t € S nao pertence ao conjunto P ¢é inteiramente andlogo ao
caso anterior.

Se t = [(z5,)n] néo é zero certamente a sequéncia (2, ), nao tende a zero e como
se trata de uma sequéncia de Cauchy para n € N suficientemente grande os
termos estariam acumulados todos maiores que zero ou todos menores que zero
portanto (x,), é positiva ou (—x,), é positiva e assim temos que ¢ € S ou
—tes.

Diremos que t € S é maior que s € S e escreveremos t > s, se e somente se;
(t — s) € P, ou seja, se (t — s) é positiva.

2.5 O conjunto de Cauchy é um Corpo Orde-
nado Completo

A seguir definiremos o que é uma cota superior de um subconjunto do conjunto
de Cauchy e assim poderemos falar sobre conjuntos limitados superiormente.
Concluiremos entao que qualquer subconjunto do conjunto de Cauchy limitado
superiormente possuird a propriedade de existir a menor das cotas superiores.
Um ponto notavel a seguir a teoria é que manipularemos sequéncias de classes
de equivaléncia, ou seja, aplicagoes do tipo x : N — S. Apesar da distingao
denotaremos de maneira analoga a de sequéncia de nimeros racionais, a dis-
tingao pode ser feita mediante o contexto. Utilizaremos também a nocao de
monotonicidade de uma sequéncia de classes de equivaléncia haja vista que ja
foi estabelecida uma relagdo de ordem no conjunto de Cauchy S
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Definigao 2.7. Seja T' C S tal que o conjunto T' seja ndo vazio. Se existir
um elemento ¢ € S tal que para todo ¢t € T tivermos ¢t < ¢ entdo o elemento
c € S serd chamado uma cota superior do conjunto T. Diremos também que
nessa situacao o conjunto 7' é limitado superiormente.

Seja T C S, T nao vazio e suponhamos que ¢ € S é uma cota superior de
T. Construiremos duas sequéncias de classes de equivaléncia convenientes. Seja
so € T. Entao faremos

[ ] t1:CGU1:SO.

t’fL + u’ll
72 .

e Se v, é uma cota superior para T, definiremos ¢,,4+1 = vy, € Upy1 = Up.

e Supondo ja definidos t,, e u, consideremos v, =

e Se v, nao é uma cota superior para T, definiremos ¢, 11 = t,, € Upt1 = Uy

Como sy < ¢ provemos que a sequéncia (t,,), € ndo-crescente e a sequéncia (u, ),
nao-decrescente. Decorre das definigoes de (¢,) € (un)n que u, < t, para todo
n € N, assim temos que:

tnt1 =1n
ou entao bovw, bt 2t
tnpr =t = Tt < T = S =t
Portanto a sequéncia (t,), é ndo-crescente.
Analogamente,
Un4+1 = Un
ou entao

tn + Up S Up, + Unp, 2Uy,

Upt1l = Up = > = = Up.
2 2 Uy

Portanto a sequéncia (uy), é ndo-decrescente.

E vélido comentar que a sequéncia (t,), é formado apenas por cotas superiores
do conjunto T'. Decorre da definigao da sequéncia (u, ), que para todo elemento
da sequéncia u,, existe um elemento xg € T tal que u,, < 9. Observamos
ainda que:

50:u1Suz§...<un§...§tn§...§t2§t1:c

Teorema 2.2. O conjunto de Cauchy S tem a propriedade da menor cota
superior, ou seja, dado um conjunto 7' C S tal que 7" seja limitado superiormente
entao existird k € S tal que:

e k é uma cota superior de 7.
e Se ¢ € S é uma cota superior de T entao k < c.

Demonstragao. Considerando as sequéncias de classes de equivaléncia (t,), e
(un)n, com n > 1 construidas acima, temos trés casos a analisar.

1. Se a sequéncia de classes de equivaléncia (u, ), ficar constante a partir de
um certo ng, ou seja, se existir ng € N tal que n > ng = u,, = k entao k
serd a menor cota superior do conjunto 7. Sabemos que

t() — UO)»

1
tp —up = 2p_f(
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Entao dado € > 0 e denotando € = t, — uppara p suficientemente grande
€p < € € assim
tp—k=¢ <e

e Primeiramente qualquer cota superior do conjunto 7T serd maior ou
igual a k, pois dada uma cota superior ¢ do conjunto T temos que
existe g € T tal que k < x( por outro lado zg < ¢. Assim, pela
trasitividade da relacao de ordem k < c.

e Por outro lado a sequéncia (t,,), serd decrescente, pela defini¢ao da
construcao da mesma, entao supondo que exista um elemento w € T
tal que w > k & w — k > 0 todavia podemos definir ¢, = t, — k,
é claro que para valores de p suficientemente grande o valor de ¢, é
arbitrariamente pequeno, portanto existe pg tal que

€po <W—k&t,, —k<w—-k&t, <w

mas isso é um absurdo pois t,, ¢ cota superior do conjunto T'e w € T'.
Portanto k£ é a menor cota superior do conjunto 7.

2. Analogamente se existir um ng tal que a sequéncia de classes de equi-
valéncia (t,), se torne constante, ou seja, n > ng = t, = k entdo k serd a

1
menor cota superior do conjunto 1'. Sabemos que t, —u, = 21)—_1(t0 —ug)

entdo dado € > 0 e denotando e, = t, — u, para p suficientemente grande
€p < € e assim teremos que para p suficientemente grande:

k—u,=¢ <ce¢

e k é uma cota superior pois é um elemento da sequéncia ().

e Seja ¢ € S uma cota superior. Como a sequéncia (t,), é constante,
para n € N suficientemente grande, entdo a sequéncia (), é cres-
cente, isso decorrer da construcdo de ambas. Supondo que k > c e
olhando para a diferenca k — u,, para p suficientemente grande essa
diferenca serd arbitrariamente pequena, portanto existe py € N tal
que

€po =k —up, <k —c& —up, < —c&uy, >c

Por outro lado, pela construgdo da (u,), existe um z,, € T tal que
Tp, = Up,. Isso implicaria que zp, > ¢, mas isso é um absurdo pois
por hipétese ¢ é uma cota superior entao temos que k£ < c¢. Assim
nesse caso k é a menor cota superior do conjunto 7' C S

3. Supondo agora que as sequéncias (uy,)n € (t,), ndo se tornem constantes.
Assim existe ng tal que upo41 > Upy € Ungt1 — Un, > 0 € podemos
construir uma subsequéncia decrescente (¢, )k, pois a sequéncia (¢, ), nao
se torna constante. Supondo ainda que nao exista a menor cota
superior entao para cada t,,, existe uma cota superior g tal que g < ¢, .
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Entao seja € = Upo+1 — Un
1

21)—_1(t1 —u1). Em particular para p = ny temos que

, € por outro lado sabemos que t, — u, =

1
tno — 'LLnO = W(t] - U1)

Por outro lado, temos
qo <tny = Qo = Uny <lny — Uny = (tno - uno+1) + (uno+1 - uno)

Como t,, — Uny+1 > 0, pois existe xg € T tal que t,, > 2o > Uny+1-
Assim, temos

qo — U < €= o — Uny < Ung+1l — Upy = G0 < Unyg-

Mas isso é um absurdo, pois existe z; € T tal que 1 > uy,. Isso implicaria
que ¢qo < x1, mas contraria o fato que g é cota superior do conjunto T' e
x1 € T, portando existe a menor cota superior.

Assim o conjunto de Cauchy S é um corpo ordenado completo, nas de-
monstragoes acima foi utilizadas propriedades da relagao de ordem, entre
outras do conjunto de Cauchy. Essas propriedades serao demonstradas no
capitulo 5, mas é claro que a ordem nas demonstracoes destas proprieda-
des nao alterard os resultados aqui provados, assim estao postos apenas
por finalidade didética.
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Capitulo 3

Construcao dos Numeros

Reais por Cortes de
Dedekind

3.1 Cortes

A seguir construiremos o conjunto de Dedekind, ID. Para tal, precisaremos
definir 0 que vem a ser um corte. Assim como foi feito com o conjunto de
Cauchy, S, consideraremos aqui ja conhecido o corpo ordenado dos numeros
racionais. A construgao desse conjunto em comparagdo com a construcao feita
do conjunto de Cauchy S aparentemente é mais simples devido a utilizarmos
apenas manipulacoes com conjuntos.

De acordo com Céssio Neri (2010) podemos definir um corte racional C' como
um subconjunto de ntimeros racionais, que possui as seguintes propriedades:

1.C#¢,C#Q
2. SereCeseQétal que s <rentao s € C
3. Se r € C entao existe u € C tal que u > 7.

A primeira propriedade nos diz que o conjunto C C Q é ndo vazio assim como
o seu complementar também nédo é vazio. A segunda propriedade significa que
todo ntimero racional menor que r pertencerd a C' bastando apenas que r € C,
por fim a terceira e mais curiosa propriedade nos diz que o conjunto C' néo pos-
sui elemento maximo, ou seja, dado um elemento do conjunto sempre existira
um maior do que o mesmo que pertencera ao conjunto.

Um primeiro exemplo de corte serd o seguinte conjunto Ry = {r € Q; r < ¢},
onde g € Q ¢ fixado. Demonstremos que de fato R, é um corte:

1. Definindo r = ¢ — 1 e utilizando as propriedades de ordem do conjunto Q
temos que:

1>01-¢>0-¢g&qg-1<g&r<gereR
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Portanto o conjunto R, é nao vazio. Trivialmente R, # Q pois o nimero
racional ¢ nao pertence a IR, caso contrério isso implicaria que ¢ < g,
portanto temos que: C' # Q.

2. Utilizando a propriedade transitiva da relagao de ordem dos ntimeros ra-
cionais, dado r € QQ e por hipdtese seja s < r, concluimos que: s < 7 e
r<q=s<r=s¢c R, Assim o conjunto R, nado goza da propriedade
da boa ordenagao, ou seja, nao existe em R, um menor elemento.

3. Seja r € Ry definindo u = % teremos que:

+r
r<q:>r+r<q+r:>2r<q+7“:r<—q2 =r <u.

Por outro lado temos que:

r—+
7"<q:>r+q<q—|—q:>r—|—q<2q:>Tq<q=>u<q:>u€Rq.

Portanto existe um elemento v € R, tal que u > r. Assim concluimos que
para todo g € Q o conjunto R,, definido acima, é um corte. Esse corte
serd denominado corte racional.

Exemplo 3.1. Entre os cortes racionais existem dois cortes que exerceram
papéis importante na nossa construgao. Sao eles:

Ry ={r € Q;r <0},
denominado corte nulo e
Ry ={reQ;r<1},

denominado por corte unidade.

Veremos agora a existéncia de cortes de Dedekind nao racionais, ou seja,
cortes de Dedekind que nao sdo do tipo R,. Antes disso provemos o seguinte;
Lema 3.1. Dadoz € Qt tal que 1 < 2?2 < 2 existe h € Qcom 0 < h < 1le

2 — 2
h < k onde k = .
< k onde 2x+1€©

~ . k ~
Demonstragao. Seja h = 5 entao claramente h < k e temos que:

2 — 22

h
4x+2>0¢ >0

2 <2=22-22>0=>

a segunda implicagao decorre do fato de = ser positivo. Por outro lado,

2

<l=h<1
4o + 2

dr+2-2-2%) =2 +4r>0=>4r+2>2 -2 =

Assim existe h € Qtalque 0 < h<leh <k H.

Seja X = K UR; tal que K = {x € Q*;1 < 22 < 2}. Afirmamos que o
conjunto X é um corte de Dedekind.
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1. 1€ X = X # ¢. Por outro lado, 3¢ (Q — X) = X #Q.

2. Sejamr € X es<r. Ser € Ry = s € R = s € X. Por outro lado, se
r € K e s nao pertence a R; entao

1<s<r=1<s<r?=1<s?<2=>seK=>seX

3. Dado r € X se r € Ry existe s > r tal que s € R; isso implica que s € X.
Por outro lado se r € K entao 1 < r? < 2 pelo lema anterior existe h € Q
tal que; 0 < h < 1 e também:

2

2_
he"

=%h+h<2—72=r24+2rh+h<2.
2r +1

Como 0 < h < 1 temos 0 < h? < h portanto,
P24 2rh+h2 <r* +2rh+h<2=7r*+2rh+h* < 2= (r+h)> < 2.

Tomando s =7+ h temos que s >re 1 <s2<2logos€ K = s€ X.

Concluimos assim que o conjunto X é um corte de Dedekind, mas ele difere
dos cortes racionais R, pois o seu complementar Q — X nao possui elemento
minimo. J& para os cortes racionais, 74, 0 seu complementar sempre possui
elemento minimo, no caso min(Q — Ry) = ¢, poisse x € Q — R, = x > q.

3.2 Adicao no Conjunto D de Dedekind

Seja D o conjunto formados por todos os cortes racionais. Ou seja,
D={XCQ;X ¢ -corte racional}.

Definiremos agora a operacgao de adicao + : D x D — D, na verdade precisare-
mos provar que de fato o conjunto obtido no resultado da adigao é um corte de
Dedekind.

Dados X,Y € D definiremos X +Y ={r+¢q;r€ X,qe Y}

1. X,V #£¢=X+Y # ¢, claramente. Dadosa € (Q—X)ebe (Q-Y),
provemos que a+b € (Q— (X +Y)). De fato, supondo que a+b € X +Y
isso implica que existem r € X eq € Y taisquea+b=7r+¢q. Masa > r,
pois do contrério teriamos a < r = a € X, pois X € D, todavia isso nao
pode ocorrer pois a € Q — X. Analogamente b > ¢, se ndo teriamos que
b<qg=10beY, pois Y € D, outrora b nao pode pertencer a Y pois por
hipétese b € Q — Y. Assim:

a>r,b>q=>a+b>r+gq
Contrariando a hipétese inicial a+b = r+¢, assim concluimos por redugao

ao absurdo que a +b € Q— (X +Y) eassim (Q— (X +Y)) # ¢.
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2. Sejam r € X +Y e s < r. Provemos que s € X +Y também. Definindo
k=s—atemos que k <b= k€Y, poissupondoque k >b=Fk+a >
b+ a = s > r, mais isso é um absurdo, portanto k € Y, logo,

s=a+(s—a)=s=a+k=>scX+Y.
Entao dado qualquer s<r=s€ X +Y,ondere X +Y.

3. Sejar € X +Y. Entao existem a € X e b € Y tais que r = a + b. Como
XeD=3dec>a,ce X. Assim definindo s=c+bsetemse X +Y e
s=c+b>a+b=r. Logo nao existe elemento maximo em X + Y.

Entao de fato a operagao acima estd bem definida, assim X, Y € D = X+Y € D.
Veremos agora que a adigao possui as propriedades desejadas.

Propriedade Associativa da Adigao.

Dados X,Y, Z € D é vélida a seguinte igualdade (X +Y)+Z = X+(Y +Z).
Demonstragao. Sejar € (X +Y)+ Z entao existem a € X,b € Y, ¢ € Z tais que
r = (a+b)+ce como a, b, c € Qse tem que r = a+(b+c) = r € X+(Y+2Z) assim
(X+Y)+Z Cc X+(Y+Z). Seguindo o mesmo raciocinio, dado s € X + (Y +2)
existem d € X,e €Y, f € Z tais que s =d+ (e+ f) e como d,e, f € Q se tem
ques=(d+e)+f=sec X+Y)+Zassim X+ Y +2)C(X+Y)+Z.
Portanto concluimos que (X +Y)+Z =X+ (Y + 2).

Propriedade Comutativa da Adigao.

Dados X,Y € D é vélida a igualdade X +Y =Y + X.
Demonstracao. Sejar € X +Y entao existema € X eb €Y taisquer =a+b
como a,b € Q temos r = b+ a, pois Q é corpo. Assim r € Y + X e portanto
X +Y CY + X, analogamente dado s € Y + X existem c € Y e d € X tais
que s = ¢+ d, como ¢,d € Q temos que s = d + ¢ e portanto s € X + Y, logo
Y + X C X +Y. Essas duas inclusoes implicam que X +Y =Y 4 X.

Elemento Neutro Aditivo

Dado X € D existe Ry € D tal que X + Ry = X.

Demonstragao. Sejar € X + Ry entao existem a € X e b € Ry tais que r = a+b.
Assimbe Ry=b<0=b+a<0+a=r<a,comoa€ X eX €D temos
que r € X portanto X + Ry C X. Agora seja s € X como X € D existe k € X
tal que s < k, definindo b = s—k temos b < 0 = b € Ry assim podemos escrever
s=k+bondek € X eb € Ry, portanto X € X+ Ry. As duas inclusdes provam
que X + Ry = X e como X foi arbitrario, entao é valida a propriedade para
todo X € D.

Elemento Simétrico Aditivo

Dado X € D definiremos o conjunto
Z={a€Q;—ae(Q-X),Ibe (Q—-X);b< —a}

Provemos que o conjunto Z é um corte de Dedekind.
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1. Seja r € X entdo —(—r) € X, assim —r nédo pertence Z e como Z C Q
temos que —r € (Q—2), logo (Q) — Z # ¢. Seja s € (Q— X), entdo como
s<s+1=s+1€(Q—X), pois do contrério s € X violando a hipStese
inicial. Assim por defini¢do —(s + 1) € Z, pois s + 1 € Q — X e existe
s € Q— X tal que s < s+ 1 e portanto Z # ¢.

2. Sejam a € Z eb < a. Segueque a € Z = —a € Q— X e que —a < —b
assim —b deve pertencer ao complementar de X pois do contrario —a € X
o que é um absurdo, portanto —b € Q — X e existe um elemento menor
que —b no complementar, logo pela defini¢do de Z temos b € Z.
3. Sejaa € Z. Pela definicao de Z existe b € Q— X tal que b < —a. Definindo
a—b

c= 5 temos que

a—>b
b<—a:>a<—b=>a—|—a<a—b:>a<T:>a<c

por outro lado
a—>b
b<—a¢b+b<b—a;&b<—T¢b<—c

Como b € Q — X isso implica que —c € Q — X assim; como o elemento
—c € Q — X e nao é o minimo desse conjunto, por definicao do conjunto
Z segue que c € Z e ¢ > a.

Assim o conjunto Z € D, provaremos que esse conjunto é o simétrico aditivo do
corte X e por essa razao escreveremos —X no lugar de Z.

Dado X € D seja —X € D tal que
—X={a€eQ;-ac(Q—-X),Ibe (Q—X);b< —a}

provemos que X + (—X) = Ry.

Demonstracio. Seja r € X + (—X) entéo existem a € X e b € —X tal que
r = a+b, pela definicao de — X existe ¢ € Q— X tal que ¢ < —b. Primeiramente
devemos ter a < c<a—c<0poisa € X e ce Q — X, por outro lado

c<—b=b<—c=a+b<a—-c=r<a—c=r<0=rekR

Portanto é vélida a inclusdo X + (—X) C Ry.
Dado s € Ry, sejaa € X. Definindo o conjunto A = {n €eN;a— % e Q- X)}7
fixando b € Q — X tomando n € N tal que

2a — 2b
s

sn
n > :>sn<2a—2bé—sn>2b—2a:>a—7>b

sn
Como b pertence ao complementar de X temos que a — — € Q — X implicando

que o conjunto A é nao vazio e pelo principio da boa ordenacao existe minA =
ng. Definiremos agora os seguintes ntimeros

PR Gl it B . Gl TallD)
2 2 2

29



Temos entao que p € Q — X e como ¢ > p entdo ¢ € Q — X, assim por defini¢ao
temos que —g € —X. Temos ainda que k € X e assim podemos concluir que

s(ng — 1) s(no—|—1)>_—sno+s+sno+s_28
N 2 2

k+(—q):a—2—<a— 5 — =5

Portanto s € X + (—X) e é valido que Ry C X + (—X) essas inclusdo com a
que foi provada acima garetem a validade de X + (—X) = Rp.

3.3 Multiplicagao no Conjunto D de Dedekind

Inicialmente definiremos o que é um corte positivo e a posteriori definiremos
também multiplicacao entre cortes positivos. Feito isso generalizaremos a mul-
tiplicagao para todo o conjunto de Dedekind .

Definicao 3.2. Seja X C D. O corte X serd dito positivo quando Ry € X.
Representaremos o conjunto de todos os cortes positivos por DT, ou seja,

D+ :{XGD,RO QX}
Teorema 3.1. Sejam X,Y C DT entdo o conjunto Z tal que
Z={a€eQa<0oua=b-c,be X,ceY,b>0,c>0}

é um corte, ou seja, Z € D.
Demonstragao.

1. Como Ry C Z entdo Z # ¢. Por outro lado sejam o’ € XCet e Yc,
afirmamos que ¢’ = a’-b’ pertence ao conjunto Z C, Supondo, por absurdo,
quecd € Zentaocd <0oucd =a-b,a>0,b>0, massec <0=c e€X
no entanto isso é um absurdo, por outro lado se ¢ = a-b,a > 0,b > 0
entdo a’ - b’ = a - b, todavia a’ > a pois do contrério a’ € X pois X € D e
aeX B, analogamente b’ > b decorre da monotonicidade da multiplicagao
da relagao de ordem dos nimeros racionais que a’ - b > a’-b > a - b mas
isso contraria a igualdade a’ - o' = a - b. Enfim concluimos que Z c £ ¢.

2. Sejaa € Z,b<a. Seb<0,entao b€ Z. Se b > 0, entao a > 0 e como
a € Z deve existirce X edeY talquea=c-dcomc>0,d>0. Por

b
outro lado temos @ > 0 = ¢ > 0. Seja e = —, entdo e € Y, pois e < d do

contrario se e > d = c-e > c¢-d = b > a, mas é um absurdo, portanto
b=e-c,eecY, ceX, e>0,c>0
Portanto b € Z.

3. Seja a € Z. Sea<0,ent€10b:gétalquea<b<0éb€Ze

b>a. Sea>0,entaoa=>b-c,be X,ceY, existemd > b, e > ¢, com
de X, eeY logo;
a=b-c>d-c<d-e

Assim tomando f =d - e temos que f € Z, f > a.

O corte Z definido acima serd denotador por X - Y.
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Para definir a multiplicacao utilizaremos a nocao de inverso aditivo e médulo
de um corte de Dedekind. O inverso aditivo ja foi estabelecido, agora vejamos
a definicao de mddulo.

Defini¢ao 3.3. Dado X € D, o mddulo de X, denotado por |X| é definido por:

—X,se X C Ry

Observamos ainda que dado X € D temos que Ry C X ou X C Ryg. Ser >0
pertence a X entao Ry C X e caso X sé possua racionais negativos entao
X € Rp. Dados X,Y € D definiremos a multiplicacao de X por Y como uma
aplicacao - : D x D — D tal que:

X,seRy C X
|X|:{

|X|- Y], seRy C X, Ry CY
(X|- Y]}, se Ry C X, ¥ C Ry
—(IX[-1Y]), se X C Ro, Ro C Y
X Y], 5 X G Ro, ¥ G Ro

Propriedade comutativa da multiplicacao

Inicialmente vejamos o caso em que os termos sao positivos, ou seja, dados
X,Y € D temos que; seja a € X -Y. Se a < 0 entdo por definicio teremos
a €Y -X. Sea>0,entdtoa =b-ccombe X, ceY,b>0c¢c>0.
Como o conjunto dos nimeros racionais é um corpo entdo; a =c-bcomc €Y,
be X,c>0,b>0e assimtemos X -Y CY - X. Analogamente teremos
valida a inclusao Y - X C X -Y e portanto X - Y =Y - X. Segundo caso; se
Ry C X, Y C Ry e sabendo que |X| € DTVX € D entdo:

XY = ~(X|-[Y) = ~(V]- X)) =¥ - X

A primeira e terceira igualdade decorre da defini¢do de multiplicacdo e a segunda
ja foi provada no primeiro caso. O terceiro caso é identico ao segundo. O quarto
caso é se X C Ry, Y C Ry entao:

XY =[X[-[Y|=]Y]-[X| =Y X
A primeira e terceira igualdade decorre da definicao de multiplicacao e a se-
gunda ja foi provada no primeiro caso.

Propriedade associativa da multiplicagao

Primeiro caso; analogamente a comutatividade seja X,Y, Z € D' entao dado
a € (X-Y)-Zsea <0 entao por definicdo a € X - (Y - Z) por outro lado se
a=k-btalqueke X -Y,be Z, k>0,b>0, assim como a,b > 0 temos k > 0
ecomo k € X Y existemce X ed €Y comc,d > 0 tal que k = ¢-d, portanto
como o conjunto dos niimeros racionais é um corpo temos:

a=k-b=(c-d)-b=c-(d-b)=c-K,ce X,k €Y -Z ¢>0,k>0

Portanto (X -Y)-Z C X - (Y - Z) de maneira similar temos a inclusdo inversa
e assim é vélida a associatividade.
Lema 3.2. Para todos X,Y € D vale que

[ XY= [ X[ Y]

31



Demonstragao. Temos quatro casos a considerar e em todos os casos aplica-
remos primeiro a definicao de multiplicagao, assim temos;

1. Se Ry C X, Ry C Y entdo |X - Y| =||X]|-|Y|| = |X] - |Y]

2. Se Ry C X, Y G R entao [X Y[ = [~ (|X]-[Y])] = =(=(X] - [Y])) =
[ X]- Y]

3. Se X C Ry, Ry C Y entdo |X-Y|=|—(IX|-[Y])| = —(~(X]-|Y]) =
[ XT- Y]

4. Se X C Ry, Y C Ry entdo | X - Y| = [|X]| - |Y]| = |X]|-|Y]|

Segundo caso; se X C Ry, Ry C Y, Ry C Z e utilizando a propriedade | X -Y| =
|X]| - Y] juntamente com o primeiro caso temos:

(X¥)Z=K-Z=—(K|-|2)) = ~[(X]-]Y])-1Z]) = ~[IX]- (¥ |2])]
= —(X|-|K) = XK'= X (Y 2)

A terceira e quinta igualdade decorrem que o médulo da multiplicagdo de dois
cortes é igual ao produto dos mdédulos; e isso decorre diretamente da definigao
de multiplicagdo juntamente com a definicdo de médulo.

Terceiro caso; se Ry C X, Y C Ry, Ry C Z e usando a propriedade comu-
tativa juntamente com o segundo caso temos:

X (Y-2)=(Y-2)-X=Y - (Z-X)=Y-(X-Z)=(Y-X)-Z=(X-Y)-Z

Quarto caso; se Ry C X, Ry CY , Z C Ry e usando a propriedade comutativa
juntamente como o segundo caso temos:

(X-Y)Z=Z-(X-YV)=2Z-(Y-X)=(Z-Y) X=(Y-2) X=X-(YV-2)

Quinto caso; se X C Ry, Y C Ry, Ry C Z e utilizando a propriedade | X - Y| =
| X|-|Y| juntamente com a definigdo de multiplicagdo em cada caso e o primeiro
caso temos:

(X-Y) Z=K Z=I|K|-|Z]| = (X|-|[Y])-12] = |X]- (Y] ]Z]) = ..
=X K| =X-K' =X-(Y-2)

Sexto caso; se Rg C X,Y C Ry, Z & Ry e usando a propriedade comutativa
juntamente com o quinto caso temos:

X (Y-2)=(Y-2)-X=(Z-Y) X=2Z-(Y-X)=2Z-(X-Y)=(X-Y)-Z

Sétimo caso; se X C Ry, Ry C Y, Z C Ry e usando a propriedade comutativa
juntamente com o quinto caso temos:

(X-Y)Z=Z-(X-YV)=(Z2-X)-Y=(X-2)Y=X-(Z-Y)=X-(V-2)

Oitavo caso; se Ry C X, Y C Ry, Z C Ry e usando a propriedade comutativa
juntamente com o quinto caso temos:

X (Y- 2)=(Y-2)X=(Z-Y)X=Z-(Y-X)=(Y -X)-Z=(X-Y) - Z
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Nono e ultimo caso; se X,Y, Z sao subconjuntos proprios de Ry. Utilizando a
propriedade | X - Y| = |X| - |Y| juntamente com a defini¢ao de multiplicacao e o
primeiro caso:

(X-Y)-Z=K-Z = (K| |Z]) = =[(X| - [V]) |2} = = X] - (V]| 2])
= —[X|- K] =X K =X (V- 2)

Existéncia do elemento neutro da multiplicagcao

Afirmamos que R; é o elemento neutro da multiplicagéo, ou seja, dado X € D
temos que X -R; = X. Inicialmente vejamos o caso em que X € D' ou X = R,.
Sejaa € X-Ry sea < 0 entdo a € Ry, mas se X € DT temos Ry C X e portanto
a € X. Por outro lado se a > 0 entao por definicao da multiplicagdo existem
b€ X e c € Ry ambos maiores ou iguais a zero, tal que a = b-c como ¢ € Ry
entao ¢ < 1 decorre disso que a = b-¢ < b-1 =b € X e como X é um corte temos
a € X, portanto é vélida a inclusdo X - R; C X. Agora sejaa € X se a <0
por definicao a € X - Ry e se a > 0 escolhemos um p € X tal que 0 < a < p,

. / 7z . 7’ a .
isso é possivel pois X é um corte, tomando g = — temos que 0 < g < 1 e assim

q € Ry. Portanto a = p-q como p € X, ¢ € Ry e ambos p,q nao negativos,
assim a € X - R; e também é vilida a inclusdo X € X - Ry. Decorre das duas
inclusoes que para X € D temos X - Ry = X.

Vejamos o caso em que X C Ry. Pela defini¢ao de multiplicacao e utilizando
que foi prova a pouco temos:

X Ry = —(IX[ [Ra]) = =(IX]) = =(=X) = X
Portanto para todo X € D temos que X - Ry = X

Elemento simétrico multiplicativo

Dado X € D tal que Ry € X o conjunto
X 't={acQa<0ouat e xXbedbe XCtal qued < a '}
é um corte de Dedekind.

1. Como o conjunto X ! contém os racionais negativos ele ndo é vazio. Se
a€Xea>0entdoa ' e (X 1)C, de fato supondo que a~! € X! entdo
(ahH~t e XL = 4 € XC contrariando a hipotese que a € X, portanto
X146

2. Sejaa € X 'eb<a Seb <0 entdo, por definicio, b € X~1. Se b > 0
entdo 0 < b < a = a~' < b~! mas, como foi visto acima, a € X! =
a1 e X isso implica que b=t € XC, poisse b1 € X entdoa= ' € X o
que ndo é possivel, além disso b~! néo é o minimo de X ,poisa~! € Xt
ea ! < b ! portanto b € X.

3. Por fim seja a € X ~'. Pela definicdo do conjunto ! ele contém racionais
positivos, portanto existe b € X' tal que b > 0,se a <0 =a <0 <
b=a<bebec X 1. Poroutro lado se a > 0 entdo pela definicio de

. . ctat |
X1 existe ¢ € XU tal que ¢ < a~!. Seja b = — assim temos que
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¢ < b < a! portanto b € XU, pois ¢ € XC, Logo b~! > a e também
b=l e X! poisbe XC ¢ b ndo é minimo de XC.

Portanto o conjunto X~ € .

Dado X € D e X # Ry afirmamos que o corte X ! é o inverso multiplicativo
de X caso X € DT e se X € Rg o inverso multiplicativo serd —(|X|71).

Para todo X € D temos que X - X! = R;. Demonstraremos primeiro o caso em
X €D*. Sejaa € X- X! sea < 0entdoa € Ry, por definicio. Se a > 0 entdo
existembEX,CGX*I,dGXC taisque b >0,¢c>0,d<c . Comobe€ X e

b b
b-lec X lentiob<d= 7 < 1. Poroutroladod < ¢ ! =d ' >c= p > c-b,

pois b > 0, portanto temos a =b-c < g < 1= a € R; logo é vélida a inclusao
X -X"1'c Ry
Dado a € Ry se a < 0 entdo a € X - X! por definicdo, caso a = 0 temos que
0€Xe0ec X!, portantoa =0-0 e assim a € X - X ~*. Supondo agora a > 0,
seja b € X ; b >0 en o menor natural tal que b- (a=1)" € XL como0<a<1
temos a~! > 1 e assim existe o menor n que cumpre essa condicdo. Tomemos
entao:

c=b-(aH)"t | d=b-(a”)"
Pela escolha do n temos que c € X e d € XxC. Seja e > ¢, e € X tomando
f=dt-e ! ctemos que:

c<e=l<e-cl=d<decl=flt=d<f!
Como d € XC entdo fte XC. Podemos concluir entdo que:
e-f=e-dletc=bta"b-al""=ua

Portanto por tudo foi descrito acima o niimero a pode ser escrito como produto
de dois termos ndo negativos, pertencentes respectivamente a X e a X!, logo
a€ X -X!ecomisso temos Ry C X - X 1. Portanto se X € Dt entfo existe
X! tal que X - X~ ! = R;. Vejamos agora o caso em que X C Ry, utilizando
a definicio de multiplicacio, usando também o fato que X C Ry = X1 C Ry
e o que foi provado a pouco; temos:

XX =X X = X = (X = XX =Ry
Logo para cada X € D — Ry exite o seu simétrico multiplicativo.

Distributividade

Vejamos inicialmente o caso em que X,Y,Z € DT. Provemos entdo que
(X+Y)- Z=X-Z+4Y  -Z sejaae (X+Y)-Z) entao se a < 0 por defini¢ao
teremosa € (X - Z+Y-Z),sea=0entdoa=0-0+0-0ecomo0€ X, Y e Z
temos que a € (X -Z+Y - Z). Supondo agora a > 0 entéo existem b € (X +Y)
ece€Ztaisquea=0b-ccomb>0,¢c>0. Comobe (X+Y)=b=d+ecom
de X eecY, assim;

a=b-c=(d+e)-c=d-cte-c
Basta provar que d-c € X -Y ee-c€Y -Z, se d-c < 0 entdo por defini¢ao

d-ce X - Z, por outro lado se d- ¢ > 0 = d > 0 pois ¢ > 0 entao por defini¢ao
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de multiplicagdo de cortes temos d-c € X - Z. Analogamente temos e-c €Y - Z
e portanto vale a inclusdo (X +Y)- ZC X -Z+Y - Z.

Vejamos agora a outra inclusao, seja a € (X - Z+Y - Z), se a < 0 entdo por
definicio a € (X +Y)-Z,sea=0entdo a =(04+0)-0e como 0 € X,Y,Z
entdo por defini¢ao de adi¢ao e multiplicagao de cortes teremos a € (X +Y) - Z.
Supondo agora a > 0 existem b € X - Z e ¢ € Y - Z tais que a = b + ¢ como
a > 0 entdo b > 0 ou ¢ > 0. Supondo b > 0 entao por defini¢do existem d € X
,e€ Ztaisqueb=d-e, d> 0, e > 0. Pela tricotomia dos ntimeros racionais
analisaremos trés casos quanto ao valor de c:

1. Se ¢ > 0 entao existem f €Y eg € Z taisquec= f-gcom f >0, g >0.
Supondo g < e, o caso g > e é andlogo a este, temos que:

a:d.e+f.g:(d+f.g).e

Como 9 < 1 temos que f - g € Y assim segue das definigbes das operagoes
e e
queac (X+Y)-Z.
2. Se ¢ =0 entao tomando d € Y - Z tal que ¢,d e como a = b+ ¢ temos que

a=b+c<b+de pelo caso anterior (b+d) € (X +Y) - Z e portanto
ac(X+Y)-Z

3. Se ¢ < 0 entdo escrevemos a =d-e+c= (d+c-e"!)-ecomoc-d~! <0
segue que c- e~ ! € Y e portanto segue das definicdes de operacoes que
ace(X+Y) - Z

Os demais casos em que temos algum X,Y ou Z nao positivo decorre direta-
mente desse caso ou segue uma demonstragao andloga a esta, assim podemos
concluir que é vélida a distributividade.

Assim o conjunto de cortes de Dedekind munido com as operacoes de adigao e
multiplicagao é um corpo.

3.4 O conjunto DD é um corpo ordenado

J4 utilizado e conhecido o conjunto DT C ID dos cortes positivos, basta apenas
demonstrar as seguintes propriedades desse conjunto:

1. Se X,Y € D* entdo X +Y € D¥
2. Se X,Y € D entdo X -Y € DF

3. Dado X € D entdo ocorrerda um dos trés casos: X € Dt ou X = Ry ou
-X eDb*

Apébs demonstramos esses fatos estabeleceremos a ordem.
Demonstragao.

1.X,Y eDt =Ry C XeR CY =Ry C XUY C X +Y portanto
RyCX+Y = X +Y €D+,

2. Por definigdo X - Y ={a € Q;a<0oua=b-¢,be X,c€Y,b>0,c>0}
portanto By C X -Y = X -Y € DT.
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3. Supondo X € D tal que Ry ndo é subconjunto préprio de X, entdo a €
X = a <0, pois X é corte. Assim temos que X C Ry portanto X = Ry
ou é subconjunto préprio do mesmo, caso ocorra o segundo caso 0 € —X
e assim Ry € —X logo —X € DT.

Essas trés propriedades garantem que o corpo D é ordenado. Dados X,Y € D
diremos que X ¢é menor que Y escrevendo X < Y para descrever a seguinte
situagdo Y — X € DT. Dessa definicdo podesse provar todas as propriedades
da relagdo de ordem comumente conhecidas no corpo Q. No capitulo 4 serdao
demonstradas as principais propriedades dessa relagao de ordem nesse corpo
ordenado.

3.5 D é um corpo ordenado completo

Definiremos agora o que é um conjunto de cortes limitado superiormente, seja
A C D tal que exista um corte S € D onde para todo X € A = X C S. Assim
sendo o corte S é dito uma cota superior do conjunto de cortes A e caso exista
a menor das cotas superiores essa tal cota superior serd dita supremo.
Exemplo 3.2. Seja A ={X € D; X C Ry} afirmamos que Ry é cota superior
do conjunto A e mais que isso também é o supremo do conjunto A.
Demonstragao. Pela defini¢cao do conjunto A temos que Ry é cota superior do
mesmo. Por outro lado se M é uma cota superior do conjunto A e supondo que
Ry nao esteja contido em M entao deve existir um nimero racional ¢ € R tal
que ¢ nao é elemento de M, todavia Ry C Ry = Ry€ A= R, C M =>qe M
contrariando o fato que g nao é elemento de M. Portanto qualquer outra cota
superior do conjungo A é subconjunto de Ry e assim Ry é o supremo de A.

Teorema 3.2. Todo conjunto A C D limitado superiormente tem a propri-
edade da menor cota superior, ou seja, existe o supremo do conjunto A.

Demonstragao. Seja S = UxcaX é claro que todo elemento conjunto A
é subconjunto de S e se M é uma cota supeior de A entao X C M para todo
X € Alogo S =UxeaX C M eassim S C M, configurando S como supremo.
Precisando verificar ainda se de fato o conjunto S assim definido é um corte, ou
seja, S € D. Vejamos;

1. Como A # ¢ = S # ¢. Seja M uma conta Superior de A temos que
Sc M= MEtcst= StLyg,

2. Sejaae Seb<a. Assimjae S=3I1X € S;aeX=beX=0beS.

3. Sejaa€eS. Assim;ae S=3X e€S;aeX=FHeXCS;b>a=
existsb>a;beS.

Portanto de fato S é um corte e assim ele é o supremo do conjunto A.

A propriedade da completeza caracteriza o corpo ordenado D como completo,
no proximo capitulo demonstraremos todas as propriedades béasicas desse corpo
ordenado completo.
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Capitulo 4

O corpo ordenado completo
R dos nimeros reais

4.1 Um corpo ordenado completo K

E possivel provar via isomorfismos que s6 existe um corpo ordenado completo,
assim tanto o conjunto de Cauchy S construido no capitulo dois quanto o con-
junto dos cortes de Dedekind I construido no capitulo trés sao maneiras di-
ferentes de representar o mesmo conjunto. Vejamos antes os teoremas sobre
corpos ordenados completos que garantiram esse isomorfismo.

(Christian d’Elbée, 2015) foi referéncia fundamental as proposi¢oes demons-
tradas a seguir que corroboram com a formulagao das mesmas.
Observaremos antes o fato que todo corpo ordenado completo K possui uma
copia”’dos nimeros naturais, inteiros e racionais em si. Denotando por 1g a
unidade do corpo ordenado completo K escreveremos:

n

nKzle:1K+1K+-~-+1K
i=1

ou seja nk € a soma em K de n parcelas das unidades de K. Assim temos uma
bije¢ao do entre os naturais e um subconjunto de K o qual denotaremos por Nk.

Definigao 4.1. Um corpo ordenado K é dito arquimediano se para todo
z € K existe um elemento ng € Nk tal que z < nk. Isso equivale a dizer que
para todos z,y € KT existe ng € K tal que z < y - ng. Demonstrando essa
equivaléncia temos: a priori supondo que o conjunto cépia dos naturais seja
ilimitado e dados z,y € KT existe um ng € Ng talque z-y ™! < ng = = < ng-y.
A reciproca também é valida, pois supondo que K tenha essa propriedade de
dados quaisquer z,y € K+ exista ng € Ng com z < nx -y supondo que a cépia
dos naturais Ng nao seja limitado existiria um ¢ € K tal que ¢ > ng para todo
elemento de Nk, mas tomando y = 1g e z = ¢ existiria um nxk tal que

r<ng -y c<ng-lg & c<ng

O que contraria a hipétese inicial, portanto Nk é ilimitado superiormente.
Podemos definir agora o conjunto Zg como sendo a cépia dos nimeros inteiros

37



em K. Assim temos:
Zx ={z €Kiz €eNg ou z=0x ou z€&Ng}

Onde Og representa o elemento neutro da adigao em K e o conjunto Ny re-
presenta o conjunto dos elementos simétricos aditivos dos ntimeros cépias dos
naturais em K.

Analogamente aos inteiros podemos definir o conjunto cépia dos racionais em
K da seguinte forma:

n
Qk = {xGK;l’— TE,TLKGNKJKG (ZK{OK})}

Definigcao 4.2 Diremos que um cojunto X C K é denso em K se dados quais-
quer x < y, com z,y € K existe um r € X tal que x < r < y.

Teorema 4.1. O conjunto cépia dos racionais Qg é denso em qualquer
corpo ordenado arquimediano K.
Demonstragao. Dados quaisquer x,y € K distintos, assim podemos supor
x < y sem perda de generalidade. Decorre das propriedades de corpo ordenado
que sao validas as seguintes equivaléncias:

>0

r<yey—z>0s (y—x)”
Como por hipétese K é arquimediano temos que existe um m € Ng tal que

(y—2)' <me1<my—me

Usando novamente a hipétese do conjunto K ser arquimediano e considerando
no mesmo o principio da boa ordenagao tomemos

n =min{z € Ng;mz < z}

Assim temos que mx < n e n —1 < maz, pois n é minimo. Entdo temos duas
desigualdades a considerar; a primeira é:

l<my—mz=Mm-1)+1<my—mz+(n—1)
A segunda desigualdade; é:
n—1<mz=n—1+(my—mz) < me+(my—mz) =n—1+(my—mz) < my
Pela transitividade da relagao de ordem em K se tem:
m=—1)+1<my=n<my
Portanto é valida a seguinte desigualde
mx<n<my<:>x<n-m_1<y

Tomando r = nm ™! temos que r € Qg e x < r < y como queriamos demonstrar,
logo o conjunto copia dos racionais Qk é denso no corpo ordenado arquimediano
K.

Teorema 4.2. Todo corpo ordenado completo K é arquimediano.
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Demonstragao. Supondo que o conjunto cépia dos naturais Nk seja limitado,
pela completeza do corpo ordenado completo K deve existir um m = supNg.
Assim o elemento m — 1 € K nao é cota superior do conjunto Nk portanto
existe um ng € Nk tal que ng > m — 1 mas isso equivale a ng +1 > m, ou
seja, existe p € Nk tal que p =ng + 1 e p > m, porém isso contraria o fato de
m ser o supremo desse conjunto, logo Ng é um conjunto ilimitado em K disso
concluimos que o corpo ordenado completo K também é arquimediano.

4.2 Unicidade do Corpo Ordenado Completo

Seja K um corpo ordenado completo e D o corpo dos cortes de Dedekind. Defi-
niremos uma aplicagao

o) =Cy com Cp={reQg=Q;r <z}

Em diante nao faremos distingao explicita sobre os ntimeros racionais Q e os
elementos de Qg, pois é facil ver que existe um isomorfismo entre ambos, ade-
mais consideraremos Q C K.

Provemos inicialmente que de fato o conjunto C, é um corte de Dedekind.

1. Se para algum x € K o conjunto C, fosse vazio teriamos que r > x para
todo r racional, mas isso é um absurdo, pois conjunto dos nimeros racio-
nais nao é limitado inferiormente. Portanto C, é nao vazio, analogamente
Q — C, é nao vazio, pois do contrario o conjunto dos nimeros racionais
seria limitado superiormente e assim o conjunto Q — C,, é nao vazio para
todo z € K.

2. Sejas € Cp e g <s. Como s € C, temos que s < z pela transitividade da
relacao de ordem temos g < s, s < x = ¢ < x e portanto g € C.

3. Seja s € C,,. Entao s < x e como o corpo K é arquimediano, vide teorema
4.1 exister e Q C K tal que s <r < z. Assimr <z = 1 € C, e por
outro lado r > s. Logo o conjunto C,, € D para todo = € K.

Provemos agora que de fato a aplicacao ¢ estd bem definida. Supondo que
Cy # Cy deve existir um elemento que pertence a um deles, mas nao pertence
ao outro conjunto. Supondo sem perda de generalidade que exista z € C,, tal
que z nao seja elemento de Cy. Assim temos que z < x e z > y pela transiti-
vidade da relagao de ordem temos y < z isso implica que = # y. Portanto a
aplicacao ¢ esta bem definida.

A aplicagdo ¢ é bijetiva. Provemos a injetividade da aplicagdo; sejam Cy,
Cy € D supondo que C, = Cy, se © < y pela propriedade arquimediana do
corpo K existiria 7 € Q tal que z < r < y assim r € Cy, mas r ndo pertenceria
a C contrariando a hipétese de que C, = (), analogamente se prova que nao
pode ocorrer de y < z, portanto duplamente pela contra-positiva da proposigao
temos que C, = Cy = = = y assim a funcao ¢ ¢ injetiva.

A aplicagao ¢ é sobrejetiva. Dado um C € D temos que C C Q C K como
o conjunto C' é limitado superiormente e o conjunto K é um corpo ordenado
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completo seja = sup(C) em K. Afirmamos que C, = C, ou seja, sendo
sup(C) =z € K entao ¢(x) = C.
1. Sejay € C, assim y < x supondo que y nao seja elemento do corte C' isso
implica que
y>sup(C)=y>r=yc(Q-Cy)
Portanto y nao pertence ao corte C' implica que ele nao pertence ao corte

C, usando a contra-positiva temos que se y € C, entao y € C, assim é
vélida a inclusao C, C C.

2. Seja y € C isso implica que y < sup(C), logo; y < x. A igualdade
nao pode ocorrer, pois do contrério y = sup(C) e y € C acarretaria que
y = max(C), mas C' é corte e nao possui elemento maximo. Portanto
y € C =y € C, e assim é vilida a inclusdao C C Cy, logo ¢ é sobrejetiva.

Concluimos assim que a funcao ¢ € bijetiva. Demonstraremos agora a corres-
pondéncia das operagoes entre os corpos ordenados completos, dados z,y € K
temos que:

L o(@ +y) = p(zx) + o(y).
Demonstragao. Pela definicao da funcao ¢ temos que

ety =Crry={reQr<z+y}
por outro lado
p(z) +oy) =Co+Cy={reQr=a+bacCybeCy}

pela definicdo de soma de cortes de Dedekind. Entao se s € p(z + y) =
s < x+y tomando um a < x e definindo b = s — a basta provar que b < y,
supondo que b > y teriamos:

b>y=a+b>a+y=>s>at+y=>cr+y>at+y=x>a

Mas isso contraria a hipdtese inicial que a < x. Portanto a € C;, b € C
es=a+blogo s € p(x)+ p(y). Concluimos que a inclusao p(z +y) C
o(x) + ¢(y) é verdadeira. Por outro lado se s € p(z) + o(y) = s=a+b
tal que a € Cy e b € (), portanto:

s=a+b<z+b<z+y=>s€Cuyy=>s€px+y)

Logo ¢ valida a inclusao p(x) 4+ ¢(y) C ¢(z +y). Assim temos que
oz +y) = ¢(x) + ¢(y) para todo z,y € K.
2. p(z-y) =) o(y).
Demonstragao. Demonstraremos o caso em que Cy, Cy € D, os demais

casos decorrem deste, observemos que nesse caso z > 0 e y > 0. Pela
defini¢ao da fungao ¢ temos que

olx-y)={reQ;r<z-y}
por outro lado decorre da defini¢ao de produto de cortes de Dedekind que

o) -py) ={reQ;r<0 ou r=a-bacCybeCya>00b>0}
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Entao se s € p(z-y) isso implica que s < x-y, temos dois casos a considerar,
primeiro: se r < 0 entdo por defini¢do r € p(z) - p(y). Segundo: se r > 0

T
tomando um a € C,, tal que a > 0 definiremos b = — entao basta provar

a
que b € Cy, supondo que b nao pertenca a Cy teriamos:
b>y=a-b>a-y=>r>ay=cy>ay=x>a

Mas isso contraria a hipdtese que a € C,. Portanto s € ¢(z) - ¢(y) e é
vélida a inclus@o p(z - y) C ¢(x) - o(y). Seja agora s € @(x) - p(y) isso
implica que; r < Oour =a-bcom 0 <a € Cy, 0 <be Cy. Comozx
e y sdo positivos no primeiro caso claramente s < 0 < x -y e portanto
r € Cy.y, no segundo caso temos:

r=a-b<z-b<z-y=reCry=rcelx- -y

Concluimos que ¢(z) - p(y) C p(z - y)
Pelas inclusoes demonstradas acima temos ¢(z-y) = ¢(z) - ¢(y) para todo
x,y € K.

3.z <y= (@) <e®y)
Demonstragao. Supondo x < y temos que:

sepz)=seCy=>s<az=>s<y=secCy=s€py)

Portanto ¢(x) C ¢(y), mas isso em D é equivalente a ¢(z) < ¢(y).

Concluimos entao que a fungao ¢ é um isomorfismo do corpo ordenado completo
K no corpo de Dedekind ID. Ademais fazendo K = S o corpo ordenado completo
de Cauchy teremos um isomorfismo entre o mesmo e o corpo ordenado completo
de Dedekind. Assim existe apenas um corpo ordenado completo, a menos de
isomorfismo é claro. Adiante denotaremos tal corpo ordenado completo por R e
o chamaremos de conjunto dos nimeros reais, a seguir temos as demonstragoes
de algumas propriedades usuais dos niimeros reais.

4.3 Propriedades basicas da adicao

A seguir, veremos algumas propriedades da operagao de adi¢do dos nimeros re-
ais; tais demonstragoes, entre outras, podem ser encontradas em (Elon, 2017).
Propriedade 1. Denotando o elemento neutro da adigao dos niimeros reais
por 0 e dado um elemento x € R seja —x o seu simétrico aditivo é valida as
seguintes igualdades: 0 +x =2 e —x + 2 = 0.

Demonstragao. 0+ z = x + 0 pela propriedade comutativa da adigao, por
outro lado x + 0 = z pois 0 é o elemento neutro da adicao, entao; 0 +z = 0
pela transitividade da relagao de igualdade. A outra igualdade é inteiramente
analoga.

Propriedade 2. Dados z,y,z € R e definindo 4+ (—y) = z como sendo
r—y=ztemosquer—y=2Tr=yY+=2.
Demonstragao. z—y = z < (z—y)+y = z+y pois podemos somar em ambos
os membros da equagdo o mesmo valor y, (z—y)+y = z+y < z+(—y+y) = z+y
devido a propriedade associativa da adigdo, x + (—y+y) = z4+y < z+0=z+y
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devido a segunda parte da propriedade um, t+0=z2+4+y < x = z+y pois 0 é
elemento neutro da adicgao.

Propriedade 3. Unicidade do elemento neutro da adigao. Se dados x,0 € R
tivermos x + § = z entao § = 0. Demonstragao; decorre da propriedade dois
que z+60 =z < 0 = x — x portanto § = 0, ou seja, s6 existe um unico elemento
neutro para a adicao.

Propriedade 4. Unicidade do elemento simétrico aditivo. Se dados z,y € R

tivermos x + y = 0 entao y = —x. Demonstragao; decorre da propriedade
dois que t+y = 0 & y = 0— 2 mas 0+ (—z) = (0 — z) e portanto
y=0—2=0+ (—z) = —z = y = —z. Como queriamos demonstrar.

Propriedade 5. A propriedade de tomar o simétrico aditivo é idempo-
tente, ou seja, dado z € R temos que —(—xz) = x. Demostracao; decorre da
propriedade um e da propriedade quatro que dado = € R temos —x +x =0 <
x = —(—x), assim o simétrico aditivo do simétrico aditivo de € R é o préprio
ndmero real z.

Propriedade 6. Lei do corte. Dados z,y,z € R se x + z = y + z entao
x = y. Demonstracdo t + 2 =y+2 = (r+2) — 2z = (y+ 2) — z e pela
propriedade associativa da adigdo temos = + (z — z) = y + (z — 2z) portanto
z+0=y+0=>2=y.

4.4 Propriedades basicas da multiplicagao

Propriedade 1. Denotando o elemento neutro da multiplicagao dos niimeros
reais por 1 e dado um elemento 0 # x € R seja 2! o seu simétrico multiplica-
tivo é vélida as seguintes igualdades: 1 -2 = z e 27! -z = 1. Demonstracio:
1.2 = x-1 pela propriedade comutativa da multiplicacao, por outro lado z-1 = x
pois 1 é o elemento neutro da multiplicacao, entao; 1-z = x pela transitividade
da relacao de igualdade. A outra igualdade é inteiramente andloga.

Propriedade 2. Dados z,%, 2z € R, como y # 0 e definindo z-y~' = z como

x x .z x

sendo — = z temos que — = z < = = y- 2. Demonstracdo: — = z & <) Yy =
Y Y Yy

z -y pois podemos multiplicar em ambos os membros da equagao o mesmo valor

Yy, (x-y ) y=z-y& x-(y!) =2y devido a propriedade associativa da
multiplicacao, -1 = z-y pois 1 é o elemento neutro da multiplicacao, portanto
x
temos que — =z & T =Yy - 2.
Y
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Propriedade 3. Lei do corte. Dados z,y,z € R com 0 # z se tivermos
Tr-z=1y-zentao x =y.
Demonstragao.

rz=yze (r2)z =)z er(zz ) =y(zz Herl=ylor=

Propriedade 4. Unicidade do elemento neutro da multiplicagao. Dados
z,y € R tais que = -y = x. Temos dois casos a considerar; primeiro: se a
igualdade « - y = x for vélida para todo z € R e um y € R qualquer entao
tomando x = 1 temos que 1 -y =1 = y = 1, segundo: se x -y = x para um
z € R qualquer entao se  # 0 teremos que z -y =z = = - 1 e pela lei do corte
teremos y = 1, mas caso x = 0 entao y pode assumir qualquer valor real, pois
como veremos a seguir 0 - x = 0 para todo = € R.

Propriedade 5. Unicidade do elemento simétrico multiplicativo. Dados
z,y€ERsex-y=1entdoy=2x"".
Demonstracao. Se z -y = 1 entdo © # 0 e y # 0, fato esse a ser de-
monstrado, entdo existe x~! portanto z7! - (z - y) = x~!., por associativi-
dade da multiplicagao e propriedade o elemento neutro da multiplicagao temos

(x 7l z) y=aHassiml-y=a'=y=a0l

4.5 Outras propriedades usuais e as regras dos
sinais

Propriedade 6 Para todo z € R é vélida a igualdade 0 - x = 0.
Demonstracgdo. 0-z+z =0-z+1-2 = (0+1)-2 = 1-x =  pois é valida a dis-
tributividade e pela unicidade do elemento neutro da adigao temos que 0-x = 0.

Propriedade 7. Dados z,y € R tais que x - y = 0 entao temos que z =0
ouy =0.
Demonstracgao. se x -y = 0 e supondo x # 0 entdo existe o simétrico multi-
plicativo 27! consequentemente teremos -y =0 =271 (z-y) = 271 -0 pelas
propriedade associativa da multiplicaco e propriedade um temos: (z~1-2)-y = 0
portanto 1 -y =0=y = 0.

Propriedade 8. Dados z,y € R temos que z - (—y) = —(x - y) = (—x) - y.
Demonstragao. z-y+z-(-y) = z-(y—y = -0 = 0) isso decorre da
distributividade e da propriedade um desta secao decorre ainda da unicidade
do elemento simétrico aditivo que z - (—y) = —(z - y). A segunda igualdade é
totalmente andloga a esta.

Propriedade 9. Dados z,y € R é vdlida a igualdade (—z) - (—y) =z - y.
Demonstragao. basta aplicarmos a propriedade trés jutamente com a propri-
edade cinco da se¢do um, assim; (—z)-(—y) = —(z-(—y)) = —(—(z-y)) =z y.

4.6 Propriedades basicas da relacao de ordem

Propriedade 10. Para todo = € R tal que x # 0 temos que x> € R*, onde RT
é o conjunto dos ntimeros reais positivos.
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Demonstragao. se r € Rt entdo 22 = z -2 € RT por propriedade do fe-

chamento da multiplicacdo no conjunto R*, do contrdrio teremos —x € R e
assim (—z) - (—z) € R, mas vimos na propriedade quatro da segdo anterior que
(—z) - (—z) = o - = e portanto como x - * = x? temos nesse caso também que
z? ¢ RT.

Propriedade 11. Transitividade. Dados z,y,z € R. Sex < yey < z
entao z < z.
Demonstragao. z < y < y—x € Rt ey < z & 2z —y € RT portanto
pela propriedade do fechamento da adicao no conjunto RT temos; z — z =
2+ (~y+y)—xz=(2—y)+ (y—x) € RT e portanto = < z, pois 2 —x € RT.

Propriedade 12. Lei do corte. Dados 7,9,z € Rt se x + z < y + 2 entdo
x <uy.
Demonstragao. Por defini¢ao temos z+z < y+2 < (y+2)— (z+2) e RT =
y—rz R =z <y

Propriedade 13. Tricotomia. Dado z,y € R teremos que z =y ouz <y
ouy <.
Demonstragao. considerando o niimero real y — x temos trés casos; y — = €
{0}=y—-2=0=y=zouy—-2€e€RT=y—-2>0= y—2)+z>0+z=
y>zou—(y—x) R = —(y—2)>0=>(z—y) —(z—y) <(z—y)+0=
O<z—y=y<z.

4.7 Completeza de R

O conjunto dos nimeros reais R, como ja foi provado, possui a propriedade
da menor cota superior. Essa propriedade é de fundamental importancia para
analise real, pois a mesma estd relacionada com a nogao de limites de sequéncias
de numeros reais. Ideia essa que acarreta no conceito de limites de fungoes
e assim de derivadas, integrais, etc. Concluimos que a construgao rigorosa
desses nimeros possibilitou a base sélida matematica necessaria para a ex-
ploracao de novos horizontes na matematica moderna, corroborando na cons-
trucdo axiomdatica da andlise real entre outras dreas.
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