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Orientaç~ao: Bruno Henrique Carvalho Ribeiro.
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Todos contribúıram muito para o meu aprendizado e para a conclusão deste
curso.

Finalmente aos companheiros de turma; Wagner, Rodolfo, Joelson, William,
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Resumo

Estudaremos a construção dos números reais por dois métodos distintos. Pri-
meiramente por sequências de Cauchy o qual atende a noção intuitiva de que tais
números podem ser utilizados para representar pontos em uma reta, por outro
lado também seja posśıvel provar todas as propriedades usuais desses números.
Essa construção é feita essencialmente via uma relação de equivalência estabe-
lecida no conjunto das sequências racionais de Cauchy, com a hipótese inicial
de ser já conhecido o corpo ordenado dos números racionais. A outra cons-
trução feita por cortes de Dedekind é diferente, pois no lugar da linguagem de
sequências usa-se a linguagem de conjuntos. Apesar da diferença de lingua-
gem chega-se aos mesmos resultados sobre a ótica algébrica da estrutura desses
conjuntos. Por fim veremos que existe apenas um corpo ordenado completo, a
menos de isomorfismo.

Palavras-chave: Números Reais; Sequências de Cauchy; Cortes de Dede-
kind.
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Abstract

We will study the construction of real numbers by two different methods. Firs-
tly by Cauchy sequences, which is a shrewd and beautiful way of characterizing
real numbers given our intuitive notion that such numbers can be used to re-
present points on a line, yet it is also possible to prove all the usual properties
of these numbers. This construction is essentially done via an equivalence re-
lationship established in the Cauchy’s set of rational sequences with the initial
hypothesis that the ordered body of rational numbers is already known. The
construction made by Dedekind cuts is essentially different, because in the place
of the language of sequences it is used the language of sets, although the diffe-
rence of language arrives at the same results on the algebraic properties of these
sets. Finally we will see that there is only one complete ordered body, up to
isomorphisms.

Keywords: Real Numbers; Sequences of Cauchy; Cuts of Dedekind.
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Introdução

A partir do século XIX, devido às mudanças causadas pela revolução francesa,
a matemática tomou um novo viés. Augustin Louis Cauchy um dos professores
da École Polytechnique contribuiu significativamente com o desenvolvimento da
matemática em sua época. Por motivações de ensino, a matemática precisou
ser organizada de maneira a facilitar o seu aprendizado, pois boa parte dos
estudantes eram iniciantes e muitos almejavam ser engenheiros ou oficiais do
exército.

Essa nova organização da matemática veio com mais rigor e precisão. O
encadeamento lógico, em particular na análise, teve de ser exposto em uma certa
ordem. Por exemplo, no estudo do cálculo era necessário estudar inicialmente
funções para depois, limites, derivadas, integrais e etc.

Antes desses conceitos, o primordial seria conhecer, com rigor, os números e
suas propriedades. Segundo Tatiana Roque (2012)”[...] a ideia de número real,
segundo notas históricas, surgiu com os gregos na descoberta da incomensura-
bilidade entre o lado e a diagonal de um quadrado. A construção dos números
reais passou por Eudoxo, século IV a.C, com a teoria das proporções, que consta
nos Elementos de Euclides, no entanto só foi concretizada no século XIX por
Cantor e Dedekind”. O primeiro pelas sequências de Cauchy e o segundo pelos
Cortes de Dedekind.

Estudaremos aqui a construção dos números reais. Veremos inicialmente
essa construção algébrica via sequências de Cauchy, mas antes disso é preciso
construir uma base teórica sobre sequências racionais e demonstrarmos alguns
teoremas que vão garantir algumas relações importantes no processo de cons-
trução desses números. Em seguida veremos a construção dos números reais via
costes de de Dedekind.

No caṕıtulo 1, considerando a existência do corpo ordenado dos números
racionais, é introduzido o conceito de sequência racional. Definimos o conceito
de sequências de Cauchy e estabelecemos uma relação de equivalência pertinente
ao conjunto dessas sequências. Adiante no caṕıtulo 2 é posśıvel definir uma
adição e uma multiplicação sobre o conjunto de todas as sequências racionais
de Cauchy. Com essas operações conseguimos provar que o mesmo possui a
estrutura algébrica de corpo. Provamos ainda a existência de um subconjunto
dessas sequências que preservam a lei do fechamento para as operações de adição,
multiplicação e também uma propriedade a mais que caracteriza como um corpo
ordenado. Por fim é provada a propriedade especial desse conjunto a qual é
denominada completeza, pois intuitivamente completam os racionais no sentido
de ser posśıvel estabelecer uma bijeção com uma reta.

O terceiro caṕıtulo traz a construção dos números reais via linguagem de
conjuntos. Corte de Dedekind nada mais é que um subconjunto dos números
racionais que possui algumas propriedades. A grosso modo, pensando numa
reta e um ponto na mesma, assim como essa reta é dividida em duas semir-
retas e considerando os números racionais distribuidos nessa reta, esse mesmo
ponto estaria dividindo o conjunto dos números racionais em duas partes: os
números racionais que estão à esquerda desse ponto e os que estão à direita
desse ponto. A ideia basicamente é esta, mas é necessário estabelecer com rigor
matemático essas noções. Assim como foi feito com as sequências de Cauchy
podemos agora estabelecer uma adição de cortes e uma multiplicação de cortes.
Essas operações servem para a estruturação do corpo dos cortes de Dedekind.
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A operação de inclusão entre conjuntos é utilizada para definir uma relação de
ordem no conjunto dos cortes, ou seja, também podemos provar a existência de
um subconjunto dos cortes tal que é fechado para adições, multiplicações e com
uma propriedade a mais a ser definida adiante. De maneira similar como foi
feita com as sequências de Cauchy é provada a completeza.

Para fechamento do texto temos ainda o caṕıtulo quatro. Neste mostraremos
o fato da existência de um único corpo ordenado completo o qual conhecemos
com conjunto dos números reais. Por meio de isomorfismos provaremos essa uni-
cidade, a priori mostraremos que é sempre posśıvel estabelecer um isomorfismo
entre um corpo ordenado completo qualquer e corpo ordenado completo dos
cortes de Dedekind. Finalizamos este trabalho com a demonstração de algumas
propriedades básicas usuais dos números reais.
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Caṕıtulo 1

Sequências Racionais de
Cauchy e Suas Propriedades

Nesse caṕıtulo, inicialmente será vista a noção de que o conjunto dos números
racionais é um corpo ordenado. Ademais, definir-se-á o que é uma sequência
racional e também algumas serão caracterizadas por possúırem uma certa or-
ganização estrutural. Uma dessas estruturas é denominada monotonicidade e
uma outra, convergência. Assim, já conhecendo um pouco sobre sequências ra-
cionais convém definir sequência racional de Cauchy e relacionar a mesma com
as definições de monotonicidade e convergência. Elon Lages Lima (2017) define
essas propriedades de sequências de forma mais ampla, as quais serviram de
referência principal às ideias aqui mencionadas.

1.1 O conjunto dos números racionais é um corpo
ordenado

Consideraremos os números racionais e suas propriedades conhecidos que o con-
junto dos números racionais Q é um corpo ordenado, isso significa que existem
duas operações: uma adição e a outra multiplicação. Em notação matemática
representamos do seguinte modo, respectivamente:

+ : Q×Q→ Q e · : Q×Q→ Q

(x, y) 7→ x+ y (x, y) 7→ x · y

Tanto a adição quanto a multiplicação possuem a mesma estrutura algébrica
com quatro propriedades cada operação; a saber são elas: associatividade, co-
mutatividade, existência de um elemento neutro e existência de um elemento
simétrico referente a cada número racional tanto em relação à adição quanto
à multiplicação. No caso da multiplicação o número neutro da adição, o zero,
não possui simétrico em relação à multiplicação, isso juntamente com a propri-
edade distributiva torna o conjunto dos números racionais um corpo e com a
simbologia matemática essas propriedades se traduzem da seguinte forma:

1. Associativa:
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(a) Na adição. Para quaisquer x, y, z ∈ Q vale que: (x+y)+z = x+(y+z)

(b) Na multiplicação. Para todo x, y, z ∈ Q tem-se: (x · y) · z = x · (y · z)

2. Comutatividade:

(a) Na adição. Dados x, y ∈ Q então é válido que: x+ y = y + x.

(b) Na multiplicação. Tomando x, y ∈ Q se tem a validez de: x ·y = y ·x.

3. Existência do elemento neutro:

(a) Na adição. Existe um elemento neutro chamado de zero e denotado
por 0 tal que para qualquer número racional x vale: x+ 0 = x.

(b) Na multiplicação. Existe um elemento neutro chamado de um e de-
notado por 1 tal que para qualquer número racional x vale: x ·1 = x.

4. Existência do simétrico.

(a) Na adição. Para cada número racional x existe um número racional
−x tal que a soma de ambos é igual ao elemento neutro da adição,
ou seja, x+ (−x) = 0. O número −x é chamado simétrico aditivo de
x ou oposto de x.

(b) Na multiplicação. Para cada número racional x, com x 6= 0, existe
um número racional x−1 tal que o produto de ambos é igual ao ele-
mento neutro da multiplicação, ou seja, x · x−1 = 1. O número x−1

é nomeado de simétrico multiplicativo de x ou inverso de x.

5. A propriedade que completa a estrutura algébrica de corpo se chama dis-
tributiva e relaciona as duas operações, essa propriedade nos diz que mul-
tiplicar um número racional x por uma soma racional y+z é equivalente a
adicionar o produto x·y com o produto x·z, ou seja; x·(y+z) = x·y+x·z.

O conjunto dos números racionais ser ordenado significa que existe um subcon-
junto próprio P de Q tal que:

1. Se x, y ∈ P então x+ y ∈ P

2. Se x, y ∈ P então x · y ∈ P

3. Se x ∈ Q então x ∈ P ou −x ∈ P ou x = 0

Esse conjunto P é denotado por Q+ e denominado conjunto dos números raci-
onais positivos. Assim temos a seguinte definição: x < y ⇔ (y − x) ∈ Q+

Disso decorrem todas as propriedades de ordem dos números racionais, tais
como:
Monotonicidade da adição: Dados x, y, z ∈ Q, se x < y então x+ z < y + z.
Transitividade: Dados x, y, z ∈ Q, se x < y e y < z então x < z.
Tricotomia: Dado x ∈ Q então x > 0 ou x < 0 ou x = 0.

2



1.2 Sequências Racionais

Inicialmente é necessário o conceito de sequência de números racionais. Uma
sequência de números racionais é uma função x : N −→ Q. Por simplicidade
denotar-se-á aqui uma sequência de números racionais por

(xn)n ou (x1, x2, x3, ..., xn, ...)

. Exemplo 1.1. A sequência definida por xn =
1

n
é uma sequência de números

racionais. Na notação de listagem escrevemos

(
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
,

1

6
,

1

7
, ...

)
. Essa

sequência será útil em muitos exemplos desse texto.
Exemplo 1.2. Sabendo que não existe um número racional cujo quadrado é

igual a dois, podemos definir duas sequências de números racionais da seguinte
forma:
zn = Maior número racional com n algarismos cujo quadrado é menor que dois.
Assim temos que esses números escritos na forma de fração são:

(zn) =

(
1,

14

10
,

141

100
,

1414

1000
,

14142

10000
,

141421

100000
,

1414213

1000000
, ...

)
;

yn = Menor número racional com n algaristmos cujo quadrado é maior que dois.
Assim temos que esses números escritos na forma de fração são:

(yn) =

(
2,

15

10
,

142

100
,

1415

1000
,

14143

10000
,

141422

100000
,

1414214

1000000
, ...

)
As sequências acima estão bem definidas pois tomando um elemento da sequência
zn0

= 1, 41...a0, para encontrar o termo zn0+1 acrescentamos um d́ıgito d ao
número zn0

, assim temos o número 1, 41...a0d, o d́ıgito d ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
então temos dois casos a considerar.

• Primeiro: se para todo
d ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} tivermos z2n0+1 < 2 então d = 9. Nessa si-
tuação já estará definido o número yn0+1 = 1, 41...(b0+1)d′ tal que d′ = 0.

• Segundo: se para algum d́ıgito d ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} tivermos z2n0+1 >
2 então d − 1 será o d́ıgito que devemos acrescentar a zn0

e também já
estaremos definindo o número yn0+1 = 1, 41...b0d. As duas sequências são
constrúıdas recursivamente por meio do processo explicado acima. O pro-
cedimento teria fim se existisse um número racional cujo quadrado é dois,
mas isso é um absurdo.

1.3 Sequências Racionais Limitadas

A noção de sequência limitada é muito simples. Dada uma sequência racional
(xn)n se existir um número racional M tal que todo elemento da sequência
racional (xn)n for menor ou igual a M diremos que a sequência (xn)n é limitada
superiormente e que o número M é uma cota superior do conjunto formado
pelos elementos da sequência. Com notação matemática temos que para X =
{x1, x2, x3, ..., xn, ...} o conjunto dos termos de uma sequência racional, tem-se

M = cotsupX ⇔ xn ≤M ∀xn ∈ X

3



onde cotsup quer dizer cota superior.

Exemplo 1.3. A sequência racional definida por xn =
1

n
é limitada superior-

mente pois todos os seus termos são menores que 2, logo o número racional 2 é

uma cota superior para o conjunto X =

{
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
, ...,

1

n
, ...

}
.

Analogamente, dada uma sequência racional (xn)n se existir um número racio-
nal m tal que todo elemento da sequência racional (xn)n for maior ou igual a
m diremos que a sequência (xn)n é limitada inferiormente e que o número m
é uma conta inferior do conjunto formado pelos elementos da sequência. Com
notação matemática temos que dado X = {x1, x2, x3, ..., xn, ...} então:

m = cotinf X ⇔ m ≤ xn ∀xn ∈ X

onde cotinf quer dizer cota inferior.
Exemplo 1.4. a sequência racional definida por xn = n é limitada inferior-
mente pois todos os seus termos são maiores que −1, logo o número racional −1
é uma cota inferior para o conjunto X = {1, 2, 3, 4, ..., n, ...}.

Naturalmente uma sequência racional (xn)n será limitada quando for simul-
taneamente limitada superiormente e limitada inferiormente. Nesse caso existi-
ram dois números racionais M e m tais que todo elemento da sequência racional
(xn)n será maior que ou igual a m e menor que ou igual a M . Em linguagem
simbólica, dada a sequência racional (xn)n seja X = {x1, x2, x3, ..., xn, ...} limi-
tado, então:

∃m,M ∈ Q ; m ≤ xn ≤M ∀xn ∈ X.

Decorre disso que uma sequência racional (xn)n é limitada se e somente se
existe um número racional positivo k tal que o módulo de todo elemento da
sequência é menor ou igual a k. Ou seja, dada a sequência racional (xn)n seja
X = {x1, x2, x3, ..., xn, ...} limitado, então:

∃ k ∈ Q+ ; |xn| ≤ k ∀xn ∈ X

De fato; supondo X = {x1, x2, x3, ..., xn, ...} limitado, existem m,M ∈ Q ; tais
que
m ≤ xn ≤M ∀xn ∈ X. Definindo k = max{|m|, |M |} então:
|m| ≤ k ⇔ −k ≤ m ≤ k e também:
|M | ≤ k ⇔ −k ≤M ≤ k
Portanto

−k ≤ m ≤ xn ≤M ≤ k ⇒ −k ≤ xn ≤ k ⇒ |xn| ≤ k
Por outro lado dada a sequência racional (xn)n e seja X = {x1, x2, x3, ..., xn, ...}
tal que ∃ k ∈ Q+ ; |xn| ≤ k ∀xn ∈ X então basta tomar m = −k e M = k
e a sequência será limitada superiormente e inferiormente respectivamente pelas
cotas inferior m e superior M .

1.4 Sequências Racionais Monótonas

Algumas sequências apresentam uma estrutura regular quando observadas pela
ótica da relação de ordem. Essa regularidade pode ser de quatro maneiras dis-
tintas. Dada uma sequência (xn)n pode ocorrer de:
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1. Para todo n ∈ N se tem xn < xn+1. Sequências que apresentam esse
comportamento são ditas monótonas crescentes.

2. Para todo n ∈ N se tem xn ≤ xn+1. Sequências que apresentam essa
estrutura são ditas monótonas não-decrescentes.

3. Para todo n ∈ N se tem xn > xn+1. Tais sequências são ditas monótonas
decrescentes.

4. Para todo n ∈ N se tem xn ≥ xn+1. Sequências que apresentam esse
comportamento são ditas monótonas não-crescentes.

Exemplo 1.5. A sequência definida por zn = Maior número racional com n
d́ıgitos cujo quadrado é menor que dois tal que;

(zn) =

(
1,

14

10
,

141

100
,

1414

1000
,

14142

10000
,

141421

100000
,

1414213

1000000
, ...

)
é crescente. Isso decorre diretamente de sua definição. Já sequência (yn)n, onde,
yn = Menor número racional com n algarismos cujo quadrado é maior que dois.

(yn) =

(
2,

15

10
,

142

100
,

1415

1000
,

14143

10000
,

141422

100000
,

1414214

1000000
, ...

)
é decrescente.

1.5 Sequências Racionais de Cauchy

A definição fundamental deste trabalho, a qual compõe o t́ıtulo, é a seguinte:
Definição 1.1. Sequência Racional de Cauchy é uma sequência de números
racionais (xn)n tais que dado qualquer número racional positivo ε todos os
termos da sequência, a partir de um certo termo de ı́ndice nε, diferem entre si
um número racional inferior a ε. Ou seja, dado 0 < ε ∈ Q existe nε ∈ N tal que

n,m > nε ⇒ |xm − xn| < ε

. Antes do primeiro exemplo de uma sequência de Cauchy racional precisamos
de uma propriedade dos números racionais conhecida como propriedade arqui-
mediana, enunciada no lema a seguir:

Lema 1.1 Dado dois números racionais positivos r e q existe um número
natural n tal que: n · r > q.
Demonstração. Dados dois números racionais positivos r , q e considerando o
fato de o conjunto dos números naturais não ser limitado superiormente, então

existe n ∈ N tal que n >
⌊q
r

⌋
+1, onde

⌊q
r

⌋
represente a parte inteira do número

racional
q

r
. Portanto:

n >
⌊q
r

⌋
+ 1⇒ n >

q

r
⇒ n · r > q.

Logo o lema 1.1 é válido. �
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Exemplo 1.6. A sequência (xn)n tal que xn =
1

n
é de Cauchy. De fato,

dado 0 < ε ∈ Q, pelo lema anterior existe um número natural nε tal que nε·ε > 2.

Isso equivale a nε >
2

ε
que por sua vez equivale a

1

nε
<
ε

2
. Portanto, para todo

m,n > nε se tem:

|xm − xn| = |xm + (−xn)| ≤ |xm|+ | − xn| = |xm|+ |xn|

pela desigualdade triângular dos números racionais e a propriedade de módulo
| − r| = |r| onde r ∈ Q. Por outro lado, como m > nε e n > nε equivalem a
1

m
<

1

nε
e

1

n
<

1

nε
se conclui que

|xm − xn| = |xm + (−xn)| ≤ |xm|+ |xn| =
1

m
+

1

n
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto (xn)n é de Cauchy.

Teorema 1.1. Toda sequência racional monótona limitada é de Cauchy.
Demonstração. Dada uma sequência racional limitada (xn)n temos

∃m,M ∈ Q ; m ≤ xn ≤M ∀xn ∈ X = {x1, x2, x3, ..., xn, ...}.

Então dado 0 < ε ∈ Q podemos definir o número natural k tal que

k = 2 ·
⌊
M −m

ε

⌋
+ 1. Então é válida a inclusão

[m,M ] ⊂
k⋃
i=1

[
m+ (i− 1)

ε

2
, m+ i

ε

2

]
.

Cada intervalo de números racionais Ii =
[
m+ (i− 1)

ε

2
, m+ i

ε

2

]
é do tipo

Ii = [ai, bi] onde |bi − ai| =
ε

2
< ε.

Para prosseguir, suponhamos que (xn)n seja crescente.(os demais casos são
análogos). Uma sequência é formada por infinitos termos, então deve existir um
intervalo Ii que contém uma infinidade de termos da sequência, do contrário a
sequência seria finita. Portanto, para um nε suficientemente grande os termos
da sequência com ı́ndice maior que nε estão em um mesmo intervalo Ii, pois
supondo que existe mais de um intervalo Ii, ou seja, supondo que exista um in-
tervalo Ij onde existe uma infinidade de termos da sequência, fixando um termo
da sequência pertencente ao intervalo Ij por exemplo um x0, como i < j todos
os termos da sequência no intervalo Ii são menores que ou iguais a xn. Mas
como xk está fixo e existe uma infinidade de termo em Ii teŕıamos algum termo
xp ∈ Ii tal que p > k. Todavia isso é um absurdo pois a sequência é monótona
crescente e não pode ocorrer de p > k e xp ≤ xk.
Assim existe nε ∈ N tal que se n,m > nε então

|xm − xn| ≤ |Ii| = |[ai , bi]| =
ε

2
< ε

Logo (xn)n é uma sequência de Cauchy. �
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Exemplo 1.7. Podemos concluir, pelo teorema 1, que as sequências (zn)n
e (yn)n tais que;
zn = Maior número racional com n d́ıgitos cujo quadrado é menor que dois,

(zn) =

(
1,

14

10
,

141

100
,

1414

1000
,

14142

10000
,

141421

100000
,

1414213

1000000
, ...

)
e yn = Menor número racional com n d́ıgitos cujo quadrado é maior que dois,

(yn) =

(
2,

15

10
,

142

100
,

1415

1000
,

14143

10000
,

141422

100000
,

1414214

1000000
, ...

)
São de Cauchy pois são monótonas limitadas.
Teorema 1.2. Toda sequência de Cauhy é limitada.
Demonstração. Seja (xn)n uma sequência de Cauchy. Dado ε = 1 existe
n1 ∈ N tal que: m,n > n1 ⇒ |xm − xn| < 1 e fixando n0 > n1 temos

|xm − xn0 | < 1, ou seja, xm ∈ (xn0 − 1, xn0 + 1) ∀m > n1.

Isso significa que o conjunto dos elementos da sequência X = {x1, x2, x3, ...} é
subconjunto do conjunto K = {x1, ..., xn1} ∪ [xn0 − 1, xn0 + 1] portanto pondo
minK = α e maxK = β temos que

∀m ∈ N⇒ α ≤ xm ≤ β

Assim toda sequência de Cauchy é limitada.

1.6 Sequências Racionais Convergentes

Existem sequências racionais cujos termos apresentam uma propriedade inte-
ressante com relação a um número racional espećıfico. Essa propriedade é a
seguinte: dada uma sequência racional (xn)n pode existir um número racional r
tal que os termos da sequência (xn)n para ı́ndices suficientemente grandes estão
próximos do número r. Ou seja, dado qualquer número positivo ε ∈ Q sempre
é posśıvel encontrar um ı́ndice nε tal que para todo ı́ndice n ∈ N maior que
nε temos que o número racional que representa o módulo da diferença entre o
termo xn e o número racional r é inferior a ε. Com a simbologia matemática
essa propriedade escreve-se:

∀ε > 0 ∃nε ∈ N ; n > nε ⇒ |xn − r| < ε.

Se esse número racional r existir, diremos que a sequência (xn)n converge para
o número racional r ou que o número racional r é limite da sequência racional
(xn)n. Outras notações para essa propriedade são: lim

n→∞
xn = r ou xn −→ r.

Exemplo 1.8. A sequência racional (xn)n definida por xn =
1

n
converge para

o número racional zero. Intuitivamente podemos deduzir isso a partir de uma
análise dos termos da sequência:(

1

n

)
=

(
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
, ...,

1

10
, ...,

1

100
,

1

101
, ...,

1

1000000
, ....

)
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Demonstração. Dado o número racional ε > 0 tomando nε =

⌊
1

ε

⌋
+1 teremos

que se n > nε então:

n > nε ⇒ n >

⌊
1

ε

⌋
+1⇒ n >

1

ε
⇒ n · ε > 1⇒ 1

n
< ε⇒

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε⇒

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε

Portanto temos que: lim
n→∞

1

n
= 0. �

Teorema 1.3. Toda sequência racional convergente é de Cauchy.

Demonstração. Dado um número racional ε > 0, definimos ε1 =
ε

2
> 0. Pela

definição de convergência de sequência racional, existe nε1 ∈ N tal que se m, n
são maiores que nε1 então

|xm − r| < ε1 =
ε

2
, e |xn − r| < ε1 =

ε

2
.

Tomando m, n maiores que nε1 e usando a desigualdade triângular se tem

|xm − xn| = |xm − r + r − xn| ≤ |xm − r|+ |r − xn| = |xm − r|+ |xn − r|

< ε1 + ε1 = 2 · ε1 = 2 · ε
2

= ε.

Portanto toda sequência racional convergente é de Cauchy.

Dada uma sequência (xn)n de números racionais, uma subsequência de (xn)n
é a restrição da função (xn)n a um subconjunto infinito N′ = {n1 < n2 < n3 <
... < ni < ...} de números naturais. Escreveremos (xnk

)k para indicar a sub-
sequência.
Teorema 1.4. Uma sequência de Cauchy que possui uma subsequência con-
vergente para um número racional é convergente (e tem o mesmo limite que a
subsequência). (Teorema mais geral pode ser encontrado em (LIMA, 2015))
Demonstração. Sejam (xn)n uma sequência racional de Cauchy e (xnk

)k uma
subsequência da mesma tal que xnk

→ r e r ∈ Q. Pela definição de convergência
de sequência: dado 0 < ε ∈ Q existe p ∈ N tal que

nk > p⇒ |xnk
− r| < ε

2
.

Por outro lado, como (xn)n é de Cauchy, existe q ∈ N tal que

m,n > q ⇒ |xm − xn| <
ε

2
.

Tomamos n0 = max{p, q} e fixamos nk > n0 existe nk > n0, utilizando a
desigualdade triângular temos

|xn − r| = |xn + (−xnk
+ xnk

)− r|

= |(xn − xnk
) + (xnk

− r)| ≤ |xn − xnk
|+ |xnk

− r| < ε

2
+
ε

2
= ε

Portanto xn → r como queŕıamos demonstrar. �
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1.7 Por que sequências de Cauchy ?

Dada duas sequências de Cauchy cuja diferença tende para zero essa situação
atende a nossa idéia intuitiva de que um número pode ser representado por
um ponto em uma reta, pois sequências de Cauchy, para n suficientemente
grande, têm seus termos muito próximos um do outro e dadas duas sequências
de Cauchy tal que a sequência formada pela diferença termo a termo tende para
zero é razoável considerar que ambas se aproximam do mesmo objeto. Um bom
exemplo é:
Sejam (zn)n e (yn)n sequências de números racionais tais que:
zn = Maior número racional com n d́ıgitos cujo quadrado é menor que dois.
Assim temos que esses números escritos na forma de fração são:

(zn) =

(
1,

14

10
,

141

100
,

1414

1000
,

14142

10000
,

141421

100000
,

1414213

1000000
, ...

)
yn = Menor número racional com n d́ıgitos cujo quadrado é maior que dois.
Assim temos que esses números escritos na forma de fração são::

(yn) =

(
2,

15

10
,

142

100
,

1415

1000
,

14143

10000
,

141422

100000
,

1414214

1000000
, ...

)

Decorre disso que a diferença entre as duas sequências termo a termo definem
outra sequência:

(yn − zn) =

(
1,

1

10
,

1

100
,

1

10000
,

1

100000
, ...,

1

101000+1
,

1

101000+2
, ...,

1

101000000
, ....

)
Intuitivamente, por observação, os termos dessa sequência convergem para zero.
No próximo caṕıtulo provaremos que de fato ela tem limite igual a zero. Fica
então a cargo do leitor pensar nessa situação e perceber que essa é uma boa
maneira de caracterizar um ponto na reta.
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Caṕıtulo 2

Construção do Conjunto de
Cauchy

Estudaremos nesse caṕıtulo a construção de um conjunto que chamaremos con-
junto de Cauchy e denotemos por S. Demonstraremos que esse conjunto é um
corpo ordenado completo. Tal conjunto será constrúıdo a partir da noção de
classes de equivalência de um conjunto, o qual advém de uma relação binária
munida de algumas propriedades. Definiremos uma adição, uma multiplicação e
verificaremos a estrutura de corpo no conjunto S, definiremos então uma relação
de ordem e provaremos algumas propriedades da mesma; finalmente provaremos
que o corpo ordenado S também é completo num sentido a ser definido adiante
(AGUILAR; DIAS, 2015).

2.1 Definições e Relação Binária em SQ

Denotemos o conjunto das sequências racionais de Cauchy por:

SQ = {x : N→ Q ; (xn)n e
′
de Cauchy}

. Como já foi visto, a sequência racional definida por xn =
1

n
é de Cauchy,

logo a sequência x ∈ SQ. Definiremos agora uma relação binária no conjunto
SQ utilizando a noção de convergência de uma sequência racional.
Definição 2.1.Dadas duas sequências x e y diremos que a sequência x está
relacionada com a sequência y se, e só se

lim
n→∞

(xn − yn) = 0.

Quando as sequências x, y ∈ SQ estiverem relacionadas escreveremos x ∼ y.

Exemplo 2.1 Sejam as sequências racionais x e y tais que: xn = 1 e yn =
10n − 1

10n
ou simplesmente:

x = (1, 1, 1, ..., 1, ...) , y =

(
9

10
,

99

100
,

999

1000
, ...,

10n − 1

10n
, ...

)
.
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Essas sequências são monótonas limitadas. Portanto pelo teorema 1.1 da seção
1.5 são de Cauchy e por outro lado temos que a sequência definida pela diferença
entre ambas, x e y, é:

(xn − yn) =

(
1

10
,

1

100
,

1

1000
, ...,

1

10n
, ...

)
Para que a sequência x esteja relacionada com a sequência y, basta apenas

provar que a sequência racional definida por zn =
1

10n
converge para zero.

Dado ε > 0, e considerando a sequência definida por wn =
1

n
, existe nε ∈ N tal

que n > nε ⇒
∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε mas por outro lado é fácil provar por indução que;∣∣∣∣ 1

10n
− 0

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ portanto:

n > nε ⇒
∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < 0⇒
∣∣∣∣ 1

10n
− 0

∣∣∣∣ < 0

Assim temos que: lim
n→∞

zn = lim
n→∞

(xn − yn) = 0

Exemplo 2.2 Sejam (zn)n e (yn)n sequências de números racionais apre-
sentadas no exemplo 1.7 da seção 1.5.
Essas sequências são monótonas limitadas e portanto pelo teorema 1.1 da seção
1.5 são de Cauchy. Temos que:

(yn − zn) =

(
1,

1

10
,

1

100
,

1

1000
,

1

10000
, ...,

1

101000
,

1

101000 + 1
, ...,

1

101000000
, ....

)
Essa diferença tem limite igual a zero, como já foi provado no exemplo 2.1.
Portanto as duas sequências estão relacionadas, logo; y ∼ z.

A relação binária definida acima sobre o conjunto SQ é uma relação de
equivalência, ou seja, ela possui as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: Para toda sequência x ∈ SQ temos que x ∼ x.

2. Simétrica: Dados x, y ∈ SQ, se x ∼ y então y ∼ x.

3. Trasitiva: Dados x, y, z ∈ SQ se x ∼ y e y ∼ z então x ∼ z.

Demonstração. Provemos a propriedade reflexiva. Seja x ∈ SQ tal que cada
termo da sequência seja representado por xn. Assim:

xn − xn = 0 ∀n ∈ N⇒ lim
n→∞

(xn − xn) = 0⇒ x ∼ x.

E como a sequência x foi escolhida de maneira arbritária temos que para todo

x ∈ SQ ⇒ x ∼ x.

Provemos a propriedade simétrica. Dadas as sequências x, y ∈ SQ e supondo
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que x ∼ y teremos que; lim
n→∞

(xn − yn) = 0. Isso significa que dado ε > 0 existe

nε tal que n > nε ⇒ |(xn − yn)− 0| < ε. Por outro lado:

|(xn − yn)− 0| < ε⇔ |xn − yn| < ε⇔ |yn − xn| < ε⇔ |(yn − xn)− 0| < ε

E portanto é válido também que

lim
n→∞

(yn − xn) = 0⇒ y ∼ x.

Provemos a propriedade transitiva. Supondo dados x, y, z ∈ SQ tais que x ∼ y

e y ∼ z isso implica que: dado
ε

2
> 0 existe nε1 , nε2 ∈ N tais que n > nε1 ⇒

|(xn−yn)−0| < ε

2
e n > nε2 ⇒ |(yn−zn)−0| < ε

2
. Tomando nε = max{nε1 , nε2}

e utilizando a desigualdade triângular dos números racionais temos que:

n > nε ⇒ |xn−zn| = |(xn−yn)+(yn−zn)| ≤ |xn−yn|+ |yn−zn| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto temos que;
lim
n→∞

(xn − zn) = 0⇒ x ∼ z.

Assim a relação binária x ∼ y ⇔ lim
n→∞

(xn − yn) = 0 tal que x, y ∈ SQ é uma

relação de equivalência e poderemos agora definir o conjunto quociente referente
a essa relação.

Definição 2.2. Dada uma sequência (xn)n ∈ SQ chamaremos o conjunto

{y ∈ SQ; y ∼ x}
de classe de equivalência da sequência (xn)n e denotaremos o mesmo por [(xn)n],
ou seja,

[(xn)n] = {y ∈ SQ; y ∼ x}.

Exemplo 2.3. Dada a sequência definida por xn =
10n − 1

10n
temos que a

classe de equivalência dessa sequência é o conjunto: [(xn)n] = {y ∈ SQ; y ∼ x}
portanto temos:[(

10n − 1

10n

)
n

]
=

{
y ∼ SQ;

(
yn −

10n − 1

10n

)
→ 0

}
Como já foi visto, a sequência definida por wn = 1 é tal que

lim
n→∞

(
wn −

10n − 1

10n

)
= 0.

Assim a sequência (wn)n ∈
[(

10n − 1

10n

)
n

]
.

Definiremos agora o conjunto essencial desse caṕıtulo via classes de equi-
valência. Chamaremos de Conjunto de Cauchy o conjunto

S = {[(xn)n]; (xn)n ∈ SQ}.

O conjunto S é claramente não vazio pois o conjunto SQ não é vazio.
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2.2 Adição no conjunto de Cauchy

Inicialmente vejamos que é posśıvel, a partir de duas sequências de Cauchy,
definir uma outra sequência de Cauchy.
Dadas duas sequências (xn)n e (yn)n ∈ SQ provemos que a sequência

(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, ..., xn + yn, ...)

também é de Cauchy. Dado ε > 0 existe nε ∈ N tal que:

m,n > nε ⇒ |(xm + ym)− (xn + yn)| = |(xm − xn) + (ym − yn)| ≤ ...

... ≤ |xm − xn|+ |ym − yn| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto a sequência obtida pela adição termo a termo de duas sequências de
Cauchy também é de Cauchy.

Definição 2.3. Dadas as classes de equivalência t, u ∈ S tais que t = [(xn)n] e
u = [(yn)n], definiremos a operação adição como sendo uma aplicação:

+ : S× S→ S

tal que
t+ u = [(xn + yn)n]

Por simplicidade escreveremos t + u ao invés de +(t, u) e também o sinal de
adição está sendo o mesmo que o sinal de adição usado no conjunto dos números
racionais.
Inicialmente vejamos que essa aplicação está bem definida. Dadas duas classes
de equivalência t, u ∈ S tais que: t = [(xn)n] , u = [(yn)n] assim como também
t = [(x′n)n] , u = [(y′n)n] devemos verificar então que é válida a igualdade:

[(xn + yn)n] = [(x′n + y′n)n].

Sabemos que se [(xn)n] = t = [(x′n)n] então [(xn)n] = [(x′n)n] portanto, por
definição, (xn − x′n) → 0. Analogamente temos (yn − y′n) → 0. Assim, dado

ε > 0 ∃n1 ∈ N;n > n1 ⇒ |xn − yn| <
ε

2
e ∃n2 ∈ N;n > n2 ⇒ |x′n − y′n| <

ε

2
.

Portanto, utilizando a desigualdade triângular:

|(xn+yn)−(x′n+y′n)| = |(xn−x′n)+(yn−y′n)| ≤ |xn−x′n|+|yn−y′n| ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Logo (xn + yn) ∼ (x′n + y′n) e assim a soma t + u independerá das sequências
representantes das classes de equivalências, conclúımos então que operação de
adição no conjunto de Cauchy S está bem definida.
Veremos a seguir que esta soma é associativa, comutativa, possui elemento neu-
tro e oposto.

Propriedade Associativa da Adição.

Dados quaisquer elementos t, u, v ∈ S é sempre válida a relação

(t+ u) + v = t+ (u+ v).

13



Demonstração. Como t, u, v ∈ S então existem sequência (xn)n, (yn)n, (zn)n ∈
SQ tais que t = [(xn)n], u = [(yn)n] e v = [(zn)n]. Portanto utilizando a definição
de adição temos:

(t+ u) + v = [(xn + yn)n] + [(zn)n] = [((xn + yn) + zn)n]

Decorre do conjunto Q ser um corpo que:

((xn + yn) + zn)n = (xn + (yn + zn))n

Logo:
(t+ u) + v = [((xn + yn) + zn)n] = [(xn + (yn + zn))n]

= [(xn)n] + [(yn + zn)n] = t+ (u+ v)

Portanto é válida a propriedade associativa para a operação de adição no con-
junto de Cauchy S.

Existência do Elemento Neutro da Adição.

Existe o elemento 0 ∈ S tal que 0 = [(θn)n] onde (θn)n = (0, 0, 0, ...) é um
representante da classe de equivalência do elemento neutro da adição em S, ou
seja, dado t ∈ S temos que t+ 0 = 0 + t = t para todo elemento t ∈ S.
Demonstração. Sabemos que toda sequência racional constante é convergente
e já foi provado no teorema 1.2 da seção 1.6 que toda sequência racional con-
vergente é de Cauchy, assim de fato θn ∈ SQ e 0 ∈ S. Sejam (xn)n ∈ SQ tal que
t = [(xn)n] e 0 = [(θn)n]. Assim,

t+ 0 = [(xn + θn)n] = [(x1 + 0, x2 + 0, x3 + 0, ..., xn + 0, ...)]

= [(x1, x2, x3, ..., xn, ...)] = [(xn)n] = t.

Portanto, como o elemento t foi escolhido de maneira arbitrária, a proposição é
válida para todo elemento do conjunto de Cauchy. O caso em que temos 0 + t é
evidentemente análogo e a posteriori veremos que a adição também é comuta-
tiva. Outra observação é quanto ao uso do śımbolo 0 como elemento neutro da
adição no conjunto dos números racionais Q e também no conjunto de Cauchy
S. A distinção é feita pelos termos envolvidos.

Existência do Elemento Inverso Aditivo.

Para cada t ∈ S existe um elemento denotado por −t ∈ S tal que t+(−t) = 0,
onde 0 = [(θn)n].
Demonstração. A priori, se uma sequência (xn)n ∈ SQ então (−xn)n ∈ SQ,
pois se |xn − xm| < ε então |(−xm) − (−xn)| < ε ⇒ |(−xn) − (−xm)| <
ε ⇒ (−xn)n ∈ SQ. Assim dado o elemento t ∈ S tal que t = [(xn)n] existe
[(−xn)n] ∈ S. Denotaremos −t = [(−xn)n]. Logo:

t+ (−t) = [(xn + (−xn))n] = [(0, 0, 0, ...)] = [(θn)n] = 0.

Então para todo elemento t ∈ S existe um elemento −t ∈ S cuja adição com o
mesmo dá como resultado o elemento neutro da adição.
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Propriedade Comutativa da Adição.

Para quaisquer u, t ∈ S temos que t+ u = u+ t.
Demonstração: Dados t, u ∈ S temos que t = [(xn)n] e u = [(yn)n] portanto:

t+ u = [(xn + yn)n] = [(yn + xn)n] = u+ t

A segunda igualdade decorre do conjunto dos números racionais ser um corpo
e as demais decorrem apenas da definição de soma, logo o conjunto de Cauchy
S possui a propriedade comutativa com relação a adição.

Podemos dizer então, segundo a literatura atual da álgebra, que o conjunto
de Cauchy S junto com a operação de adição formam um grupo abeliano ou
grupo comutativo, portanto (S,+) é um grupo abeliano.

2.3 Multiplicação no conjunto de Cauchy S
Assim como no caso da adição provemos que dadas duas sequências de Cau-
chy uma nova sequência gerada pelo produto termo a termo também será uma
sequência de Cauchy. Ou seja, dadas duas sequências (xn)n e (yn)n ∈ SQ a
sequência

(x1 · y1, x2 · y2, x3 · y3, ..., xn · yn, ...)

é de Cauchy.
Demonstração. Dadas duas sequências (xn)n e (yn)n ∈ SQ sabemos pelo
Teorema 1.3 do Caṕıtulo 1 que toda sequência de Cauchy é limitada. Portanto
existem M e M ′ tais que para todo n,m ∈ N temos: |ym| ≤ M e |xn| ≤ M ′.
Utilizaremos também a seguinte igualdade:

xm · ym − xn · yn = xm · ym + (ym · xn − ym · xn)− xn · yn

= (xm · ym − ym · xn) + (ym · xn − xn · yn) = ym(xm − xn) + xn(ym − yn).

Por serem sequências de Cauchy temos

∃nε ∈ N;m,n > nε ⇒ |xm − xn| <
ε

2 ·R
e |ym − yn| <

ε

2 ·R
.

Assim, tomando R = M+M ′ e utilizando a desigualdade triângular dos números
racionais teremos:

|xm · ym − xn · yn| ≤ |ym||xm − xn|+ |xn||ym − yn|

≤ R · |xm − xn|+R · |ym − yn| = R · (|xm − xn|+ |ym − yn|)

⇒ |xm · ym − xn · yn| < R ·
( ε

2 ·R
+

ε

2 ·R

)
= ε,∀m,n > ε.

Portanto a sequência (x1 · y1, x2 · y2, x3 · y3, ..., xn · yn, ...) é de Cauchy.

Definição 2.4. Dadas as classes de equivalência t, u ∈ S tais que t = [(xn)n] e
u = [(yn)n], definiremos a operação multiplicação como sendo uma aplicação:

· : S× S→ S
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tal que:
t · u = [(xn · yn)n].

Por simplicidade escreveremos t · u ao invés de ·(t, u) e também o sinal de mul-
tiplicação está sendo o mesmo que o sinal de multiplicação usado no conjunto
dos números racionais, mas podemos distinguir pelos elementos envolvidos.

Inicialmente, assim como foi feito na adição, devemos provar que essa aplicação
de multiplicação está bem definida, ou seja, dadas duas classes de equivalência
t, u ∈ S tais que: t = [(xn)n] , u = [(yn)n] assim como também t = [(x′n)n] ,
u = [(y′n)n] verificar então que é válida a igualdade:

[(xn · yn)n] = [(x′n · y′n)n].

Sabemos que se [(xn)n] = t = [(x′n)n] então [(xn)n] = [(x′n)n] portanto por
definição (xn− x′n)→ 0, analogamente temos: (yn− y′n)→ 0. Assim utilizando
a desigualdade triângular dos racionais, obtemos

|xn ·yn−x′n ·y′n| = |yn(xn−x′n)+x′n(yn−y′n)| ≤ |yn(xn−x′n)|+ |x′n(yn−y′n)| =

= |yn||xn − x′n|+ |x′n||yn − y′n|

Já foi provado no Teorema 1.3 do Caṕıtulo 1 que toda sequência de Cauchy é
limitada. Portanto existem M e M ′ tais que para todo n ∈ N tem-se |yn| ≤M
e |x′n| ≤M ′. Tomando R = M +M ′ teremos:

|xn · yn − x′n · y′n| ≤ |yn||xn − x′n|+ |x′n||yn − y′n| ≤ R · (|xn − x′n|+ |yn − y′n|)

Como (xn − x′n)→ 0 e (yn − y′n)→ 0 então (xn · yn − x′n · y′n)→ 0 portanto

[(xn · yn)n] = [(x′n · y′n)n].

Assim, o produto t · u independerá das sequências representantes das classes de
equivalências. Concluimos então que a operação de multiplicação no conjunto
de Cauchy S está bem definida. Veremos a seguir algumas propriedades dessa
operação.

Propriedade Associativa da Multiplicação.

Dados quaisquer elementos t, u, v ∈ S é sempre válida a relação

(t · u) · v = t · (u · v)

.
Demonstração: Como t, u, v ∈ S então existem sequência (xn)n, (yn)n, (zn)n ∈
SQ tais que t = [(xn)n], u = [(yn)n] e v = [(zn)n]. Portanto, utilizando a de-
finição de multiplicação, temos

(t · u) · v = [(xn · yn)n] · [(zn)n] = [((xn · yn) · zn)n]

Decorre do conjunto Q ser um corpo que

[((xn · yn) · zn)n] = [(xn · (yn · zn))n].
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Logo

(t ·u) · v = [((xn · yn) · zn)n] = [(xn · (yn · zn))n] = [(xn)n] · [(yn · zn)n] = t · (u · v).

Portanto é válida a propriedade associativa para a operação de multiplicação
no conjunto de Cauchy S.

Existência do Elemento Neutro da Multiplicação.

Existe o elemento 1 ∈ S tal que 1 = [(in)n] onde (in)n = (1, 1, 1, ...) é um
representante da classe de equivalência do elemento neutro da multiplicação em
S, ou seja, dado t ∈ S temos que t · 1 = 1 · t = t para todo elemento t ∈ S.
Demonstração. Sabemos que toda sequência racional constante é convergente
e já foi provado no teorema 1.2 da seção 1.6, que toda sequência racional conver-
gente é de Cauchy, assim de fato, 1 ∈ S. Sejam (xn)n ∈ SQ tal que t = [(xn)n]
e 1 = [(in)n]. Assim,

t · 1 = [(xn · in)n] = [(x1 · 1, x2 · 1, x3 · 1, ..., xn · 1, ...)] =

= [(x1, x2, x3, ..., xn, ...)] = [(xn)n] = t.

Portanto como o elemento t foi escolhido de maneira arbitrária a proposição é
válida para todo elemento do conjunto de Cauchy, o caso em que temos 1 · t é
evidentemente análogo e a posteriori veremos que a multiplicação também é co-
mutativa. Outra observação é quanto ao uso do śımbolo 1 como elemento neutro
da multiplicação no conjunto dos números racionais Q e também no conjunto
de Cauchy S. A distinção é feita pelos termos envolvidos.

Propriedade Comutativa da Multiplicação.

Para quaisquer s, t ∈ S temos que s+ t = t+ s.
Demonstração. Dados t, u ∈ S temos que t = [(xn)n] e u = [(yn)n]. Portanto,

t · u = [(xn · yn)n] = [(yn · xn)n] = u · t.

A segunda igualdade decorre do conjunto dos números racionais ser um corpo e
as demais decorrem apenas da definição de multiplicação. Logo o conjunto de
Cauchy S possui a propriedade comutativa com relação a multiplicação.

Antes de demonstrarmos a existência do inverso multiplicativo precisaremos
de um lema:

Lema 2.1. Se uma sequência racional de Cauchy não tende para o número
racional zero então a partir de um certo termo com ı́ndice suficientemente grande
todos os demais termos da sequência serão não-nulos.
Demonstração. Seja x ∈ SQ tal que x = (xn)n não tenha limite igual a zero.
Supondo que
dado 0 < ε1 = 1 ∈ Q exista xn1 ∈ {x1, x2, x3, ...} tal que |xn1 − 0| < 1,

dado 0 < ε2 =
1

2
∈ Q exista xn2

∈ {x1, x2, x3, ...} tal que |xn2
− 0| < 1

2
,

dado 0 < ε3 =
1

3
∈ Q exista xn3 ∈ {x1, x2, x3, ...} tal que |xn3 − 0| < 1

3
,

17



0 < εk =
1

k
∈ Q exista xnk

∈ {x1, x2, x3, ...} tal que |xnk
− 0| < 1

k
,

enquanto existir xnp
para algum εp continua-se o processo. Mas esse processo

certamente é finito, do contrário podeŕıamos construir uma subsequência da
sequência (xn)n tal que a mesma convergiria para zero. Mas pelo Teorema 1.2
da seção 1.5 isso implicaria que a sequência (xn)n também ia convergir para
zero o que pela hipótese inicial seria um absurdo. Portanto existe um número

racional ε > 0 e existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0 é válido que |xn| ≥
1

n0
.

Portanto, a partir de n0 todos os temos da sequência são não nulos.

Existência do Elemento Inverso Multiplicativo.

Para cada t ∈ S− {0} existe um elemento t−1 tal que t · t−1 = 1.
Demonstração. Dado t ∈ S tal que t = [(xn)n] e t 6= 0 isso significa que (xn)n
não tende a zero. Pelo lema anterior, existe n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒ xn 6= 0.

Por outro lado, seja (yn)n tal que yn = 0 se n ≤ n0 e yn =
1

xn
se n > n0. Logo

se m,n > n0, temos

|ym − yn| =
∣∣∣∣ 1

xm
− 1

xn

∣∣∣∣ = |xn − xm| ·
1

|xm| · |xn|

<
1

|xn0
|2
· |xn − xm|.

Como (xn)n é de Cauchy vemos que (yn)n também é. Assim, xn · yn = 0 se
n ≤ n0 e xn · yn = 1 se n > n0. Portanto (yn)n ∈ SQ e

[(xn · yn)n] = [(0, 0, 0...., 0, 0n0 , 1, 1, 1, ..., 1, 1, 1, ...)].

Assim teremos que

(in − (xn · yn))→ 0 ; in = 1∀n ∈ N.

Isso implica que
1 = [(in)n] = [(xn · yn)n].

Logo t−1 = [(yn)n] é o inverso multiplicativo do elemento t. Portanto o conjunto
de Cauchy é um conjunto no qual todo elemento, com exceção do zero, possui
inverso multiplicativo.

Para completar a estrutura algébrica de corpo verificaremos a validade de
mais uma propriedade. Essa relaciona as duas operações e é chamada de pro-
priedade distributiva da multiplicação em relação a adição.

Distributividade da multiplicação em relação a adição.

Dados quaisquer t, u, s ∈ S é sempre válido que t · (u+ s) = t · u+ t · s.
Demonstração. Dados t, u, s ∈ S então existem sequências racionais de Cau-
chy tais que: t = [(xn)n], u = [(yn)n] e s = [(zn)n]. Assim vale que

t · (u+ s) = [(xn)n] · [(yn + zn)n] = [(xn · (yn + zn))n].
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Como o conjunto dos números racionais é um corpo, então vale que

[(xn · (yn + zn))n] = [(xn · yn + xn · zn)n].

Portanto

t·(u+s) = [(xn·(yn+zn))n] = [(xn·yn+xn·zn)n] = [(xn·yn)n]+[(xn·zn)n] = t·u+t·s

Assim o conjunto de Cauchy S é um corpo.

2.4 O conjuto de Cauchy é um Corpo Ordenado

A noção de ordem no conjunto de Cauchy significa dizer que do conceito de
sequência positiva. A seguir definimos o que é uma classe de equivalência é
positiva. Com isso já estabelecido, consideramos o conjunto das classes de equi-
valência positivas do conjunto de Cauchy. Tal conjunto gozará das propriedades
necessárias para a caracterização da relação de ordem em S.

Definição 2.5. Uma sequência (xn)n ∈ SQ é dita positiva se existem n0,M ∈ N

tais que xn >
1

M
para todo n > n0.

Definição 2.6. Naturalmente um elemento t ∈ S será dito positivo se existe
uma sequência positiva (xn)n ∈ SQ tal que t = [(xn)n].

Exemplo 2.4. A sequência definida por xn =
n+ 1

n
é positiva.De fato, para

todo n > 1 temos n + 1 > n donde segue que xn =
n+ 1

n
> 1. Neste caso

podemos tomar n0 = M = 1. Conclúımos também que a classe de equivalência[(
n+ 1

n

)
n

]
é positiva.

Teorema 2.1. Se t ∈ S tal que t = [(xn)n] = [(x′n)n] e por hipótese (xn)n
é positiva então a sequência (x′n)n também é positiva.

Demonstração: Existem n0,M ∈ N tais que xn >
1

M
para todo n > n0.

Por outro lado dado ε = 1/2M existe nε ∈ N tal que n > nε ⇒ |xn − x′n| < ε
pois sabemos que [(xn)n] = [(x′n)n] e isso significa que (xn−x′n)→ 0. Tomando
n > max{n0, nε} = n1 teremos que:

|xn − x′n| < ε⇒ |x′n − xn| < ε⇒ −ε < x′n − xn < ε

⇒ xn − ε < x′n < ε+ xn

Como xn >
1

M
e ε =

1

2M
segue que

1

2M
=

1

M
− 1

2M
< x′n,∀n > n1.

Assim, (x′n)n também é positiva.
Logo se uma classe de equivalência é positiva é porque todas as sequências que
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pertencem a mesma classe também são positivas.

Seja P ⊂ S tal que para todo t ∈ P temos que t é positivo. Afim de que o
conjunto P possa caracterizar uma relação de ordem em S devemos demonstrar
as seguintes propriedades:

Propriedade do Fechamento para Adição.

Se duas classes de equivalência t, s ∈ P então (t+ s) ∈ P .
Demonstração. Sejam t, s ∈ P tais que t = [(xn)n] e s = [(yn)n] então existem
n1, n2,M,N ∈ N tais que:

n > n1 ⇒ xn >
1

M

e também

n > n2 ⇒ yn >
1

N
.

Tomando n > max{n1, n2} então,

xn + yn >
1

M
+

1

N
=
N +M

M ·N
>

1

MN
=

1

K

Logo existem n0,K ∈ N tais que n > n0 ⇒ (xn + yn) >
1

K
, onde n0 =

max{n1, n2} e K = MN . Portanto [(xn + yn)n] é positiva. Isso implica que
t+ s ∈ P .

Propriedade do Fechamento para Multiplicação.

Se duas classes de equivalência t, s ∈ P então (t · s) ∈ P .
Demonstração. Sejam t, s ∈ P tais que t = [(xn)n] e s = [(yn)n]. Então
existem n1, n2,M,N ∈ N tais que:

n > n1 ⇒ xn >
1

M

e também

n > n2 ⇒ yn >
1

N
.

Tomando n > max{n1, n2} então:

xn · yn >
1

M
· 1

N
=

1

M ·N
=

1

K
.

Logo existem n0,K ∈ N tais que n > n0 ⇒ (xn · yn) >
1

K
, onde n0 =

max{n1, n2} e K = MN . Portanto [(xn · yn)n] é positiva. Isso implica que
t · s ∈ P .

Lei da Tricotomia

Dado uma classe de equivalência t ∈ S então t ∈ P ou t = 0 ou −t ∈ P .
Demonstração. Supondo que t ∈ S não pertença ao conjunto P , então isso
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significa que para todo M,n0 ∈ N existe um xnM
tal que nM > n0 mas xnM

≤
1/M. Portanto,

M = 1⇒ ∃n1 ; xn1
≤ 1

M = 2⇒ ∃n2 ; xn2
≤ 1

2

M = 3⇒ ∃n3 ; xn3
≤ 1

3

M = k ⇒ ∃nk ; xnk
≤ 1

k

Olhando para a subsequência (xnk
)k teremos duas possibilidades: (xnk

)k con-
verge para um certo racional r ou não. Se essa subsequência convergir para
algum número racional r, dáı teŕıamos que a sequência toda converge para r.

Logo t = [(xn)n] = [(xnk
)n] = [(r, r, r, ...)n]. Nesse caso,

(
xnk
− 1

k

)
≤ 0 por-

tanto r ≤ 0. Se r = 0 teremos t = [(θ)n] = [(0, 0, 0, ...)n] = 0. Se r < 0
então −r > 0. Neste caso, −t = [(−xn)n] = [(−r,−r,−r, ...)] será positiva
pois a sequência constate (−r,−r,−r, ...) é positiva. Ou seja, −t ∈ P . No
segundo caso, a subsequência não converge para nenhum número racional, em
particular não convergirá para zero e pelo Lema 2.1 do Caṕıtulo 2 todos os
termos da subsequência, para n ∈ N suficientemente grande, serão não nulos,
pois |xnk

| ≥ c > 0,∀k > k0, assim a partir de um certo n0 ∈ N todos os termos
serão positivos, assim (−xn)n será positivo e consequentemente −t = [(−xn)n]
também será positiva e portanto (−t) ∈ P .
O caso em que −t ∈ S não pertence ao conjunto P é inteiramente análogo ao
caso anterior.
Se t = [(xn)n] não é zero certamente a sequência (xn)n não tende a zero e como
se trata de uma sequência de Cauchy para n ∈ N suficientemente grande os
termos estariam acumulados todos maiores que zero ou todos menores que zero
portanto (xn)n é positiva ou (−xn)n é positiva e assim temos que t ∈ S ou
−t ∈ S.

Diremos que t ∈ S é maior que s ∈ S e escreveremos t > s, se e somente se;
(t− s) ∈ P , ou seja, se (t− s) é positiva.

2.5 O conjunto de Cauchy é um Corpo Orde-
nado Completo

A seguir definiremos o que é uma cota superior de um subconjunto do conjunto
de Cauchy e assim poderemos falar sobre conjuntos limitados superiormente.
Concluiremos então que qualquer subconjunto do conjunto de Cauchy limitado
superiormente possuirá a propriedade de existir a menor das cotas superiores.
Um ponto notável a seguir a teoria é que manipularemos sequências de classes
de equivalência, ou seja, aplicações do tipo x : N → S. Apesar da distinção
denotaremos de maneira análoga a de sequência de números racionais, a dis-
tinção pode ser feita mediante o contexto. Utilizaremos também a noção de
monotonicidade de uma sequência de classes de equivalência haja vista que já
foi estabelecida uma relação de ordem no conjunto de Cauchy S
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Definição 2.7. Seja T ⊂ S tal que o conjunto T seja não vazio. Se existir
um elemento c ∈ S tal que para todo t ∈ T tivermos t ≤ c então o elemento
c ∈ S será chamado uma cota superior do conjunto T . Diremos também que
nessa situação o conjunto T é limitado superiormente.
Seja T ⊂ S , T não vazio e suponhamos que c ∈ S é uma cota superior de
T . Construiremos duas sequências de classes de equivalência convenientes. Seja
s0 ∈ T . Então faremos

• t1 = c e u1 = s0.

• Supondo já definidos tn e un consideremos vn =
tn + un

2
.

• Se vn é uma cota superior para T , definiremos tn+1 = vn e un+1 = un.

• Se vn não é uma cota superior para T , definiremos tn+1 = tn e un+1 = vn.

Como s0 ≤ c provemos que a sequência (tn)n é não-crescente e a sequência (un)n
não-decrescente. Decorre das definições de (tn)n e (un)n que un ≤ tn para todo
n ∈ N, assim temos que:

tn+1 = tn

ou então

tn+1 = vn =
tn + un

2
≤ tn + tn

2
=

2tn
2

= tn.

Portanto a sequência (tn)n é não-crescente.
Analogamente,

un+1 = un

ou então

un+1 = vn =
tn + un

2
≥ un + un

2
=

2un
un

= un.

Portanto a sequência (un)n é não-decrescente.
É válido comentar que a sequência (tn)n é formado apenas por cotas superiores
do conjunto T . Decorre da definição da sequência (un)n que para todo elemento
da sequência un0

existe um elemento x0 ∈ T tal que un0
≤ x0. Observamos

ainda que:

s0 = u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ un ≤ ... ≤ tn ≤ ... ≤ t2 ≤ t1 = c

Teorema 2.2. O conjunto de Cauchy S tem a propriedade da menor cota
superior, ou seja, dado um conjunto T ⊂ S tal que T seja limitado superiormente
então existirá k ∈ S tal que:

• k é uma cota superior de T .

• Se c ∈ S é uma cota superior de T então k ≤ c.

Demonstração. Considerando as sequências de classes de equivalência (tn)n e
(un)n, com n ≥ 1 constrúıdas acima, temos três casos a analisar.

1. Se a sequência de classes de equivalência (un)n ficar constante a partir de
um certo n0, ou seja, se existir n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒ un = k então k
será a menor cota superior do conjunto T . Sabemos que

tp − up =
1

2p−1
(t0 − u0).
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Então dado ε > 0 e denotando ε = tp − uppara p suficientemente grande
εp < ε e assim

tp − k = εp < ε.

.

• Primeiramente qualquer cota superior do conjunto T será maior ou
igual a k, pois dada uma cota superior c do conjunto T temos que
existe x0 ∈ T tal que k ≤ x0 por outro lado x0 ≤ c. Assim, pela
trasitividade da relação de ordem k ≤ c.

• Por outro lado a sequência (tn)n será decrescente, pela definição da
construção da mesma, então supondo que exista um elemento w ∈ T
tal que w > k ⇔ w − k > 0 todavia podemos definir εp = tp − k,
é claro que para valores de p suficientemente grande o valor de εp é
arbitrariamente pequeno, portanto existe p0 tal que

εp0 < w − k ⇔ tp0 − k < w − k ⇔ tp0 < w

mas isso é um absurdo pois tp0 é cota superior do conjunto T e w ∈ T .
Portanto k é a menor cota superior do conjunto T .

2. Analogamente se existir um n0 tal que a sequência de classes de equi-
valência (tn)n se torne constante, ou seja, n > n0 ⇒ tn = k então k será a

menor cota superior do conjunto T . Sabemos que tp−up =
1

2p−1
(t0−u0)

então dado ε > 0 e denotando ep = tp − up para p suficientemente grande
εp < ε e assim teremos que para p suficientemente grande:

k − up = εp < ε

.

• k é uma cota superior pois é um elemento da sequência (tn)n.

• Seja c ∈ S uma cota superior. Como a sequência (tn)n é constante,
para n ∈ N suficientemente grande, então a sequência (un)n é cres-
cente, isso decorrer da construção de ambas. Supondo que k > c e
olhando para a diferença k − up, para p suficientemente grande essa
diferença será arbitrariamente pequena, portanto existe p0 ∈ N tal
que

εp0 = k − up0 < k − c⇔ −up0 < −c⇔ up0 > c.

Por outro lado, pela construção da (un)n existe um xp0 ∈ T tal que
xp0 ≥ up0 . Isso implicaria que xp0 > c, mas isso é um absurdo pois
por hipótese c é uma cota superior então temos que k ≤ c. Assim
nesse caso k é a menor cota superior do conjunto T ⊂ S

3. Supondo agora que as sequências (un)n e (tn)n não se tornem constantes.
Assim existe n0 tal que un0+1 > un0

⇔ un0+1 − un0
> 0 e podemos

construir uma subsequência decrescente (tnk
)k, pois a sequência (tn)n não

se torna constante. Supondo ainda que não exista a menor cota
superior então para cada tnk

existe uma cota superior qk tal que qk < tnk
.
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Então seja ε = un0+1 − un0
e por outro lado sabemos que tp − up =

1

2p−1
(t1 − u1). Em particular para p = n0 temos que

tn0
− un0

=
1

2n0−1
(t1 − u1)

Por outro lado, temos

q0 < tn0
⇒ q0 − un0

< tn0
− un0

= (tn0
− un0+1) + (un0+1 − un0

)

Como tn0 − un0+1 ≥ 0, pois existe x0 ∈ T tal que tn0 ≥ x0 ≥ un0+1.
Assim, temos

q0 − u0 < ε⇒ q0 − un0 < un0+1 − un0 ⇒ q0 < un0 .

Mas isso é um absurdo, pois existe x1 ∈ T tal que x1 ≥ un0 . Isso implicaria
que q0 < x1, mas contraria o fato que qk é cota superior do conjunto T e
x1 ∈ T , portando existe a menor cota superior.

Assim o conjunto de Cauchy S é um corpo ordenado completo, nas de-
monstrações acima foi utilizadas propriedades da relação de ordem, entre
outras do conjunto de Cauchy. Essas propriedades serão demonstradas no
caṕıtulo 5, mas é claro que a ordem nas demonstrações destas proprieda-
des não alterará os resultados aqui provados, assim estão postos apenas
por finalidade didática.
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Caṕıtulo 3

Construção dos Números
Reais por Cortes de
Dedekind

3.1 Cortes

A seguir construiremos o conjunto de Dedekind, D. Para tal, precisaremos
definir o que vem a ser um corte. Assim como foi feito com o conjunto de
Cauchy, S, consideraremos aqui já conhecido o corpo ordenado dos números
racionais. A construção desse conjunto em comparação com a construção feita
do conjunto de Cauchy S aparentemente é mais simples devido a utilizarmos
apenas manipulações com conjuntos.
De acordo com Cássio Neri (2010) podemos definir um corte racional C como
um subconjunto de números racionais, que possui as seguintes propriedades:

1. C 6= φ , C 6= Q

2. Se r ∈ C e s ∈ Q é tal que s < r então s ∈ C

3. Se r ∈ C então existe u ∈ C tal que u > r.

A primeira propriedade nos diz que o conjunto C ⊂ Q é não vazio assim como
o seu complementar também não é vazio. A segunda propriedade significa que
todo número racional menor que r pertencerá a C bastando apenas que r ∈ C,
por fim a terceira e mais curiosa propriedade nos diz que o conjunto C não pos-
sui elemento máximo, ou seja, dado um elemento do conjunto sempre existirá
um maior do que o mesmo que pertencerá ao conjunto.

Um primeiro exemplo de corte será o seguinte conjunto Rq = {r ∈ Q ; r < q},
onde q ∈ Q é fixado. Demonstremos que de fato Rq é um corte:

1. Definindo r = q − 1 e utilizando as propriedades de ordem do conjunto Q
temos que:

1 > 0⇔ 1− q > 0− q ⇔ q − 1 < q ⇔ r < q ⇔ r ∈ Rq
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Portanto o conjunto Rq é não vazio. Trivialmente Rq 6= Q pois o número
racional q não pertence a Rq caso contrário isso implicaria que q < q,
portanto temos que: C 6= Q.

2. Utilizando a propriedade transitiva da relação de ordem dos números ra-
cionais, dado r ∈ Q e por hipótese seja s < r, conclúımos que: s < r e
r < q ⇒ s < r ⇒ s ∈ Rq. Assim o conjunto Rq não goza da propriedade
da boa ordenação, ou seja, não existe em Rq um menor elemento.

3. Seja r ∈ Rq definindo u =
r + q

2
teremos que:

r < q ⇒ r + r < q + r ⇒ 2r < q + r ⇒ r <
q + r

2
⇒ r < u.

Por outro lado temos que:

r < q ⇒ r + q < q + q ⇒ r + q < 2q ⇒ r + q

2
< q ⇒ u < q ⇒ u ∈ Rq.

Portanto existe um elemento u ∈ Rq tal que u > r. Assim conclúımos que
para todo q ∈ Q o conjunto Rq, definido acima, é um corte. Esse corte
será denominado corte racional.

Exemplo 3.1. Entre os cortes racionais existem dois cortes que exerceram
papéis importante na nossa construção. São eles:

R0 = {r ∈ Q; r < 0},

denominado corte nulo e

R1 = {r ∈ Q; r < 1},

denominado por corte unidade.
Veremos agora a existência de cortes de Dedekind não racionais, ou seja,

cortes de Dedekind que não são do tipo Rq. Antes disso provemos o seguinte;
Lema 3.1. Dado x ∈ Q+ tal que 1 ≤ x2 < 2 existe h ∈ Q com 0 < h < 1 e

h < k onde k =
2− x2

2x+ 1
∈ Q.

Demonstração. Seja h =
k

2
então claramente h < k e temos que:

x2 < 2⇒ 2− x2 > 0⇒ 2− x2

4x+ 2
> 0⇒ h > 0

a segunda implicação decorre do fato de x ser positivo. Por outro lado,

4x+ 2− (2− x2) = x2 + 4x > 0⇒ 4x+ 2 > 2− x2 ⇒ 2− x2

4x+ 2
< 1⇒ h < 1

Assim existe h ∈ Q tal que 0 < h < 1 e h < k �.

Seja X = K ∪ R1 tal que K = {x ∈ Q+; 1 ≤ x2 < 2}. Afirmamos que o
conjunto X é um corte de Dedekind.
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1. 1 ∈ X ⇒ X 6= φ. Por outro lado, 3 ∈ (Q−X)⇒ X 6= Q.

2. Sejam r ∈ X e s < r. Se r ∈ R1 ⇒ s ∈ R1 ⇒ s ∈ X. Por outro lado, se
r ∈ K e s não pertence a R1 então

1 ≤ s < r ⇒ 1 ≤ s2 < r2 ⇒ 1 ≤ s2 < 2⇒ s ∈ K ⇒ s ∈ X

.

3. Dado r ∈ X se r ∈ R1 existe s > r tal que s ∈ R1 isso implica que s ∈ X.
Por outro lado se r ∈ K então 1 ≤ r2 < 2 pelo lema anterior existe h ∈ Q
tal que; 0 < h < 1 e também:

h <
2− r2

2r + 1
⇒ 2rh+ h < 2− r2 ⇒ r2 + 2rh+ h < 2.

Como 0 < h < 1 temos 0 < h2 < h portanto,

r2 + 2rh+ h2 < r2 + 2rh+ h < 2⇒ r2 + 2rh+ h2 < 2⇒ (r + h)2 < 2.

Tomando s = r + h temos que s > r e 1 ≤ s2 < 2 logo s ∈ K ⇒ s ∈ X.

Conclúımos assim que o conjunto X é um corte de Dedekind, mas ele difere
dos cortes racionais Rq pois o seu complementar Q − X não possui elemento
mı́nimo. Já para os cortes racionais, Rq, o seu complementar sempre possui
elemento mı́nimo, no caso min(Q−Rq) = q, pois se x ∈ Q−Rq ⇒ x ≥ q.

3.2 Adição no Conjunto D de Dedekind

Seja D o conjunto formados por todos os cortes racionais. Ou seja,

D = {X ⊂ Q;X e
′

corte racional}.

Definiremos agora a operação de adição + : D × D → D, na verdade precisare-
mos provar que de fato o conjunto obtido no resultado da adição é um corte de
Dedekind.

Dados X,Y ∈ D definiremos X + Y = {r + q; r ∈ X , q ∈ Y }.

1. X,Y 6= φ⇒ X + Y 6= φ, claramente. Dados a ∈ (Q−X) e b ∈ (Q− Y ),
provemos que a+ b ∈ (Q− (X+Y )). De fato, supondo que a+ b ∈ X+Y
isso implica que existem r ∈ X e q ∈ Y tais que a+ b = r+ q. Mas a > r,
pois do contrário teŕıamos a ≤ r ⇒ a ∈ X, pois X ∈ D, todavia isso não
pode ocorrer pois a ∈ Q −X. Analogamente b > q, se não teŕıamos que
b ≤ q ⇒ b ∈ Y , pois Y ∈ D, outrora b não pode pertencer a Y pois por
hipótese b ∈ Q− Y . Assim:

a > r , b > q ⇒ a+ b > r + q

Contrariando a hipótese inicial a+b = r+q, assim conclúımos por redução
ao absurdo que a+ b ∈ Q− (X + Y ) e assim (Q− (X + Y )) 6= φ.
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2. Sejam r ∈ X + Y e s < r. Provemos que s ∈ X + Y também. Definindo
k = s − a temos que k < b ⇒ k ∈ Y , pois supondo que k ≥ b ⇒ k + a ≥
b+ a⇒ s ≥ r, mais isso é um absurdo, portanto k ∈ Y , logo,

s = a+ (s− a)⇒ s = a+ k ⇒ s ∈ X + Y.

Então dado qualquer s < r ⇒ s ∈ X + Y , onde r ∈ X + Y .

3. Seja r ∈ X + Y . Então existem a ∈ X e b ∈ Y tais que r = a+ b. Como
X ∈ D ⇒ ∃c > a , c ∈ X. Assim definindo s = c + b se tem s ∈ X + Y e
s = c+ b > a+ b = r. Logo não existe elemento máximo em X + Y .

Então de fato a operação acima está bem definida, assimX,Y ∈ D⇒ X+Y ∈ D.
Veremos agora que a adição possui as propriedades desejadas.

Propriedade Associativa da Adição.

Dados X,Y, Z ∈ D é válida a seguinte igualdade (X+Y )+Z = X+(Y +Z).
Demonstração. Seja r ∈ (X+Y ) +Z então existem a ∈ X, b ∈ Y, c ∈ Z tais que
r = (a+b)+c e como a, b, c ∈ Q se tem que r = a+(b+c)⇒ r ∈ X+(Y+Z) assim
(X+Y )+Z ⊂ X+(Y +Z). Seguindo o mesmo racioćınio, dado s ∈ X+(Y +Z)
existem d ∈ X, e ∈ Y, f ∈ Z tais que s = d+ (e+ f) e como d, e, f ∈ Q se tem
que s = (d + e) + f ⇒ s ∈ (X + Y ) + Z assim X + (Y + Z) ⊂ (X + Y ) + Z.
Portanto conclúımos que (X + Y ) + Z = X + (Y + Z).

Propriedade Comutativa da Adição.

Dados X,Y ∈ D é válida a igualdade X + Y = Y +X.
Demonstração. Seja r ∈ X + Y então existem a ∈ X e b ∈ Y tais que r = a+ b
como a, b ∈ Q temos r = b + a, pois Q é corpo. Assim r ∈ Y + X e portanto
X + Y ⊂ Y + X, analogamente dado s ∈ Y + X existem c ∈ Y e d ∈ X tais
que s = c + d, como c, d ∈ Q temos que s = d + c e portanto s ∈ X + Y , logo
Y +X ⊂ X + Y . Essas duas inclusões implicam que X + Y = Y +X.

Elemento Neutro Aditivo

Dado X ∈ D existe R0 ∈ D tal que X +R0 = X.
Demonstração. Seja r ∈ X+R0 então existem a ∈ X e b ∈ R0 tais que r = a+b.
Assim b ∈ R0 ⇒ b < 0 ⇒ b+ a < 0 + a ⇒ r < a , como a ∈ X e X ∈ D temos
que r ∈ X portanto X +R0 ⊂ X. Agora seja s ∈ X como X ∈ D existe k ∈ X
tal que s < k, definindo b = s−k temos b < 0⇒ b ∈ R0 assim podemos escrever
s = k+b onde k ∈ X e b ∈ R0, portanto X ∈ X+R0. As duas inclusões provam
que X + R0 = X e como X foi arbitrário, então é válida a propriedade para
todo X ∈ D.

Elemento Simétrico Aditivo

Dado X ∈ D definiremos o conjunto

Z = {a ∈ Q;−a ∈ (Q−X),∃b ∈ (Q−X); b < −a}

Provemos que o conjunto Z é um corte de Dedekind.
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1. Seja r ∈ X então −(−r) ∈ X, assim −r não pertence Z e como Z ⊂ Q
temos que −r ∈ (Q−Z), logo (Q)−Z 6= φ. Seja s ∈ (Q−X), então como
s < s+ 1⇒ s+ 1 ∈ (Q−X), pois do contrário s ∈ X violando a hipótese
inicial. Assim por definição −(s + 1) ∈ Z, pois s + 1 ∈ Q − X e existe
s ∈ Q−X tal que s < s+ 1 e portanto Z 6= φ.

2. Sejam a ∈ Z e b < a. Segue que a ∈ Z ⇒ −a ∈ Q − X e que −a < −b
assim −b deve pertencer ao complementar de X pois do contrário −a ∈ X
o que é um absurdo, portanto −b ∈ Q − X e existe um elemento menor
que −b no complementar, logo pela definição de Z temos b ∈ Z.

3. Seja a ∈ Z. Pela definição de Z existe b ∈ Q−X tal que b < −a. Definindo

c =
a− b

2
, temos que

b < −a⇒ a < −b⇒ a+ a < a− b⇒ a <
a− b

2
⇒ a < c

por outro lado

b < −a⇒ b+ b < b− a⇒ b < −a− b
2
⇒ b < −c

Como b ∈ Q − X isso implica que −c ∈ Q − X assim; como o elemento
−c ∈ Q −X e não é o mı́nimo desse conjunto, por definição do conjunto
Z segue que c ∈ Z e c > a.

Assim o conjunto Z ∈ D, provaremos que esse conjunto é o simétrico aditivo do
corte X e por essa razão escreveremos −X no lugar de Z.

Dado X ∈ D seja −X ∈ D tal que

−X = {a ∈ Q;−a ∈ (Q−X),∃b ∈ (Q−X); b < −a}

provemos que X + (−X) = R0.
Demonstração. Seja r ∈ X + (−X) então existem a ∈ X e b ∈ −X tal que
r = a+b, pela definição de −X existe c ∈ Q−X tal que c < −b. Primeiramente
devemos ter a < c⇔ a− c < 0 pois a ∈ X e c ∈ Q−X, por outro lado

c < −b⇒ b < −c⇒ a+ b < a− c⇒ r < a− c⇒ r < 0⇒ r ∈ R0

Portanto é válida a inclusão X + (−X) ⊂ R0.

Dado s ∈ R0, seja a ∈ X. Definindo o conjuntoA =
{
n ∈ N; a− sn

2
∈ (Q−X)

}
,

fixando b ∈ Q−X tomando n ∈ N tal que

n >
2a− 2b

s
⇒ sn < 2a− 2b⇒ −sn > 2b− 2a⇒ a− sn

2
> b

Como b pertence ao complementar de X temos que a− sn
2
∈ Q−X implicando

que o conjunto A é não vazio e pelo prinćıpio da boa ordenação existe minA =
n0. Definiremos agora os seguintes números

k = a− s(n0 − 1)

2
, p = a− sn0

2
, q = a− s(n0 + 1)

2
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Temos então que p ∈ Q−X e como q > p então q ∈ Q−X, assim por definição
temos que −q ∈ −X. Temos ainda que k ∈ X e assim podemos concluir que

k + (−q) = a− s(n0 − 1)

2
−
(
a− s(n0 + 1)

2

)
=
−sn0 + s+ sn0 + s

2
=

2s

2
= s

Portanto s ∈ X + (−X) e é válido que R0 ⊂ X + (−X) essas inclusão com a
que foi provada acima garetem a validade de X + (−X) = R0.

3.3 Multiplicação no Conjunto D de Dedekind

Inicialmente definiremos o que é um corte positivo e a posteriori definiremos
também multiplicação entre cortes positivos. Feito isso generalizaremos a mul-
tiplicação para todo o conjunto de Dedekind D.
Definição 3.2. Seja X ⊂ D. O corte X será dito positivo quando R0 ( X.
Representaremos o conjunto de todos os cortes positivos por D+, ou seja,

D+ = {X ∈ D;R0 ( X}

Teorema 3.1. Sejam X,Y ⊂ D+ então o conjunto Z tal que

Z = {a ∈ Q; a < 0 ou a = b · c, b ∈ X, c ∈ Y, b ≥ 0, c ≥ 0}

é um corte, ou seja, Z ∈ D.
Demonstração.

1. Como R0 ⊂ Z então Z 6= φ. Por outro lado sejam a′ ∈ X{ e b′ ∈ Y {,
afirmamos que c′ = a′ ·b′ pertence ao conjunto Z{. Supondo, por absurdo,
que c′ ∈ Z então c′ < 0 ou c′ = a · b, a ≥ 0, b ≥ 0, mas se c′ < 0⇒ c′ ∈ X
no entanto isso é um absurdo, por outro lado se c′ = a · b, a ≥ 0, b ≥ 0
então a′ · b′ = a · b, todavia a′ > a pois do contrário a′ ∈ X pois X ∈ D e
a′ ∈ X{, analogamente b′ > b decorre da monotonicidade da multiplicação
da relação de ordem dos números racionais que a′ · b′ ≥ a′ · b > a · b mas
isso contraria a igualdade a′ · b′ = a · b. Enfim conclúımos que Z{ 6= φ.

2. Seja a ∈ Z, b < a. Se b < 0, então b ∈ Z. Se b ≥ 0, então a > 0 e como
a ∈ Z deve existir c ∈ X e d ∈ Y tal que a = c · d com c ≥ 0, d ≥ 0. Por

outro lado temos a > 0 ⇒ c > 0. Seja e =
b

c
, então e ∈ Y , pois e < d do

contrário se e ≥ d⇒ c · e ≥ c · d⇒ b ≥ a, mas é um absurdo, portanto

b = e · c , e ∈ Y , c ∈ X, e ≥ 0, c ≥ 0

Portanto b ∈ Z.

3. Seja a ∈ Z. Se a < 0, então b =
a

2
é tal que a < b < 0 ⇒ b ∈ Z e

b > a. Se a ≥ 0, então a = b · c, b ∈ X, c ∈ Y , existem d > b , e > c, com
d ∈ X , e ∈ Y logo;

a = b · c ≥ d · c < d · e

Assim tomando f = d · e temos que f ∈ Z , f > a.

O corte Z definido acima será denotador por X · Y .
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Para definir a multiplicação utilizaremos a noção de inverso aditivo e módulo
de um corte de Dedekind. O inverso aditivo já foi estabelecido, agora vejamos
a definição de módulo.
Definição 3.3. Dado X ∈ D, o módulo de X, denotado por |X| é definido por:

|X| =

{
X, seR0 ⊂ X
−X, seX ( R0

Observamos ainda que dado X ∈ D temos que R0 ⊂ X ou X ( R0. Se r ≥ 0
pertence a X então R0 ⊂ X e caso X só possua racionais negativos então
X ( R0. Dados X,Y ∈ D definiremos a multiplicação de X por Y como uma
aplicação · : D× D→ D tal que:

X · Y =


|X| · |Y |, seR0 ⊂ X, R0 ⊂ Y
−(|X| · |Y |), seR0 ⊂ X, Y ( R0

−(|X| · |Y |), seX ( R0, R0 ⊂ Y
|X| · |Y |, seX ( R0, Y ( R0

Propriedade comutativa da multiplicação

Inicialmente vejamos o caso em que os termos são positivos, ou seja, dados
X,Y ∈ D+ temos que; seja a ∈ X · Y . Se a < 0 então por definição teremos
a ∈ Y · X. Se a ≥ 0, então a = b · c com b ∈ X, c ∈ Y , b ≥ 0, c ≥ 0.
Como o conjunto dos números racionais é um corpo então; a = c · b com c ∈ Y ,
b ∈ X, c ≥ 0, b ≥ 0 e assim temos X · Y ⊂ Y · X. Analogamente teremos
válida a inclusão Y · X ⊂ X · Y e portanto X · Y = Y · X. Segundo caso; se
R0 ⊂ X, Y ( R0 e sabendo que |X| ∈ D+ ∀X ∈ D então:

X · Y = −(|X| · |Y |) = −(|Y | · |X|) = Y ·X

A primeira e terceira igualdade decorre da definição de multiplicação e a segunda
já foi provada no primeiro caso. O terceiro caso é identico ao segundo. O quarto
caso é se X ( R0, Y ( R0 então:

X · Y = |X| · |Y | = |Y | · |X| = Y ·X

A primeira e terceira igualdade decorre da definição de multiplicação e a se-
gunda já foi provada no primeiro caso.

Propriedade associativa da multiplicação

Primeiro caso; analogamente a comutatividade seja X,Y, Z ∈ D+ então dado
a ∈ (X · Y ) · Z se a < 0 então por definição a ∈ X · (Y · Z) por outro lado se
a = k · b tal que k ∈ X ·Y, b ∈ Z, k ≥ 0, b ≥ 0, assim como a, b ≥ 0 temos k ≥ 0
e como k ∈ X ·Y existem c ∈ X e d ∈ Y com c, d ≥ 0 tal que k = c · d, portanto
como o conjunto dos números racionais é um corpo temos:

a = k · b = (c · d) · b = c · (d · b) = c · k′ , c ∈ X, k′ ∈ Y · Z, c ≥ 0, k ≥ 0

Portanto (X · Y ) · Z ⊂ X · (Y · Z) de maneira similar temos a inclusão inversa
e assim é válida a associatividade.
Lema 3.2. Para todos X,Y ∈ D vale que

|X · Y | = |X| · |Y |
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.
Demonstração. Temos quatro casos a considerar e em todos os casos aplica-
remos primeiro a definição de multiplicação, assim temos;

1. Se R0 ⊂ X, R0 ⊂ Y então |X · Y | = ||X| · |Y || = |X| · |Y |

2. Se R0 ⊂ X, Y ( R0 então |X · Y | = | − (|X| · |Y |)| = −(−(|X| · |Y |)) =
|X| · |Y |

3. Se X ( R0, R0 ⊂ Y então |X · Y | = | − (|X| · |Y |)| = −(−(|X| · |Y |)) =
|X| · |Y |

4. Se X ( R0, Y ( R0 então |X · Y | = ||X| · |Y || = |X| · |Y |

Segundo caso; se X ( R0 , R0 ⊂ Y , R0 ⊂ Z e utilizando a propriedade |X ·Y | =
|X| · |Y | juntamente com o primeiro caso temos:

(X · Y ) · Z = K · Z = −(|K| · |Z|) = −[(|X| · |Y |) · |Z|] = −[|X| · (|Y | · |Z|)]

= −(|X| · |K ′|) = X ·K ′ = X · (Y · Z)

A terceira e quinta igualdade decorrem que o módulo da multiplicação de dois
cortes é igual ao produto dos módulos; e isso decorre diretamente da definição
de multiplicação juntamente com a definição de módulo.

Terceiro caso; se R0 ⊂ X , Y ( R0 , R0 ⊂ Z e usando a propriedade comu-
tativa juntamente com o segundo caso temos:

X · (Y · Z) = (Y · Z) ·X = Y · (Z ·X) = Y · (X · Z) = (Y ·X) · Z = (X · Y ) · Z

Quarto caso; se R0 ⊂ X , R0 ⊂ Y , Z ( R0 e usando a propriedade comutativa
juntamente como o segundo caso temos:

(X · Y ) · Z = Z · (X · Y ) = Z · (Y ·X) = (Z · Y ) ·X = (Y · Z) ·X = X · (Y · Z)

Quinto caso; se X ( R0 , Y ( R0 , R0 ⊂ Z e utilizando a propriedade |X ·Y | =
|X| · |Y | juntamente com a definição de multiplicação em cada caso e o primeiro
caso temos:

(X · Y ) · Z = K · Z = |K| · |Z| = (|X| · |Y |) · |Z| = |X| · (|Y | · |Z|) = ...

... = |X| · |K ′| = X ·K ′ = X · (Y · Z)

Sexto caso; se R0 ⊂ X , Y ( R0 , Z ( R0 e usando a propriedade comutativa
juntamente com o quinto caso temos:

X · (Y · Z) = (Y · Z) ·X = (Z · Y ) ·X = Z · (Y ·X) = Z · (X · Y ) = (X · Y ) · Z

Sétimo caso; se X ( R0 , R0 ⊂ Y , Z ( R0 e usando a propriedade comutativa
juntamente com o quinto caso temos:

(X · Y ) · Z = Z · (X · Y ) = (Z ·X) · Y = (X · Z) · Y = X · (Z · Y ) = X · (Y · Z)

Oitavo caso; se R0 ⊂ X , Y ( R0 , Z ( R0 e usando a propriedade comutativa
juntamente com o quinto caso temos:

X · (Y · Z) = (Y · Z) ·X = (Z · Y ) ·X = Z · (Y ·X) = (Y ·X) · Z = (X · Y ) · Z
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Nono e último caso; se X,Y, Z são subconjuntos próprios de R0. Utilizando a
propriedade |X · Y | = |X| · |Y | juntamente com a definição de multiplicação e o
primeiro caso:

(X · Y ) · Z = K · Z = −(|K| · |Z|) = −[(|X| · |Y |) · |Z|] = −[|X| · (|Y | · |Z|)]

= −[|X| · |K ′|] = X ·K ′ = X · (Y · Z)

Existência do elemento neutro da multiplicação

Afirmamos que R1 é o elemento neutro da multiplicação, ou seja, dadoX ∈ D
temos que X ·R1 = X. Inicialmente vejamos o caso em que X ∈ D+ ou X = R0.
Seja a ∈ X ·R1 se a < 0 então a ∈ R0, mas se X ∈ D+ temos R0 ( X e portanto
a ∈ X. Por outro lado se a ≥ 0 então por definição da multiplicação existem
b ∈ X e c ∈ R1 ambos maiores ou iguais a zero, tal que a = b · c como c ∈ R1

então c < 1 decorre disso que a = b·c < b·1 = b ∈ X e como X é um corte temos
a ∈ X, portanto é válida a inclusão X · R1 ⊂ X. Agora seja a ∈ X se a < 0
por definição a ∈ X · R1 e se a ≥ 0 escolhemos um p ∈ X tal que 0 ≤ a < p,

isso é posśıvel pois X é um corte, tomando q =
a

p
temos que 0 ≤ q < 1 e assim

q ∈ R1. Portanto a = p · q como p ∈ X, q ∈ R1 e ambos p, q não negativos,
assim a ∈ X · R1 e também é válida a inclusão X ∈ X · R1. Decorre das duas
inclusões que para X ∈ D temos X ·R1 = X.
Vejamos o caso em que X ( R0. Pela definição de multiplicação e utilizando
que foi prova a pouco temos:

X ·R1 = −(|X| · |R1|) = −(|X|) = −(−X) = X

Portanto para todo X ∈ D temos que X ·R1 = X

Elemento simétrico multiplicativo

Dado X ∈ D tal que R0 ( X o conjunto

X−1 = {a ∈ Q; a ≤ 0 ou a−1 ∈ X{ e ∃ b ∈ X{ tal que b < a−1}

é um corte de Dedekind.

1. Como o conjunto X−1 contém os racionais negativos ele não é vazio. Se
a ∈ X e a > 0 então a−1 ∈ (X−1){, de fato supondo que a−1 ∈ X−1 então
(a−1)−1 ∈ X{ ⇒ a ∈ X{ contrariando a hipótese que a ∈ X, portanto
X−1 6= φ

2. Seja a ∈ X−1 e b < a. Se b ≤ 0 então, por definição, b ∈ X−1. Se b > 0
então 0 < b < a ⇒ a−1 < b−1 mas, como foi visto acima, a ∈ X−1 ⇒
a−1 ∈ X{ isso implica que b−1 ∈ X{, pois se b−1 ∈ X então a−1 ∈ X o
que não é posśıvel, além disso b−1 não é o mı́nimo de X{ , pois a−1 ∈ X{

e a−1 < b−1, portanto b ∈ X.

3. Por fim seja a ∈ X−1. Pela definição do conjunto x−1 ele contém racionais
positivos, portanto existe b ∈ X−1 tal que b > 0, se a ≤ 0 ⇒ a ≤ 0 <
b ⇒ a < b e b ∈ X−1. Por outro lado se a > 0 então pela definição de

X−1 existe c ∈ X{ tal que c < a−1. Seja b =
c+ a−1

2
, assim temos que
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c < b < a−1 portanto b ∈ X{, pois c ∈ X{. Logo b−1 > a e também
b−1 ∈ X−1, pois b ∈ X{ e b não é mı́nimo de X{.

Portanto o conjunto X−1 ∈ D.
Dado X ∈ D e X 6= R0 afirmamos que o corte X−1 é o inverso multiplicativo
de X caso X ∈ D+ e se X ( R0 o inverso multiplicativo será −(|X|−1).
Para todo X ∈ D temos que X ·X−1 = R1. Demonstraremos primeiro o caso em
X ∈ D+. Seja a ∈ X ·X−1, se a ≤ 0 então a ∈ R1, por definição. Se a > 0 então
existem b ∈ X, c ∈ X−1, d ∈ X{ tais que b > 0, c > 0, d < c−1. Como b ∈ X e

b−1 ∈ X−1 então b < d⇒ b

d
< 1. Por outro lado d < c−1 ⇒ d−1 > c⇒ b

d
> c·b,

pois b > 0, portanto temos a = b · c < b

d
< 1⇒ a ∈ R1 logo é válida a inclusão

X ·X−1 ⊂ R1

Dado a ∈ R1 se a < 0 então a ∈ X ·X−1 por definição, caso a = 0 temos que
0 ∈ X e 0 ∈ X−1, portanto a = 0 ·0 e assim a ∈ X ·X−1. Supondo agora a > 0,
seja b ∈ X ; b > 0 e n o menor natural tal que b · (a−1)n ∈ X{; como 0 < a < 1
temos a−1 > 1 e assim existe o menor n que cumpre essa condição. Tomemos
então:

c = b · (a−1)n−1 , d = b · (a−1)n

Pela escolha do n temos que c ∈ X e d ∈ X{. Seja e > c , e ∈ X tomando
f = d−1 · e−1 · c temos que:

c < e⇒ 1 < e · c−1 ⇒ d < d · e · c−1 = f−1 ⇒ d < f−1

Como d ∈ X{ então f−1 ∈ X{. Podemos concluir então que:

e · f = e · d−1 · e−1 · c = b−1 · an · b · a1−n = a

Portanto por tudo foi descrito acima o número a pode ser escrito como produto
de dois termos não negativos, pertencentes respectivamente a X e a X−1, logo
a ∈ X ·X−1 e com isso temos R1 ⊂ X ·X−1. Portanto se X ∈ D+ então existe
X−1 tal que X ·X−1 = R1. Vejamos agora o caso em que X ( R0, utilizando
a definição de multiplicação, usando também o fato que X ( R0 ⇒ X−1 ( R0

e o que foi provado a pouco; temos:

X ·X−1 = |X| · |X−1| = |X| · | − (|X|−1)| = |X| · |X|−1 = R1

Logo para cada X ∈ D−R0 exite o seu simétrico multiplicativo.

Distributividade

Vejamos inicialmente o caso em que X,Y, Z ∈ D+. Provemos então que
(X + Y ) ·Z = X ·Z + Y ·Z, seja a ∈ ((X + Y ) ·Z) então se a < 0 por definição
teremos a ∈ (X ·Z + Y ·Z), se a = 0 então a = 0 · 0 + 0 · 0 e como 0 ∈ X,Y e Z
temos que a ∈ (X ·Z+Y ·Z). Supondo agora a > 0 então existem b ∈ ((X+Y )
e c ∈ Z tais que a = b · c com b > 0, c > 0. Como b ∈ (X + Y )⇒ b = d+ e com
d ∈ X e e ∈ Y , assim;

a = b · c = (d+ e) · c = d · c+ e · c

Basta provar que d · c ∈ X · Y e e · c ∈ Y · Z, se d · c < 0 então por definição
d · c ∈ X · Z, por outro lado se d · c ≥ 0⇒ d ≥ 0 pois c > 0 então por definição

34



de multiplicação de cortes temos d · c ∈ X ·Z. Analogamente temos e · c ∈ Y ·Z
e portanto vale a inclusão (X + Y ) · Z ⊂ X · Z + Y · Z.
Vejamos agora a outra inclusão, seja a ∈ (X · Z + Y · Z), se a < 0 então por
definição a ∈ (X + Y ) · Z, se a = 0 então a = (0 + 0) · 0 e como 0 ∈ X,Y, Z
então por definição de adição e multiplicação de cortes teremos a ∈ (X+Y ) ·Z.
Supondo agora a > 0 existem b ∈ X · Z e c ∈ Y · Z tais que a = b + c como
a > 0 então b > 0 ou c > 0. Supondo b > 0 então por definição existem d ∈ X
, e ∈ Z tais que b = d · e, d > 0, e > 0. Pela tricotomia dos números racionais
analisaremos três casos quanto ao valor de c:

1. Se c > 0 então existem f ∈ Y e g ∈ Z tais que c = f · g com f > 0, g > 0.
Supondo g ≤ e, o caso g > e é análogo a este, temos que:

a = d · e+ f · g = (d+ f · g
e

) · e

Como
g

e
≤ 1 temos que f · g

e
∈ Y assim segue das definições das operações

que a ∈ (X + Y ) · Z.

2. Se c = 0 então tomando d ∈ Y ·Z tal que c, d e como a = b+ c temos que
a = b + c < b + d e pelo caso anterior (b + d) ∈ (X + Y ) · Z e portanto
a ∈ (X + Y ) · Z.

3. Se c < 0 então escrevemos a = d · e+ c = (d+ c · e−1) · e como c · d−1 < 0
segue que c · e−1 ∈ Y e portanto segue das definições de operações que
a ∈ (X + Y ) · Z.

Os demais casos em que temos algum X,Y ou Z não positivo decorre direta-
mente desse caso ou segue uma demonstração análoga a esta, assim podemos
concluir que é válida a distributividade.
Assim o conjunto de cortes de Dedekind munido com as operações de adição e
multiplicação é um corpo.

3.4 O conjunto D é um corpo ordenado

Já utilizado e conhecido o conjunto D+ ⊂ D dos cortes positivos, basta apenas
demonstrar as seguintes propriedades desse conjunto:

1. Se X,Y ∈ D+ então X + Y ∈ D+

2. Se X,Y ∈ D+ então X · Y ∈ D+

3. Dado X ∈ D então ocorrerá um dos três casos: X ∈ D+ ou X = R0 ou
−X ∈ D+

Após demonstramos esses fatos estabeleceremos a ordem.
Demonstração.

1. X,Y ∈ D+ ⇒ R0 ( X e R0 ( Y ⇒ R0 ( X ∪ Y ⊂ X + Y portanto
R0 ( X + Y ⇒ X + Y ∈ D+.

2. Por definição X · Y = {a ∈ Q; a < 0 ou a = b · c, b ∈ X, c ∈ Y, b ≥ 0, c ≥ 0}
portanto R0 ( X · Y ⇒ X · Y ∈ D+.
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3. Supondo X ∈ D tal que R0 não é subconjunto próprio de X, então a ∈
X ⇒ a ≤ 0, pois X é corte. Assim temos que X ⊂ R0 portanto X = R0

ou é subconjunto próprio do mesmo, caso ocorra o segundo caso 0 ∈ −X
e assim R0 ∈ −X logo −X ∈ D+.

Essas três propriedades garantem que o corpo D é ordenado. Dados X,Y ∈ D
diremos que X é menor que Y escrevendo X < Y para descrever a seguinte
situação Y − X ∈ D+. Dessa definição podesse provar todas as propriedades
da relação de ordem comumente conhecidas no corpo Q. No caṕıtulo 4 serão
demonstradas as principais propriedades dessa relação de ordem nesse corpo
ordenado.

3.5 D é um corpo ordenado completo

Definiremos agora o que é um conjunto de cortes limitado superiormente, seja
A ⊂ D tal que exista um corte S ∈ D onde para todo X ∈ A⇒ X ⊂ S. Assim
sendo o corte S é dito uma cota superior do conjunto de cortes A e caso exista
a menor das cotas superiores essa tal cota superior será dita supremo.
Exemplo 3.2. Seja A = {X ∈ D; X ⊂ R0} afirmamos que R0 é cota superior
do conjunto A e mais que isso também é o supremo do conjunto A.
Demonstração. Pela definição do conjunto A temos que R0 é cota superior do
mesmo. Por outro lado se M é uma cota superior do conjunto A e supondo que
R0 não esteja contido em M então deve existir um número racional q ∈ R0 tal
que q não é elemento de M , todavia Rq ⊂ R0 ⇒ Rq ∈ A⇒ Rq ⊂ M ⇒ q ∈ M
contrariando o fato que q não é elemento de M . Portanto qualquer outra cota
superior do conjungo A é subconjunto de R0 e assim R0 é o supremo de A.

Teorema 3.2. Todo conjunto A ⊂ D limitado superiormente tem a propri-
edade da menor cota superior, ou seja, existe o supremo do conjunto A.

Demonstração. Seja S = ∪X∈AX é claro que todo elemento conjunto A
é subconjunto de S e se M é uma cota supeior de A então X ⊂ M para todo
X ∈ A logo S = ∪X∈AX ⊂ M e assim S ⊂ M , configurando S como supremo.
Precisando verificar ainda se de fato o conjunto S assim definido é um corte, ou
seja, S ∈ D. Vejamos;

1. Como A 6= φ ⇒ S 6= φ. Seja M uma conta Superior de A temos que
S ⊂M ⇒M{ ⊂ S{ ⇒ S{ 6= φ.

2. Seja a ∈ S e b < a. Assim; a ∈ S ⇒ ∃X ∈ S ; a ∈ X ⇒ b ∈ X ⇒ b ∈ S.

3. Seja a ∈ S. Assim; a ∈ S ⇒ ∃X ∈ S ; a ∈ X ⇒ ∃b ∈ X ⊂ S ; b > a⇒
existsb > a ; b ∈ S.

Portanto de fato S é um corte e assim ele é o supremo do conjunto A.
A propriedade da completeza caracteriza o corpo ordenado D como completo,
no próximo caṕıtulo demonstraremos todas as propriedades básicas desse corpo
ordenado completo.
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Caṕıtulo 4

O corpo ordenado completo
R dos números reais

4.1 Um corpo ordenado completo K
É posśıvel provar via isomorfismos que só existe um corpo ordenado completo,
assim tanto o conjunto de Cauchy S constrúıdo no caṕıtulo dois quanto o con-
junto dos cortes de Dedekind D constrúıdo no caṕıtulo três são maneiras di-
ferentes de representar o mesmo conjunto. Vejamos antes os teoremas sobre
corpos ordenados completos que garantiram esse isomorfismo.

(Christian d’Elbée, 2015) foi referência fundamental às proposições demons-
tradas a seguir que corroboram com a formulação das mesmas.
Observaremos antes o fato que todo corpo ordenado completo K possui uma
cópia”dos números naturais, inteiros e racionais em si. Denotando por 1K a
unidade do corpo ordenado completo K escreveremos:

nK =

n∑
i=1

1K = 1K + 1K + ...+ 1K

ou seja nK é a soma em K de n parcelas das unidades de K. Assim temos uma
bijeção do entre os naturais e um subconjunto de K o qual denotaremos por NK.

Definição 4.1. Um corpo ordenado K é dito arquimediano se para todo
x ∈ K existe um elemento nK ∈ NK tal que x < nK. Isso equivale a dizer que
para todos x, y ∈ K+ existe nK ∈ K tal que x < y · nK. Demonstrando essa
equivalência temos: a priori supondo que o conjunto cópia dos naturais seja
ilimitado e dados x, y ∈ K+ existe um nK ∈ NK tal que x·y−1 < nK ⇒ x < nK ·y.
A rećıproca também é válida, pois supondo que K tenha essa propriedade de
dados quaisquer x, y ∈ K+ exista nK ∈ NK com x < nK · y supondo que a cópia
dos naturais NK não seja limitado existiria um c ∈ K tal que c > nK para todo
elemento de NK, mas tomando y = 1K e x = c existiria um nK tal que

x < nK · y ⇔ c < nK · 1K ⇔ c < nK

O que contraria a hipótese inicial, portanto NK é ilimitado superiormente.
Podemos definir agora o conjunto ZK como sendo a cópia dos números inteiros
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em K. Assim temos:

ZK = {x ∈ K;x ∈ NK ou x = 0K ou x ∈ N−K}

Onde 0K representa o elemento neutro da adição em K e o conjunto N−K re-
presenta o conjunto dos elementos simétricos aditivos dos números cópias dos
naturais em K.
Analogamente aos inteiros podemos definir o conjunto cópia dos racionais em
K da seguinte forma:

QK =

{
x ∈ K;x =

nK
rK
, nK ∈ NK, rK ∈ (ZK − {0K})

}
Definição 4.2 Diremos que um cojunto X ⊂ K é denso em K se dados quais-
quer x < y, com x, y ∈ K existe um r ∈ X tal que x < r < y.

Teorema 4.1. O conjunto cópia dos racionais QK é denso em qualquer
corpo ordenado arquimediano K.
Demonstração. Dados quaisquer x, y ∈ K distintos, assim podemos supor
x < y sem perda de generalidade. Decorre das propriedades de corpo ordenado
que são válidas as seguintes equivalências:

x < y ⇔ y − x > 0⇔ (y − x)−1 > 0

Como por hipótese K é arquimediano temos que existe um m ∈ NK tal que

(y − x)−1 < m⇔ 1 < my −mx

Usando novamente a hipótese do conjunto K ser arquimediano e considerando
no mesmo o prinćıpio da boa ordenação tomemos

n = min{z ∈ NK;mx < z}

Assim temos que mx < n e n − 1 < mx, pois n é mı́nimo. Então temos duas
desigualdades a considerar; a primeira é:

1 < my −mx⇒ (n− 1) + 1 < my −mx+ (n− 1)

A segunda desigualdade; é:

n−1 < mx⇒ n−1+(my−mx) < mx+(my−mx)⇒ n−1+(my−mx) < my

Pela transitividade da relação de ordem em K se tem:

(n− 1) + 1 < my ⇒ n < my

Portanto é válida a seguinte desigualde

mx < n < my ⇔ x < n ·m−1 < y

Tomando r = nm−1 temos que r ∈ QK e x < r < y como queŕıamos demonstrar,
logo o conjunto cópia dos racionais QK é denso no corpo ordenado arquimediano
K.
Teorema 4.2. Todo corpo ordenado completo K é arquimediano.
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Demonstração. Supondo que o conjunto cópia dos naturais NK seja limitado,
pela completeza do corpo ordenado completo K deve existir um m = supNK.
Assim o elemento m − 1 ∈ K não é cota superior do conjunto NK portanto
existe um n0 ∈ NK tal que n0 > m − 1 mas isso equivale a n0 + 1 > m, ou
seja, existe p ∈ NK tal que p = n0 + 1 e p > m, porém isso contraria o fato de
m ser o supremo desse conjunto, logo NK é um conjunto ilimitado em K disso
conclúımos que o corpo ordenado completo K também é arquimediano.

4.2 Unicidade do Corpo Ordenado Completo

Seja K um corpo ordenado completo e D o corpo dos cortes de Dedekind. Defi-
niremos uma aplicação

ϕ(x) = Cx com Cx = {r ∈ QK = Q; r < x}

Em diante não faremos distinção expĺıcita sobre os números racionais Q e os
elementos de QK, pois é fácil ver que existe um isomorfismo entre ambos, ade-
mais consideraremos Q ⊂ K.

Provemos inicialmente que de fato o conjunto Cx é um corte de Dedekind.

1. Se para algum x ∈ K o conjunto Cx fosse vazio teŕıamos que r ≥ x para
todo r racional, mas isso é um absurdo, pois conjunto dos números racio-
nais não é limitado inferiormente. Portanto Cx é não vazio, analogamente
Q − Cx é não vazio, pois do contrário o conjunto dos números racionais
seria limitado superiormente e assim o conjunto Q− Cx é não vazio para
todo x ∈ K.

2. Seja s ∈ Cx e q < s. Como s ∈ Cx temos que s < x pela transitividade da
relação de ordem temos q < s , s < x⇒ q < x e portanto q ∈ Cx.

3. Seja s ∈ Cx. Então s < x e como o corpo K é arquimediano, vide teorema
4.1., existe r ∈ Q ⊂ K tal que s < r < x. Assim r < x ⇒ r ∈ Cx e por
outro lado r > s. Logo o conjunto Cx ∈ D para todo x ∈ K.

Provemos agora que de fato a aplicação ϕ está bem definida. Supondo que
Cx 6= Cy deve existir um elemento que pertence a um deles, mas não pertence
ao outro conjunto. Supondo sem perda de generalidade que exista z ∈ Cx tal
que z não seja elemento de Cy. Assim temos que z < x e z ≥ y pela transiti-
vidade da relação de ordem temos y < x isso implica que x 6= y. Portanto a
aplicação ϕ está bem definida.

A aplicação ϕ é bijetiva. Provemos a injetividade da aplicação; sejam Cx,
Cy ∈ D supondo que Cx = Cy, se x < y pela propriedade arquimediana do
corpo K existiria r ∈ Q tal que x < r < y assim r ∈ Cy, mas r não pertenceria
a Cx contrariando a hipótese de que Cx = Cy, analogamente se prova que não
pode ocorrer de y < x, portanto duplamente pela contra-positiva da proposição
temos que Cx = Cy ⇒ x = y assim a função ϕ é injetiva.

A aplicação ϕ é sobrejetiva. Dado um C ∈ D temos que C ⊂ Q ⊂ K como
o conjunto C é limitado superiormente e o conjunto K é um corpo ordenado
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completo seja x = sup(C) em K. Afirmamos que Cx = C, ou seja, sendo
sup(C) = x ∈ K então ϕ(x) = C.

1. Seja y ∈ Cx, assim y < x supondo que y não seja elemento do corte C isso
implica que

y ≥ sup(C)⇒ y ≥ x⇒ y ∈ (Q− Cx)

Portanto y não pertence ao corte C implica que ele não pertence ao corte
Cx usando a contra-positiva temos que se y ∈ Cx então y ∈ C, assim é
válida a inclusão Cx ⊂ C.

2. Seja y ∈ C isso implica que y ≤ sup(C), logo; y ≤ x. A igualdade
não pode ocorrer, pois do contrário y = sup(C) e y ∈ C acarretaria que
y = max(C), mas C é corte e não possui elemento máximo. Portanto
y ∈ C ⇒ y ∈ Cx e assim é válida a inclusão C ⊂ Cx, logo ϕ é sobrejetiva.

Conclúımos assim que a função ϕ é bijetiva. Demonstraremos agora a corres-
pondência das operações entre os corpos ordenados completos, dados x, y ∈ K
temos que:

1. ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y).
Demonstração. Pela definição da função ϕ temos que

ϕ(x+ y) = Cx+y = {r ∈ Q; r < x+ y}

por outro lado

ϕ(x) + ϕ(y) = Cx + Cy = {r ∈ Q; r = a+ b, a ∈ Cx, b ∈ Cy}

pela definição de soma de cortes de Dedekind. Então se s ∈ ϕ(x + y) ⇒
s < x+y tomando um a < x e definindo b = s−a basta provar que b < y,
supondo que b ≥ y teriamos:

b ≥ y ⇒ a+ b ≥ a+ y ⇒ s ≥ a+ y ⇒ x+ y ≥ a+ y ⇒ x ≥ a

Mas isso contraria a hipótese inicial que a < x. Portanto a ∈ Cx, b ∈ Cy
e s = a + b logo s ∈ ϕ(x) + ϕ(y). Conclúımos que a inclusão ϕ(x + y) ⊂
ϕ(x) + ϕ(y) é verdadeira. Por outro lado se s ∈ ϕ(x) + ϕ(y)⇒ s = a+ b
tal que a ∈ Cx e b ∈ Cy, portanto:

s = a+ b < x+ b < x+ y ⇒ s ∈ Cx+y ⇒ s ∈ ϕ(x+ y)

Logo é válida a inclusão ϕ(x) + ϕ(y) ⊂ ϕ(x+ y). Assim temos que
ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) para todo x, y ∈ K.

2. ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y).
Demonstração. Demonstraremos o caso em que Cx, Cy ∈ D+, os demais
casos decorrem deste, observemos que nesse caso x > 0 e y > 0. Pela
definição da função ϕ temos que

ϕ(x · y) = {r ∈ Q; r < x · y}

por outro lado decorre da definição de produto de cortes de Dedekind que

ϕ(x) · ϕ(y) = {r ∈ Q; r < 0 ou r = a · b, a ∈ Cx, b ∈ Cy, a > 0, b > 0}
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Então se s ∈ ϕ(x·y) isso implica que s < x·y, temos dois casos a considerar,
primeiro: se r < 0 então por definição r ∈ ϕ(x) · ϕ(y). Segundo: se r > 0

tomando um a ∈ Cx tal que a > 0 definiremos b =
r

a
então basta provar

que b ∈ Cy, supondo que b não pertença a Cy teŕıamos:

b ≥ y ⇒ a · b ≥ a · y ⇒ r ≥ ay ⇒ xy ≥ ay ⇒ x ≥ a

Mas isso contraria a hipótese que a ∈ Cx. Portanto s ∈ ϕ(x) · ϕ(y) e é
válida a inclusão ϕ(x · y) ⊂ ϕ(x) · ϕ(y). Seja agora s ∈ ϕ(x) · ϕ(y) isso
implica que; r < 0 ou r = a · b com 0 < a ∈ Cx, 0 < b ∈ Cy. Como x
e y são positivos no primeiro caso claramente s < 0 < x · y e portanto
r ∈ Cx·y, no segundo caso temos:

r = a · b < x · b < x · y ⇒ r ∈ Cx·y ⇒ r ∈ ϕ(x · y)

Conclúımos que ϕ(x) · ϕ(y) ⊂ ϕ(x · y)
Pelas inclusões demonstradas acima temos ϕ(x ·y) = ϕ(x) ·ϕ(y) para todo
x, y ∈ K.

3. x < y ⇒ ϕ(x) < ϕ(y)
Demonstração. Supondo x < y temos que:

s ∈ ϕ(x)⇒ s ∈ Cx ⇒ s < x⇒ s < y ⇒ s ∈ Cy ⇒ s ∈ ϕ(y)

Portanto ϕ(x) ⊂ ϕ(y), mas isso em D é equivalente a ϕ(x) < ϕ(y).

Conclúımos então que a função ϕ é um isomorfismo do corpo ordenado completo
K no corpo de Dedekind D. Ademais fazendo K = S o corpo ordenado completo
de Cauchy teremos um isomorfismo entre o mesmo e o corpo ordenado completo
de Dedekind. Assim existe apenas um corpo ordenado completo, a menos de
isomorfismo é claro. Adiante denotaremos tal corpo ordenado completo por R e
o chamaremos de conjunto dos números reais, a seguir temos as demonstrações
de algumas propriedades usuais dos números reais.

4.3 Propriedades básicas da adição

A seguir, veremos algumas propriedades da operação de adição dos números re-
ais; tais demonstrações, entre outras, podem ser encontradas em (Elon, 2017).
Propriedade 1. Denotando o elemento neutro da adição dos números reais
por 0 e dado um elemento x ∈ R seja −x o seu simétrico aditivo é válida as
seguintes igualdades: 0 + x = x e −x+ x = 0.
Demonstração. 0 + x = x + 0 pela propriedade comutativa da adição, por
outro lado x + 0 = x pois 0 é o elemento neutro da adição, então; 0 + x = 0
pela transitividade da relação de igualdade. A outra igualdade é inteiramente
análoga.

Propriedade 2. Dados x, y, z ∈ R e definindo x + (−y) = z como sendo
x− y = z temos que x− y = z ⇔ x = y + z.
Demonstração. x−y = z ⇔ (x−y)+y = z+y pois podemos somar em ambos
os membros da equação o mesmo valor y, (x−y)+y = z+y ⇔ x+(−y+y) = z+y
devido a propriedade associativa da adição, x+(−y+y) = z+y ⇔ x+0 = z+y
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devido a segunda parte da propriedade um, x+ 0 = z + y ⇔ x = z + y pois 0 é
elemento neutro da adição.

Propriedade 3. Unicidade do elemento neutro da adição. Se dados x, θ ∈ R
tivermos x + θ = x então θ = 0. Demonstração; decorre da propriedade dois
que x+ θ = x⇔ θ = x−x portanto θ = 0, ou seja, só existe um único elemento
neutro para a adição.

Propriedade 4. Unicidade do elemento simétrico aditivo. Se dados x, y ∈ R
tivermos x + y = 0 então y = −x. Demonstração; decorre da propriedade
dois que x + y = 0 ⇔ y = 0 − x mas 0 + (−x) = (0 − x) e portanto
y = 0− x = 0 + (−x) = −x⇒ y = −x. Como queriamos demonstrar.

Propriedade 5. A propriedade de tomar o simétrico aditivo é idempo-
tente, ou seja, dado x ∈ R temos que −(−x) = x. Demostração; decorre da
propriedade um e da propriedade quatro que dado x ∈ R temos −x+ x = 0⇔
x = −(−x), assim o simétrico aditivo do simétrico aditivo de x ∈ R é o próprio
número real x.

Propriedade 6. Lei do corte. Dados x, y, z ∈ R se x + z = y + z então
x = y. Demonstração x + z = y + z ⇒ (x + z) − z = (y + z) − z e pela
propriedade associativa da adição temos x + (z − z) = y + (z − z) portanto
x+ 0 = y + 0⇒ x = y.

4.4 Propriedades básicas da multiplicação

Propriedade 1. Denotando o elemento neutro da multiplicação dos números
reais por 1 e dado um elemento 0 6= x ∈ R seja x−1 o seu simétrico multiplica-
tivo é válida as seguintes igualdades: 1 · x = x e x−1 · x = 1. Demonstração:
1·x = x·1 pela propriedade comutativa da multiplicação, por outro lado x·1 = x
pois 1 é o elemento neutro da multiplicação, então; 1 ·x = x pela transitividade
da relação de igualdade. A outra igualdade é inteiramente análoga.

Propriedade 2. Dados x, y, z ∈ R, como y 6= 0 e definindo x ·y−1 = z como

sendo
x

y
= z temos que

x

y
= z ⇔ x = y · z. Demonstração:

x

y
= z ⇔

(
x

y

)
· y =

z ·y pois podemos multiplicar em ambos os membros da equação o mesmo valor
y, (x · y−1) · y = z · y ⇔ x · (y·−1) = z · y devido a propriedade associativa da
multiplicação, x · 1 = z · y pois 1 é o elemento neutro da multiplicação, portanto

temos que
x

y
= z ⇔ x = y · z.
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Propriedade 3. Lei do corte. Dados x, y, z ∈ R com 0 6= z se tivermos
x · z = y · z então x = y.
Demonstração.

x·z = y·z ⇔ (x·z)·z−1 = (y·z)·z−1 ⇔ x·(z·z−1) = y·(z·z−1)⇔ x·1 = y·1⇔ x = y

Propriedade 4. Unicidade do elemento neutro da multiplicação. Dados
x, y ∈ R tais que x · y = x. Temos dois casos a considerar; primeiro: se a
igualdade x · y = x for válida para todo x ∈ R e um y ∈ R qualquer então
tomando x = 1 temos que 1 · y = 1 ⇒ y = 1, segundo: se x · y = x para um
x ∈ R qualquer então se x 6= 0 teremos que x · y = x = x · 1 e pela lei do corte
teremos y = 1, mas caso x = 0 então y pode assumir qualquer valor real, pois
como veremos a seguir 0 · x = 0 para todo x ∈ R.

Propriedade 5. Unicidade do elemento simétrico multiplicativo. Dados
x, y ∈ R se x · y = 1 então y = x−1.
Demonstração. Se x · y = 1 então x 6= 0 e y 6= 0, fato esse a ser de-
monstrado, então existe x−1 portanto x−1 · (x · y) = x−1·, por associativi-
dade da multiplicação e propriedade o elemento neutro da multiplicação temos
(x−1 · x) · y = x−1, assim 1 · y = x−1 ⇒ y = x−1.

4.5 Outras propriedades usuais e as regras dos
sinais

Propriedade 6 Para todo x ∈ R é válida a igualdade 0 · x = 0.
Demonstração. 0 ·x+x = 0 ·x+1 ·x = (0+1) ·x = 1 ·x = x pois é válida a dis-
tributividade e pela unicidade do elemento neutro da adição temos que 0 ·x = 0.

Propriedade 7. Dados x, y ∈ R tais que x · y = 0 então temos que x = 0
ou y = 0.
Demonstração. se x · y = 0 e supondo x 6= 0 então existe o simétrico multi-
plicativo x−1 consequentemente teremos x · y = 0⇒ x−1 · (x · y) = x−1 · 0 pelas
propriedade associativa da multiplicação e propriedade um temos: (x−1·x)·y = 0
portanto 1 · y = 0⇒ y = 0.

Propriedade 8. Dados x, y ∈ R temos que x · (−y) = −(x · y) = (−x) · y.
Demonstração. x · y + x · (−y) = x · (y − y = x · 0 = 0) isso decorre da
distributividade e da propriedade um desta seção decorre ainda da unicidade
do elemento simétrico aditivo que x · (−y) = −(x · y). A segunda igualdade é
totalmente análoga a esta.

Propriedade 9. Dados x, y ∈ R é válida a igualdade (−x) · (−y) = x · y.
Demonstração. basta aplicarmos a propriedade três jutamente com a propri-
edade cinco da seção um, assim; (−x) · (−y) = −(x · (−y)) = −(−(x · y)) = x · y.

4.6 Propriedades básicas da relação de ordem

Propriedade 10. Para todo x ∈ R tal que x 6= 0 temos que x2 ∈ R+, onde R+

é o conjunto dos números reais positivos.
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Demonstração. se x ∈ R+ então x2 = x · x ∈ R+ por propriedade do fe-
chamento da multiplicação no conjunto R+, do contrário teremos −x ∈ R+ e
assim (−x) · (−x) ∈ R, mas vimos na propriedade quatro da seção anterior que
(−x) · (−x) = x · x e portanto como x · x = x2 temos nesse caso também que
x2 ∈ R+.

Propriedade 11. Transitividade. Dados x, y, z ∈ R. Se x < y e y < z
então x < z.
Demonstração. x < y ⇔ y − x ∈ R+ e y < z ⇔ z − y ∈ R+ portanto
pela propriedade do fechamento da adição no conjunto R+ temos; z − x =
z + (−y + y)− x = (z − y) + (y − x) ∈ R+ e portanto x < z, pois z − x ∈ R+.

Propriedade 12. Lei do corte. Dados x, y, z ∈ R+ se x + z < y + z então
x < y.
Demonstração. Por definição temos x+z < y+z ⇔ (y+z)− (x+z) ∈ R+ ⇒
y − x ∈ R+ ⇒ x < y.

Propriedade 13. Tricotomia. Dado x, y ∈ R teremos que x = y ou x < y
ou y < x.
Demonstração. considerando o número real y − x temos três casos; y − x ∈
{0} ⇒ y− x = 0⇒ y = x ou y− x ∈ R+ ⇒ y− x > 0⇒ (y− x) + x > 0 + x⇒
y > x ou −(y − x) ∈ R+ ⇒ −(y − x) > 0⇒ (x− y)− (x− y) < (x− y) + 0⇒
0 < x− y ⇒ y < x.

4.7 Completeza de R
O conjunto dos números reais R, como já foi provado, possui a propriedade
da menor cota superior. Essa propriedade é de fundamental importância para
análise real, pois a mesma está relacionada com a noção de limites de sequências
de números reais. Ideia essa que acarreta no conceito de limites de funções
e assim de derivadas, integrais, etc. Conclúımos que a construção rigorosa
desses números possibilitou a base sólida matemática necessária para a ex-
ploração de novos horizontes na matemática moderna, corroborando na cons-
trução axiomática da análise real entre outras áreas.
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