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RESUMO

A Programacéo Linear (PL) é um instrumento importante na Matemaética, ndo s6 por
modelar problemas de otimizacdo, mas também por estimular o estudo e aprendizagem
de temas como funcgdes, inequacdes, sistemas lineares, matrizes e determinantes,
geometria analitica, dentre outros; além de proporcionar a observacao e vivéncia da
variedade de aplicacGes de PL na area de otimizacdo. Neste trabalho, a PL € apresentada
como uma possibilidade que o professor de matematica tem para tornar o estudo de sua
disciplina mais atrativa ao aluno, e a matematica mais Util por meio da apresentacao e
resolucdo de algumas situacBes problemas. Sdo apresentados problemas de otimizacao
para serem resolvidos com modelos de PL, juntamente com as suas fundamentacOes
tedricas, nuances da resolucdo e aplicacdo de planilhas eletrénicas, por meio do
software LivreOffice Calc, para a solucdo destes problemas. Para salientar a riqueza
dessa ferramenta para o aprendizado, apresentam-se técnicas de resolucdo em
Problemas de Programacdo Linear (PPL) por meio dos métodos grafico, simplex
analitico, simplex tabular e resolucdo através da planilha eletrénica LibreOffice Calc.

Palavras chaves: Programacdo linear, LibreOffice Calc, sistemas lineares, pesquisa

operacional, método simplex



ABSTRACT

Linear Programming (LP) is an important mathematical tool, not only for modeling
important optimization problems, but also for stimulating the study and learning of
subjects such as functions, inequations, linear systems, matrices and determinants, and
analytical geometry, among others; also provides observation and experience of the
variety of applications of LP, in the area of optimization. In this work LP is presented as
a possibility that mathematics teacher has to make the study of his subject more
attractive to students, and mathematics more useful through the presentation and
resolution of some problem situations. Optimization problems will be presented to be
solved with LP, along with their theoretical fundamentals, nuances of resolution and
application of spreadsheets through LibreOffice Calc, to obtain optimal solutions. To
emphasize the richness of this tool for learning, we will present and discuss techniques
of resolution in Linear Programming Problems (LPP) through graphic methods, simplex
analytical method, simplex tabular and resolution through the spreadsheet in
LibreOffice Calc.

Keywords: Linear Programming, LibreOffice Calc, linear systems, operational

research, simplex
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1 INTRODUCAO

Sistemas lineares podem ser considerados um contetido de Matematica abordado
ao longo do ensino dessa disciplina, na Educacdo Basica, em diversos momentos. No
Ensino Fundamental, séo trabalhadas resolucdes de sistemas pequenos, normalmente
com apenas duas equacgdes e duas incognitas e apresentando solugdo Unica. Pode-se
observar que a resolucao deste tipo de sistema linear também se mostra aplicavel em
diversas outras disciplinas, como € o caso da Fisica, Quimica, entre outras. No Ensino
Médio, o assunto é abordado novamente com o estudo aprofundado com técnicas de
resolucdo de sistemas com um numero maior de equacles e incognitas (PEREIRA,
2017).

Tem-se a Matematica como uma ferramenta importantissima na vida do ser
humano, tendo em vista a grande presenca desta ciéncia nas diversas areas do
conhecimento e no desenvolvimento tecnoldgico, porém, mesmo com a sua influéncia
nas acOes do dia-a-dia, nota-se pouco interesse e empatia dos alunos por ela (PEREIRA,
2017).

Buscando proporcionar o aumento do interesse por parte do aluno na
aprendizagem da Matematica e servindo de base para o professor do Ensino Médio, a
presente pesquisa busca mostrar, por meio de exemplos, diversas situagdes problemas
que fazem uso da Programacdo Linear para a sua solugdo, que possibilitam a facil
percepcdo de que os conhecimentos necessarios para tais solucdes sdo adquiridos no

ensino da Matematica.

A pesquisa tem como objetivo apresentar diversos Problemas de Programagéo
Linear como fonte inspiradora para o estudo de temas relacionados no ensino da
Matematica, tais como: equacdes, inequacles, sistemas lineares, funcdes, graficos de
fungBes; proporcionando também a utilizagdo da tecnologia para o ensino e a

aprendizagem.

Com o proposito de cumprir tal objetivo, foi realizada uma revisao bibliografica
sobre o tema, que representa material de base para o professor do Ensino Médio, em que
se apresentam diversas situacGes problemas e suas respectivas solugbes, demostrando
que ndo existe apenas uma determinada metodologia de solugdo, mas sim Varias,

cabendo ao aluno escolher qual delas é mais viavel para o seu problema.
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A presente pesquisa encontra-se dividida em capitulos assim desenvolvidos: o
capitulo 2 apresenta a importancia da utilizagdo da tecnologia no ensino da Matematica;
0 capitulo 3 oferece uma breve revisdo sobre os temas da Matematica que servem de
base para a Programacdo Linear, revelando-se como fonte de pesquisa quando
necessario; no capitulo 4, descreve-se uma pequena abordagem sobre a Programacao
Linear, discorrendo sobre a sua importancia e os avangos possibilitados por meio de sua
implementacdo; no capitulo 5, encontram-se informacdes acerca de como deve ser feita
a modelagem propriamente dita de Problemas de Programacdo Linear, assim como
alguns dos mecanismos utilizados em sua resolucdo, passando, desde mecanismos
gréaficos, algoritmos de solu¢Bes por meio do método simplex, tanto algébrico quanto
tabular, e a solugdo destes problemas por meio computacional, com o uso do software
LibreOffice Calc.

13



2 Tecnologia computacional no ensino de matematica

Segundo Franca e Tedesco (2015), devido ao crescimento computacional e
tecnoldgico na contemporaneidade, faz-se necessario ensinar conceitos fundamentais da
ciéncia da computacéo, objetivando a melhoria do aprendizado escolar dos individuos, e
também o uso de maneira eficaz das tecnologias existentes visando ao beneficio da
sociedade. A computagdo na escola tem como fung@o promover o desenvolvimento da
capacidade de resolucdo de problemas, além de apoiar e se relacionar com outras
ciéncias (FRANCA, TEDESCO, 2015).

De acordo com Maltempi (2008, 60 p.)

“...as tecnologias ampliam as possibilidades de se ensinar ¢ aprender,
oferecendo novas e variadas formas para que esses processos ocorram,
de forma que as ideias para trabalhos pedagdgicos que antes eram
invidveis (por limitagdes de custo, tempo, recursos fisicos, etc.)

tornam-se factiveis com o uso de tecnologias.”

A utilizacdo e a exploragdo de softwares computacionais no ensino de
Matematica possibilitam aos alunos o entendimento do que esta sendo feito, permitindo
a interatividade entre o aluno e o objeto de estudo, o que propicia, assim, uma
participacdo mais ativa do aluno e uma reflexdo e aprendizado mais efetivo com o
emprego da tecnologia (AGUIAR, 2008).

A tecnologia computacional proporciona a criacdo de situacdes de ensino e de
aprendizagem que tornam possivel, ao aluno, a construcao de sua aprendizagem, sendo
que essa construcdo ocorre de maneira individual ou em grupo, favorecendo a evolugéo
de suas habilidades e competéncias nas aulas de Matematica. A utilizacdo de
ferramentas como LibreOffice Calc, softwares educativos, jogos no computadores e
videos, tem como objetivo favorecer a aprendizagem e fortalecimento do aprendizado
de maneira mais atrativa ao aluno, servindo também, em alguns casos, como um start na
busca de mais conhecimentos (MUELLER, 2013).

A computacdo, enquanto saber necessario na educacdo basica, deve ir além do
ensino & manipulacdo de softwares, tais como editores de texto, deve ser ensinado o
chamado pensamento computacional, sendo indispensavel a compreensdo da linguagem
que o software utiliza, pois s6 assim é que sera possivel a utilizacdo de forma racional
da tecnologia da computacéo no ensino da Matematica (FRANCA, TEDESCO, 2015).

14



Com base nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), reforca-se a

importancia da utilizagdo das tecnologias para o processo de ensino aprendizagem de

Matematica, que trazem contribuicdo a medida que:

Ainda segundo PCN,
varias finalidades:

“a) Relativiza a importancia do calculo mecanico e da simples
manipulagdo simbdlica, uma vez que por meio de instrumentos esses
calculos podem ser realizados de modo mais rapido e eficiente;

b) Evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem
grafica e de novas formas de representacdo, permitindo novas
estratégias de abordagem de variados problemas;

c) Possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente
interesse pela realizagdo de projetos e atividades de investigacdo e
exploracdo com parte fundamental de sua aprendizagem;

d) Permite que os alunos construam uma visdo mais completa da
verdadeira natureza da atividade matematica e desenvolvam atitudes
positivas diante de seu estudo.” (BRASIL, 1998, p.43-44)

a tecnologia pode ser usada nas aulas de matematica com

e “como fonte de informagdo, poderoso recurso para alimentar o
processo de ensino e aprendizagem;

e como auxiliar no processo de construcdo de conhecimento; ¢

e como meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solucdes; *

e como ferramenta para realizar determinadas atividades uso de
planilhas eletrénicas, processadores de texto, banco de dados etc.”
(BRASIL, 1998, p. 44)

Observa-se a utilizacdo de novas tecnologias cada vez mais incorporada ao dia

a dia, assim como no ambiente escolar. Assim, é fundamental a integracdo da

tecnologia na sala de aula, uma vez que a geracdo tecnologica, ndo é mais concebivel

0 ensino nos maldes tradicionais. Essa geracdo necessita de desafios, ser instigada,

cabendo aos professores a obrigacdo de fazerem uso das inumeras ferramentas

tecnoldgicas, com o objetivo de promover a curiosidade do aluno e o0 anseio por novos

conhecimentos na aprendizagem da Matematica (SCHUTZ, et. al, 2014). Esta

dissertacdo evidencia a utilizacdo do LibreOffice Calc, com o intuito de otimizacao

dos célculos aprendidos na Matemética, motivando o bom uso da tecnologia na

15



resolucdo de problemas da disciplina em questdo e, consequentemente, na resolucéo

de problemas do cotidiano.
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3 Temas da matematica do ensino médio envolvidos em PPL

Neste capitulo serdo abordados os diferentes temas que fazem parte dos
contetdos trabalhados no Ensino Médio, sendo estes também ferramentas essenciais
para a resolucdo dos problemas de programacao linear. Serdo abordados temas como

funces, inequacbes, matrizes, sistemas lineares e geometria analitica.
3.1 Funcéo

Segundo lezzi e Murakami (2013), dados dois conjuntos A e B, ndo vazios,
formados por nimeros reais, quando existe uma relacdo f de A em B a mesma recebe o
nome de funcdo definida em A com imagens em B se, e somente se, para todo x € A

existe um Unico y € B tal que (x,y) € f, ouseja, y = f(x).

No presente trabalho faremos uso das funcOes lineares e fungdes afins nas
resolucdes de problemas de programacédo linear. As funcGes lineares sdo definidas
quando a cada elemento x € R associa 0 Unico elemento ax € R em que a # 0 é um
namero real dado, ou seja, y = ax (IEZZI, MURAKAMI, 2013). J& as funcgdes afins
sdo definidas quando a cada x € R associa 0 Unico elemento (ax + b) € R em que
a # 0 e b sdo numeros reais dados, caso particular, quando denotemos b = 0, essa
funcdo afim pode ser chamada de funcéo linear, onde podemos dizer que a funcao linear
é uma particular funcéo afim (IEZZI, MURAKAMI, 2013).

Usualmente, faz-se necessario expressar o grafico de uma funcdo f com o
objetivo de facilitar a compressdo da mesma, para isso, Avila e Aratjo (2015) definem
que o grafico de uma fungdo f é o conjunto dos pares ordenados (x,y), onde x varia no
dominio de f, onde a representacdo de todos esses pares ordenados em um plano
cartesiano permite uma visualizacdo do grafico por meio de uma figura geométrica, no
caso particular da funcéo linear, ocorrera a formacéo da reta, dada pela equacgédo y = ax,

denominada como equacéo da reta.

Com o intuido de relembrar a construgdo gréafica da funcao afim, dada a seguinte
funcdo: y = x + 6, a construcao do grafico desta funcdo pode ser representado em um
sistema de coordenadas cartesianas, marcando os valores atribuidos a x no eixo
horizontal e os correspondentes valores de y no eixo vertical, para isso vamos atribuir

de forma arbitraria os valores inteiros de x de -8 a 6, X = {—8,—7,—6,...,4,5,6}, 0
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conjunto X e chamado de dominio da funcdo. Apds, deve-se calcular os valores de y

para cada valor de x € X atribuido.

Ap0s a obtencdo dos pares ordenados (x,y), 0 proximo passo € a construgdo
gréafica, devendo-se realizar a marcacao dos respectivos valores de x e y de cada par
ordenado no plano cartesiano onde o eixo horizontal corresponde aos valores de x

enquanto o eixo vertical corresponde aos valores de y, conforme a Figura 1.

Figura 1: Gréfico a partir dos pares ordenados no plano cartesiano.

65, 12)
12 ®
(5, 11)
[ ]
(4, 10)
10 @
(3. 9)
L ]
(2,
8 @
(1,7
[ ]
(0, 6)
6®
o
(-2, 4)
) 4
(-3.3)
]
(-4,2)
® 2
(-5, 1)
[
(-6, 0)
@
-10 -2 bl -4 -2 0 2 4 g g 10
(-7,-1)
[ ]
(-8, -2)
L] -2

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do Software GeoGebra.

A medida que consideramos valores mais proximos para o dominio, o gréafico
apresentard os pontos cada vez mais proximos, quando todos os valores reais entre 0s
extremos do intervalo de -8 a 6, resultard, entdo, uma reta passando pelos pares

ordenados (—8,—2) até (6, 12), conforme a Figura 2.
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Figura 2: Gréfico de uma funcdo afim com dominio real.

2

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do Software GeoGebra.

Por se tratar de uma funcdo afim, para a confec¢do do grafico bastaria apenas
dois pontos distintos para determinar a reta. Os pontos por vezes interessantes para a
obtencdo do gréfico correspondem aos interceptos dos eixos, ou seja, quando x = 0
ocorrera o intercepto da reta com o eixo y, e quando y = 0 ocorrera o intercepto da reta

COM 0 eiXo x.
3.2 Inequacdes

As inequacBes do primeiro grau com incognita x sdo redutiveis a uma das

seguintes formas:

ax < b: ax menor que b
ax < b: ax menor igual a b
ax > b: ax maior que b

ax = b: ax maior igual a b

onde, a e b sd80 numeros reais quaisquer com a # 0. A resolucdo é feita de maneira
analoga as equagdes do 1° grau, porém deve-se lembrar de que quando multiplicamos
ou dividimos ambos os membros da inequagdo por um numero negativo, o sentido da
desigualdade se inverte (MORETTIN, HAZZAN, BUSSAB, 2010).
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Exemplo analitico de resolucdo de uma inequacdo de primeiro grau, dada a

seguinte inequacéo:

3(x—4)>x+2,

3x—12>x+ 2,

3x—x>2+12,
2x > 14,
x>7.

Portanto, o conjunto solucdo é S = {x € R|x > 7}.
Outro exemplo analitico:

2(x—1) <5x+3,
2x —2 < 5x+ 3,
2x —5x <342,

—3x <5,
- 5
x > 3

Portanto, o conjunto solucdo é S = {x € R|x = —g}

3.3 Grafico de inequacdes

Uma das formas de representacdo das inequacbes se d& por meio da sua

representacdo grafica; para isso, assume-se a seguinte inequacdo: ax + by = k.

Primeiro passo é considerar apenas a igualdade (ax + by = k), conforme visto

anteriormente, faz-se necessario apenas a obtencdo de dois pontos. De maneira a

facilitar, sera obtido o intercepto dos eixos x e y. Elaborou-se o gréfico desta equacao,

conforme a Figura 3. O préximo passo € determinar qual dos semiplanos formados pela

reta satisfaz a inequaces, para isso se escolheu um ponto qualquer pertencente a um

dos semiplanos e verificou-se, se para este ponto, a inequacdo é verdadeira; caso

verdadeiro, este semiplano devera ser assinalado e, caso contrario, o outro semiplano

que satisfaz a inequacao.
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Figura 3: Gréafico da inequacdo considerando-a como igualdade.
y

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do Software GeoGebra.
Objetivando a melhor compresséo, considere-se a seguinte inequacdo: x +y >
2, obtendo dois pontos da equacéo, considerando-a como igualdade, temos: (0,2) e
(2,0) como pares ordenados da equagdo, com o0s pares em méo elabora-se a reta

conforme a Figura 4.

Figura 4: Gréfico da inequacéo, considerando-a como igualdade.

25 y

(0.2)

1.5

05

-0.5
Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do Software GeoGebra.

De maneira arbitraria, escolheu-se um ponto pertencente a um dos semiplanos
delimitados pela reta, no caso, a origem (0,0 ), verificando se a inequacdo mostra-se
verdadeira para este ponto, tem-se: x +y =2 = (0) + (0) = 0 > 2, ndo se mostra
verdadeira; sendo assim, o semiplano que devera ser assinalado, respeitando a

inequacao, corresponderd ao outro semiplano, conforme a Figura 5.
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Figura 5: Gréfico da inequagéo.

Yy
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Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do Software GeoGebra.

Assim, todos os pontos da regido assinalada acima satisfazem a inequacao.
3.4 Sistemas de Equacdes Lineares

Segundo Lima (2007), sistema de equaces lineares (S) corresponde a um tépico
de grande interesse pratico, uma vez que o estudo € acessivel aos estudantes por nédo
requerer o emprego de conceitos sutis ou complicados. De maneira geral, o sistema (S)
pode ser expresso da seguinte maneira:

a11X1 + A12X> + -+ A1pnXn = bl
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QX + -+ QnXn = by

onde a;; sdo os coeficientes das variaveis, x; com i = 1,2, ...,n, sdo as variaveis, e b;
com j =1,2,...,m constante numérica. Uma solucdo de (S) é uma n-Upla ordenada
(%1, x5, ..., X)) de ndmeros reais que, quando substituidos nas equacfes acima no lugar
das variaveis, tem como resultado o valor igual a constante numérica. Diz-se que 0
sistema (S) pode ter uma Unica solucdo, uma infinidade de solu¢fes ou nenhuma
solugdo. Por definicdo, afirma-se que, no primeiro caso, o sistema € determinado; no

segundo, o sistema é indeterminado; e no terceiro, € impossivel (LIMA, 2007).
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O sistema (S) pode ser expresso por A - B = d sistema matricial, onde:

a1t Qqn X1 dq
Xp d.

Am1 " Amn
Fazendo uso da multiplicacdo de matrizes, esse sistema pode ser escrito sob a
forma: Ax B = d (LIMA, 2007).

Exemplo (CAIXETA-FILHO, 2004): Um determinado produtor rural possui
duas fazendas, Morro Branco e Riacho Seco, onde deseja plantar soja e trigo. Sabe-se
que o lucro anual esperado, para soja, é de R$ 4/ha na Morro Branco e de R$ 6/ha na
Riacho Seco; e o lucro anual esperado para trigo é de R$ 8/hectare na Morro Branco e
de R$ 4/hectare na Riacho Seco. O produtor rural deseja plantar a mesma quantidade de
soja nas duas fazendas e a mesma quantidade de trigo nas duas fazendas. O lucro anual

total da Morro Branco e da Riacho Seco deve ser R$ 160 e R$ 120, respectivamente.

Denotando por x ¢ y respectivamente o nimero de hectares de soja e trigo a
serem plantados em cada fazenda, o sistema fica representado por:
{4x + 8y =160
6x + 4y = 120
A resolucdo desse sistema permite, entdo, obter a quantidade de hectares
plantados para soja e trigo em ambas as fazendas. Com o objetivo de revisar o contelldo
ja assimilado pelo aluno, abordam-se alguns dos métodos possiveis de serem utilizados
para a resolugéo deste sistema.

3.4.1 Algébrico por adicao

Consiste em multiplicar uma das equagfes por um valor real de tal forma que,
apos a soma das duas equacdes, fique apenas uma das varidveis do problema
(CAIXETA-FILHO, 2004).

{4x + 8y =160
(=2)x(6x +4y =120

{ 4x + 8y =160
—12x — 8y = —240 (+)

—8x + 0y = —80
—80 10
- =
x 10 x
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Ap0s obtido o valor de x, escolhe-se uma das equagGes do sistema e calcula-se a

outra variavel.

4x + 8y = 160
4.(10) + 8y = 160
8y =160 —40

=—>y=15
y=—g""Y

. . . x =10
Por fim, temos a solucdo para o sistema: {y — 15

3.4.2 Algébrico por substituicao

Consiste em isolar uma das varidveis em uma das equagdes e substitui-la na
outra equacdo (CAIXETA-FILHO, 2004).

160 — 8y
=T=40—2y

6x + 4y = 120

{4x+8y=160_){4x=160—8y_) x
6x + 4y =120 6x +4y =120

Substituindo a igualdade de primeira equacdo na segunda equacéo, temos:
6(40 — 2y) + 4y = 120
240 — 12y + 4y = 120
—8y = 120 — 240

Apos obtido o valor de y, volta-se a primeira equacdo e obtém-se o valor da
variavel x.
x = 40 — 2y = 40 — 2(15)
x=40—-30->x=10

x . x =10
Portanto, temos a solugdo para o sistema: {y — 15
3.4.3 Solucgdo Grafica

Consiste em plotar o grafico das equac6es, de maneira analoga ao grafico feito
em funcdes afins. Para isso, obtém-se os pontos de intercepto, 0s eixos x e y para ambas

as equacdes do sistema linear. Pela primeira equacgéo, tem-se:
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4x + 8y = 160

Intercepto em x no par ordenado: (0,20).

Intercepto em y no par ordenado: (40,0).

Pela segunda equacéo temos:

6x + 4y = 120

Intercepto em x no par ordenado: (0,30).

Intercepto em y no par ordenado: (20,0).

Colocando os pares ordenados obtidos e ligando as respectivas retas das

equacdes lineares, temos o grafico expresso na Figura 6.

Figura 6: Solugdo grafica do sistema linear.

35

30

25

20

Bx +4y =120

(0, 20)

(10, 15)

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

55 60 65 70

4x + 8y = 160

Observando o grafico, pode-se obter, como solugdo do sistema linear, o ponto

comum as duas retas, ou seja, o par ordenado (10,15).

3.4.4 Usando forma matricial — escalonamento

Consiste em primeiro colocar o sistema na forma matricial, conforme segue:

4 8 160
6 4 120
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No método de escalonamento, deve-se transformar a matriz do sistema original
em uma matriz escalonada onde o primeiro elemento ndo nulo de cada linha situa-se a
direita do primeiro elemento n&o nulo da linha anterior; depois de feito isso, o
procedimento de solucdo do sistema ocorre de maneira facilitada, resolvendo a
igualdade de baixo para cima (LIMA, 2007). Para o procedimento de escalonamento da
matriz, deve-se trabalhar com somas entre as linhas da matriz e multiplicagdo por um
valor escalar na linha, de maneira a tornar nulo a variavel desejada. Para o sistema

acima, assim é desenvolvido: 4 x Linha 2 + (—6) X Linha 1 — Linha 2.

4xLinha2=4x6 4x4 4x120=24 16 480
(=6) xLinhal =-6x4 —-6x8 —-6x160=-24 —-48 -960
Linha2 =4 XL, + (—6)xXL; =24—-24 16—48 480 —960
Linha2 =0 —-32 —480

A matriz apés essa operacdo fica da seguinte forma:
4 8 160
0 —-32 -480
Resolvendo a igualdade obtida pela matriz de baixo pra cima temos:

—480
0x—32y=—480—>y=T—>y=15

E substituindo na primeira linha o valor obtido:

4x + 8y = 160
4x + 8(15) = 160
4x = 160 — 120

40
X=ox= 10.

Temos como solugdo do sistema o par ordenado (x,y) = (10,15).

3.4.5 Usando forma matricial — método de eliminacdo Gauss-Jordan

Neste método, deve-se também trabalhar com o sistema na forma matricial,
conforme visto anteriormente. O meétodo consiste em aplicar operagdes na matriz de um
sistema até que a mesma se encontre na forma escalonada reduzida, onde,

diferentemente da formula escalonada vista anteriormente, a solugdo se da de maneira
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imediata, ndo sendo necessario realizar a substituicdo de baixo para cima. O método de

eliminacdo, de acordo com Anton (2012), consiste em:

1°Passo: Localizar a coluna mais a esquerda que ndo seja constituida inteiramente
por zero.

2°Passo: Mudar de posicdo a linha, se necessario, para que o valor ndo nulo fique
no topo da coluna.

3%Passo: Multiplicar a primeira linha pelo inverso do valor mais a esquerda da
linha com o objetivo de torna-lo igual a 1, introduzindo, com isso, 0 pivo.

4°Passo: Somar multiplos convenientes da primeira linha as linhas inferiores com
0 objetivo de zerar toda a coluna abaixo do pivo.

5%Passo: Realizar 0s mesmos passos para a submatriz resultante, continuar tal
procedimento até que toda a matriz esteja na forma escalonada.

6°Passo: Comecar com a Ultima linha ndo nula, somar mdltiplos convenientes de

cada linha as superiores com o objetivo de zerar toda a coluna acima do pivo.
Para a matriz deste exemplo:

6 4 120

Executando o passo 3, devemos multiplicar a linha 1 por 1/4, introduzindo o

pivé na Linha 1.

1 2 40

[4 8 1601x1/4
6 4 120

6 4 120 = |
Executando o passo 4 devemos:
4 8 160]
6 4 1200L,+(-6)xL; > L,
N [ 1 2 40 ] _ [1 2 40
6—-6 4—12 120—240 0 -8 —-120
Deve-se, entdo, proceder ao passo 5, que consiste em realizar os passos 1 a 4
novamente agora para a linha 2, multiplicar entdo a linha 2 por —1/8, obtendo, assim, o

pivo na linha 2.

[1 2 40 :>[1 2 40
0 -8 —-120ix(-1/8) 0 1 15
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Como ndo temos nenhuma linha abaixo da linha 2, devemos realizar o passo 6
onde:

0 1 15

1-0 2-2 40-301_[1 0 10
=’[ 0 1 15 ‘[0 1 15

Por fim, encontra-se a solucdo final do sistema linear, onde x = 10 e y = 15.

Neste capitulo, portanto, fica clara a aplicacdo direta dos conteudos da grade
curricular do Ensino Médio para a resolugdo de sistemas lineares, sendo estas as
principais ferramentas utilizadas para a obtencdo de solucdes de PPL. Cabe, pois, ao
professor mostrar, sempre que possivel, a aplicacdo direta dos conteddos vistos,
formulando problemas do cotidiano com o intuito de motivar os alunos em aprender

cada vez mais sobre os temas de Matematica.
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4 Uma pequena abordagem sobre Programacao Linear

Segundo Hiller (2006), o desenvolvimento da Programacdo Linear tem sido
classificado entre os mais importantes avancos cientificos de meados do século XX,
pois trata-se de uma ferramenta padrdo que poupou muitos milhares ou milhdes de
dblares para inimeras empresas, assim como sua utilizagdo em outros setores da
sociedade. A Programacdo Linear (PL) consiste em utilizar um modelo matematico de
otimizagdo para descrever o problema em questdo, havendo uma funcéao linear chamada
de funcdo objetivo (FO), aquilo que se quer otimizar, sujeita a algumas restricdes dadas
por equacdes ou inequacOes, também lineares. O termo Programacdo vem da ideia de
planejamento, ou seja, a programacao linear envolve o planejamento das atividades com
0 objetivo de obter o melhor resultado sem desperdicio de matéria-prima ou mao-de-

obra.

A utilizacdo da Programacédo Linear, na pratica, € amplamente difundida, pois
muitos problemas podem ser tratados e resolvidos por meio de funcdo linear e restricGes
modeladas por equacBes ou inequagOes lineares, assim como também é comum
encontrar esses modelos representado subproblemas de casos mais complexos
(ARENALES, 2007). O ano de 1947 foi um marco para a Programacéo Linear, quando
o método simplex foi publicado, acarretando intensas pesquisas de novos métodos e
implementacGes eficientes a aplicagdo de diversas areas, tais como agricultura,
planejamento da producdo industrial, logistica, telecomunicacGes, financas e muitas
outras. Em 1984, a Programacdo Linear deu um grande passo, com a publicacdo de um
método de pontos interiores. Segundo Arenales (2007), os métodos do tipo simplex e do
tipo pontos interiores sdo, atualmente, as principais ferramentas computacionais para a

resolucdo de problemas de otimizacao linear.

Programacdo Linear € uma ferramenta essencial no ramo de Pesquisa
Operacional e segundo Perin (2001), trata-se de um conjunto de técnicas matematicas
utilizadas para resolver problemas; sendo uma ferramenta auxiliar muito empregada no
processo de tomada de decisGes, possibilitando alocar de forma eficiente recursos

limitados.

Ainda de acordo com Perin (2001), as suas principais técnicas aplicadas na
Pesquisa Operacional sdo denominadas: Programacao Linear, Programacdo N&o Linear,

Programacdo em Redes, Programacdo Dinamica, Programacdo Linear Inteira,
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Programacao Linear Inteira Mista, Otimizacdo Combinatorial, Teoria de Filas, Teoria

de Estoques, Teoria de Decisdo, Simulacdo de Sistemas, etc.

A Programagdo Linear faz parte da modelagem matematica, a qual se constitui
basicamente pela ideia de descrever matematicamente os problemas do cotidiano.
Conforme Bassanezi (2014), partindo das teorias, torna-se possivel trabalhar outros
fatos e fendmenos vistos no dia a dia, propondo modelos que descrevem esses
fendmenos vistos. Mais ou menos precisos, esses modelos, quando devidamente
calibrados e validados, permitem entender e explicar, em diferentes formas, esses
acontecimentos, com diferentes graus de precisdo e detalhamento, possibilitando uma
tomada de decisdo como, por exemplo, acontece nos problemas de Programacéo Linear.
Modelagem é, portanto, Matematica por exceléncia (BASSANEZI, 2014). Tendo em
vista a necessidade de formar alunos cada vez mais interessados na aprendizagem de
Matematica e de raciocinio mais critico e consciente, torna-se, pois, de fundamental
importancia mostrar as aplicacdes e a beleza da Matematica envolvida para a resolucao

de problemas de PL.

Alguns exemplos de tomada de decisdo em situacdes problemas, que se utilizam
da Programacdo Linear para sua resolucdo, sdo apresentados a seguir, evidenciando a
grande diversidade de area de atuacdo do método (ARENALES 2007):

1. Problemas de mistura: consistem basicamente em combinar materiais obtidos
na natureza (ou em outro processo) para a confeccdo de novos materiais ou
produtos com as caracteristicas desejadas. Exemplos: producdo de racoes,
ligas metélicas, composicdo de areias para filtro, producdo de qualquer
material.

2. Problemas de transporte, transbordo e designacdo: consiste basicamente em
transportar ou distribuir os produtos dos centros de producao até o mercado
consumidor, tem como objetivo a realizacdo do transporte com 0 menor
custo possivel.

3. Problemas de planejamento da producéo: trata-se de um exemplo muito
amplo, podendo, alguns desses, serem modelados por meio da Programagéo
Linear, a saber: problema de mix de producédo, quando deve ser escolhido
qual e quanto do produto produzir, tendo em vista a demanda de tempo e de
matéria-prima para a confeccdo do produto, objetivando maximizar a

margem de contribui¢do ao lucro da empresa.
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4. Problemas de programacdo de projetos: possibilita determinar a ordem em
que um conjunto de atividades sera realizada, garantindo a formulagéo
hierarquica das execucbes, conforme a necessidade de sua
producdo/execucao.

5. Problemas de gestdo financeira (fluxo de caixa): possibilita a tomada de
decisdes em relagdo a movimentagdo do dinheiro de caixa, tendo em vista 0s
débitos e os créditos que estdo previstos no periodo de anélise, tornando mais
facil a compreensdo e a gestdo do fluxo do caixa, observando-se que
possiveis investimentos possam ser feitos, buscando promover a
maximizagao dos lucros.

6. Problemas de meio ambiente: possibilita a tomada de decisdo de uma
empresa, por exemplo, cujo objetivo € minimizar a agressao ao meio
ambiente, permitindo, assim, melhorar a qualidade de vida e promover a sua
preservacdo, poluindo os recursos naturais de maneira menos agressiva e que
esteja sob controle.

7. Problemas de corte e empacotamento: proporciona a otimizacdo dos
materiais cortados de forma a gerar a menor perda de material nos objetos
fabricados; situacfes que ocorrem em empresas como de papel, vidro,
plasticos, etc., onde os produtos sdo cortados em tamanhos padronizados
(grandes) e, conforme a necessidade dos clientes, em pecas menores, sendo
estas de tamanhos varidveis (ndo padronizados), podendo, entdo, ocorrer o
desperdicio de material devido a esse ndo controle/otimizagdo da atividade.
Um problema analogo pode ser definido no que compete ao seu
empacotamento, quando os itens devem ser colocados em objetos (por
exemplo, caixas, contéineres) de modo que o espaco vazio dos objetos seja
minimizado.

8. Ajuste de curvas: tem aplicacdo em diversas areas e consiste em buscar uma
lei que rege um fendmeno observavel, sendo este dependente de uma série de

fatores controlaveis.

Esses séo alguns dos exemplos da aplicabilidade da PL para tomada de decisdo e
solucdo de problemas, observados na vida profissional e no cotidiano das pessoas,

conforme situagGes das mais diversas e conforme necessarias.
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5 Modelagem com Programacéao Linear

Segundo Marins (2011), para identificar as variaveis de decisdo, deve-se
perguntar se a variavel tem autoridade para escolher o valor numérico (quantidade) do
item, caso a resposta seja sim, esta sera a variavel de decisdo. Marins (2011) recomenda
total precisdo com respeito as unidades (moeda e quantidade, por exemplo) de cada
variavel de decisdo, observando o fator tempo, como horério, diario, semanal, mensal.
Afirma ainda que se deve tomar o maximo cuidado para ndo confundir a variavel de
decisdo com os parametros do problema, como, por exemplo, 0 nimero de maquinas na
fabrica, quantidade de cada recurso usado na fabricacdo de um produto, demandas pelos

produtos e assim por diante.

A FO deve fornecer seu melhor valor a fim de encontrar a melhor maneira de se
executar uma atividade, isto é, busca maximizar algo (como lucro ou eficiéncia) ou
minimizar algo (como custo ou tempo de producdo). Em alguns casos, a funcéo objetivo
pode buscar o0 méaximo valor do lucro total (retornos — custos). Tratando-se de
Programacdo Linear, os modelos, geralmente, tém apenas um objetivo. (MARINS,

2011). Mas é possivel ter mais, caso em que a funcéo é chamada de multiobjectivo.

Ja as restricdes normalmente ocorrem na existéncia de limites sobre a quantidade
de recursos disponiveis (exemplo: colaboradores, maquinas, matérias-primas). Uma
outra forma de restricdo acontece nas varidveis de decisdo (por exemplo, quantidade
produzida) que ndo podem assumir valores negativos, ou ainda, s6 podem ser valores
inteiros nulos ou positivos, essas sdo também chamadas de restricdes de néo
negatividade e restrigdes de integridade (MARINS, 2011).

Marins (2011) afirma que, para a elaboracdo das restrices, deve-se buscar
relacGes de dependéncias entre atividade a ser feita e recursos utilizados, buscando
expressar essas relacbes por meio de sinais de igualdade (=) ou desigualdades (=
ou <); devendo-se tomar o cuidado para que a unidade de medida do termo do lado
esquerdo da igualdade seja a mesma unidade do termo do lado direito; as restricOes
devem ser expressas por meio de notacdo matemaética, fazendo-se uso dos valores
conhecidos ou entdo estimados, buscando uma relacéo de proporcdo com as variaveis de
decisdo; por fim, recomenda-se que os valores envolvendo as variaveis de decisdo
figuem no lado direito da expressdo matematica, permanecendo apenas o valor de uma

constante no lado direito da expressao.
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Para Lachtermacher (2004), um problema de Programacdo Linear estd em sua
forma padréo, se houver uma maximizacdo da funcéo-objetivo e se todas as restrigdes
forem do tipo menor ou igual, bem como os termos constantes e variaveis de decisdo

ndo-negativos. Matematicamente, pode ser representada como:

Maximizar: Z = ¢;x; + cyx, + -+ + ¢, x,(FO)
ai1Xq + A12X, + -+ A1nXn < bl
az1X1 + Ar2Xy + -+ AoxnXn < bZ
Sujeita as restricoes: :
I Am1X1 + AmaXy + o+ QX < bm
k X1, X9, ey Xp = 0

De acordo com Arenales (2007), na forma padréo, o PPL apresenta as seguintes
caracteristicas: a FO deve ser minimizada, as restricbes do problema sdo definidas por
um sistema de equacdes (ou inequacgdes) lineares, as condices de ndo-negatividade de
todas as varidveis de decisdo complementam as restricbes do problema, buscando-se
encontrar os valores das variaveis de decisdes para a solugdo do modelo. E possivel que
a solucdo do modelo, ndo seja de forma satisfatoria a solucdo para o problema, caso em

que o modelo deve ser recalibrado.

Lachtermacher (2004) define como solucdo qualquer valor da variavel de
decisdo (x;,com 1 < i < n), independente de se tratar de uma solucdo desejavel ou
permissivel; solucdo viavel é entendida como uma solucdo onde todas as restricdes sao
satisfeitas; solucdo 6tima como uma solucdo viavel e que apresenta o valor mais

favoravel da funcdo-objetivo, podendo ser solucdo Unica ou néo.

Ainda segundo Lachtermacher (2004), os PPL partem de algumas hip6teses que

devem ser consideradas na resolucdo do problema, tais como:

e Proporcionalidade: o valor da funcdo-objetivo quanto as restricdes, deve
ser diretamente proporcional ao nivel de atividade de cada variavel de
decisdo (valor da variavel).

e Aditividade: leva-se em conta que as varidveis de decisdo (as atividades)
do modelo sdo independentes, ndo permitindo que haja interdependéncia
entre elas, isto €, ndo permitindo a existéncia de termos cruzados, tanto

na funcdo-objetivo como nas restrigoes.
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e Divisibilidade: assume que todas as unidades de atividades possam ser
divididas em qualquer nivel de fracdo, podendo assumir qualquer valor
fracionario.

e Certeza: assume-se que todos os parametros do modelo séo constantes e
conhecidas, fato esse que nem sempre ocorre em problemas reais,
provocando, entdo, a necessidade de analise de sensibilidade dos

resultados.
5.1 Interpretacdo de Problemas em Programacéo Linear

Seguem, abaixo, alguns exemplos de problemas e a respectiva modelagem
matematica utilizando a Programacdo Linear, onde se deve declarar as varidveis de
deciséo (ou de controle) para obter, de forma completa, na sequéncia, a funcdo objetivo

e as restricoes:

Exemplo 5.1-1: Problema de Ragdo (PERIN, 2001). Para alimentar os animais de
criagdo de uma fazenda (aves, por exemplo), deve ser preparada uma racdo alimentar.
Suponha-se que é possivel comprar qualquer um de quatro tipos de alimentos, sendo
esses: milho, trigo, soja e arroz. Cada um destes alimentos apresenta certa quantidade de
nutrientes, como vitamina A e vitamina B, e que sdo componentes importantes da racao
em termos de contetudo alimentar. A informacdo nutricional de cada alimento esta
apresentada no quadro a seguir. Sabe-se que 0s precos de compra dos alimentos sdo:
R$50,00/kg de milho; R$60,00/kg de trigo, R$30,00/kg de soja e R$40,00/kg de arroz.
Deseja-se preparar uma racdo que contenha pelo menos 7 unidades de vitamina A e 9
unidades de vitamina B. Formula-se, a partir disso, um modelo de Programagéo Linear
para determinar a quantidade de alimentos a ser adquirida de tal modo que o dispéndio

total com os alimentos seja 0 menor possivel.

Quadro 1: Informacdo Nutricional dos alimentos.

VITAMINA POR kg
ALIMENTO DE ALIMENTO
A B
MILHO 2
TRIGO 3 2
SOJA 1 3
ARROZ 2 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Modelagem:
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Variaveis de decisao:

X, = quantidade em kg de milho
X, — quantidade em kg de trigo
X, — quantidade em kg de soja

X, — quantidade em kg de arroz

Restricoes:

2xq + 3x, + 1x3 + 2x, = 7, ter minimo 7 unidades de vitamina A.
3xq + 2x, 4+ 3x3 + 2x4 = 9, ter no minimo 9 unidades de vitamina B.
X1, X2, X3, %X, = 0, nd0-negatividade.

FO: minimizar o dispéndio total.

Dispéndio total : Z = 50x; + 60x, + 30x3 + 40x,
MinZ = 50x; + 60x; + 30x3 + 40x,
Modelo final: encontrar os valores de x;, x5, x5, x4 tais que:
Min Z = 50x1 + 6OXZ + SOX3 + 4‘OX4
Sujeito as restricdes:
2x1 +3x; +1x3+2x, 27
3x1 +2x, +3x3+2x4, =9

X1, xZ; x3; x4_ 2 0

Vale lembrar que um problema real de ragdo envolve um ndmero maior de
alimentos e restricBes. Entretanto, sdo considerados apenas 4 alimentos e 2 nutrientes
para simplificar a apresentacdo, o0 que ndo invalida o raciocinio apresentado.
Generalizando, suponha que existem m nutrientes usados na producdo de n alimentos,

com 0s seguintes dados:
¢;: custo na compra de 1 kg do alimento j = 1,2, ..., n;
b;: quantidade minima de nutrientes i= 1,2, ...,m;
a;j: a quantidade de nutrientes i em 1 kg de alimento j;
x;: a quantidade em kg do alimento j (variaveis de decisdo).

O modelo geral tera:
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FO:MinZ =) ¢ x;
j=1

Sujeito as restri¢des:

( a11x1 + + aln 2 bl
alel + + aZ‘l’l 2 bz

Lamlx1 + - + An = by
xj=20,j=12..,n

Exemplo 5.1-2: Modelo de transporte simples (MARINS, 2011). Um dado produto é
produzido em diferentes fabricas no pais com capacidades de producdo limitadas e deve
ser levado a centros de distribuicdo onde ha demanda a serem satisfeitas. O valor do
transporte da fabrica até o depdsito é proporcional a quantidade transportada, a tabela a
seguir fornece os custos unitarios de transporte de cada fabrica para cada dep6sito, bem
como as demandas em cada um dos depdsitos e as produgdes de cada fabrica. Formula-
se a partir do exposto, um modelo de programacédo linear para obter o0 menor custo total

de transporte do produto em questao.

Tabela 1: Informagdes custos, demanda e capacidade.

FABRICAS CUSTO DO TRANSPORTE ATE O DEPOSITO
Cidade Capacidaﬁde Floriandpolis Rio ¢:'le Salvador Manaus
Producao Janeiro
Curitiba 470 1 0,8 3 4,5
S3o Paulo 400 1,5 0,6 2,5 3
Aracaju 400 6 5 1,2 2,8
Demanda 350 300 300 120

Fonte: Elaborada pelo autor.

Modelagem:

Sejam x;; a quantidade enviada do produto da fabrica i (i = Curitiba, Séo Paulo,

Aracaju) ao depdsito j (j = Floriandpolis, Rio de Janeiro, Salvador, Manaus).
FO:

MinZ =1x,, + 0,8X,, + 3%, + 4,5%,, +15X,, + 0,6X,, + 2,5X,; + 3X,, + 6X5; +5X,,
+1,2X55 + 2,8X%;,

Sujeito as restri¢des:
X11 + X12 + X13 + Xq4 < 470 (Curitiba)

Restrigdes de Produgido — < X517 + Xp5 + X3 + X4 < 400 (Sao Paulo)
X31 + X32 + X33 + X34 S 400 (Aracaju)

36



X11 + X1 + x317 = 350 (Floriandpolis)
X12 + X35 + X35, = 300 (Rio de Janeiro)
X13 + X33 + X33 = 300 (Salvador)
X14 + X4 + X34 = 120 (Manaus)

Restri¢oes de Demanda —

Ndo-negatividade » x;; > 0,i = 1,23¢ej=123¢e4
Generalizando, supondo um unico produto, n depdsitos e m fabricas:
c;j —custos unitarios de transporte da fabrica i ao deposito j ;

b; —demanda no depdsito j com j = 1,2, ...,n;
a; — producdo da fabricai comi = 1,2, ..., m;
O modelo geral sera:

Variaveis de deciséo — x;; — quantidade transportada da fabrica i ao depdsito ;.
FO: MinZ=2"" > ¢

DX <&,i=12.m
Sujeito as restricdes — ZLXU <b,,j=12n

X; 20,i=12,---me j=12,---,n

Exemplo 5.1-3: Problema de dimensionamento de equipes de inspecdo (MARINS,
2011). Determinada companhia deseja determinar quantos inspetores deve alocar para
realizar uma dada tarefa do controle de qualidade. A companhia deseja inspecionar, no
minimo, 1800 pegas diariamente, sendo 8 horas o dia de trabalho. Sabe-se que, para
cada erro cometido por inspetores no controle de qualidade, as pecas acarretam em um
prejuizo a companhia de R$2,00 por peca mal inspecionada. A companhia dispbe de
dois niveis de inspetores com 0 seguinte custo, grau de acuracidade na inspecao e
verificacdo das pecas por hora, conforme fornecido na tabela abaixo. Formula-se, assim,
um modelo de Programacdo Linear para promover a designacdo 6tima do numero de

inspetores de cada nivel de modo a otimizar o custo da inspecdo diaria da companhia.
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Tabela 2: Informagao sobre os inspetores da companhia.

INSPETORES
NIVEL1 NIVEL2
Verificagao das pegas por hora 8 1
Acuracidade 98% 95%
Custo do inspetor por hora RS 4,00 RS 3,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Modelagem:

Varidveis de decisdo: x; = nimero de inspetores do nivel (i = 1,2) alocados a

inspecéo.

FO: Minimizar Z = custo total diario de inspecdo (R$/dia), onde o custo total =

custo do salério dos inspetores + custo dos erros:
Min Z = 8. ((4x; + 3x,) + 2.(25.0,02x; + 15.0,05x,)) < Min Z = 40x; + 36x,
Sujeito as restri¢des:
X, < 10 (inspetores do nivel 2)

8.(25x; + 15x,) = 1800 < 5x; + 3x, = 45 (pegas a serem inspecionadas)
X1, %, = 0 (ndo-negatividade)

{xl < 8 (inspetores do nivel 1)

5.2 Programacao Linear: alguns conceitos

Para a solucdo de problemas de Programacdo Linear, pode-se fazer uso da
ferramenta grafica, mesmo que seja bastante limitada, pois possibilita a resolugdo de
problemas com, até no maximo, trés variaveis de decisdes, sendo esta Gltima muito
dificil de resolucdo, uma vez que se trata de um problema no espaco tridimensional. A
utilizacdo gréfica para resolucdo de problemas de Programacdo Linear se mostra bem
interessante para duas variaveis de decisdo, pois se trabalha em um plano bidimensional.
Aos problemas com mais de trés incognitas nao é possivel realizar a solucdo por meio
grafico, permitindo apenas as solucbes algébricas por meio de célculo matricial
(RIBAS, 2014).

Definigdo I: Um conjunto ndo vazio S de pontos em R" é dito convexo se o
segmento de reta ligando dois pontos arbitrarios em S estd inteiramente contido em S,
conforme a Figura 7 (LACHTERMACHER, 2004). Outra definicdo, S é dito convexo

se uma combinagdo convexa de quaisquer dois elementos de S é um elemento de S,
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isto é, para todo x,x,eS e para todo nimero real «<[0,1], o ponto
ax,+(1—-a)x, €S (ARAUJO, 2012).

Figura 7: Representagdo grafica de conjuntos convexos e ndo convexos

X, X,

X

Conjunto Convexo 2 Conjunto nao Convexo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicdo I1: Solucdo vidvel é uma solucdo que satisfaz todas as restri¢cbes do

modelo de Programacgéo Linear.

Teorema |: O conjunto de todas as solugdes viaveis S de um modelo de

Programacao Linear € um conjunto convexo.

Demonstracdo: Considere um modelo de programacdo linear com a seguinte
notacdo matricial (ARAUJO, 2012):

max CX

- - AX <
Sujeito as restricoes:
X >

Seja S o conjunto formado por X = {(x;, x5, -+, x,) € R"} tal que AX < B.
Dados x,, x, € S tem-se que:
x = ax; + (1 — a)x, satisfaz Ax < B, pois
Ax = A(ax; + (1 — a)xy)
= adAx; + (1 — a)Ax,
<aB+(1—-a)B=B

Obs.: como as demonstragOes dos teoremas que embasam essa teoria foge ao

objetivo do trabalho, de agora em diante, serdo apresentados apenas 0s seus enunciados.

Definicédo I11: O extremo de um conjunto convexo S € um ponto pertencente a

S que néo esta no interior de nenhum segmento de reta contido em S .
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Pela Figura 8, pode-se observar que os pontos A, B e C sdo extremos do
conjunto convexo S, delimitados pela reta x + y = 5, reta vertical sobre o eixo y e reta
horizontal sobre o eixo X, pois todos pertencem ao conjunto S e ndo se encontram no
interior do segmento de reta contido em S, todos sdo extremidades dos segmentos de
reta. O ponto A é extremidade do segmento de reta x + y = 5 e do segmento de reta
vertical sobre o eixo y. O ponto B é extremidade do segmento de reta vertical sobre o
eixo y e do segmento de reta horizontal sobre o eixo x. O ponto C € extremidade do

segmento de reta x + y = 5 e do segmento de reta horizontal sobre o eixo x.

Figura 8: Ponto extremo do Conjunto Convexo S.

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
Definicdo IV: Solucéo viavel basica € uma solugdo que pode otimizar a FO, esta
solucdo é obtida quando se resolve o sistema linear das restricdes do problema de
Programacdo Linear, considerando todas as restricdes como equacfes (=) ao invés de

inequagdes (< ou >).
Conforme o Exemplo 5.1-3, onde temos:
Funcdo Objetivo: Min Z = 40x; + 36x;

x1 <8

x; <10

5x; + 3x, =45
X1,%; =0

Restricoes:

Considerando as restricbes como igualdade tem-se:
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xl = 8
x2 = 10
5x1 + 3x2 = 4‘5
X1, Xy = 0
Assumindo x; =8 e x, = 10, tem-se que 5x; + 3x, = 5(8) + 3(10) = 70,
sendo diferente a 45, porém respeita a restricdo original cujo valor é de 5x; + 3x, >
45, ou seja, x; = 8 e x, = 10 corresponde a uma solucéo viavel basica, podendo ser ou

ndo a solucdo 6tima para o problema.

Ao se assumir x; =0 e x, = 0, tem-se que 5x; + 3x, = 5(0) +3(0) =0 #
45, esta por sua vez ndo respeita a restricdo original, ndo representando, portanto, uma

solugéo para o problema.

A0 se assumir apenas x; = 8 e alcancar o valor de x, por meio da igualdade da

terceira equacdo, onde:

5x, + 3%, =45 = 5(8) + 30, =452 3x, = 45— 40 > x, = -

Como x, =

wlw

~ 5
< 10 tem-se, entdo, que x; =8 e x, = corresponde a uma

solucdo viavel basica, podendo ser ou ndo a solugédo 6tima para o problema. De maneira
analoga, ao assumir apenas x, = 10 e alcancar o valor de x; = 3 < 8, tem-se, entdo,
que x; = 3 e x, = 10 correspondem a uma solu¢do viavel basica, podendo ser ou ndo a

solucdo 6tima do problema.

Usando os valores das solucdes viaveis basicas na funcéo objetivo, obtém-se os
seguintes resultados:

e x; =8ex; =10, FO: 40x; + 36x, = 40(8) + 36(10) = 680
o X, = 8e X, = g, FO: 40x1 + 36X2 = 40(8) +36 (g) = 380
e x; =3ex, =10, FO: 40x, + 36x, = 40(3) + 36(10) = 480

Tem-se, assim, que a segunda solucédo viavel basica apresenta 0 menor valor da
FO, sendo portanto, que esta, por ora, satisfaz a FO entre os pontos analisados,

necessitando verificar as demais solugdes viaveis.

Teorema I1: Toda solugdo viavel basica é um ponto extremo do conjunto das

solucBes viaveis, isto €, do conjunto convexo S.
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Definicdo V: O ponto 6timo finito de uma funcéo objetivo é um extremo de um
conjunto convexo S em que a funcdo objetivo assume um valor maximo ou um valor

minimoem S.

Teorema I11: Se uma funcdo-objetivo possui um Unico ponto 6timo finito, entdo

este € um ponto extremo do conjunto convexo de solugdes viaveis.

Teorema 1V: Se a fungdo-objetivo assume o valor 6timo em mais de um ponto
do conjunto de soluc@es viaveis (solu¢Bes multiplas), entdo ela assume este valor para,
pelo menos, dois pontos extremos do conjunto convexo e para qualquer combinagédo
convexa desses pontos extremos, isto é, todos os pontos do segmento de reta que unem

este dois extremos, ou seja, a aresta do poligono que contém este extremo.

Conforme representado na Figura 9 e mais a frente abordado no Exemplo 5.3-2,
tem-se que duas solucgdes viaveis basicas apresentam o mesmo valor da funcdo objetivo
(f:R? > R | f(x,y) = 10x + 10y), onde, em ambas, a fungéo objetivo assume o valor
igual a 120, sendo assim, resulta um conjunto de solugdes étimas multiplas, sendo estas
os valores contidos no segmento de reta que unem este dois extremos, ou seja, a aresta

do poligono que contém este extremo.

Figura 9: Representacdo Teorema IV

B =(3,9)

10x + 10y = 120

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
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5.3 Resolucdo Grafica

Para melhor compreensdo em relacdo a solucdo de problemas modelados e
resolvidos pela técnica de PL, a representacdo gréfica mostra-se bem interessante,
quando possivel, para melhor compreender a solucdo 6tima do problema. Como dito
anteriormente, a solucdo 6Otima do problema trata-se de uma solugdo viavel basica,
aquela que satisfaz todas as restri¢Oes, e, além disso, que fornece melhor valor para a
funcdo-objetivo, isto &, para um problema de minimizacédo, consiste em determinar uma
solugdo vidvel x* tal que f(x*) < f(x), para todo x viavel, onde f é a FO. Para melhor
compreensdo, considera-se um problema com apenas duas variaveis para ilustrar a
representacdo das solucBes viaveis, e identificar qual delas fornece o menor valor a

funcéo objetivo. Para isso, considere-se o0 seguinte problema de PL:

Exemplo 5.3-1: Um supermercado deseja fazer cestas com ovos da pascoa para vendas,
utilizando apenas dois sabores de ovos, sendo estes, ovo de chocolate ao leite e ovo de
chocolate branco. O setor responsavel pela confeccdo das cestas verificou que a cesta
tem capacidade de acomodar apenas 4 ovos no maximo. Para a confeccao das cestas, foi
disponibilizado, pelo patrdo, a utilizagdo de, no maximo, 2 ovos de chocolate branco e
no maximo 3 ovos de chocolate ao leite. Sabe-se que o ovo de chocolate ao leite
apresenta um lucro real para a empresa de R$ 2,00 enquanto o ovo de chocolate branco
apresenta um lucro real de apenas R$ 1,00. Determina-se, entdo, abaixo, qual a melhor
maneira de montar as cestas, tendo em vista a obtencdo do maior lucro para o

supermercado.

x — ovos de chocolate branco

Denotarem mo: .
enotaremos como y — ovos de chocolate ao leite

Lucro com as cestas: Maximizar f (x,y) = x + 2y (FO)

x + y < 4 (Capacidade da cesta)

x < 2 (Disponibilidade do produto)
y < 3 (Disponibilidade do produto)
x,y = 0 (Nao negatividade)

Restri¢coes —

Observando as restricdes, temos que 0 <x <2e0 <y <3, graficamente

temos, Figura 10 e Figura 11 respectivamente.
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Figura 10: Grafico 0 < x < 2.

VA

:
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Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Figura 11: Grafico0 <y < 3.
y

)
[3)]

0.5 1 15 2 25 3 5 4 4.5
e

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Para a confec¢do do grafico da inequagdo x+y <4, primeiramente, deve-se

obter dois pontos distintos que satisfagam a igualdade, possibilitando, desse modo, a
construcdo da reta. A solucdo desta inequacdo corresponde a regido abaixo da obtida
anteriormente por meio da igualdade, conforme a Figura 12. A solucdo viavel para esse
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problema de Programacdo Linear corresponde a interseccao de todas as regides obtidas
anteriormente, tendo, como solucdo viavel, a regido pintada, conforme observado na
Figura 13.

Figura 12: Gréfico X+ Yy <4.
NY

35

= ==
+ v v
= oo
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N

2.5

0.5

-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
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Figura 13: Intersec¢do das regides.

05|

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Conforme a Figura 14, pode-se verificar que o conjunto das solugdes viaveis S é
obtido por meio do poligono convexo ABCDE, conforme Teorema I. As solugdes
compativeis basicas sdo representadas por meio dos segmentos de reta AB, BC, CD, DE
e EA. Pelo Teorema IlI, reitera-se que o ponto 6timo finito deve estar em um dos
pontos extremos (A, B, C, D ou E).
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Figura 14: Plotagem das restricdes do Exemplo 5.3-1.

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Ap0s conhecida a regido das solucdes viaveis S, que é um conjunto convexo,
cabe obter a solugdo Otima, para isso, deve-se tracar as curvas de nivel da FO (f(x,y) =

k,onde k € R), tendo em vista:

Como a FO requer maximizacdo, deve-se escolher constante k de forma
crescente até encontrar o maior valor de k tal que a curva de nivel intersecte a regido
viavel. Para PPL onde a FO requer a minimizagéo, o procedimento ocorrera de maneira
analoga, porém se devem escolher valores de k decrescente. Realizando a plotagem das

curvas de niveis, alcanca-se o seguinte grafico da Figura 15.
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Figura 15: Curvas de nivel da FO do Exemplo 5.3-1.
e k=8

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Por fim, tem-se que a solucdo Otima para esse problema de maximizagdo ocorre
quando a curva de nivel da FO é igual a 7 (k = 7), onde a intersec¢do com S se da no
ponto P = (1, 3), ou seja, x =1 e y = 3. Assim, esse ponto P é a solucdo do problema e o

valor maximo da funcdo fé 7.

Pode-se perceber que, na confecgdo da FO, para cada valor de k, tem-se uma
sucessdo de retas paralelas, ficando claro que, para a obtengdo da maximizagéo, deve-se
procurar 0 toque dessas retas em um dos vértices do conjunto das solucfes viaveis,
respeitando, assim, o Teorema IIl e Teorema IV. Resta interessante, assim, a
confec¢do de apenas uma curva de nivel e apds isso, usar a geometria e buscar observar,
por meio de retas paralelas, onde se encontrard o valor de maximo ou de minimo, a

depender a FO, diminuindo, com isso, 0s passos para a obtencéo da solucéo do PPL.

Ainda se tem o Teorema I11 e Teorema IV com que se podem realizar os testes
com os veértices (pontos extremos) do Exemplo 5.3-1, verificando para qual(ais) o(s)
ponto(s) extremo(s), a FO atinge o valor madximo ou minimo, dependendo da FO do

problema, obtendo-se, assim, a respectiva solucdo para o PPL.
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Tabela 3: Pontos extremos do Exemplo 5.3-1.
Pontos Extremos Funcéo Objetivo

(,y) fGy) =x+2y

(0,0) 0
(2,0)
(2,2)
(1,3)

(0,3)
Fonte: Elaborada pelo autor.

OO ~NOoOON

Observando os valores do quadro anterior, entende-se que, para que ocorra a
maximizacdo da funcdo objetivo, as varidveis de decisdo devem ser x = 1 ey = 3;
para que ocorra a minimizacdo da fungdo objetivo, as varidveis de decisdo devem ser

x = 0ey=0.

Por fim, conclui-se que a melhor forma de se montarem as cestas visando ao
lucro, é confeccionando-as com um ovo de chocolate branco e trés ovos de chocolate ao

leite, representando um lucro de R$ 7,00 para o mercado.

Exemplo 5.3-2: Uma empresa que fabrica dois tipos de fertilizantes, A e B.
Sabendo que na fabricacdo de um lote do fertilizante A, usam-se 2 toneladas da mateéria-
prima 1 e 1 tonelada da matéria-prima 2 e matéria-prima 3. Ja para a fabricacdo de um
lote do fertilizante B, usa-se 1 tonelada de matéria-prima 1 e 2 apenas. A
disponibilidade das matérias-primas 1, 2 e 3 é de 15, 12 e 5 toneladas, respectivamente.
A industria sabe que, na venda desse 1 lote, obtém-se um lucro de R$15,00 com o
fertilizante A e R$10,00 com o fertilizante B. Com base nesses dados, importa
questionar como deve ocorrer a producao dos lotes de fertilizantes de forma a garantir a

maximizagao do lucro.

x — fabricacdo de1lotedo fertilizante A
y — fabricagéo dellotedo fertilizante B
Denotaremos como: < m, — matéria - primal
m, — matéria - prima 2

m, — matéria - prima 3

Lucro com a venda dos lotes de fertilizantes :
Maximizar f (X, y) =15x +10y (Funcéo Objetivo).
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Restrigoes —

2x +y < 15 Consumo da matéria-prima 1

%,y = 0 (Nao negatividade)

x +y < 12 Consumo da matéria-prima 2
x < 5 Consumo de matéria-prima 3

De maneira analoga ao Exemplo 5.3-1, elaboram-se os graficos, observando as

restricdes, conforme a Figura 16, Figura 17 e Figura 18.

Figura 16: Restricdo matéria-prima 1 - Exemplo 5.3-2.

\y 2x+y<15
pis>
15) x20
14 \rZO
12
10
8
6
4
2
- -2 0 8 10 12 14 16 18 20 22 24
=2

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
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Figura 17: Restricdo matéria-prima 2 - Exemplo 5.3-2.
“y— |x+y <12
¥=0

y=20

12

10

X
-4 -2 0 2 4 6 8 10 1}\14 16 18 20
Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
Figura 18: Restricdo matéria-prima 3 - Exemplo 5.3-2.
s y ]
1"
x=>0
s y20
9
8
7
6
5
4
3
2
1
LIRS0 FHERE JHARE IENEL TRuY 678910111213141516171)§

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
Fazendo-se a intersec¢do das areas obtidas por meio das restri¢fes, resulta o
seguinte conjunto de solucdo apresentado na Figura 19. Depois de observadas as
solugdes viaveis, executam-se as curvas de nivel em relacdo a funcdo objetivo, de

maneira analoga ao Exemplo 5.3-1, obtém-se, entéo, a Figura 20.
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Figura 19: Conjunto das solugdes vidveis do Exemplo 5.3-2.

c=(5,5)

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Figu_ra 20: Curva de'_nivel da funcéo objetivo - Exemplo 5.3-2.
€=60.  Kk=100. . N

k=0,

Fonte: Elaborada pelo autor coﬁw au>;|'Iio do soﬁwaré Geo"Gebré.
Pode-se observar que o ponto onde se tem a curva de nivel de maior valor é
exatamente um vértice (ponto extremo) do conjunto convexo S de solucBes viaveis,
sendo este quando x = 3 ey =9, valendo a funcdo objetivo o valor maximo de 135.

Outra forma de resolver, sem fazer as curvas de nivel, seria utilizar-se do Teorema 111,
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bastando, para isso, verificar o valor da funcdo objetivo nos pontos dos vértices da

regido convexa que contém todos os pontos viaveis, conforme a Tabela 4.

Tabela 4: Pontos extremos do Exemplo 5.3-2.

Pontos Extremos  Funcéo Objetivo

(xy) f(x,y) = 1x + 10y
(0,0) 0

(5,0) 75

(5,5) 125

(3,9) 135

(0,12) 120

Fonte: Elaborada pelo autor.

Obtém-se, assim, 0 mesmo valor de x e y para que ocorra a maximizacao da FO.

Fato interessante acontece, caso a FO fosse f(X,y)=10x+10y, ocorrendo a existéncia

de multiplas solugdes 6timas, isso porque a restricdo x+ Yy <12, é mdltipla da funcédo

objetivo, ou seja, tem a mesma direcdo e sentido das curvas de nivel, isto pode ser

observado por meio dos pontos extremos, conforme Tabela 5 e Figura 21, como visto

pelo Teorema IV.

Tabela 5: Pontos extremos do Exemplo 5.3-2,
multiplas solugdes dtimas.

Pontos Extremos  Funcgéo Objetivo

(x,y) f(x,y) = 10x + 10y
(0,0) 0

(5,0) 50

(5,5) 100

(3,9) 120
(0,12) 120

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21: Representacdo grafica de multiplas solucbes 6timas.
A .

\\Y
N

f(x,y)=10x +10y Fungio Objetivo
2x+ y <15 Consumo da matéria-prima 1
x+ y <12 Consumo da matéria-prima 2
x <5 Consumo da matéria-prima 3

10
x, v 2 0 (Néo negatividade)

6 8 10 12 14 16 18

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Exemplo 5.3-3: Uma industria de sapatos faz uso de duas matérias-primas,
matéria-prima A e matéria-prima B para a confec¢do de seu sapato. Para garantir o
perfeito estado do produto, foi observado que ndo deve haver diferenca entre a matéria-
prima A e matéria-prima B menor a um e ndo maior que quatro. Sabe-se que o lucro da
empresa, devido ao mercado, estd diretamente ligado & adequada utilizagdo das
materias-primas, em que o lucro com a utilizacdo da matéria-prima A é de R$2,00
enquanto o lucro, com a utilizacdo da matéria-prima B, é de R$4,00. Determina-se,
abaixo, a quantidade de matéria-prima que deve ser usada na confec¢do dos,

objetivando a maximizacéao do lucro da empresa.
Denota-se como:

{x — quantidade de matéria-prima A para a fabricagdo de um sapato
y — quantidade de matéria-prima B para a fabrica¢do de um sapato

Funcédo Objetivo: Max f(x,y) = 2x + 4y

x—y<4

1£x—ys4—>{x_y21

Restricdes — {
x,y=0

De maneira analoga ao Exemplo 5.3-1, elaboram-se os graficos, observando as
restri¢des, conforme Figura 22 e Figura 23.
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Figura 22: Restricdo 1 - Exemplo 5.3-3.

10,4

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Figura 23: Restrigdo 2 - Exemplo 5.3-3.

y

=109

©,-1)

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Fazendo-se a interseccdo das areas obtidas por meio das restricdes, resulta o
conjunto de solucdo apresentado na Figura 24. Depois de observadas as solugdes
viaveis, constroem-se as curvas de niveis em relacdo a FO. De maneira analoga ao
Exemplo 5.3-1, obtém-se a Figura 25.
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Figura 24: Conjunto das solugdes viadveis - Exemplo 5.3-3.

y
5
4
3
, Conjunto das
Solugdes
Viaveis
1
(1, 0) 4.0
0 1 2 3 4 5
=1

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Figura 25: Curva de nivel da fungdo objetivo - Exemplo 5.3-3.
y k=14 k16

¥ k=12
25 k=10
2+—k=8
157 k=6
T k=4
0.5 k=2
k=0 (1:-:0) o4 0)
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45
=05

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
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Observa-se, na Figura 24, que o conjunto de solucbes vidveis S para esse
exemplo € infinito, aberto, para o lado direito e, nesse exemplo, busca-se uma funcéao
objetivo de maximizagdo, conforme a Figura 25, que ndo pode ser encontrada, isto é,
ndo existe um valor maximo e a solucao é chamada de solucéo ilimitada, uma vez que o

valor da funcao objetivo tende ao infinito.

Além dos exemplos acima citados, existe ainda a possibilidade de ndo ser
possivel obter o conjunto de solucGes vidveis; isso ocorre quando alguma das restricdes
ndo é respeitada, ndo sendo, portanto, possivel formar o conjunto convexo de solucdes
viaveis.

Exemplo 5.3-4: Considera-se uma refinaria que produz dois tipos de gasolina,
gasolina A e gasolina B. Para a producdo de um litro da gasolina A, ha o consumo de
um litro de matéria-prima; enquanto para a producdo de um litro da gasolina B, ha o
consumo de dois litros de matéria-prima. A refinaria tem disponiveis quatro litros desta
matéria-prima por dia. Sabe-se, ainda, que, para manter as atividades na refinaria,
precisam ser produzidos, no minimo, dez litros de gasolina por dia. Determina-se,
abaixo, quantos litros de cada gasolina devem ser produzidos com o objetivo de
maximizacdo dos lucros para a refinaria, sabendo que o lucro, com a venda de um litro
da gasolina A, é de R$ 5,00; enquanto o lucro com a venda de 1 litro da gasolina B, é de
R$ 10,00.

x — numero de litros da gasolina A produzida
Denotaremos como: { , . . .

y — numero de litros da gasolina B produzida
Funcdo Objetivo: Max f(x,y) = 5x + 10y

x+2y<4
Restricoes — {x +y =10
x,y=0

De modo semelhante ao Exemplo 5.3-1, elaboram-se os gréficos, observando as

restricdes, conforme Figura 26 e Figura 27.
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Figura 26: Restricdo 1 - Exemplo 5.3-4.

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Figura 27: Restricdo 2 - Exemplo 5.3-4.

y ERESS

x+2y <4
x,y =0

4

w

(6}
[52]
-l
o0

_4
t |

|
Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.

Fazendo-se a interseccdo das areas obtidas por meio das restri¢des, é alcancado o

conjunto de solucdo apresentado na Figura 28.
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Figura 28 : Conjunto das solucdes viaveis - Exemplo 5.3-4

10

Fonte: Elaborada pelo autor com auxilio do software GeoGebra.
Nesse exemplo, pode-se observar que ndo existe solucdo viavel, ja que as
regides delimitadas pelo grafico das inequagdes ndo apresentam area comum, sendo
assim, ndo existe solucdo viavel que satisfaca todas as demandas deste problema. Este

problema, entdo, consiste em um sistema impossivel para tais restri¢@es.
5.4 Resolucdo Analitica — Método Simplex Analitico

Exemplo 5.4-1: Um fazendeiro deseja plantar soja, milho e trigo em sua fazenda
com o objetivo de maximizagdo dos lucros obtidos com a venda dos mesmos. Sabe-se
que o lucro com a soja € de R$ 5 mil por hectare plantado; para o milho, o lucro
também é de R$ 5 mil por hectare plantado; j& para o trigo, o lucro é de R$ 3 mil por
hectare plantado. O consumo de defensivo agricola para a soja e o trigo é de um galdo
por hectare plantado; enquanto para o milho, o consumo é de trés galdes por hectare
plantado. Sabe-se que o fazendeiro dispde apenas de trés galdes. Para a producéo, foi
acordado que a diferenca entre trés vezes a area do cultivo de trigo com a area de
cultivo de soja ndo seria maior que dois hectares. Com o objetivo de garantir a venda
futura, o fazendeiro fez dois acordos com comerciantes locais, sendo que, no primeiro,

acordou que o dobro das areas de producdo de soja e de trigo teriam no maximo quatro
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hectares a mais que a area de producdo do milho; e no segundo, o dobro da area de
plantio de soja somado ao triplo da area de cultivo de milho teriam, no maximo, dois
hectares de terra a mais do que a area de plantio de trigo.Com o objetivo de
maximizacdo do lucro para o fazendeiro, desenvolve-se, abaixo, a area plantada para
cada cultivo.

x; — hectare de soja

Denota-se assim: {xz — hectare de milho
x3 — hectare de trigo

Lucro do fazendeiro com o plantio:
Maximizar f (x4, X5, X3) = 5x; + 5x, + 3x3

(X1 + 3%, + X3 < 3 Consumo de defensivo.
| 3x3 — x; < 2 Para produgio.
Restricdes — { 2(xy + X3) — X, < 4 Acordo 1.
[ (2x; + 3x;) — x3 < 2 Acordo 2.
Xq,X5, X3 = 0 Nao negatividade.

Reorganizando, tem-se:
Maximizar f(xl,xZ, x3) = 5x1 + sz + 3x3

(X1 +3x;+x3 <3
—X1+ 3x3 <2
Restrigdes — < 2x; —x, + 2x3 < 4
IZX1+3x2_x3 <2
A resolucdo por meio analitico consiste em, primeiramente, determinar uma
solucdo inicial viavel, a qual seréa iterativamente melhorada. O primeiro passo que deve
ser executado é transformar o conjunto de restricbes em conjuntos de equacdes
equivalentes, fazendo-se uso da introducdo de varidveis de folga entre os lados direito e
esquerdo das inequacBes. No conjunto de equagdes a seguir, as variaveis fi, f2, fz e fa
representam a diferenca entre o lado esquerdo e direito das restricdes, sendo todas as
variaveis maiores ou iguais a zero, tendo-se a garantia de que o0s sinais das inequacdes
serdo mantidos e tornaréo o conjunto de equagOes equivalente ao conjunto de restri¢coes

(LACHTERMACHER, 2004).
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f,=3-%X,-3X, — X,
f,=2+x% —-3X%,

fo =4-2X,+X, —2X%,
f,=2-2%x,-3X, + X,
Xy X, Xg, 1, f,, f5, f, 20

As novas varidveis sdo chamadas de variaveis de folga, pois representam a
diferenca entre o lado esquerdo e o direito da equagéo. Se colocado Z = 5x; + 5x, +
3x5 que representa a FO, o conjunto resultante de equacGes tem o nome de Dicionario
(LACHTERMACHER, 2004).

f,=3-%,—3X, — X,
f,=2+x% —-3X%,
fo=4-2X +X, —2X,

f, =2-2x,-3X, + X,

Z =5X, +5X, +3X,

Xy, Xy, Xg, 1, f,, f5, £, 20

Denomina-se de Variaveis Bésicas as que se encontram do lado esquerdo das
expressdes de um Dicionario e Variaveis Nao Bésicas as que se encontram do lado
direito das expressdes do Dicionario. Conforme o fluxo de resolucéo, a nova solucgéo, as
variaveis basicas e ndo basicas se alternam, onde a cada ciclo do processo de busca de
uma solucdo Otima para o problema, uma variavel entra e outra sai do conjunto de
variaveis basicas (LACHTERMACHER, 2004).

Tomando x; =x, =x3 =0 como solugdo inicial do problema, pode-se
determinar os valores de todas as outras variaveis por meio de substituicdo de valores,
chegando, dessa forma, a: f; =3,f, =2,f3 =5,f, =2 e Z = 0. Essa ndo é a solugdo
6tima do problema, esta é a solugdo viavel obtida igualando a zero todas as variaveis
que estdo a direita do conjunto de equacBes, é chamada de solugdo ébvia. Como o
objetivo é maximizacdo de Z, verifica-se que um incremento em qualquer uma das
variaveis, x;,x, ou x5 (que nessa solucdo apresentam valores iguais a zero) fard com
que Z aumente de valor, uma vez que todos os coeficientes de todas as variaveis sdo
positivos. O procedimento agora consiste, entdo, em escolher uma das variaveis para
promover esse aumento do valor, podendo ser escolhida qualquer uma das trés
varidveis, sendo mais interessante pegar aquela que apresenta um maior coeficiente.

Sendo assim, fica empatada a escolha entre x; e x,, uma vez que apresentam 0 maior
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coeficiente da igualdade Z. De forma arbitréaria, escolheu-se a variavel x; para promover
esse incremento (LACHTERMACHER, 2004).

Em cada ciclo do processo, serd alterada apenas uma variavel do conjunto das
variaveis bésicas, isto é, apenas uma variavel ndo basica ira entrar no conjunto das
variaveis basicas e, consequentemente, uma basica saira, a fim de que o nimero total de
variaveis basicas permaneca 0 mesmo. Conforme escolhido, a variavel x; entrara na
base. Para isso, precisa-se saber qual é o valor que ela podera assumir, uma vez
assumido x, = x; = 0, serd usada essa igualdade no dicionario, ficando, conforme

abaixo, denominado como diciondrio atual.

fi=3-x
fp=24+x
fz=4-12x;
fa=2-2x

Como fi,f2, f5, f» sdo valores maiores ou iguais a zero por restricdo do
problema, registra-se assim:
fi=3—-x=20=>x, <3
L=2+x=20=>x > -2
f3=4—-2x,=20=>x, <2
fa=2-2x,=20=>x, <1
Analisando os possiveis valores de x;, uma vez que se quer maximizar o valor
de Z, o valor mais interessante que respeita todas as restrigdes acima para x;, € quando
ele vale 1, sendo assim, f, =0 =2 —2(1) = 2 — 2x; (considerando também x, =
x3 = 0). Para alterar o dicionério atual de forma a contemplar esta alteracdo, deve-se
expressar a varidvel que entrard na base, x;, como uma funcéo da varidvel que deixara a
base, f,, pois € nessa equacdo (f, = 2 — 2x; = 0 que se tem x; < 1 obrigando a adogéo
de x; = 1 para promover a maximizacao de Z) que apresenta a restricdo que deve ser
seguida; para fazer isso, é preciso trocar de posi¢do as duas variaveis mencionadas.

Portanto:
fa=2-2x; —3x, +x3=>x; =1-—1,5x, + 0,5x3 — 0,5f3

[fl =3—X1—3X2—x3 —)f;l_z 3—(1—1,5x2+0,5.X3_O,Sf;l_)_gxz_xg
f1 =2 1,5x2 - 1,5x3 + 0,5f4

[fz =2+ X1 — 3X3 - fZ =2+ (1 - 1'5x2 + O’5x3 - 0’5f4) - 3X3
fo =3—1,5x, —2,5x3 — 0,5,
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[f3 =4 — le +x2 - 2x3 _>f3 =4 — 2(1 - 1,5x2 + 0,5x3 - 0,5f4) +x2 - 2x3
fs=2—-4x,-3x3+ 1

[Z = 5x; +5x, + 3x3 > Z =5(1 —1,5x, + 0,5x3 — 0,5f,) + 5x, + 3x3
Z = 5 - 2,5x2 + S,SX3 - 2,5f4

Por fim, resulta o novo dicionario:

(fi =2—15x, —1,5x3 + 0,5f,
f =3—15x, — 2,5x3 — 0,5f,
<f3=2—4x2—3x3+f4
x; =1-—1,5x, + 0,5x3 — 0,51,
Z =5—-25x, +55x; —2,5f,
\X1, X2, X3, f1, f2, f3, fa = 0

Com o novo dicionario, é possivel, também, chegar a uma nova solucdo ébvia

viavel, adotando valor igual a zero para todas as varidveis do lado direito das equacdes,
chegando aos valores de: x; = 1,x, =0,x3=0,f; =2,f, =3,fs=2,f,=0e Z =5.
Pode-se observar duas coisas, primeiramente x; = 1 e f, = 0, conforme encontrados
anteriormente, além disso, o valor de Z passou de 0 para 5, o que indica ser o caminho
certo, de maximizacédo de Z (LACHTERMACHER, 2004).

Observando Z =5 — 2,5x, + 5,5x3 — 2,5f,, tem-se que x5 & positivo, 0 que
significa dizer que, em aumentando o valor de x3, aumenta-se o valor de Z, logo,
conclui-se que a nova solucdo ainda ndo é Otima; sendo assim, deve-se seguir 0s
mesmos passos para obter uma nova solucgéo, x; que entrara na base, considerando

x, = f, = 0, sdo alcancadas, a partir do novo dicionario, as equa¢des abaixo:

4
fi=2-15520>x <
6
f2:3_2,5x3202>X3S§
2
f3:2—3.X3 20:>X3S§

x1:1+0,5x32():>X3s_2

, OU

wIinN

Portanto, a restricdo mais rigorosa que deve ser respeitada é quando x; <

. , . .y - g . 2 ~
seja, 0 valor maximo que a variavel x; pode assumir é igual a e fazendo que entéo
fz = 0. f3 sai da base para a entrada de x5, pois € nessa equacdo (f; = 2 — 3x3) que se

.~ . . 2 - - .
encontra a restricdo mais rigorosa (x3 < 5). Trocando de lugar as variaveis, obtém-se:
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2 4 1 1
f3:2—4x2—3x3+f4—’x3:§—§x2+§f4—§f3
i 2 4 1 1
f1=2—1,5x2—1,5x3+0,5ﬁ}—>f1=2—1,5x2—1,5(§—§x2+§f4—§f3>+ﬁ;
7 1
f1:1—§x2+§f3
i 2 4 1 1
fz:3_1,5x2_2,5x3_0,5f;1__)f2:3_1,5xZ_2,5(§_§x2+§f;l__§f3>_0,5f;1_
4 29 5 4
f2:§—?x2+8f3—§f4
i 2 4 1 1
x1 = 1 - 1,5x2 + 0,5x3 - 0,5f4 4 x1 = 1 - 1,5x2 + 0,5 <§—§x2 +§f4_ _§f3> - 0,5f4_
4 5 1 1
xw=gz-¢X—ch—3h
i 2 4 1 1
Z=5—2,5x2+5,5x3—2,5f4—>Z=5—2,5x2+5,5(§—§x2+§f4—§f3>—2,5f4
_26+29 11 2
=3t h3h

Por fim, chega-se ao novo dicionério 2 :

( 7 1
f1=1_§x2+§f3
4 29 5 4
2=§_?x2+gf3_§f4
2 4 1 1
3=z 3%t3fa—3/3
4 5 1 1
X1=§_gxz_8f3_§f4
26 29 11 2
=g tge-——Fh-3h

kxl'XZIx3'f11f2:f3;le. =0

Com o novo dicionario 2, pode-se, também, chegar a uma nova solugdo Obvia

viavel, adotando valor igual a zero para todas as varidveis do lado direito das equacdes,

4 2 4
chegando aos valores de: x; =2,x, =0,x3=3,/1i=1f,=,3=0,f,=0 e

26 . , .
Z = 5 Foi possivel verificar novamente um aumento no valor de Z, passando de 5 para

26/3. Observando o novo dicionario 2, a igualdade Z, vé-se que o coeficiente de x,
ainda € positivo, 0 que possibilita dizer que, se ele for aumentado, consequentemente, Z
também aumentara, portanto ha a necessidade de execucéo de um novo ciclo. Repetindo

o0 procedimento, chega-se as seguintes igualdades:
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(p_1.2 3 28
f1_29 29f2 29f3 29f4
_8_ 6.5
*2 =55 " 9l2 Y 59fs T 59k
) _30_8 3 1
*3 =55 73972 " 39/3 " 39/
32 5 9 3

x1—ﬁ+ﬁxz—ﬁf3—ﬁf4

Z=10—f, —f3 = 2f,
kxlrxZﬁx3;f1;f2;f3;f4. 2 0

Com o novo dicionario, pode-se, também, chegar a uma nova solugdo Gbvia

viavel, adotando valor igual a zero para todas as variaveis do lado direito das equacoes,

32 8 30

1
chegando aos valores de: x; = 250 X2 = 550 X3 = E’fl = E'fz =0,f3=0,f, =

0e Z =10. Como mais nenhuma varidvel de Z do dicionario apresenta coeficiente
positivo, nenhuma varidvel fora da base (f3, f3 e f,) pode ser incrementada a partir dos
seus valores atuais para qualquer valor positivo sem que o valor da funcdo objetivo
diminua. Portanto, essa solucdo é denominada o melhor valor possivel para a funcédo

objetivo.

Assim, para a obtencdo do lucro méximo, o fazendeiro devera plantar

aproximadamente 1,10 hectare de soja (x1 =§E 1,10), 0,28 hectare de milho

Xy = LA 0,28) e 1,03 hectare de trigo (x; = AP 1,03 ), cumprindo com todos 0s
29 29

acordos firmados e obtendo um lucro de R$ 10.000,00 sobre o seu cultivo.

Pode-se resumir o procedimento analitico conforme a figura a seguir, onde

constam destacadas as diversas etapas realizadas para a solu¢do do problema anterior.
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Figura 29: Visualizagdo grafica dos possiveis casos de um Problema de Programacao Linear

Determine uma e Determineo

solucao viavel dicionario

e Existe coeficiente
positivoem Z?

Nio l

Determine uma solucao o
2 e Variavel que entra

viavel melhor e Variavel que sai

Fonte: (LACHTERMACHER, 2004, p. 48).

5.5 Forma Tabular - Método Simplex

Quando se deseja resolver PPL de forma manual, é conveniente utilizar a forma
tabular do Método Simplex, na qual, em vez de utilizar os dicionérios, deve-se fazer uso
do quadro Simplex para registro apenas das informacdes essenciais, sendo estas: 0s
coeficientes das varidveis, as constantes das restricdes e as variaveis basicas e as nao
basicas (LACHTERMACHER, 2004).

Exemplo 5.5-1: Uma industria produz dois produtos, o produto A e B. Em um
dia de trabalho, a industria tem capacidade de produzir, no maximo, trés produtos A, e,
no maximo, quatro produtos B. Sabe-se que, na confeccdo do produto A, utiliza-se uma
tonelada de matéria-prima por dia; enquanto, para a confec¢do do produto B, utilizam-se
duas toneladas por dia, tendo a industrial disponibilidade de nove toneladas por dia
desta matéria-prima. Sabe-se que o lucro com cada produto € de R$ 5,00 para o produto
A e de R$ 2,00 para o produto B. Com o0 objetivo de maximizacao do lucro da empresa,
deve haver o célculo acerca do quanto de cada produto devera ser produzido.

X1 — produto A

Denotaremos como: {
X, — produto B
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Lucro da empresa:
Maximizar f (x4, x,) = 5x; + 2x,

x; < 3 Limite de produgdo do produto A
X, < 4 Limite de produg¢do do produto B
X1 + 2x, < 9 Limite de materia prima
X1,X, = 0 Nao negatividade

Restricoes —

Fazendo-se a introdugdo das variaveis de folgas, temos o seguinte dicionério:

fi=3-—x
fo=4—x;
f3=9—x; —2x,
LZ= 5x; + 2x,
X1,%2, f1, f2, f32 0

Conclui-se que as variaveis originais do problema sdo nao-basicas e as variaveis
de folga sdo béasicas (membro esquerdo das equacdes). Para esse método, é preciso fazer
uma alteracdo no dicionério para possibilitar a formagdo do quadro Simplex inicial e,
para isso, deve-se levar todas as variaveis (inclusive a de folga e a da funcéo objetivo)
para o lado esquerdo das equac6es, chegando as seguintes equacoes:

x1+f1=3
X, +fo =4
X1 +2x,+f3=9
Z—5x;—2x,=0

Com a elaboracdo do dicionario modificado (todas as varidveis a esquerda das
equac0es), tem-se que as variaveis da equacdo Z (funcdo objetivo) trocaram de membro,
isto é, como se queria aumentar o valor de Z, procuravam-se as variaveis da equacgao
que tivessem coeficientes positivos. Como as variaveis mudaram de membro na
equacao, serdo, entdo, procurados os coeficientes que tenham sinais negativos. Sendo
assim, a decisdo de parar, ocorre quando ndo ocorrerem mais variaveis com coeficientes
negativos, ou seja, quando os coeficientes forem todos ndo negativos (positivos ou zero)
(LACHTERMACHER, 2004).

Organiza-se, na sequéncia, 0 quadro inicial, constituido da seguinte maneira: do
lado esquerdo, as variaveis basicas; e, do lado direito, as constantes das equacgdes. No
meio, ficardo todos os coeficientes das restricdes e da funcdo objetivo. Por critério de
padronizacdo, adota-se a primeira linha (zero) com a equacao que representa a fungéo

objetivo, como demonstrado no Quadro 2.
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Quadro 2: Quadro inicial do problema

Variavel | N2 da Coeficientes de

Bdasica Eq. z X1 X2 f f f3 Const.
Z 0 1 -5 -2 0 0 0 0
fi 1 0 1 1 0 0 3
f 2 0 0 1 0 1 0 4
f3 3 0 1 0 0 1 9

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por meio do quadro inicial do problema, deve-se ter ciéncia acerca de como
realizar a leitura da solugdo associada ao quadro, uma vez que cada variavel basica é
apresentada na primeira coluna e o seu valor aparece na mesma linha na coluna final, a
saber, as seguintes igualdades: f; =3,f, = 4,f; = 9,Z = 0. Neste caso, as variaveis
que ndo estdo na primeira coluna (x; e x,) tém o valor atual igual a zero. Assim, a

solucdo viavel basica inicial é X =(0,0,3,4,9) e Z = 0.

O segundo passo é verificar se essa solugdo encontrada ja é a 6tima ou se ela
pode ser melhorada. Para isso, observa-se a linha zero (Z) e como existem coeficientes
negativos (—5 o coeficiente de x; ¢ — 2 o coeficiente de x,). A solucdo 6tima ainda
ndo foi atingida, deve-se, entdo, encontrar uma nova solucao viavel para o problema.
Para tal fato, deve-se encontrar a variavel fora da base que tenha o coeficiente mais
negativo (este é apenas um critério; na verdade todas as varidveis com coeficientes
negativos seriam uma opcao). Neste exemplo, a variavel que deve entrar na base é x;,
que tem o coeficiente mais negativo igual a -5 entre as variaveis ndo basicas (x; e x,),

na linha 0.

Assim como no método analitico, deve-se encontrar uma variavel para sair da
base, sendo esta a que mais restringe o crescimento da variavel que entrard na base.
Como apenas uma variavel ndo basica trocara de valor de cada vez (as demais
permanecerdo com valor zero), o que importa sdao os coeficientes da coluna da variavel
que vai entrar. Para estas linhas, obtém-se o valor da divisdo do valor da constante pelo
coeficiente correspondente (nesse caso o coeficiente de x; da linha da constante).
Chega-se, assim, ao Quadro 3. A coluna da divisdo consiste na divisdo do valor da
constante da linha pelo respectivo valor do coeficiente de x;, pois ele entrard na base
neste momento, de forma genérica, a coluna de divisdo é obtida a partir da divisdo da
constante pelo coeficiente da variavel que entrard na base ambos presentes na mesma

equacéo (linha).
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Quadro 3: Determinacgdo da variavel que entre e que sai da base no 1° ciclo

Variavel | N2 da Coeficientes de

Basica Eq. V4 X Xy f f f3 Const.  |Divisdo
VA 0 1 -5 -2 0 0 0 0
fi 1 0 1 1 0 0 3 3
f 2 0 1 0 1 0 4
f3 3 0 1 0 0 1 9 9

Fonte: Elaborada pelo autor.
Observando a coluna da divisdo, visualiza-se que o menor valor obtido esta

presente na equacgdo de numero 1, cuja varidvel f; é a que deixara de ser variavel basica
passando a ser a ndo bésica e a varidvel x; passara a ser variavel basica. Para isso, deve-

se definir alguns termos antes de seguir, sendo estes:

e Linha pivo é a linha da varidvel que esta deixando a base;
e Coluna pivd é a coluna da variavel que esta entrando na base;

e N°pivo é o valor que pertence, simultaneamente, a coluna e a linha pivé.

Para efetuar as modificacbes de uma forma automatica no quadro, devemos

realizar os seguintes passos representados no Quadro 4.

Quadro 4: Calculo da Nova Linha Pivo — 1° ciclo

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
z 0 1 -5 -2 0 0 0
fi 1 0 1 1 0 0 3 3 Linha pivo antiga
f 2 0 0 0 1 0 4
f3 3 0 1 0 0 1 9 9
) ) Linha pivo antiga
Nova Linha Pivb = ——————
ne pivd
Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
z 0
Xq 1 0 1 0 1 0 0 3 3 Nova linha pivd
f 2
f3 3

Fonte: Elaborada pelo autor.
Os demais procedimentos consistem em utilizar a nova linha pivo para zerar o0s

outros elementos da coluna x;, consiste nas substituicbes do valor de x; como func¢éo de

f» em todas as outras restricdes, conforme os procedimentos exibidos nos quadros

abaixo.
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Quadro 5: Calculo da Nova Linha ZERO — 1° ciclo

Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
Z 0 1 -5 -2 0 0 0 0 Antiga linha 0
fi 1 0 1 1 0 0 3 3
f 2 0 0 0 1 0 4
f3 3 0 1 0 0 1 9 9

Nova Linha 0 = (Antiga Linha 0) — (Coef.da Col. Pivd) x (Nova Linha Pivd)
Coef.da Col.Pivo = =5

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
z 0 1 -2 5 0 0 15 Nova linha 0
Xq 1 0 1 0 1 0 0 3 3 Nova linha pivd
f 2
f3 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quadro 6: Calculo da Nova Linha DOIS — 1° ciclo

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
z 0 1 -5 -2 0 0 0
fi 1 0 1 1 0 0 3 3
f 2 0 0 0 1 0 4 Antiga linha 2
f3 3 0 1 0 0 1 9 9

Nova Linha 2 = (Antiga Linha 2) — (Coef.da Col. Pivd) x (Nova Linha Pivd)
Coef.da Col.Pivo = 0

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 f3 Const. Divisdo
YA 0 1 -2 5 0 0 15
Xq 1 0 1 0 1 0 0 3 3 Nova linha pivd
f 2 0 1 0 1 0 4 Nova linha 2
f3 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quadro 7: Célculo da Nova Linha TRES — 1° ciclo

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z Xq Xy h fo f5 Const.  |Divisdo
z 0 1 -5 -2 0 0 0 0
fi 1 0 1 1 0 0 3 3
f 2 0 0 1 0 4
f3 3 0 1 0 0 1 9 9  |Antiga linha 3

Nowva Linha 3 = (Antiga Linha 3) — (Coef.da Col. Pivd) x (Nova Linha Pivd)
Coef.da Col.Pivo = 1

Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 h fa f Const. Divisdo
z 0 1 0 -2 5 0 0 15
Xq 1 0 1 1 0 0 3 3 Nova linha pivd
f 2 0 0 0 1 0 4
fs 3 0 0 -1 0 1 6 Nova linha 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como critério de verificagdo de possivel inconsisténcia, verificam-se 0s
seguintes pontos: se houve melhora na constante da funcéo objetivo; se todas as colunas
referentes as variaveis basicas contém apenas zeros e uns, sendo que o valor um deve
aparecer uma Unica vez no encontro da linha e coluna de cada uma das variaveis

basicas. Como se tem ainda o valor do coeficiente de x, um valor negativo, ainda se
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pode melhorar a solucdo viavel do problema. Para isso, repetem-se 0s passos tornando a
variavel x, como variavel basica; para isso, deve-se ver quem passara a ser variavel ndo
basica, sendo assim, divide-se o valor da constante pelo coeficiente de x, constante

ambos na mesma linha, resultando em dados conforme expostos no Quadro 8.

Quadro 8: Determinagdo da variavel que entre e que sai da base no 2° ciclo

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z xq Xz h f f3 Const.  |Divisdo
z 0 1 0 -2 5 0 0 15
X1 1 0 1 1 0 0 3
f 2 0 0 1 1 0 4 4
f 3 0 0 2 -1 0 1 6 3

Fonte: Elaborada pelo autor.
Portanto, a variavel f; é a que dara lugar a x, uma vez que apresenta 0 menor

valor dessa divisdo. Decorrente disso, calcula-se o valor da Nova Linha Pivé.

Quadro 9: Calculo da Nova Linha Pivd — 2° ciclo

Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z Xq X2 fi f f Const. Divisdo
z 0 1 0 -2 5 0 0 15
Xq 1 0 1 1 0 0 3
£ 2 0 0 0 1 0 4
f 3 0 0 A 0 1 6 3 Linha pivé antigo
. . Linha piv6 antigo
Nowva Linha Pivd = Tt dopive
n2 do pivd = 2 = ao pivo
Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z Xq X2 fi f f3 Const. Divisdo
z 0
X 1
f 2
fi 3 0 0 1 -0,5 0 0,5 3 Nova linha pivé
Fonte: Elaborada pelo autor.
Quadro 10: Célculo da Nova Linha ZERO — 2° ciclo
Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z Xq X, f f2 fs Const.  |Divisdo
Z 0 1 0 -2 5 0 0 15 Antiga Linha 0
X 1 0 1 0 1 0 0 3
f 2 0 0 1 0 1 0 4 4
f3 3 0 0 2 A 0 1 6 3
Nova Linha ZERO = (Antiga linha 0) — (Coef.da Col. Pivd)x(Nova Linha Pivd)
Coef.da Col.Pivd = —2
Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z Xy Xz f f2 f3 Const.  |Divisdo
Z 0 1 0 0 4 0 1 21 Nova linha 0
X1 1 0
f 2 0
f3 3 0 0 1 -0,5 0 0,5 3 Nova linha pivé

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Quadro 11: Calculo da Nova Linha UM — 2° ciclo

Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
z 0 1 0 -2 5 0 0 15
Xq 1 0 1 0 1 0 0 3 Antiga Linha 1
f 2 0 0 1 1 0 4
fz 3 0 0 2 i 0 1 6 3

Nowva Linha 1 = (Antiga linha 1) — (Coef.da Col. Pivd) x(Nova Linha Pivd)
Coef.da Col.Pivd =0

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 fi f2 fs Const. Divisdo
YA 0 1 0 4 0 1 21
Xq 1 0 1 0 1 0 0 3 Nova linha 1
f 2 0
f3 3 0 0 1 -0,5 0 0,5 3 Nova linha pivo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quadro 12: Célculo da Nova Linha DOIS — 2° ciclo

Variavel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z Xq Xy JA fo f5 Const.  |Divisdo
z 0 1 0 -2 5 0 0 15
X1 1 0 1 0 1 0 0 3
f 2 0 0 1 0 1 0 4 4 |Antiga Linha 2
fz 3 0 0 2 Al 0 1 6 3

Nova Linha 1 = (Antiga linha 1) — (Coef.da Col. Pivd)x(Nova Linha Piv0)
Coef.da Col.Pivd =0

Varidvel | N2 da Coeficientes de
Basica Eq. z X1 X2 h f fz Const. Divisdo
z 0 1 0 0 0 1 21
X1 1 0 1 0 1 0 0 3
f 2 0 0 0 0,5 1 -0,5 1 Nova linha 2
fa 3 0 0 1 -0,5 0 0,5 3 Nova linha pivd

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como os coeficientes da linha 0 sdo ndo negativos (zeros ou positivos), isto
significa dizer que foi atingida a solucdo G6tima para o problema. Ao se proceder a

leitura da solucdo 6tima, observam-se os seguintes valores para as variaveis:
X1 = 3,x2 :3,f1 = O,fz = 1,f3 =0eZ =21

Assim, para a obtencdo de maiores lucros, a empresa devera produzir 3 unidades
do produto A e 3 unidades do produto B, posto que todas as restricGes observadas serdo

atendidas, possibilitando um lucro diario para a industria de R$ 21,00.
5.6 Meétodo Computacional —Libre Office Calc

Com o objetivo de mostrar a total aplicabilidade de Programacdo Linear,
discorre-se, nessa secgédo, sobre a utilizacdo de uma ferramenta computacional para a
resolucdo dos PPL. Observando a existéncia de ferramentas computacionais gratuitas,
optou-se pela utilizacdo do Livre Office Calc para a exposi¢do de um passo a passo no
processo de resolucdo desses problemas. A ferramenta computacional evidencia a
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aplicabilidade dos conteddos vistos no Ensino Médio, evitando todos os calculos,
apresentados anteriormente, deixando a execucdo dos calculos para a obtencdo da
solugéo, para os computadores, ratificando, com isso, a utilizacdo da tecnologia na
resolucdo de problemas. No entanto, isso ndo torna menos importante o0 ensino e a

aprendizagem dos conceitos matematicos envolvidos e mostrados em detalhes até aqui.

Por se tratar de um software livre, a sua obtencdo pode ser feita de forma
totalmente gratuita por meio do site <https://pt-br.libreoffice.org/baixe-ja/>. Apos
finalizada a sua instalacdo, serdo instalados diversos programas da plataforma
LibreOfficeaonde. Para o presente trabalho, é de interesse o LibreOfficeCalc, no qual,
de maneira similar ao Microsoft Excel, existe uma ferramenta chamada Solver, que

possibilita a solu¢do de problemas de Programacéo Linear de maneira pratica.

A exposicdo da ferramenta computacional para os alunos tem como objetivo
servir de fonte inspiradora a eles na obtencdo de solucdes dos problemas maiores, com
varias variaveis de decisao, vez que a ferramenta computacional possibilita a solugéo
deste problema sem demandar um grande volume de tempo como quando de forma
manual. Nessas condic¢des, fica, para o aluno, a parte da solucdo do problema mais
racional, que se refere a interpretacdo do problema com sua respectiva identificacédo e
montagem do sistema de restricdes, conforme abordado na Secdo O, restando, para a
maquina, a parte bracal de solucdo por meio do algoritmo de solugdo. Vale comentar
que o Solver pode resolver esses PPL por meio do Método Simplex, conforme abordado

na Secdo 5.4 e Secdo 5.5.

Nesta seccdo, serdo abordados alguns exemplos classicos de PPL e sua
respectiva solucdo por meio do LibreOfficeCalc.

Exemplo 5.6-1: Decisdo do Tipo Fazer ou Comprar (LACHTERMACHER, 2004,
124 p.). A empresa de Motores Ltda. Recebeu, recentemente, R$ 900.000,00 em
pedidos de seus trés tipos de motores. Cada motor necessita de um determinado nimero
de horas de trabalho no setor de montagem e de acabamento, podendo terceirizar parte
de sua producdo. A Tabela 6 resume essas informacfes. A empresa deseja decidir
guantos motores devem ser produzidos em sua fabrica e quantos devem ser produzidos

de forma terceirizada para atender a demanda de pedidos.
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Tabela 6: InformacGes do Exemplo 5.6-1.

MOTORES
1 ) 3 TOTAL
DEMANDA 3.000 unid. 2.500 unid. 500 unid. 6.000 unid.
MONTAGEM 1h/unid. 2 h/unid. 0,5h/unid. 6.000 h
ACABAMENTO 2,5h/unid.  1hunid. 4h/unid. 10.000 h

CUSTO PRODUCAO  R$50 R$ 90 R$ 120
CUSTO PRODUGAO R$ 65 R$92  R$ 140

PELOTERCERIZADO
Fonte: Elaborada pelo autor.

Primeiramente deve-se determinar a variavel de decisdo. Como o problema é
sobre quantos motores devem ser produzidos pela fabrica e quantos devem ser
terceirizados, tem-se as variaveis de decisdo:

x1 r — Motor 1 feito na fabrica
X, — Motor 2 feito na fabrica
X3 — Motor 3 feito na fabrica
x,7 — Motor 1 pelo terceirizado
X, — Motor 2 pelo terceirizado
x3 7 — Motor 3 pelo terceirizado

De acordo com o problema, deve-se, entdo, determinar qual serd a funcédo
objetivo. Como se trata de uma empresa do setor de fabricagcdo e se tem um valor a
receber pelo pedido fixo, que é a demanda, fica claro que a funcédo objetivo do problema
é de maximizacdo dos lucros (receita — despesas), ou caso preferir, minimizar os custos,

tem-se:

Max Z = 900000 — (50X,  +90x, . +120X, . + 65X, ; +92X,; +140X;;)

ou
MinZ =50x, . +90x, . +120X, . + 65X, ; +92X,; +140X,;

Precisa-se agora determinar o sistema de restricdes para esse PPL. Observando

as informacdes contidas na Tabela 6, temos como restrigdes:

X, ¢ + X7 = 3000
Restrigdo de demanda — < X, ¢ + X, = 2500
X3 +X;7 =500

1X, ¢ +2X, ¢ +0,5%, . <6000 (Montagem)

Restricdo da fabricacdo —
2,5, ¢ +1X, ¢ +4X, <10000 (Acabamento)

Por fim, temos o0 modelo final para esse PPL, da seguinte maneira:
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Variaveis de decisao:

Xi gy Xopr Xa s X 10 Xo 1 Xg7 SENO €las valores inteiros positivos.
Funcéo Objetivo:

MinZ =50x, . +90x, ¢ +120X, o +65X, ; +92X, ; +140X,;
Sujeito as restri¢oes:

X, ¢ + X, =3000

X, g +X,7 =2500

X3 + X571 =500

1X, ¢ +2X, ¢ +0,5%, . <6000
2,5% ¢ +1X,  +4x, . <10000

Ap0s definido o modelo final, serd montado o PPL na planilha LibreOffice Calc,
seguindo os passos abaixo descritos, aléem da observacdo ao exposto na Figura 30.

1°Passo: Escolher as células que conterdo as varidveis de decisdo (em
cinza);

2°Passo: Alocar os coeficientes da funcdo objetivo em células distintas, com
0 intuito de agilizar os calculos (em azul claro);

3%Passo: Fazer processo semelhante ao anterior, porém agora com o sistema
de restricdo obtido (em azul claro);

4°Passo: Adicionar uma coluna em que serdo apresentados os valores do
lado esquerdo da equacdo ja em funcdo das variaveis de decisdao (em
verde).

5%Passo: Adicionar mais uma coluna onde serdo colocados os valores do

lado direito da equacdo (em amarelo).

Este primeiro exemplo no Calc sera apresentado mais detalhadamente o seu
passo a passo, portanto, mais visual; os demais serdo exibidos de forma mais direta,

automatica objetivando o alcance do resultado final por meio do Solver.
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Figura 30: Apresentacdo da estrutura do PPL no Calc - Exemplo 5.6-1.
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2| |1y +2x, . +0,5x,,, <6000 | 1 2 0.5 0 0 0 6000
| (2,5x . +1x, . +4x, . <10000 |25 1 4 0 0 0 10000

W
» % | Eemplo56-4 | Ewemplo56-3 | Exemplo56-2 | Exemplo5.6-1 | Side |
Planilha 4 de 5 Padido Portugués (Brasil) - Média:; Soma: 0 - : +|120%

Fonte: Elaborada pelo autor.

6°Passo: Depois de desenvolvida a estrutura, deve-se preencher,
inicialmente, as variaveis de decisdo com o valor 0 (em cinza), somente
para evitar erro nos proximos passos.

7°Passo: Utilizar, na célula L14, a funcdo “=Matriz.Mult”, com o objetivo
de fazer a multiplicacdo dos coeficientes da fungdo objetivo com as
células das variaveis (em verde) conforme figura. Esta funcdo fara uma
multiplicagdo de matrizes, retornando o produto de duas matrizes. Sendo
assim, o nimero de linhas da segunda matriz deve ser igual ao nimero de
colunas da primeira matriz, observando isto, precisa-se, primeiramente,
inserir a matriz dos coeficientes da FO (em azul) e separado por “;”
inserir a matriz das varidveis de decisdo (em cinza), conforme a Figura
3L
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Figura 31: Execucédo do 7° passo no Calc.
EXEMPLOS.ods - LibreOffice Calc
Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda

E-aEd0@ « BB 15 & - L EBEB-E ISty HOEIN= EIRE- BB
Tmesnewromaz] 2 ] @ @ @ B-8- =EF= SE OO0 w- %l == H-F-H 8-
L4 E # I = |=MATRIZMULT(E15J15,D5:D10)
Al B \ < \ B | e | ¢ | 6 | W | 1 | J | Ls e
1
P EXEMPLO 5.6-1
| Variaveis de decisio:
4 VARIAVEIS DE DECISAO ot "
Xy paXy Xy g Xy 70X, 7. Xy Sendo elas valores inteiros positivos
X, ~ . .
5 LF 0 Funcdo objetivo:
X 7
6 2F 0 Min 7 =50x, . +90x, . +120x, ; +65x, ; +92x, . +140x,
7 Y3 r 0 Sujeito as restri¢des:
8 Yir 0 Xy +x . =3000
9 Xor 0 X, p +x,, = 2500
10 X1 0 Xy p %, p =500
L Iy, o +2x, ; +0,5x,, <6000  [-maATRIZ MULT(E15:715:D5:D10)
L 2,5x p +1x, - +4x; - 10000 \
13 FUNCAO OBJETIVO ‘
] Min Z=50x, , +90x, , +120x, , +65x,, + 92, , + 1407, , | VALORDA
FUNCAO 0
15 Coeficientes| 50 ‘ 90 ‘ 120 ‘ 65 ‘ 92 140 OBJETIVO
16
7 COEFICIENTES DAS RESTRICOES
) ) VALORLADO | VALORLADO
A EQUACOES DAS RESTRICOES x| N | Sp | x| Xop | Xsp ESQUERDODAS| DIREITO DAS

Fonte: Elaborada pelo autor.

8°Passo: Processo semelhante ao anterior, utilizar-se-4 novamente a funcao
“=Matriz.Mult”, com o objetivo de fazer a multiplicacao dos coeficientes
das equacdes restricbes com as células das variaveis (em verde),
conforme Figura 32, repetindo esse procedimento para as demais

restricdes abaixo.
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Figura 32:Execucdo do 8° passo no Calc.

K21 ] & I = | -MATRIZMULT(E21:21,05:D10)
Al 8 c [ o E [ F el v [ 1 e L N
i VARIAVELS DE DECISAO Xy g2 %y 5 Xs 2 Xy 10 Xy 1o X;  S€ndo elas valores inteiros positivos
X - P
5 L7 0 Funcéo objetivo:
X -
6 LF 0 Min Z =502, p +90x, ; +120x, ; +65x,  + 92x,  +140x,
7 Yir 0 Sujeito as restricdes:
8 r 0 X + X, =3000
g Xyr 0 Xr+ X =2500
10 Nip 0 X;p +x; 7 =500
A 13, £ +23, - +0,5x; - <6000
- 2,5% 7 +1x, p +4x, - 10000
13 FUNCAO OBJETIVO
14 Min Z=50x; +90x, p + 120X, o + 65, ; + 92X, 7 +140x;, 1
15 Coeficienter| 50 | 90 ‘ 120 ‘ 65
& |"MATRIZ MULT(E19-T19:D5:D10) ~MATRIZ MULT(E20:120;D5-D10)
17 COEFICIENTES DAS RESTRICOES
. B VALOR LADO
EQUACOES DAS RESTRICOES X. RN X X DIREITO DAS
18 L i LT S RESTRICOES
19 X, 7+ =3000 1 0 0 1 0 0 3000
— ; : =MATRIZ MULT(E22:12:D5:D10) I
20 Xy 7 +x, 7 =2500 0 1 0 0 1 0 -
:I Xy ot ¥y =300 0 0 1 0 0 1
‘ : =MATRIZ MULT(E23:J23;D5:D10) |
2 | |lx,, +2x,, +0.5x,, <6000 | 1 2 | es | o 0 0
23| |2.5x p +1x, p +4x, . 10000 | 25 1 4 0 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

9%Passo: Abrir a ferramenta Solver, no menu Ferramentas e clicar em

Solver. Logo ao clicar, abre-se uma janela de dialogo do Solver com o

usuario, esta ferramenta é de facil compreensdo, o que facilita a sua

utilizacdo pelos alunos, conforme a figura abaixo se demonstra.

Figura 33: Acessar a ferramenta Solver - Calc

Figura 34: Janela de didlogo do Solver - Calc

EXEMPLOS.ods - LibreDffice Calc =
Arquive  Fditar Exibir Inserit Formatar Estilos Planilha  Dados Janela  Ajuda Solver
i-B-H- 98 K SEB- &g - |2 Owma 7l Célula objetivo  [TAFH]
B . %) verificagio ortagrafica automdtica Shift+F7
{[imesHewhomar=] 12 ] @ @ @ A -B- S[E]E " tiomriodesns cms Otimizarpara @ Maimo
K23 v| & I = =MATRIZMULT(E23J23;5D55:5D510) Hioma L B .
Al B c D E F | 6 Opgdies da autocorregdo.. () Minimo
1 - i - —_
i EX < Atingir meta.. I Valer de L]
—== —_— Varidveis ~ Soher- —
) VARIAVEIS DE DECISAQ PR Detetive v | Células variaveis (]
Xpa%ype oiice
X . . L
5 pl 9 Fungiool  pornusrios Conjunto de restrigdes
EA 5 4 .
g - u MinZ=3  compantithar planitha, ‘ Referéncia de célula Operador  Valor
¥ - "
7 3F 0 Sujeito as 3 Proteger planilha_ — o
8 | [<= 3]
: - ] B
8 LT 0 X+ X = = =
= VT Autcentiada - & |*
a r o EPEE L
. Macros v = =
- lg] lg]
10 Yir ] Xyp + X, Filtros XML :
N Lx,; +2] Gerenciador de extensoes. Ctrl+Alt+E rl a
x4  Pemonalizan.
12 255, Opgdes.. Alt+F12
B | FUNCAO OBJETIVO
Fonte: Elaborada pelo autor | pssa || resrar || Resoter |

10°Passo:

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na janela do Solver, preenche-se o espaco “Célula objetivo”

com a referéncia da célula na planilha eletrénica do valor da funcéo

objetivo (em verde). Para isso, deve-se clicar no botdo “Escolher” e fazer

essa s

elecdo.
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11°Passo:

12°Passo:

13°Passo:

“Minimo”.

Na opgdo “Otimizar para”, para o PPL, marca-se a opgéo

Na opgao “Células variaveis”, € preciso clicar em “Escolher” e

fazer a selecdo na planilha eletronica das células que correspondem as

variaveis de decisdo (em cinza).

Na op¢ao “Conjunto de restricdes”, clica-se em “Escolher”,

fazendo-se as respectivas associagdes entre o “Valor do lado esquerdo

das restri¢cdes” com “Valor do lado direito das restri¢des”, respeitando o

sinal entre esses valores. Esse procedimento é repetido para todas as

restrigoes.

Figura 35: Execucdo dos passos 10 & 13 - Calc

Arquivo  Editar  Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha

Dados Ferramentas Janela Ajuda

‘ Ajuda H Fechar H Regulverl

N 1 = N T - = _ =
E-5EH 480 & 3B 48& AN E-EH- S EHOE Q=0 EIREA B
mesnewroraz][12 ] @ @ @ A-B- S[E]E S5 0F]dw- %ol == A -H-E
&z =
c | b E Fl o6 | H [ 1 | 1 s L M | N~ | o | P |
4| VARIAVELS DE DECISAO Xy paXy £y X3 £, Xy 12 X, 1, X5 Sendo elas valores inteiros positivos
5 Hir D Funcéo objetivo:
v Solver
6 *2F o Min Z =50x, ; +90x, ; +120x;; +65x, ; +92x, , +140x, 1
X . . Célula objetivo | $LS14
7 YaE 0 Sujeito as restrigdes: R v
aximo
3 M ) X5 T, =3000 @ Minimo
9 Yr 0 Xy r +X, 7 =2500 .
X Xyp + X3 =500 —
10 il o 3F TR Células varidveis | $D$S:$D$10
1x,  +2x,  +0,5x, ; <6000
1 LE TR o Conjunto de restrigdes
12 2,5.1(1 F lxl F +4”{3.F =10000 Referéncia de célula Qperador  Valor
13 FUNGAO OBJETIVO K319 -3 $1819
1 Min Z =50x, , +90x, , +120%, , +65%,; +92%,; +140%, ; | VALORDA $K$20 [ [ss
] - FUNCAO 0 Ks21 1521
15 (Coeficientes| 50 ‘ 50 ‘ 120 ‘ 65 ‘ (53 140 OBIETIVO $Ks l:El SLS.
P $Ks22 <= [o] lsusz2
16
17 COEFICIENTES DAS RESTRICO!
~ R VALORLADO | VALORLADO
OES DAS RESTRICOES X Yip | N, X x ESQUERDO DAS| DIREITO DAS
18 Hir 2F y LT I 3 RESTRICOES | RESTRICOES
19 |x, 7 = 3000 1 o o 1 0 0 o 3000
20 K, =2500 0 1 0 0 1 0 0 2500 Opgoes..
2 |y, =500 0 0 1 0 0 1 0 500
2 |, . +0,5%,, <6000 | 1 2 0.5 o 0 [ o 6000
Lx, » +4x, . 10000 | 25 1 4 ] 0 0 ] 10000

Fonte: Elaborada pelo autor.

14°Passo:

Clicar em “Opgdes...” e, na janela que sera aberta, assinalar as

opgOes “Assumir variaveis como inteiros” e “Assumir varidveis como

nao negativas”, pois ndo ha como produzir meio motor e produzir menos

um motor. Modificar também o “Algoritmo do Solver:” Colocar a opgao

“Solver linear do LibreOffice”, conforme a Figura 36. Feito isso, clica-se

em “OK” e, na outra janela, em “Resolver”.
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Figura 36: Execucéo do passo 14 - Calc
Solver \EI

Célula objetivo  |$L514
Otimizar para ) Maximo
@ Minimo
| |
Opgbes 5
Algoritmo do solver: |Solver linear do LibreOffice El

LConfiguracoes:

Assumir variaveis como inteiros

[ Assumir variaveis como ndo negativas

[#I Limitar a profundidade do branch-and-bound
Limite de tempo de resolugdo (segundos): 100
Nivel Epsilon (0-3): 0

Editar...

l Ajuda H Fechar H Resolver l

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 37: Solugdo 6tima obtida pelo solver no Calc - Exemplo 5.6-1.

EXEMPLOS.ods - LibreOffice Calc

Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela  Ajuda

: W B ~ PN _
E-ERE-KMeE BB A& S AW E-B LIt DO =L ERE 28
{imesvewromac] 2 F] @ @ @ | A-B-EE=IS- 000 @ - %@ %y =EE EH-lF-H- 18-
[ &= =
[ E LR LSl L L e — L M | o~ | o [ » | s
| VARLAVEES DE DECISAO Xy paXy e X3 52 Xy 10y 1 X5 7 s0do elas valores inteiros positivos
5 Hur HEY Funcio objetivo:
T i ) : Solver @
6 SR 500 Min Z =50x, , +90x, , +120x, . +65x, . + 92x, . +140x. —
v " 1 2F 3F 1T 2F 37 Célula objey| Restltade do solver
7 aF 500 Sujeito as restri¢des: Otimizar pafl A resolugao terminou com sucesso.
s 7 ° p 0y =3000 Resultado: 439000
9 Yor 2000 Xy p+ X7 =2500
¥ Yo+ X =500 Deseja manter o resultado ou restaurar
10 “ar 0 S3F ST Células varig ©s valores anteriores?
A 1x, - +255, 7 +0.5x, 7 <6000 )
Conjunto dg [ Manter o resultado; } l Restaurar anterior ]
I 2.5% 5 +1%, ; +43; 7 10000 Referéncia
13 FUNCAO OBJETIVO $K$19 \:_E $L319
1 Min Z =501, , + 90, , +120x, , + 65x,, +92x, ;. + 140x, , §Ks20 E L] s
$KS21 SL521
15 (Coeficientes 50 ‘ 90 ‘ 120 | 65 ‘ 92 140 IZE
$K$22 <= $L$22
3 [ Bl
_17 | COEFICIENTES DAS RESTRICOES Opgoes.. [ Ajuda l l Fechar I [ Resolver l
R R VALOR LADO
OES DAS RESTRICOES t X Y| ox X X DIREITO DAS
18 F 2F 17 ar | Yar RERTRYGOES
19 |x ;= 3000 1 0 0 1 0 0 3000
20 K, =2500 0 1 0 0 1 0 2500
21 ¥y, =500 0 0 1 0 0 1 500
22 x, . +0,5x; . <6000 1 2 0.5 0 0 0 6000
1x, , +4x;, <10000 | 25 1 4 0 o 0 10000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desse modo, de maneira rapida, a solucdo 6tima é obtida por meio do Solver,
onde se tem a funcdo objetivo com valor de R$43.900,00, promovendo o lucro maximo
de R$856.000,00 (R$900.00,00 —-R$43.900,00 = R$856.100,00). A partir do resultado
exibido, define-se, como tomada de deciséo, a necessidade de terceirizar a fabricacéo do
motor 2 em 2.000 unidades (x,r = 2000), fabricagéo do motor 1 de 3.000 unidades
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(x,,r = 3000), fabricacdo do motor 2 de 500 unidades (x,r = 500) e fabricagdo do
motor 3 de 500 unidades (x3r = 500), conforme visualizado na Figura 37. O aluno
pode verificar que todas as restricbes foram cumpridas, havendo ainda uma
disponibilidade de 1750 horas na linha de montagem (6000-4250, observado na linha 22

da planilha eletronica).

Exemplo 5.6-2: Problema de transporte (LACHTERMACHER, 2004, 209
p.). A LCL Bicicletas Ltda. € uma empresa fabricante de bicicletas que possui trés
fabricas localizadas no Rio, em S&o Paulo e em Belo Horizonte. A producédo da empresa
deve ser entregue em Recife, Salvador e Manaus. Os dados referentes aos custos de
transporte unitarios, a capacidade de producdo das fabricas e a demanda dos centros
consumidores estdo expressos no quadro abaixo. Determinar quanto deve ser produzido
e entregue por cada fabrica em cada centro consumidor, de forma a minimizar os custos

de transporte, é a resposta buscada neste problema.

Quadro 13: Dados do Exemplo 5.6-2.

) CENTRO CONSUMIDOR
FABRICA CAPACIDADE
RECIFE (1) | SALVADOR (2) | MANAUS (3)
RIO (1) 25 20 30 2000
SAO PAULO (2) 30 25 25 3000
BELO HORIZONTE (3) 20 15 23 1500
DEMANDA 2000 2000 1000

Fonte: Elaborado pelo autor.

1° Passo € a determinacdo das variaveis de decisdo e a funcdo objetiva, nesse
caso, € minimizar 0s custos com o transporte. Tem-se que as variaveis de decisdes serdo
sobre o transporte da fabrica até o centro consumidor, sendo as varidveis de decisdo
assim denotadas:

X171 — numero de bicicletas produzidas no Rio e enviadas para Recife

X1, — numero de bicicletas produzidas no Rio e enviadas para Salvador

x13 — numero de bicicletas produzidas no Rio e enviadas para Manaus

X5, — numero de bicicletas produzidas em Sao Paulo e enviadas para Recife

X5, — numero de bicicletas produzidas em Sao Paulo e enviadas para Salvador

X,3 — numero de bicicletas produzidas em Sao Paulo e enviadas para Manaus

X371 — numero de bicicletas produzidas em Belo Horizonte e enviadas para Recife
X3, — numero de bicicletas produzidas em Belo Horizonte e enviadas para Salvador
X33 — nuamero de bicicletas produzidas em Belo Horizonte e enviadas para Manaus

A FO para o problema é dada com o custo de transporte associado a cada uma

das variaveis de decisdes, cujo objetivo é minimizar o custo, ou seja:
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Min Z = 25x41 + 20x41, + 30x73 + 30x,1 + 25x5, + 25x535 + 20x3, + 15x3,
+ 23x33

Observando o Quadro 13, definem-se as restri¢cbes para essa PPL, a saber:

X11 + X12 + X13 < 2000
Restrigoes de oferta— {Xn + X5, + X33 < 3000
X31 + X327 + X33 < 1500

x11 + le + X31 = 2000
Restrigoes de demanda— {xlz + x5, + x3, = 2000
X13 + x23 + x33 = 1000

X11,X12,%X13 = 0
Restrigoes de ndo-negatividade— {Xx21, X322, X23 = 0
X31,X32,%X33 = 0

Por fim, o modelo final para esse PPL, resulta:
Variaveis de decis&o:

X11,X12, X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33 sendo estas valores inteiros positivos
Funcéo objetivo:

Min Z = 25x41 + 20x4, + 30x43 + 30x,4 + 25x,5 + 25x,3 + 20x3; + 15x3,
+ 23x33

Sujeito as restrigdes:

(X11 + X12 + x13 < 2000
Xpq + X3 + X253 < 3000
X31 + X35 + X33 < 1500
X11 + X217 + x31 = 2000
X12 + X35 + X3, = 2000
\X13 + X23 + x33 = 1000

Seguindo 0os mesmos passos descritos no Exemplo 5.6-1, representa-se o PPL no
Calc, conforme a Figura 38, Figura 39, Figura 40 e Figura 41.
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Figura 38: Apresentacdo da estrutura do PPL no Calc -Exemplo 5.6-2.

E B | C | o | E| F|l 6| H | 1] K | L ]| ™| o
> EXEMPLO 5.6-2
3 Variaveis de decisdo:
4 VARIAVEIS DE DECISA0
— X1 X11,X12,X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33 sendo estas valores inteiros positivos
5
6 X12 Fungdo objetivo:
7 X13 Min Z = 25x;; + 20xy; + 30x33 + 30x5; + 25x;; + 25x53 + 20x3; + 15x3;
8 X21 +23x33
x22 o ;
L Sujeito as restrigoes:
10 X23
T X1 X171 + X2 + X3 <2000
== Xp1 + Xz + X3 < 3000
12 X32 X314+ X35+ X33 < 1500
13 X33 X171 + X271 + X371 = 2000
— X12 + X2z + X3, = 2000
14 13 + X3 + X33 = 1000
15
16 FUNCAO OBJETIVO
17 Min Z = 25x1; + 20212 + 30x13 + 30x2; + 25x2; + 25x23 + 20237 + 15x35 + 23233
18 Coiciente] 25 | 20 [ 0 [ 0 [ 3 [ 3|2 ] s | =
19
2“ COEFICIENTES DASRESTRICOES
" < < VALOR LADO
21 FQUACKERDASRESTRICHES Y11 | X1z | xq3 | X1 | X22 | Xo3 | X3 | X3 | X33 g%%gég
22 Xq1 + X1z + Xq3 <2000 1 1 1 0 0 0 9 0 0 2000
23 X31 + X35 + X553 <3000 © 0 0 1 1 1 0 0 0 3000
24 X311 X35 + X33 < 1500[ o 0 0 0 0 0 1 1 1 1500
25 | |xqq + X1 + X371 = 2000 1 0 0 1 (] 0 1 0 0 2000
26 | |x1p + X9p + X35 = 2000] 0 1 0 0 1 ()} (8 1 0 2000
27 X13 + X293 + X33 = 10001 o 0 1 0 0 1 0 0 1 1000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 39: Execugdo do 7° e 8° passo no Calc -Exemplo 5.6-2.
B

E | ¢ | o |e|]F]G6|H]T][y]K]L[M] N | o | P | Q
2 EXEMPLO 5.6-2
mEge Variaveis de decisdo:
4 VARIAVEIS DE DECISA0
i it X11,X12, %13, X21, X22, X23, X31,X32, X33 sendo estas valores inteiros positivos
5 0
6 X12 0 Fungio objetivo:
7 X13 0 Min Z = 25x; + 20x3, + 30x,3 + 3025, + 25x,5 + 25x,3 + 20x3; + 15x3;
8 X21 0 +23x33
X
| 2 ! Sujeito as restrigdes:
= i . 2000
X1+ X x93 <
x
A 3t ! Xa1 + X3 + Xz3 < 3000
12 X32 0 X314 X35 + X33 < 1500
13 X33 0 X171 + X2; + x3; = 2000
Sl Xy2 + X322 + X3, = 2000
14 13 + X235 + X33 = 1000
o | MATRIZMOLTE 1SMI8,SD$53D513)
16 FUNCAO OBJETIVO
17 Min Z = 25xq; + 20x1 + 30213 + 30x11 + 25122 +25x23 + 20x3; + 15132 +23x33
18
19 =MATRIZMULT(E22:M22;SD$5:SD$13)
” s VALOR LADO
EQUACOES DASRESTRICOES DIREITODAS
21 RESTRICOES
22 X1+ X5 + x93 <2000 ‘
23 X1+ Xz + X33 < 3000 L‘ [
24 X317t X302+ X33 < 1500 ‘ 0 { g
25 | X1+ X91 + X317 = 2000 |
26 X19 1 X9 + X35 = 2000 I
27 | |X13 + X3 + X33 = 1000
28 =MATRIZMULT(E27:M27;SD$5:5D$13) I

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 40: Execugdo dos passos 10 a 14 no Calc - Exemplo 5.6-2.

Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda

‘H-dea » G o dile Gl Re - w @ 2 E
w\u\'\au-__dw?—é::?»- < % 04 = = --
=il

AT ¢ [olelrlelwl il [«liIwl n [ o T v Tol " s MMM vIvIwlx
H EXEMPLO 5.6-2
3 Variaveis de decisao:
4 'VARIAVEIS DE DECISAO
5— ir 5 X11, %12, X33, X21, X22, X23, X31, X32, X33 Sendo estas valores inteiros positivos
al e 3 Funglo objetivo:
7| X13 0 Min Z = 25xy, + 20xy; + 30x;3 + 302, + 25, + 25235 + 20x3 + 1523,
8 | X21 0 +23x33
9 x22 0 S ¢
L Sujeito as restrigdes: | .
10 23 0 Célula objetivo  SOS17 = |
T X1 5 11 + X2 + 2433 < 2000 S -
=t Xay + %22 + X3 < 3000 Otimizar para Maximo
12 X3z o X3y + X3z + X33 < 1500 i
1| a3 0 o1 5% £ = 2000 Minimo .
—— Xzt X2+ X33 = e
14| 13+ X234 233 = 1000 AL (=]
15 Células variaveis $D$5:3D$13 ‘
16 FUNCAO OBJETIVO Conjunto de restricoes
1 | Min X1y + 2003 + 30xy3 + 3023y + 25, + 253 + 2023 + 1503, + 23233 Referéncia de célula Operador, Valor
18| ot Isns22 |[@)[= [ sos2 |
= sns23 [[@][<= [5] [soss ]
2 EQUACOES DASRESTRICOES sns24 |[[@][<=  [z] [sos2e
€ - sz (@[] o |
- Qi T )| T
2 | x4 + X35 + X3 < 3000 l ‘@CB ‘

ey s < 1500 SNS27 | = |s0s27
X33 tXppt a3 s I )

> x“+x21+xn=2000 ‘ ‘@‘
26 | |Xqp + x5+ X35 = 2000
27 | |X¥13 + Xa3 + X33 = 1000 -
| Opgoes... Ajuda Fechar | | Resolver
4 == [ [ |
Fi— T =]

H 4> MW % | Eemplo36-1 | Exemplo3.6-2
Fonte: Elaborada pelo autor.

84



Figura 41: Solucédo 6tima obtida pelo Solver no Calc -Exemplo 5.6-2.
k ! B C D E|F| 6 H | 1 J K| L|w™m N | o P | @ | R s T u v | w X
2 EXEMPLO 5.6-2
3 PR— Variaveis de decisio
4 VARIAVEIS DE DECISAO
|— - 41, %32, X33 sendo estas valores inteiros positivos
5 11 500
6 %12 1500
7 *13 0 Min Z = 25x,; + 20x,; + 30x,3 + 30x3, + 25x3; + 25x,3 + 20x5, + 15x3;
8 X21 0 +23x3;
X2 Solver (X3
o =3 » Sujeito as restrigdes
10 *23 1000 Célula objetivo | $0$17 &
e ~ X4y + Xy2 + xy3 < 2000 e
i ot L Otimizar para Maximo
12 X32 0 =
13 X33 0 Resultado do solver
14 A resolugio terminou com sucesso. D
15 Células variav =
e = Resultado: 110000
16 FUNCAO OBJETIVO Conjunto de
17 Min Z = 25xy; + 20xy3 + 30%y3 + 30x3 + 2523 + 25053 + 20x3; + 1505, + 23x3; [NALORDA 5 Referénciad Deseja manter o resuitado ou restaurar
18 Coxl.'r'unm‘ 25 | 20 I 30 I 30 | 23 ] 25 | 20 ‘ 15 I 2 ‘-I‘mo $NS22 os valores anteriores? . ‘
19 _
= T —_— — SNS23 | Manter o resuitadol | | Restaurar anterior | [ ][ |
e ” VALORLADO | VALORLADO -
- - $NS25 B[ [5] [soss 2] [&=] ~
22 | | x93+ x5+ 2x352000] 1 1 1 0 0 0 0 0 0 2000 2000
23 | | Xy + Xy + X33 <3000 © 9 0 ! ! ! 0 0 0 1500 3000 Opgdes.. Ajuda ‘ Fechar || Resolver |
24 X31 + X3 + X33 <1500 o 0 0 0 0 0 1 1 1 1500 1500
25 | Xy + X+ X33 =20000 t |0 o |1 | e o [ 1|0 |0 2000 2000
26 | |X9p + X5 + X3, = 2000| © 1 0 0 1 0 0 1 0 2000 2000
27 | |X13 + X3+ X33 = 1000] o 0 1 ) 0 1 0 0 1 1000 1000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Resulta, portanto, como solucdo 6tima, o valor obtido por meio do Solver, em
que a fungdo objetivo vale R$110.000,00, sendo esta referente ao menor custo com o
transporte das bicicletas. Para tal, ttm-se os seguintes valores para as variaveis de
tomadas de decisdo: a fabrica do Rio produzird 2000 bicicletas (xq; + X152 + X153 =
500 + 1000 + 0 = 2000),destas 500 serdo levadas até Recife (x;; = 500) e 2000
serdo levadas até Salvador (x;, = 1500); a fabrica de Séo Paulo produzira 1500
bicicletas (x,; + x3, + x53 = 0+ 500 + 1000 = 1500), destas 500 serdo levadas até
Salvador (x,, = 500) e 1000 serdo levadas até Manaus (x,3; = 1000); ja a fabrica de
Belo Horizonte produzira 1500 bicicletas (x3; + x35 + x33 = 1500+ 04+ 0 = 1500 )
cuja totalidade, 1500 bicicletas, serdo levadas até Recife (x3; = 1500). Vale observar
que todas as demandas foram atendidas, uma vez que eram restricdes de igualdade, e
que a fabrica de Sdo Paulo ndo estava trabalhando com sua capacidade total, pois o total
de bicicletas produzidas pela fabrica é de 1500 e sua capacidade é de 3000 bicicletas.
Isso é possivel de ocorrer uma vez que o total da demanda € inferior ao total da

capacidade de producéo.

A titulo de curiosidade, caso se altere o algoritmo de solucdo do Solver, para
“Solver linear CoinMP do LibreOffice”, veja-se 0 passo 14, as varidveis de deciséo
mudariam, porém o valor da funcéo objetivo se manteria constante, conforme a Figura
42,
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Figura 42: Solucéo do PPL Exemplo 5.6-2 alterando o algoritmo de solucéo do Solver.
|

Ei B C | D E| F| G| H | I J K | L M | N | [e) |
) EXEMPLO 5.6-2
T Variaveis de decisdo:
4 VARIAVEIS DE DECISA0
— X11,X12,X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33 sendo estas valores inteiros positivos
5 X11 1500
6 x12 500 Fungdo objetivo:
7 X13 0 Min Z = 25x,; + 20xy; + 30xy3 + 3025, + 25x,; + 25x,3 + 20x3; + 15x3;
8 X21 500 + 23x33
x.
L 22 g Sujeito as restrigdes:
10 X23 1000
711 Xa1 - X171 + X2 + X213 <2000
.| X1+ X223 + X253 £ 3000
12 X32 1500 X31 + X35 + X33 < 1500
13 X33 0 X171 + X271 + X371 = 2000
| Xy + X2 + X35 = 2000
14 13 + X33 + X33 = 1000
15
16 FUNCAO OBJETIVO
17 Min Z = 25x1; + 20x12 + 30x13 + 30x2; + 25x2; + 25x53 + 20x3; + 15x3; + 23x33
18 Cneﬁiﬂxl5| 25 | 2 | 30 | 30 | 2 | 25 I 2 | 15 | 3
19
COEFICIENTES DASRESTRICOES
20 o 5 VALOR LADO
51 EQUACOES DASRESTRICOES X | Xz | xgz | X2 | ¥oz | Xaz| Xap | xap | Xms %lezsgrlgl%gég
22 X11 + X1z + X13 <2000 1 1 1 0 0 0 0 0 0 2000
23 Xa1 + X33 + X33 < 3000| © 0 0 1 1 1 0 (] (i} 3000
24 X31 t X3p + X33 < 1500] o 0 0 0 0 0 1 1 1 1500
25 X11 H X1 X371 = 2000 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2000
26 X12 T X990 + X390 = 2000 o 1 0 0 1 0 0 1 0 2000
27 | |X13 + X253+ x33 = 1000 o 0 1 0 0 1 0 0 1 1000
Fonte: Elaborada pelo autor.

Isso ocorre porque o problema possui multiplas solugdes étimas, observando-se

que todas as restricdes também foram atendidas, portanto, as duas solu¢des encontradas

séo solucBes Otimas alternativas para este problema de transporte.

Exemplo 5.6-3: Problema de rede de distribuicdo (LACHTERMACHER,
2004, 235 p.). A montadora de veiculos LCL Carros Brasil Ltda. esté iniciando as suas

operacOes no pais, construindo duas fabricas: uma na Bahia e outra em Sdo Paulo. A

LCL esta estudando a forma de distribuicdo de seus carros para as diversas revendas,

localizadas nos estados de Goids, Rio de Janeiro, Minas Gerais, Parana, Santa Catarina

e Rio Grande do Sul, que minimize o custo total de distribuicdo. A capacidade de cada

uma das fabricas instaladas, as demandas das revendas, bem como os custos unitarios de

transporte entre fabricas e revendas estdo expressas nos quadros abaixo.

86



TRANSPORTE DA MERCADORIA

FABRICA | DISPONIBILIDADE

BA (1) 500

SP (2) 600
TOTAL= 1100
DESTINO| DEMANDA

MG (3) 200

RJ (4) 350

GO (5) 150

PR (6) 300

SC (7) 150

RS (8) 250
TOTAL= 1400

ORIGEM | DESTINO |CUSTO DO TRANSPORTE
BA(1) | MG (3) 25
BA(1) | RJ(4) 30
BA(1) | GO(5) 40
SP(2) | MG (3) 20
SP(2) | RI(4) 15
SP(2) | PR(6) 20
SP(2) | sc(7) 35
SP(2) | RS(8) 50
MG (3) | GO (5) 20
MG (3) | RJ(4) 20

Primeiro passo requer a determinacgdo das variaveis de decisdo e como a funcéo

objetivo é minimizar os custos com o transporte, as variaveis de decisGes levardo em

conta o transporte da mercadoria, contendo a ideia do fluxo da mercadoria da origem

para o destino das mesmas. Sendo assim, denotam-se as variaveis de decisdo como:

x13 — n° de carros enviados de BA para MG
X14 — n° de carros enviados de BA para R]
X135 — n° de carros enviados de BA para GO
X,3 — n° de carros enviados de SP para MG
X,4 — 1n°de carros enviados de SP para R]
X, — n° de carros enviados de SP para PR
X,7 = n° de carros enviados de SP para SC
X,g — n° de carros enviados de SP para RS
X35 — n° de carros enviados de MG para GO
X34 — n° de carros enviados de MG para R]
Xg — n° de carros enviados de SC para RS

A funcdo objetivo para o problema é dada com o custo do transporte das

mercadorias associado a cada uma das variaveis de decisdes, cujo objetivo € minimizar

0 custo, ou seja:

Min Z = 25x13 + 30x14 + 40x15 + 20x23 + 15x24 + 20x26 + 35x27 + 50x28

+ 20x34 + 20x35 + 20x74

Nesse PPL, pode-se verificar que a quantidade total de demanda € maior que a

disponivel, ou seja, as restricdes deverdo ser expressas por sinais de menor ou igual

(<), ndo sendo possivel atender por completo todas as demandas. Adotar-se-a também

que o fluxo de mercadoria que sai da origem levard o sinal negativo assim como a

guantidade disponivel também levara o sinal negativo, enquanto o fluxo de mercadoria
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que chega ao destino levara o sinal positivo assim como a quantidade de demanda

também levara o sinal positivo. Estas restricbes do fluxo séo representadas da seguinte

forma:
(—X13 — X14 — X15 < —500 Fluxo em BA
—X23 — X4 — X6 — X7 — X33 < —600 FluXO em SP
X13 + Xp3 — X34 — X35 < 200 Fluxo em MG
. a X14 + X34 + X34 < 350 Fluxo em RJ
Restri¢des no fluxo— < Xos + Xys < 150 Fluxo em GO
X6 < 300 Fluxo em PR
X7 — X7 < 150 Fluxo em SC
\ Xp8 + X7g < 250 Fluxo em RS

Diante das restri¢des elencadas, chega-se, entdo, ao modelo final para esse PPL.:
Variaveis de decisdo:

X13, X14» X15, X23, X24, X26, X27, X28, X34, X35, X7 sendo estas valores inteiros positivos
Funcéo objetivo:

Min Z = 25x13 + 30x14 + 40x;5 + 20x53 + 15x,, + 20x,6 + 35x,, + 50x,g
+ 20x34 + 20x35 + 20x4

Sujeito as restri¢des:

(—X13 — X714 — X15 < —500
—X33 — Xg4 — X26 — X27 — X2 < —600
X3 + Xp3 — X34 — X35 < 200
X14 + X34 + X34 < 350
X15 + X35 < 150
X6 < 300
Xy7 — X7 < 150
\X5g + X7g < 250

Seguindo 0s mesmos passos descritos no Exemplo 5.6-1, representar-se-a o PPL

no Calc, conforme a Figura 43, Figura 44, Figura 45 e Figura 46.
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Figura 43: Apresentacgdo da estrutura do PPL no Calc - Exemplo 5.6-3.

B 8| c|o | E|]F|] 6 | H|l1|]s|k|]L|M|N]JO|]P|Q|R]|S]|] 1 | u | v
3 Variaveis de decisio:
4 'VARIAVEIS DE DECISAO EXEMPLO 5.6-3
5 X3 X3, X4 X15, X232, X24, X26, X27, X29, X34, X35, X7g Sendo estas valores inteiros positivos
6 Y14 Fungdo objetivo:
7 X15
| = Min Z = 25x,3 + 30x,, + 40x,5 + 20x,3 + 15x,4 + 20x36 + 3527 + 50254
e o + 203 + 20x35 + 20275
10 *26 Sujeito as restrigdes:
| Xz ~%13 = X4 — X35 S =500
12 X2¢ —Xp3 = Xp4 = X26 — X27 — X2 S —600
13 X34 Xy3 + Xz3 — X34 — X35 < 200
Xy4+ Xp4 + 234 < 350
X3
14 35 X5+ X35 < 150
15 X78 X6 < 300
16 X7 = X79 < 150
T X2g + X75 < 250
18 FUNGAO OBJETIVO
19 Min Z = 25x;3 + 30234 + 40x;5 + 20x33 + 15X54 + 20256 + 3537 + 50X + 2034 + 20x35 + 20X
20 fcooticiented 25 | 30 | 40 | 2 | 15 | 20 | 3 | 0 | 0 | 20 | 2
21
22 COEFICIENTES DAS RESTRIGOES
VALORLADO
23 EQUACOES DAS RESTRICOES Xig | Xaa | Xys | a3 | Xou | X2e | Xpp | xog | X34 | X35 [ x0g Sy
24 —X13 — X4 — X15 < —500 El £l G 0 o ° o ) ° ° ) -500
25 —X3— X4 — Xp6 — Xp7 — X2 < —600 0 ° 0 - 1 1 1 5 0 ° ° 600
26 Xy3 + X3 — X34 — X35 < 200 1 ° ° 1 o ° o ) 2| 2] o 200
27 X14 + X24 + X34 <350 ) 1 0 0 1 ) ) ) 1 o o 350
28 x5+ x35 < 150 o [ o 1 o [ o o o o] of 1] o 150
29 x26 < 300 (] 0 0 0 [ 1 ° ) o ° ) 300
30 X7 — X7 < 150 0 o 0 o 0 ° 1 0 0 o [ a 150
31 X2g + X7g < 250 0 ° ° 0 o ° ) 1 0 ° 1 250
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 44: Execucdo do 7° e 8° passo no Calc -Exemplo 5.6-3.
= = Variaveis de decisdo:
VARIAVEIS DE DECISAO EXEMPLO $63 o B
X33 o X13, X14, X15, X23, X24, X26, X27, X28) X34, X35, X7g Sendo estas valores inteiros positivos
X4 0 Fungdo objetivo:
X15 0 .
2 B Min Z = 25x,3 + 3024 + 40x,5 + 20x25 + 15254 + 20X, + 3527 + 50254
X2 5 + 20x34 + 20x35 + 20x75
*26 ° Sujeito as restrigdes:
*n 2 —Xj3— X143 — X35 < =500
*28 v —Xz3 = X4 = X26 = X27 — X2 < —600
X34 0 X3 + X3 — X34 — X35 < 200
= ° X4+ Xp4 + X34 <350
8s Xy + X35 < 150
X8 0 X6 < 300
Xy7 = X7 < 150
X2g + X79 < 250
FUNGAO OBIETIVO S LTRIZMULTR0S 26 SHSSSES 15)
Min Z = 25xy3 + 300y + 4025 + 20253 + 15x54 + 20x56 + 35237 + 50225 + 20x34 + 20235 + 20x7g
jCoehiciensed 25 | 30 | 4 | 20 | 15 | 2 | 35 | o | 2 | 2 |

CORFIGENTES DAS RESTRIGOES

EQUACOES DAS RESTRICOES X3 | X4 | Xys | Xoz | X2a | X26 | X3 | Xpg | X34 | Xas | xpg

—X13 — X4 — X15 < =500 0 S| S o | o ° o 0 0 o
—X33 — Xp4 — X6 — X327 — X28 < —600 0 ° o | a [ a a] ] 0 0 0
X13 + Xp3 — X34 — X35 < 200 1 ° ° 1 0 ° ° HEN T o
X4 + X34 + X34 < 350 ) 1 o ) 1 ) ° 0 1 0 o
xy5 + x35 < 150 o [ o [ s ool oo ool ]o
X26 < 300 0 0 0 ) 0 1 0 0 ° 0 )
Xz7 — X7 < 150 o [o ool oo s [o]olo]a
Xz + X758 < 250 o ° 0 0 3 0 ° 1 0 0 1

i i

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se observar que todas as restri¢fes sdo de <, visando agilizar o langamento

das restricbes no Solver, podendo-se selecionar a coluna “VALOR DO LADO
ESQUERDO DAS RESTRICOES” onde se apresenta essa desigualdade (<) e colocar a
coluna do “VALOR LADO DIREITO DAS RESTRICOES”, tal procedimento é visto

na Figura 45 no conjunto de restri¢Ges.
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Figura 45: Execucédo dos passos 10 a 14 no Calc - Exemplo 5.6-3.
Al 8 | ¢ D] E | F] 6 | H]E]]K L

M|NJ]O]P|]Q|R]S] T | u v w S Y Z | A | A8 | AC | AD |

- Variiveis de decisio,
4 VARIAVIISDE DECISAO ™
| n 5 X131 X135 X232 X260 X27, K20, X34, X35, X7 5600 estas valores inteiros positivos
6 X1 Fungdo objetivo:
7 15 o
= o ~ MinZ = 25x,3 + 30x;, + 402,54 20023 + 1523 + 20x34 + 35227 + 50x34
9 F” % + 2013y + 20x35 + 20055
10 26 o Sujeito ds restrigdes
u X o
x; (] Ey—
| a Solver e
13 X34 =
| Tas 7 Célula objetivo  SUS19 &
15 | In o Otimizar para Maximo
16 X7 = X7 < 150
=1 X3+ X7 S 250 )
15 riscoosTG Valor de (@
19 Min Z = 2523 + 3023 + 40%15 + 20823 + 15%3, + 20X34 + 352y + 5039 + 2034 + 2035 + 2008 Células variaveis |SH$5:SHS15 &
20 e 8. 0 I 0 W 00 Y Conjunto de restricdes
a| Referéncia de célula Operador  Valor
== VALOR LADO = =1 =]
- QUAGDES DASRESTRIOES au | %0 | s | x| xa | %26 | x| xag | wme | s | e DOl | STS2487831 [@E][= [5] [susaasusal | [&] (&
Bl = 0]
E [ (%13 — %14 — 115 < =500 i | 2] a]oe|o| oo ]o]oe]|o]o s [7,‘ k] e
25 —Xp3 = Xp4 — Xy — X37 — X2 < —600 HERERE v |a]aa]e]|e]|e 50 (@] Zl e
2% Xy3 + Xp3 — X34 — X35 < 200 1o e [o]oe]o]oealal]oe 200 [&]]<= 3 =] -
2 X14 + X24 + X34 < 350 o | 1 | oo [o oo a]o]oe 350 ‘
== Opgoes.. uda Fechar || Resolver
% x15+ X35 <150 o [o [ s | o [o e [o oo |0 15 (Bl sl [ mua || rectar | Res
2 X6 < 300 o | oo | oo |o]o|o]|o]oe w0
20 Xp7 — X7 < 150 o | oo | oo f[o[s]oefo[o]a 150
31 Xz8 + X7 < 250 o 0 ° [} 0 o 0 1 0 o 1 250

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 46: Solugéo 6tima obtida pelo Solver no Calc - Exemplo 5.6-3.

[ T ] [ [ [ -] s . [ [ Y [ T [ Y [ [y | u | v

|3 ; - Varidveis de decisdo:

4 VARIAVEIS DE DECISAO EXEMPLO 5.6-3 o B

5 X3 200 X13, X34, X15, %23, X24, X260 X27, X209, X34, X35, X7 Sendo estas valores inteiros positivos

6 X1y 150 Fungdo objetivo:

i/ *15 150
T X . Min Z = 25x;3 + 30x,4 + 40x;5 + 20x,5 + 15354 + 20254 + 35x,7 + 50x,4
b | = % + 2023 + 2035 + 20275

10 X26 300 Sujeito s restrigdes:
| il ki —X13— X34 — X35 < =500

12 X28 0 =X33 = X24 = X26 = X27 — X29 S —600

13 X34 0 Xy3 + X33 — X34 — X35 < 200
=== Xy4+ X24 + X34 < 350
14| T35 G Xys + X35 < 150

15 X7g 0 X26 < 300

16 X37 = X7 < 150
T X8+ X75 < 250

18 FUNCAO OBJETIVO

19 Min Z = 25x;3 + 30x;4 + 40x;5 + 20x23 + 1524 + 20X56 + 35x37 + 509 + 20434 + 20235 + 20x7g

20 cus.—:-ul 25 ] 0 | » [ 2 I 15 l 20 ] 3 I s0 | 2 l 0 | 2

21

22 COEFICIENTES DAS RESTRICOES

VALORLADO

23 EQUAGOES DAS RESTRICOES Xy | Xaa | Xys | xga | Xae | K26 | Xap | xpg | X3g | Xas | x7g ggglo rA;

24 —X13 — X34 — X5 < —500 a 1| o« 0 ] 0 ° 0 0 ) () -500

25 —X23 = X34 — X26 — X27 — X2 < —600 ° 0 0 1 1 1 1 1 [ 0 0 -600

2% X13 + Xz3 — X34 — X35 < 200 v oo [ v oo oo a]a]o ™)

27 X14 + X4 + X34 < 350 ° 1 ° o 1 0 ° 0 1 ) ) 350

28 x15 + X35 < 150 0 ) 1 ° ° 0 ° ° ° 1 [) 150

29 X26 < 300 o 0 0 o o 1 0 o 0 o 0 300

30 Xp7 — X75 < 150 0 3 0 0 o ) 1 0 0 0 5 150

31 Xag + 275 < 250 o ) o o [ ) o 1 o ) 1 250

. . .

Fonte: Elaborada pelo éutor.

Observa-se, assim, como solucéo 6tima, o valor obtido por meio do Solver, cuja
funcdo objetivo vale R$28.000,00, sendo esta referente ao menor custo com o transporte
dos veiculos. A rede de distribuicdo se da da seguinte forma: 200 veiculos partem da
fabrica na BA e vdo para MG (x;3 = 200); 150 veiculos partem da fabrica na BA e vao
para 0 RJ (x4, = 150); 150 veiculos partem da fabrica na BA e vdo para GO (x5 =
150); 200 veiculos partem da fabrica em SP e véo para o RJ (x,, = 200); 300 veiculos
partem da fabrica em SP e vao para 0 PR (x5, = 300); 100 veiculos partem da fabrica

em SP e vdo para SC (x,, = 100). Observando-se as restricBes, é possivel verificar
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que todos os veiculos disponiveis foram levados até um centro de revenda, porém as

revendas do estado de SC e RS ndo tiveram a sua demanda totalmente atendida.

Com os valores do problema, resta claro que caberia a empresa proporcionar um
aumento da producdo para, assim, garantir que seja atendida toda a sua demanda, porém
0 problema em questdo ndo leva em consideracdo 0s demais custos para esse aumento
assim como o beneficio. Para analisar a viabilidade desta ampliacdo, pode ser elaborado
um modelo linear no qual seriam observados os custos de ampliagcdo da producédo e
lucros obtidos devido a esse aumento da produtividade, possibilitando, desse modo, que
a empresa consiga fazer a tomada de decisdo no que se refere a realizar ou ndo a
ampliacdo. Vale lembrar que a modelagem linear nem sempre sera a que melhor se
encaixard ao problema, podendo haver a necessidade de utilizacdo de outro modelo

matematico para tal analise.

Exemplo 5.6-4: Escolha de carteira de investimentos
(LACHTERMACHER, 2004). Uma empresa gerencia recursos de terceiros atraves da
escolha de carteiras de investimentos para diversos clientes, baseada em bonds de
diversas empresas. Um de seus clientes exige que: ndo mais de 25% do total aplicado
deve ser investido em um Unico investimento; um valor superior a 50% do total
aplicado deve ser investido em titulos de maturidade maiores que dez anos; o total
aplicado em titulos de alto risco deve ser, no maximo, de 50% do total investido. O
quadro abaixo mostra 0s dados dos titulos selecionados. Determina-se o percentual do

total que deve ser aplicado em cada tipo de titulo.

Quadro 14: Dados do Exemplo 5.6-4.

RETORNO ANUAL | ANOS PARA VENCIMENTO RISCO
TITULO 1 8,70% 15 1- MUITO BAIXO
TITULO 2 9,50% 12 3 - REGULAR
TITULO 3 12,00% 8 4 - ALTO
TITULO 4 9,00% 7 2 - BAIXO
TITULO 5 13,00% 11 4 - ALTO
TITULO 6 20,00% 5 5- MUITO ALTO

Fonte: Elaborado pelo autor.

As variaveis de decisdo para o PPL referem-se ao percentual do total investido

aplicado em cada tipo de titulo, ou seja, as variaveis de decisdo serdo denotadas como:
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x; — percentual do total aplicado em Titulo 1
x, — percentual do total aplicado em Titulo 2
x3 — percentual do total aplicado em Titulo 3
x, — percentual do total aplicado em Titulo 4
x5 — percentual do total aplicado em Titulo 5
x¢ — percentual do total aplicado em Titulo 6

A FO refere-se a maximizacdo dos lucros ganhos pelo cliente. No presente PPL,

essa maximizacao dos lucros refere-se a maximizagdo do retorno anual fornecido a cada

tipo de titulo disponivel na empresa, a saber que a FO é dada por:
Max Z = 0,087x; + 0,095x, + 0,12x3 + 0,09x, + 0,13x5 + 0,20x;

As restricdes sdo montadas de acordo com a exigéncia do cliente, tendo-se,

portanto, os seguintes dados:

x, < 0,25 = 25%
X, < 0,25 = 25%
x5 < 0,25 = 25%
X, < 0,25 =25%
Xz < 0,25 =25%
(x¢ < 0,25 = 25%

Restrigao de aplicagdo maxima por titulo — <

Restricdo de aplicacdo minima para titulos de maturidade maior que 10 anos:
X1 +x, + x5 20,5 =50%

Restri¢do de aplicagdo maxima em titulos de alto risco:

X3 + x5 + x5 < 0,5 =50%

Restricdo de orgcamento:

X1+ Xy +x3+x4+x5+%x5=1=100%

Representadas as restri¢cdes, apresenta-se, portanto, modelo final para esse PPL,

da seguinte maneira:
Variaveis de decisdo:
X1, X3, X3, X4, X5, X sendo estes valores positivos
Funcéo objetivo:
Max Z = 0,087x; + 0,095x, + 0,12x3 + 0,09x, + 0,13x5 + 0,20x,

Sujeito as restrigdes:
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X1+ X, X3+ X3 +x5+x5=1

X1, X9, X3, X4, X5, Xe < 0,25

X1 + x5 + x5 = 0,50
X3 +x5 +x6 < 0,50

X1, X2,X3, X4, X5, Xe = 0

Com o modelo do PPL definido, os valores sdo organizados na planilha Calc,

conforme a Figura 47, Figura 48 e Figura 49.

Figura 47: Execucdo do 7° e 8° passo no Calc - Exemplo 5.6-4.

VARIAVEIS DE DECISAO

X1

X2

X4

Xs

0
0
X3 0
0
0
0

X

EXEMPLO 5.6-4

Variaveis de decisdo:

Xy, X3,X3, X4, Xs5,Xg sendo estas valores positivos

Fungdo objetivo:

Max Z = 0,087x, + 0,095x, + 0,12x5 + 0,09x; + 0,13x5 + 0,20x4

Sujeito as restrigdes:

Xy +xtx3+x;+xs+xg=1
Xy,X2,X3,X4,X5,%X¢ < 0,25
xy +x, +x5 20,50

x3+ x5+ x¢ < 0,50
X1,X2,X3,X4,X5,X = 0

FUNCAO OBJETIVO

Max Z = 0,087x; + 0,095x; + 0,12x3 + 0,09x; + 0,13x5 + 0,20x,

Cod'i:iansl 0,087 |0,095 | 0,12 | 0,09 I 013 | 0.2

=MATRIZMULT(E15:715;D5:D10)

[{=MATRIZMULTEL9:719:5DS5SDS10) |

COEFICIENTES DAS RE STRICOE

EQUACOES DASRESTRICOES X1 x; X3 Xy Xz X
Xptxotxgtxstxstxg=1 1 1 1 1 1 1
X1+ x5 + x5 20,50 1 1 0 0 1 0
X3+ x5+ x4 < 0,50 o | o | 1t [ o |1 1
% =025 t o] o] oo 0
Xy < 0,25 o | 1| o | o] o 0
x3 < 0,25 o [ o | 1 o | o 0
xi< 0,25 o | o 0 1 0 0
x5 < 0,25 o | o | o | o |1 0
Xe < 0,25 o | o[ o | o | o 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

VALOR LADO
DIREITODAS
RESTRICOES

05
0.5
025
025
025
025
025
025
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Figura 48: Execugdo dos passos 10 a 14 no Calc - Exemplo 5.6-4.

Variaveis de decisdo.

Solver

Célula objetivo  $L$14

Otimizar para © Maximo
Minimo
Valor de

Células variaveis $D$5:$D$10

Conjunto de restri¢oes
Referéncia de célula

$K$19

Operador  Valor
(@] [7] lstsao
(&[> [7] lss20
<= [7] 'susausis2r
&=l

$K$20
$K$21:3K$27

" Opgdes...

i Ajuda l Fechar

F g

| [

B

fttig] »

- -

()

16/6 )
a0

VARIAVEIS DE DECISAO
Xy, Xp,X3, X4, X5,Xg sendo estas valores positivos
X1 0
x; P Fungo objetivo
X3 0 Max Z = 0,087x; + 0,095x; + 0,12x3 + 0,09x, + 0,13x5 + 0,20x,
Xy 0 Sujeito s restrigdes
s ¢ X X b X3 F Xy xsHxg=1
X6 0 Xy, X2, X3, X4, X5, %6 S 0,25
x4, + X5 = 0,50
X3+ x5+ %4 < 0,50
X1, X2, X3, X4, X5, %6 2 0
FUNCAO OBJETIVO
Max Z = 0,087x; 4 0,095x; + 0,12xy 4 0,09x, + 0,13xg + 0,20x,
cmi.nu| 0087 I 0095 I (353 I 009 | 013 I 02
COEFICIENTES DAS RESTRICOE
VALOR LADO
EQUACOES DASRESTRICOES x| x| x x| x 2!{%%3::
ntxotrgtxgtrstx=1 1 1 1 1 1 1
Xy + x5 + x5 20,50 1 1 0 0 1 05
X3+ x5+ x5 < 0,50 0 o 1 ° 1 05
X; < 0,25 1 0 0 0 0 025
Xy 0,25 o [ 1 [ o] oo 02s
x3 < 0,25 0 0 1 o | o 025
x4 0,25 [ [ 0 1 0 025
X5 < 0,25 0 [ 3 0 1 025
X¢ < 0,25 0 0 ° 0 0 025

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se que a maioria das restricdes é do tipo <, visando agilidade no

langamento das restri¢cdes no Solver. Pode-se selecionar a coluna “VALOR DO LADO
ESQUERDO DAS RESTRICOES” onde se apresenta essa desigualdade (<) e colocar a
coluna do “VALOR LADO DIREITO DAS RESTRICOES”, proporcionando, com isso,
maior rapidez no lancamento das restricbes no Solver. Tal procedimento pode ser

visualizado na Figura 48, na terceira linha do conjunto de restri¢des.
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Figura 49: Solucédo 6tima obtida pelo Solver no Calc - Exemplo 5.6-4.

EXEMPLO5.6-4

Variaveis de decisdo:

Max Z = 0,087x, + 0,095x; + 0,12x3 + 0,09x, + 0,13x5 + 0,20,

VARIAVEIS DE DECISA0
= ; Xy, X3,X3, X4, X5, X sendo estas valores positivos
xlz 025 Funcdo objetivo:
X3 0
Xy 025 Sujeito as restrigdes:
s 5 Xy + X+ X3+, X5+ xg=1
Xe 025 X1,X2,X3,X4,Xs5,X6 < 0,25
Xy +x, + x5 2 0,50
x3+ X5+ x5 < 0,50
Xy, X32,X3,X4,X5,X6 = 0
FUNCAO OBJETIVO
Max Z = 0,087x; + 0,095x5 + 0,123 + 0,09x; + 0,13x5 + 0,20x,
Coeﬁ:ienla' 0,087 | 0,095 | 0,12 | 0,09 | 0,13 | 02
COEFICIENTES DAS RESTRICOES
EQUACOES DASRESTRICOES x| x X3 xg | x Xg
XWtxot+txgt+xgt+txstxs=1 1 1 1 1 1 1
Xy +x+x52050 [t |2 | o o[ 1] o
X3+ x5+ x4 < 0,50 0 0 1 0 1 1
X1 < 0,25 1 0 0 0 0 0
X5 < 0,25 0 1 0 0 0 0
x3 < 0,25 o | o | 1 [ o o 0
xs < 0,25 0 0 0 1 0 0
Xs < 0,25 0 (] (] 0 1 0
Xe < 0,25 o [ o | o o] o 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

VALOR LADO
DIREITODAS
RESTRICOES

0.5
0.5
0.25
0.25
025
0.25
0.25
0.25

Assim, tem-se, como solucdo 6tima, o valor obtido por meio do Solver, cuja

fungéo objetivo vale 12,88% (Max Z = 0,1288), sendo esta referente ao maior lucro

adquirido pelo cliente. Para que se consiga a maximizagdo dos lucros para o cliente, a

empresa devera investir 25% do capital do cliente em cada uma das seguintes agdes:

Titulo 2, Titulo 4, Titulo 5 e Titulo 6 (x, = x4, = x5 = x4 = 0,25), garantindo, com

essas medidas, a maximizagéo dos lucros para o cliente.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Constituiram-se objeto de estudo, nesta dissertagdo, alguns dos métodos
utilizados na resolucdo dos Problemas de Programacdo Linear, exemplificando varios
desses problemas com suas respectivas modelagens e resolu¢cbes com o intuito de
motivar alunos e professores a sua resolucédo, ressaltando a importancia do estudo de
tais conteddos, deixando claro que estes contetdos aqui utilizados na resolugdo, fazem

parte da grade curricular contemplada no Ensino Médio.

Verificou-se que o método grafico de solucdo é aplicavel quando se tem apenas
duas variaveis, pois a sua representacdo grafica se limita a problemas no R?, enquanto
para problemas com mais varidveis, sd0 necessarios processos algébricos analiticos.
Deve-se, entdo, partir para outro mecanismo de solucdo, aplicando a solucdo analitica
do simplex, ou outro método para tal resolucdo, ou ainda a solucédo tabular do método
simplex. Observou-se também que, quanto maior a quantidade de variaveis, mais
penosa se torna a resolugdo, uma vez que mesmo os procedimentos de calculo sendo
faceis, demandam de uma grande quantidade de operacbes matematicas para a
resolucdo. Essa situacdo reforca, pois, a importancia da implementacdo dos

computadores.

No presente trabalho, que teve como objetivo promover a integracdo da
tecnologia e o ganho de agilidade na resolucdo de PPL, foi apresentado o software
LibreOffice Calc, cujo intuito é a otimizacdo do tempo e possibilidade de obtencdo da
solucdo Otima de forma mais agil, cabendo ao aluno a modelagem do problema e
organizacao das ideias no software para que este execute os procedimentos de calculos e
obtenha a solucdo 6tima desejada para o PPL. Ha, decorrente dessa integracdo, a
possibilidade de tornar a aula mais atrativa para os alunos, pois promove a utiliza¢do da
tecnologia para o ensino e aprendizagem, possibilitando aos alunos o dominio de novas
ferramentas do LibreOffice Calc, que possibilitam solucdes aos problemas que
constituem conteddo a ser estudado no Ensino Medio. Ademais, dominando as
estratégias para utilizacdo do software para a resolucdo de problemas dos mais diversos,
possibilita-se, ao aluno, potenciais condi¢Ges de buscar mais formas de se valer da

tecnologia no processo de resolugéo de problemas.

A integracdo de software e a intensa resolucdo e exposi¢cdo de problemas de

Programacdo Linear possibilitam aos alunos ganhos valiosos, pois reforcam os seus
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conhecimentos algebricos, possibilitam o aumento do conhecimento em informatica,
evidenciam a interdisciplinaridade e contextualizagdo da Matemaética na resolugdo de
problemas que possam vir a ocorrerem no seu cotidiano, assim como na sua carreira

profissional.

Como salientado no decorrer do trabalho, o PPL € uma ferramenta que faz parte
da Pesquisa Operacional e, por mais que apresentem limitacbes em sua resolucéo, tais
como a necessidade de coeficientes constantes, a divisibilidade e a proporcionalidade, a
ferramenta se mostra suficiente na resolugdo de uma grande gama de problemas
existentes e serve também como base e como fonte motivadora aos alunos para a
obtencdo de outros métodos mais rebuscados e avangados na resolucdo de problemas,
estes sim vistos no decorrer de cursos de graduacdo por meio da disciplina de Pesquisa

Operacional, cursos como os de Engenharias, Ciéncias Econémicas, dentre outros.

Por fim, o estudo aqui apresentado cumpriu seu objetivo de evidenciar a
importancia dos conhecimentos adquiridos no decorrer do Ensino Médio, ndo s6 para
entendimento deste mecanismo de resolucdo de problemas de otimizacdo, mas também
mostrando algumas formas de aplicacdo deste contetdo na resolucdo de problemas do
dia a dia. Mostrou-se a interdisciplinaridade do conteudo de Matematica para qualquer
area, servindo também como incentivo a iniciacdo cientifica e fomento no uso desses
conhecimentos no cotidiano do aluno. Além, é claro, de possibilitar ao aluno a

dimensdo da importancia dos conceitos matematicos no desenvolvimento da PL.
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