UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

MANOEL DE JESUS QUARESMA SAGICA

UTILIZANDO OS POLIMINOS NO ENSINO DE GEOMETRIA PLANA
NA EDUCACAO BASICA

BELEM — PARA
2018



MANOEL DE JESUS QUARESMA SAGICA

UTILIZANDO OS POLIMINOS NO ENSINO DE GEOMETRIA PLANA
NA EDUCACAO BASICA

Dissertacdo apresentada ao Curso de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT na Universidade Federal do Para —
UFPA, para obtencdo do Titulo de Mestre em
Matematica.

Orientador Prof. Dr. Valcir Jodo da Cunha Farias.

BELEM — PARA

2018



Dados Internacionais de Catalogaca@o na Publicacdo (CIP)
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Para
Gerada automaticamente pelo modulo Ficat, mediante os dados fomecidos pelo(a) autor(a)

Qusresma Sagica, Manoel de Jesus
UTILIZANDO OS POLIMINOS NO ENSINO DE GEOMEI’RIA PLANA NA EDUCACAO
BA?(I)%I Manoel de Jesus Qusresma Sagica. — 2018

Di 0 (Mestrado) - Programa de Pés-gra ao em Matematica e Estatistica (PPGME),
Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais, Universidade Federal do Para, Belém, 2018.
Orientacao: Prof. Dr. Valcir Joao da Cunha Farias

1. Poliminds. 2. Geometria Plana. 3. Area. 4. Perimetro. |. Farias, Valcir Jodo da Cunha ,
orient. |l. Titulo

CDD 510



MANOEL DE JESUS QUARESMA SAGICA

UTILIZANDO OS POLIMINOS NO ENSINO DE GEOMETRIA
PLANA NA EDUCAGCAO BASICA

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, da
Universidade Federal do Para, como pré-
requisito para obtencéo do Titulo de Mestre em
Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Valcir Jodo da Cunha

Farias.
Aprovadoem: {5 /o6 [/ zpd

Banca Examinadora:

,/;/:Azﬂ:/—”%~

1%
Prof. Dr. Valcir Jodo da Cunha Farias — PROFMAT/ICEN/UFPA
Orientador

Rk

Prof. Dr. Anderson David de Souza Campelo — PROFMAT/ICEN/UFPA

Membro

g{{;/ﬂé’lf'/ /()L}th,?\.c‘l /{Qé)az/ﬂ
Prof. Dr. Edilberto Oliveira Rozal — FAC. DE MATEMATICA/UFPA
CASTANHAL

Membro

— o

Prof. Dr. Jodo Furtado de Souzé —FACULDADE DE FiSICA/ICEN/UFPA

Membro



DEDICATORIA

Dedico esta Dissertagdo de Mestrado a
meus pais, filhos e a minha esposa pelo

apoio incondicional e constante incentivo.



AGRADECIMENTOS

Agradeco imensamente a Deus por me ter dado saude, forca, perseveranca,
paciéncia e principalmente humildade para concluir com éxito esse mestrado e a meus
pais que me deram 0s ensinamentos necessarios para viver a minha vida com amor,
respeito, humildade, responsabilidade, respeito, disciplina, coragem e confianca.

Um agradecimento muito especial a minha familia e de forma muito carinhosa
a minha esposa que sempre me incentivou e me ajudou em todos 0s momentos que
precisei, e a meus filhos, pela compreensdo em minhas auséncias e faltas.

Aos meus amigos da turma PROFMAT-2016 pelos lacos de amizades
estabelecidos durante o curso, pelo trabalho colaborativo, pelas trocas de
conhecimentos acerca das disciplinas e a todos os professores que contribuiram de
forma significativa para o meu aprimoramento e sucesso no PROFMAT e também
pelo apoio incondicional da coordenacdo do curso e em especial a professora
Carmem.

Aos meus colegas de trabalho que me incentivaram a continuar, mesmo
guando parecia nao ter condigcbes de acompanhar, em especial a professora Cledi
gue muito me incentivou e orientou em alguns aspectos no decorrer do curso.

Um agradecimento especial ao professor e orientador Dr. Valcir Jodo da Cunha
Farias pela ajuda incondicional, incentivo, apoio e orientacfes necessarias para um
bom andamento e desenvolvimento dessa dissertacdo de Mestrado.

Pela grande ajudada da CAPES como incentivadora financeira durante o
decorrer do curso e a SBM pela iniciativa inovadora de qualificar os professores de

Matematica de todas as regides do Brasil.



“Tudo em minha vida devo a Deus”



RESUMO

Diante das dificuldades apresentadas pelos educandos no campo geométrico, mais
especificamente na construgdo do conceito de area e a dissociacdo entre area e
perimetro, o autor viu-se na necessidade em fazer uso dos poliminds para o Ensino
de Geometria Plana no Ensino Basico, onde espera-se que os alunos venham a
assimilar alguns conceitos da Geometria. Utiliza-se como estratégias no ensino de
area e perimetro algumas técnicas de composicéo e decomposi¢cédo com as pecas dos
poliminds, como a distingdo entre figura e area, medida e area e a distingcdo de area e
perimetro. Aborda-se alguns Teoremas que serdo utilizados na resolucdo de alguns
problemas geomeétricos com poliminds. Foram selecionados alguns problemas
resolvidos, onde mostra-se como aplicar os conceitos e as técnicas e no final sao
apresentados, também, alguns problemas para que o leitor possa aplicar as técnicas
aqui apresentadas. Na elaboracgéo deste trabalho promoveu-se uma detalhada reviséo
bibliografica por meio de consulta em livros, teses, dissertacdes, artigos e Olimpiadas

de Matematica Nacionais que tratam desse assunto.

Palavras-chave: Poliminés. Geometria Plana. Area. Perimetro.



ABSTRACT

In the face of difficulties presented by educators in the geometry field, more specifically
in area concept building and in dissociation between geographical area and perimeter,
the author needed to use polyominoes to teach plane geometry in elementary and high
school, level in which students are supposed to learn some geometric concepts. In
order to teach geographical area and perimeter, some strategies such as techniques
of composing and decomposing using polyominoes pieces, the distinction between
figure and area, measure and area, and the distinction between area and perimeter.
The author approaches a few theorems that will be used to resolve geometric problems
with polyominoes. Quite a few of those problems are selected to demonstrate how to
apply the concepts and the techniques, furthermore, some other problems are
presented to the reader, so they can apply the techniques introduced. A detailed
literature review was made in this paper elaboration by researching books, master
thesis, doctoral thesis, articles and national mathematics contests that are related to

this subject.

Keywords: polyominoes. Plane Geometry. Area. Perimeter



LISTA DE TABELAS

Tabela 3.1: Classificacdo e o numero de pecas dos poliminés



LISTAS DE FIGURAS

2.1:pontoseretas NO Plano. ... ... e 20
2.2: posicOes relativas de pontos ereta. . . .. ..ottt 21
2.3: dois pontos determinamuma tnicareta. . . ...t 21
2.4: semirreta (ﬁ) de origem A. ... 22
2.5:segmento de reta AB. . . .. ..ot 23
2.6: construcdo do plano cartesiano. . .. ... .. . 24
2.7: construcao do plano CartesSian0 . . .. ...t 24
2.8: construcdo do plano cartesiano xOg . . .. .. oo 25
2.9: um poligono convexo de cinco (vérticeselados) .. ........... ... .. . ... 26
2.10: regido poligonal delimitada por A1Az2, A2A3, AsAs, AsAs, AsAs € AsAL. . . ... .. 27
2.11:n? quadradinhos de &rea 12 . . .. .. ... it 28
2.12: n? quadrados de lado % .......................................... 28
2.13:quadradode Area L2 . ... ... 29
2.14:quadrode lados S Cm . . ... 29
2.15: figura formada por seis quadradinhos . .. ................ ... ... ... .... 30
3.1 mMONOMING . . ..o e 33
3.2:dOMING. . ... 34
3.3:tabuleirosemquebras . . . ... e 34
3.4:tabuleirocomquebras . . ... ... 34
3.5: tabuleiros cobertos pordoisdominds . . ......... ... 35
3.6: tabuleiros cobertos por seisdominds . . ... 35
3.7: tabuleiros cobertos por oito dominds . . . ... . 36
3.8: pecasdotrimindretoedo L-triminGd............ ... .. . ... i 36
3.9: tabuleiro coberto com um monominé e um L-triminG. .. .. ........... ... ... 37
3.10: tabuleiro coberto com um monomind e cinco L- trimindés. . ................ 37
3.11: tabuleiro coberto com um monominé e 21 L- trimindés. . . . ................ 38
3.12: as cinco pecgas ditintas dos tetraminds . . . ... ... . 38
3.13: tabuleiro com pecas L-tetramin0s . . ... . ... 39

3.14: tabuleiros 4 x 4 cobertos por pegastetramings. . ........... ... ... .. ... 40



3.15: tabuleiros de xadrez coberto por pecas tetramindés . . . ................... 41

3.16: as 12 pecas distintas dos pentaminis . . . . ... 42
3.17: 0s 12 pentaminds em formas de letras do alfabeto . . . ................... 42
3.18: tabuleiro 6 x10 coberto pelas doze pecas distintas dos pentamings. . ....... 43
3.19: as 35 pecas distintas doshexaminOs . . . ............ ..., 44
3.20: autorreplicacdo do L-triminG . . .. ... ... 45
3.21: autorreplicacdo do T-tetraminG . . .. ... .. ... . 45
3.22: pavimentacédo do tabuleiro de xadrez com 64 monominés . ............... 46
3.23: pavimentacdo do planocom 32dominds . . . ........ .. 46
3.24: pavimentacdo do planocom 24 L-trimin0S . . . .. ... .. 47
3.25: pavimentacdo do plano com 12 pentaminds distintos . . .................. a7
4.1: retdngulo pavimentado com triminos. . .. ... ... . 51
4.2: retdngulo pavimentado comtetraminds . . . ........ ... 52
4.3: retangulo pavimentado com pentaminds . .. .......... . ... o 52
4.4: Retangulo (5 x 12) u.c. formados pelas doze pecas dos pentamings. . ... ... 54
4.5: Retangulo (3 x 20) u.c. formados pelas doze pecas dos pentamings. . ... ... 54
4.6: Retangulo (6 x 10) u.c. formados pelas doze pegas dos pentaminés. . .. .. .. 54
5.1:ipecal —tetramingd. . .. ... e e 56
5.2: figura composta por dois L —tetramind. . .. ............. ... .. . . . . . ..., 57
5.3:pecal-trimind. . .. ..o 58
5.4: quadrado coberto por I- triminds. . . . ... .. .. 58
5.5: quadrado coberto por dominods. . . ... 59
5.6: quadrado decomposto em 16 quadradinhos. . ........................... 60
5.7:L-trimiN0. . . . 60
5.8: P-pentaming. . ... ... 60
5.9: L-tetramingd. . . . ..o 60
5.10: tabuleiro coberto com pecas L- trimings. . . ... 61
5.11: tabuleiro coberto com pecas L- triminés e P- pentaminés. .. .............. 61
5.12: tabuleiro coberto por seis L-tetraminG. . .. ......... .. ... .. . . 62
5.13: figura composta por pecas de |- triminds. . . ........... ... . 62

5.14: pavimentacdo do quadrado com pec¢as I- triminés. . . .................... 63



5.15: figura composta por duas pecas L-tetramin0s. . . ....................... 64
5.16: peca T-tetramingd. . ... ... e 65
5.17: pecadodecaming. . . ........ .. 66
5.18: peca X- pentaming. . . ... ... 66
5.19: pecatridecaming. . .. ... 67
5.20: pecas L- triminGs. . . . .. ... 67
5.21: pecas dos polimings. . . .. ...t 69
5.22: peca pentadecaming. . .. ...t 70
5.23:tabuleiro 6 X 6. . . ... 71
5.24:pecade domingd. . . ... 71
5.25:tabuleirode 32 Casas. . . . .. ... 72
5.26: tabuleirorecortado. . . . .. ... 73
5.27: tabuleiro coberto por cinco P- pentaminés. . . ........... ... .. ... 74
5.28: peca Y- pentamingd. . . .. ... 74
5.29: retangulo 5 x 10 coberto com pegas Y- pentaminds. . . ................... 75
5.30: peca T-tetramingd. . . .. ..ot 75
S5.3L:tabuleiro 4 X 4. . 75
5.32: tabuleiros 4 x 4 cobertos por T-tetraminGs. . ........................... 76
5.33:peca l-trimind. . .. ... 78
5.34: retangulo coberto por L-triminds. . .. ... ... . . . 78
5.35:quadrado 3 x 3 numeradode 1a9............ ... . 79
5.36: quadrado 3 X 3. . ... 79
5.37:quadrado4 x4 numeradode 1 al6.............c.oiiiiiiiiiiiien.. 80
B5.38:retAngulo 2 X 3. . ... 81
5.39:peca T-tetramingd. . ... ... e 81
5.40: tabuleiro 10 x 10 e pecas T-tetraminds. . . . .. ... ... i, 82
5.41:peca l-triminG. . ... ..o 83
5.42: quadrado 6 x 6 coberto por pecas L-triminG. . . ......... ... ... . ... 84
A.1: tabuleiro coberto por dominos. . . .. ... . 92

A.2: pecas formadas por quadradinhosdeladolcm......................... 93



AZitetraming. . ... .. 93
AdINONAMING. . . . .ttt e 93
A5 hexadecaming. . . ... ... 93
A.6: piso coberto por pecas monomings. . . ... ... 94
A.7:pecas dos PolimINGS. . .. ... e 94
A.8:pecas L-triminds e I- triminGs. . . . .. ... ... 95
A9 tabuleiro 3 X 3. . .. 95
A.10:quadrado3x 3 numeradode 1 a9........... ... . i, 96
A.11: quadrado 3 x 3 coberto por poliminds. . ........... .. .. .. 96
A.12:quadrado4 x4 numeradosde 1 @alb. ..........c.oiiiiiiiinnnnnnan.. 97
Ad3:pecal-triming. . ... .. 97
A.14: tabuleiro 8 x 8 e pecas X- pentamings. . .. ... 98
A.15: tabuleiro coberto por trés pecas X- pentamings. . . ........ ... ... 98
A.16: quadrado coberto um monomind e quatro dominés. . . ............... ... 99
Ad7:tabuleiro 8 X 8. . . .. 100
Ad8:tabuleiro O X O. . . .. 100
AL9: Z-tetraming. . . ... e 101
A.20: piso coberto por monominGs. . . ... ... 101
A.21:pecgas L-tetraming. . . ... ... 102
A.22:pecas L-trimind e Z-tetramind. . .. ... ... . 102



SUMARIO

INTRODUGAO . ..ottt ettt e e et e e e e eaeeeee s 16
FUNDAMENTAGAO TEORICA ..ottt 19
P2 R [ o1 (o To LT [o}- Lo RS UUPPPPPPPPPPPPPRRR 19
2.2 Conceitos GEOMELriCOS BASICOS .....cooviiiiiiiiiiitiiiitie et 20
2.3 O Plano Cart@SIAN0 ......ciiiiieeieeiiiiieiiiieiia ettt e e e e e e e e e e enaaaanan 23
2.4 POIIGONOS .ottt 25
2.5 Arezfl de FIgUuras Planas ...t 27
2.5.1 Area de POIIgONOS .....ccueiieectie ettt sttt et s et e be e be e be e reenreens 27

2.6 Perimetro de Figuras Geomeétricas Planas ...........cccccceeeviivvviiiincecvciiiee e, 29
POLIMINOS ...ttt ettt ettt ettt et e e et e et es e et et et et es e b e eneeens 31
G I o 1S3 (o o] o LRSS SRR PUPUPPPRR 31
3.2 DefiniGa0 de POIIMINGS ....oeeiiiiiiiiii e 32
GRS 1Y/ o s o 1 411 o TSR PUUPPRPR 33
G To ] 1 011 o 1= T PP SPPPPPPPPPRPPPPR 33
3.4.1 DOMINGS € FELANQUIDS .....veitieieeteee ettt sttt s e be e teeste e beeabeeareenneens 34

LS TN I T 41 B USSR RPUPPRRR 36
3.6 TELFAMINOS .oeeeeeiiiiiiiiie ettt e e e e e e et ettt b b a e e e e e e e e e e eeeeeesssennnnnns 38
3.7 PeNTAMINOS .ooeeeiiiiiiiiie et e e e e e e e e et a e e e e e e e e e e e e e e e e aaraaaaaa 41
BB HEXAMINOGS ...ttt e e e e e e e e e 43
I I U} (o] g =T 0] o= Tox- Lo TSP 44
3.10 PAVIMENTAGEAD .. .ttt ettt e e e e e e e e e e e e e n e 45
POLIMINOS NO ENSINO DA GEOMETRIA PLANA .....ooviiiiieieee e 48
o 11 0 T LU o= o 48
41.1 DistinGa0 entre figura € Area ........ccecveeeeieeiie et 50
4.1.2 Distincao entre medida € Ar€a .........cccveveeciieiieiieceee e 51
4.1.3  Distingao de &rea € PEIriMELrO.......ccccieievieriieteeeeie ettt eaeeneas 53
EXEMPLOS DE APLICACOES DOS POLIMINOS NO ENSINO DA GEOMETRIA
P L AN A e e e e e e et ettt b a e e e e eeeeees 56
CONSIDERAQ@ES FINALS e 85
REFERENCIAS BASICAS PRELIMINARES ........oeieeiee e, 86






16

CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os conhecimentos de geometria plana sdo de grande importancia para a
sociedade, e por essa razdo desperta o interesse dos professores de Matemética no
sentido de se aprimorarem nesta area. Utilizando-se de ferramentas educativas para
auxiliar esses educadores na perspectiva de despertar o interesse e a participacao
dos seus educandos de maneira que adquiram autonomia e embasamento tedérico de

modo a relacionar os conteldos trabalhados em sala de aula com o cotidiano.

De acordo com os PCNS (Brasil, 1998, p. 51),

O estudo da Geometria € um campo fértil para trabalhar
com situacdes-problema e é um tema pelo qual os alunos
costumam se interessar naturalmente. O trabalho com
nocdes geométricas contribui para a aprendizagem de
nameros e medidas, pois estimula o aluno a observar,
perceber semelhancas e diferengas, identificar
regularidades etc.

As novas tendéncias pedagdgicas relacionadas ao ensino da Matematica
propdem estratégias de acdo que servem de auxilio no processo de ensino da
geometria plana, assim como indicam formas de atuar no desenvolvimento de
habilidades dos alunos.

Segundo os PCNS [4], a Geometria ndo tem tido um destaque necessario nas
aulas de Matemaética e, algumas vezes, confunde-se seu ensino com o das medidas.
Em que pese seu descaso, ela desempenha um papel de fundamental importancia no
curriculo, na medida em que possibilita ao aluno desenvolver um tipo de pensamento
particular para compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo
em que ele vive. [4]

Nesse contexto, os recursos pedagdgicos devem propiciar a busca da melhoria
na qualidade de ensino, através de experiéncias ludicas e motivadoras que séo de
extrema importadncia para o desenvolvimento do raciocinio légico, o estimulo ao
pensamento independente, o exercicio da criatividade, como também a melhoria da

capacidade de resolver problemas.
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Diante da gama de conhecimentos e experiéncia que o professor de
Matematica tém hoje e em consonéancia com as técnicas de resolucdo de problemas,
a tecnologia da informacédo, jogos matematicos e a historia da matematica, ele
consegue criar algumas possibilidades metodoldgicas de estratégias de ensino na
construcdo do saber mateméatico em sua sala de aula.

De acordo com os PCNS [4],

A resolucao de problemas, na perspectiva indicada pelos
educadores matematicos, possibilita aos alunos mobilizar
conhecimentos e desenvolver a capacidade para
gerenciar as informacfes que estdo a seu alcance.
Assim, os alunos terdo oportunidade de ampliar seus
conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos
matematicos bem como de ampliar a visdo que tém dos
problemas, da Matematica, do mundo em geral e
desenvolver sua autoconfianca.

Para corroborar com esses procedimentos matematicos, pretende-se dar
énfase ao ensino dos poliminds, que séo figuras planas construidas unindo-se
poligonos basicos idénticos, acredita-se que tais ferramentas apontara um
direcionamento para construcdo e exploracdo de figuras e conceitos geométricos
planos, tais como: poligonos, perimetro, area, congruéncia, semelhanca, ladrilhar
planos, entre outros...

Segundo os PCNS [4], no que tange o campo das figuras geométricas, ha
vérias possibilidades de se trabalhar esse assunto. Da para desenvolver atividades
gue explorem a composicao e a decomposicao de figuras planas, como por exemplo
ladrilhamentos, tangrans, poliminds, etc., espera-se que 0s alunos percebam que o
recobrimento de uma superficie pode ser feito por determinadas figuras, como
triangulos equilateros, quadrados, retangulos, hexagonos regulares. Assim como a
descoberta de que toda figura poligonal pode ser composta/decomposta por outra e,
em particular por quadrados, o que pretende-se facilitar o calculo de areas. [4]

Nosso principal objetivo nesse trabalho é apresentar formas de utilizacédo
metodoldgica dos recursos e ferramentas dos poliminds na resolucdo de problemas
de Geometria Plana. Nesse sentido propdem-se promover uma detalhada reviséo
bibliografica por meio de consulta em livros, teses, dissertacdes, artigos e Olimpiadas
de Matematica Nacionais que tratem desse assunto; apresentar alguns Teoremas

onde, espera-se da embasamento para a resolucdo de alguns problemas e destina-
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se um capitulo dessa dissertacédo para elaborar, manipular e adotar em conjunto com
a revisao bibliografica problemas com suas resolucdes, onde aborda-se o uso dos
poliminds na Geometria Plana na Educacéo Basica.

Com as técnicas e métodos que serao abordados sobre os poliminés, acredita-
se que os educandos da educacao basica consigam relacionar e interpretar alguns
conceitos da Geometria Plana que sejam pertinentes a formacdo escolar, onde
espera-se favorecer o desenvolvimento do raciocinio logico, do pensamento
estratégico e a criatividade.

Atingindo 0s objetivos propostos, espera-se contribuir com professores e
alunos na compreensao dos conceitos e na aquisicao de técnicas de percepc¢ao visual,
além de promover nos educandos a importancia do trabalho coletivo e colaborativo,
na perspectiva de um melhor aproveitamento das atividades proposta para eles
desenvolverem e aplicarem no cotidiano.

Espera-se que os professores de Matematica utilizem-se essa proposta
metodoldgica com o uso dos polimindés em suas aulas de geometria plana com seus
educandos da Educacao Basica.

Para auxiliar na leitura deste trabalho apresentemo-los da seguinte ordem, no
capitulo 2 (FUNDAMENTACAO TEORICA), dar-se inicio fazendo um resgate historico
da Geometria Plana, em seguida apresenta-se alguns conceitos geomeétricos basicos
como: o plano cartesiano, poligonos, area e perimetro de figuras planas. No capitulo
3 (POLIMINOS) inicia-se com a parte histérica dos poliminds, e em seguida define-se

0s poliminés, monominds, dominds, etc., autorreplicardo e pavimentagao.

No capitulo 4 (POLIMINOS NO ENSINO DA GEOMETRIA PLANA) apresenta-
se metodologias de ensino de Geometria Plana com os poliminds, no capitulo 5
(EXEMPLOS DE APLICAQ@ES DOS POLIMINOS NO ENSINO DA GEOMETRIA
PLANA), seleciona-se quinze exemplos de aplicacdo com os poliminds, em seguida
apresenta-se as (CONSIDERACOES FINAIS), as (REFERENCIAS BASICAS) e por

fim em (ANEXO) seleciona-se mais 15 problemas propostos sobre os polimings.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Introducéao

A geometria vem sendo discutida desde os primérdios da Historia da
Matematica por grandes pensadores como: Aristoteles, Platdo, Pitdgoras entre outros.
Portanto nés ndo podemos afirmar, a partir de qual periodo ela foi criada, pois diversos
historiadores tem concepc¢des distintas de como, quando e onde a Geometria foi
originada. Sendo assim deve-se apoiar esse resgate historico em documentos que
surgiram a partir do advento da escrita. [8]

Dentro dessa perspectiva, nota-se que grande parte dos historiadores afirmam
gue a Geometria surgiu no antigo Egito, porém outros povos ja tinham algum
conhecimento de natureza geométrica. Se presume que 0s chineses e indianos
tenham aplicados conhecimentos geométricos semelhantes aos gregos. [8]

Dentre algumas teorias que relatam qual foi a razdo pela qual se motivou
estudar Geometria, duas delas sdo norteadas pelos pensadores Herédoto e

Aristoteles. De acordo com Boyer [9]

as ideias divergiam pois Herddoto acreditava que comecgou-se
a pensar em Geometria a partir das necessidades do dia a dia,
principalmente no @mbito da construgdo e medicdo de terras.
Ja Aristoteles dizia que a Geometria surgiu de uma pratica
sacerdotal, ou seja, por lazer. Dito isso, faz sentido imaginar
gue o processo de desenvolvimento da Geometria pode ter tido
origem conforme o pensamento de Herddoto, e posteriormente
estimulando outros pensadores a aprofundar os estudos. [9]

Fazendo-se as devidas observacdes e indagacfes no mundo fisico, o ser
humano descobre algumas propriedades e relacdes espaciais que levaram a no¢ao
de lei ou regra geométrica, abrindo caminho para o desenvolvimento dos conceitos
geomeétricos.

Os pitagéricos se aprimoraram desse conhecimento, fundamentando-o no
raciocinio dedutivo, dando origem a uma geometria sistematica, e, por volta do ano
300 a.c., Euclides organizou todo o conhecimento geométrico acumulado até entéo,

dando corpo a uma geometria axiomatica. [13]
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Passados alguns séculos, o modelo euclidiano conservou-se como principal
referencial para o ensino escolar da geometria, e de forma a privilegiar as
formalizacdes e abstracdes em detrimento dos aspectos intuitivos e do movimento
gue leva a constituicdo dos conceitos geométricos. [13]

Assumindo conhecido os conceitos de Geometria Euclidiana Plana, porém
alguns deles serdo definidos para entender sua descricdo analitica e também no

intuito de fixar notacoes.

2.2 Conceitos Geomeétricos Basicos
O leitor certamente tem uma boa ideia, a partir das experiéncias diarias, intuitiva
do que vem ser o0s conceitos de um ponto, ou uma reta ou um plano. Portanto, vamos
assumir como conceitos primitivos, ou seja, aqueles que sdo aceitos sem definices
formais. Assumiremos ainda, que toda reta € um conjunto de (pelo menos dois)
pontos. [8]
Figura 2.1: pontos e retas no plano

>

Fonte: O Autor

Na Figura 2.1, temos os ponto A e B e as retas r e s (em geral, denotaremos
pontos por letras latinas mailsculas e retas por letras latinas mindsculas).
Dados, no plano, um ponto P e uma reta r, s6 ha duas possibilidades: ou o

ponto P pertence a reta r ou ndo; no primeiro caso, escrevemos Per (Ié-se P pertence
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a reta r) e, no segundo caso, escrevemos P¢ r (lé-se P ndo pertence a reta r). Na
Figura 2.2, temos A€ r e B¢ r. [8]

Figura 2.2: posicoes relativas de pontos e reta.

Fonte: O Autor

Agora, € natural nos perguntarmos sobre quantas retas podem ser tragadas por
dois pontos dados. Assumiremos que podemos tracar exatamente uma reta. Em
resumo, por dois pontos distintos A e B do plano, podemos tracar uma Unica reta
(Figura 2.3).

Figura 2.3: dois pontos determinam uma Unica reta.

Fonte: O Autor
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Um ponto A, situado sobre uma reta r, divide essa reta em dois pedacos, quais

sejam, as semirretas de origem A, escolhendo pontos B e C sobre r, um em cada um
de tais pedacos, podemos denotar as semirretas de origem A por (AB). Na Figura 2.4,
mostraremos a por¢ao da reta r correspondente a semirreta AB. [8]

Figura 2.4 semirreta AB de origem em A.

Fonte: O Autor

Dados dois pontos A e B sobre uma reta r, 0 segmento AB € a porcéo daretar
situada de A até B, Figura 2.5 abaixo. Escrevemos (AB) para denotar o comprimento
do segmento AB (que serd medido em centimetros). Para verificar se dois segmentos
dados no plano séo iguais, ou seja, se ambos tém comprimentos iguais ou, caso
contrario, qual deles é maior, podemos usar um compasso, transportando um dos

segmentos para a reta determinada pelo outro segmento. [8]
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Figura 2.5: segmento de reta AB

Fonte: O Autor

2.3 O Plano Cartesiano

Trace em um plano duas retas perpendiculares “x” e “¢”, que se intersectam
no ponto O. considere, em seguida, como copias de (R), escolhendo uma mesma
unidade de medida para ambas e fazendo O corresponder a 0 (zero) em ambas.
Ficam, assim, determinadas sobre cada uma de tais retas duas semirretas, uma
positiva e outra negativa, com a convencao de que, em cada uma delas, a semirreta
positiva é indicada por meio de uma pequena seta (na Figura 2.6 supomos, por
comodidade, que “x” € horizontal e “y” € vertical em relacdo ao plano do desenho).
Sendo assim, as setas x e ¢ dividem o plano em quatro regides (angulares), cada
uma das quais determinada pelos semieixos das retas x e ¢ que a delimitam.
Denominamos essas regides de “quadrantes”, os quais sdo numerados do 1°
(primeiro) ao 4°(quarto), conforme a convencao de eixos da Figura 2.6; em patrticular,
0 ponto A marcado na mesma se encontra no segundo quadrante. [8]
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Figura 2.6: construcao do plano cartesiano
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Fonte: O Autor

Uma vez que as retas x e ¢ estdo sendo consideradas como copias de R, as
projecdes A, e A,do ponto A sobre x e ¢ correspondem aos NUMErOS reais x4 € 4y,
respectivamente, os quais determinam o ponto A (dessa forma x4 e ¢, determinam
os pontos A, e 4,). Neste caso, convenciona-se a escrever A(x,,¢4), ver Figura 2.7

abaixo. [8]
Figura 2.7: construcdo do plano cartesiano

»

L) SEEEET TS

Fonte: O Autor
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Em geral, fixadas em um plano de retas x e ¢ perpendiculares entre si no ponto
O, e escolhidas em cada uma delas semirretas positivas de origem O, dizemos que o
plano estd composto de um “sistema de coordenadas Cartesianas” xOy ou, ainda,
gue o plano Euclidiano transformou-se em um “plano Cartesiano”. Para o ponto
A(x4,4,4) do plano, dizemos que x, e ¢, sdo as coordenadas Cartesianas do ponto
A. dentro desse contexto, o numero real x, é a coordenada x ou a abscissa de A, e 0
namero real 44 é a coordenada ¢ ou a ordenada do ponto A. assim, as retas x e ¢
séo respectivamente denominadas de eixo x ou eixo das abscissas e eixo ¢ ou
eixo das ordenadas do sistema de coordenadas Cartesianas em questao. [8]

Figura 2.8: construcao do plano cartesiano xOy

Eixo das ordenadas

>

Eixo das abscissas

3K DELEELETETTTELEY )

Fonte: O Autor

De forma particular, os pontos situados sobre 0s eixos x e ¢ tem coordenadas
Cartesianas respectivamente escritos na forma (x,,0) e (0,4,); 0 ponto O, que
representa O (zero) em ambos 0s eixos, tem no sistema Cartesiano sob consideracéo,

ambas as coordenadas iguais a zero, isto é, O(0,0). [8]

2.4 Poligonos

Definicdo 2.1: sejam n = 3 um numeral e A1, Az, As..., An pontos distintos do plano.

Dizemos que A1, A2, As..., An € um poligono convexo se, para1<4i<n,areta A,A,;1
nao contém nenhum outro ponto Aj, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano,
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dentre os que ela determina, sendo assim, segue que, Ao = An € An+1 = A1 € An+2 = Az.
Na Figura 2.9 abaixo, representamos um poligono convexo de cinco vértices. [8]

Figura 2.9: um poligono convexo de cinco (vértices e lados).

A5

Ad

A2

A3

Fonte: O Autor

Os pontos Az, Az, As..., An s80 os vértices de um poligono e os segmentos A1Az,
A2As3, ..., An-1An, AnA1 S@o respectivamente os lados desse poligono e por sua vez a
soma dos comprimentos dos lados do poligono € o perimetro do mesmo. A regido
poligonal que corresponde ao poligono AiA2 ... An é a regido limitada do plano,

delimitada pelos segmentos A1Az, A2As3, ... An1An, AnA1, COMO representado na Figura
2.10 abaixo. [8]
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Figura 2.10: regido poligonal delimitada por A1Az, A2A3, AzA4, AaAs, AsAes € AsAl.

Al

A2

AS

Ad

Fonte: O Autor

2.5 Area de Figuras Planas

Intuitivamente, a area de uma regidao no plano é um namero real positivo que
serve para quantificar o espaco por ela ocupado. [8]

2.5.1 Area de Poligonos

Para um conceito qualquer de area de quaisquer poligonos tenha utilidades,
sao postulados que as seguintes propriedades sejam validas:

I.  Poligonos congruentes tem areas iguais.

II. Se um poligono convexo é particionado em um numero finito de outros
poligonos convexos (isto €, se o poligono é a unido de um numero finito de
outros poligonos convexos, tais que dois quaisquer deles partilham somente
um vértice ou uma aresta), entéo a area do poligono maior é a soma das areas
dos poligonos menores.

[ll.  Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do
poligono maior é maior que a area do poligono menor.

IV. A area de um quadrado de lado 1cm é igual a 1cm?.

Sendo validos os postulados de | a IV acima, particionemos um quadrado de
lado neN em n? quadradinhos de lado 1 cada. Denotando a area do quadrado maior
por An, devemos ter An igual a soma das areas desses n? quadradinhos de lado 1,
Figura 2.11 abaixo. [8]
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Fonte: O Autor

Portanto, teremos:

28

Considere, agora, um quadradinho de lado % comm, n €N, e area Am. Arranje
n

n? copias do mesmo, empilhando n quadradinhos de lado % . n =m. Tal quadrado

maior terd, como ja sabemos, area m?; por outro lado, como ele esta particionado em

n? quadradinhos, cada um dos quais de lado % sua area € igual a soma das areas

desses n? quadradinhos, Figura 2.12, abaixo: [8]

Figura 2.12: n? quadrados de lado %

m
n

{_A_‘

m o

Fonte: O Autor

Dai, vamos ter,

m?=n?. Am,
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Portanto,

Resumindo o que foi visto acima, e fazendo: % =L, logo a area de um quadrado

de lado L deve ser igual a L?, que resulta na proposicdo a seguir:
Proposicdo 2.1 Um quadrado de lado L tem area L?, ver Figura 2.13 a seguir: [8]

Figura 2.13: quadrado de area L2,
L

Fonte: O Autor

2.6 Perimetro de Figuras Geomeétricas Planas

O perimetro é a medida do contorno de um objeto bidimensional, ou seja, a
soma de todos os lados de uma figura geométrica plana.

Um poligono qualquer tem perimetro igual & soma do comprimento dos seus
lados.
Exemplo 2.1 Seja um quadrado de lado 3 cm, figura 2.14 abaixo. Seu perimetro tem
medida de?

Figura 2.14: quadro de lados 3 cm

3cm

3cm

Fonte: O Autor
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% Solucgéo:
Como o perimetro de uma figura plana € a soma de seus lados, entdo o perimetro

desse quadrado de medida3cmé4x3cm=12cmou3d3+3+3+3=12cm.

Exemplo 2.2 Quanto mede o perimetro da Figura 2.15 abaixo, sendo que ela é
formada por 6 quadradinhos de lados 5 cm?

Figura 2.15: figura formada por seis quadradinhos

5cm

5cm

Fonte: O Autor

% Solucéo:

Da definicdo temos que o perimetro de uma figura plana € a soma de seus
contornos, entdo como a medida de cada um dos 12 contornos € 5 cm. Logo, teremos
12 x 5 cm = 60 cm de perimetro.
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CAPITULO 3

POLIMINOS

3.1 Historico

Solomon Wolf Golomb (30 de maio de 1932 a 1 de maio de 2016) foi um
matematico norte americano, engenheiro e professor de engenharia da University of
Southern Califérnia, melhor conhecido por seus trabalhos em jogos matematicos.
Inventou o jogo Cheskers em 1948 e cunhou o nome. Desenvolveu o jogo de poliminds
e pentaminds em 1953. Especializou-se em problemas de analise combinatoria, teoria

dos nuameros, teoria dos cédigos, etc. [14]

Salomon W. Golomb, foi o idealizador dos poliminds e sempre esteve
inevitavelmente comprometido com seus cuidados e aprimoramento. Logo muito cedo
desenvolveu um apetite precoce para a Matematica, bem como para linguas e uma
ampla gama de obras literarias classicas, ele completou seus estudos de graduacao
em Johns Hopkins em dois anos, em seguida, obteve um doutorado em matematica
em Harvard e foi para um Noruega com uma bolsa de estudo, onde conheceu sua
futura noiva. [3]

Salomon manteve um forte interesse no ensino, cursos avancados e na teoria
dos numeros elementares e na promoc¢ao do popular na matematica. Muitos dos seus
trabalhos de pesquisa se direcionavam a perguntas sobre nameros primitivos. Ele era
um colecionador, solucionador e compositor avido de problemas. [3]

Ele publicou um livro sobre os poliminés em 1965, com uma edicdo revisada
em 1994 com o titulo de “Polyominoes: Puzzles, Patterns, Problems and Packings” na
coluna “Matematica dos jogos Matematicos” de Martin Gardner na Scientific American,

onde popularizou muitos enigmas e problemas de poliminds. [12]

Desde essa época diversos grupos de estudantes do Ensino Médio e Superior
e de professores procuram palestras, artigos, como também participam de discussfes
sobre essa recreacdo matematica sobre os poliminds, onde mais tarde, tornaram-se
um dos ramos mais populares da Matematica recreativa.

Os matematicos criaram e resolveram centenas de problemas sobre os

poliminds e provaram que outros eram insolUveis, onde utilizaram-se de programas
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de computadores para resolver alguns dos enigmas mais dificeis. Houve também a
formacdo de grupos internacionais para a resolucdo dos problemas geométricos,
impulsionando as pesquisas na area de analise combinatéria. [12]

No mundo dos video games, os tetraminds (polimindés formados por 3
guadradinhos) tornaram-se bem conhecidos como os elementos do jogo Tetris. De
fato, as figuras desses jogos sdo tetraminds unilaterais. Os pentaminds (poliminds
formados por 5 quadradinhos) tiveram o maior sucesso entre 0s matematicos
recreativos, jogadores e aficionados ao quebra-cabeca. Uma versédo comercial de um
enigma pentaminé chamado “Hexed” pode ser encontrada nas lojas de brinquedos.
[12]

3.2 Defini¢cédo de poliminds

Um polimin6 é uma figura geométrica plana formada por quadrados
congruentes com pelo menos um lado inteiramente comum, aos quais se atribui a
mesma unidade de medida para cada lado. Na formacgéao de figuras Unicas prevalece
a regra que se um poliminé pode ser obtido de outro mediante uma rotagdo ou uma
reflexdo, assim ambas figuras sao consideradas iguais. [9]

Os poliminds recebem um nome de acordo com 0 numero de quadrados que
integram as configuracdes de cada agrupamento. Conforme o niumero de quadrados,
0os poliminés séo classificados como: monomind, dominds, triminds, tetraminods,

pentaminds, ..., n-minds, eles estao listados de acordo com Tabela 3.1 a seguir: [8]
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Tabela 3.1: Classificacdo e o numero de pecas dos poliminds [6]

Nome Numero de | Namero de
guadrados | pecas
Monominé 1 1
Dominds 2 1
Triminos 3 2
Tetraminos 4 5
Pentaminds 5 12
Hexaminos 6 35
Heptaminds 7 107
Octaminos 8 363
Nonaminds 9 1248
Decaminds 10 4 460

Fonte: O Autor

3.3 Monominé
O monomin6 é formado por apenas um quadrado, portanto quanto a forma

existe apenas uma, como o representado na Figura 3.1 abaixo: [16]

Figura 3.1: Monomind

Fonte: Autor

3.4 Dominés
O domind é formado por dois quadrados dispostos lado a lado. Como néo
contamos a rotacdo como sendo outra forma, temos apenas uma forma de domino.

Segundo a ilustracdo da Figura 3.2 abaixo: [16]
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Figura 3.2: Domino

Fonte: O Autor

3.4.1 Dominds e retangulos

Uma cobertura de um tabuleiro com dominds (ou qualquer tipo de peca) é
chamada de sem quebras, quando existe um segmento de reta que corta o tabuleiro
em dois, isto €, separa-o em duas partes, mas ndo corta nenhuma peca. A seguir,
podemos observar uma cobertura de um retangulo 6 x 8 (Figura 3.3) sem quebras e

outro 6 x 6 (Figura 3.4) com cobertura de um retangulo com quebras: [10]

Figura 3.3: tabuleiro sem quebras Figura 3.4: tabuleiro com quebras

Fonte: O Autor Fonte: O Autor

A seguir apresentaremos alguns Teoremas que serdo utilizados para da
embasamento na resolucdo de algumas aplicacdes do capitulo 4 que envolvem o uso

dos poliminés na Geometria Plana.

Teorema 3.1 Um retangulo m x n admite uma cobertura sem quebras com dominds
se, e somente se
i.  mné par;
. mz2b5;
ii. n=x5;

iv.  N&o ocorre m=n = 6. [5]
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Demonstracéo:
Dividindo um retangulo em mn quadradinhos unitarios, sabendo que m

representam as linhas e n as colunas e notando que cada domin6 ocupara dois
guadradinhos unitarios, entdo devemos ter m ou n par ou ambos pares.
Por outro lado, nédo é dificil cobrir um tabuleiro que satisfaz essas condicdes,
vamos supor por exemplo, que m seja par, isto é:
i. Param=2en=2(Figura 3.5), podemos observar que esse tabuleiro
pode ser coberto com apenas 2 domings, isto €, um dominé em cada

coluna (figura a esquerda) ou em cada linha (figura a direita);

Figura 3.5: tabuleiros cobertos por dois dominds

Fonte: Autor

. Para m = 4 e n = 3 (Figura 3.6), neste caso o tabuleiro podera ser
coberto com dois dominds em cada coluna (figura da esquerda) ou dois
dominés em uma das colunas externas e um dominé em cada linha

(figuras do meio e da direita), o que nos da 6 dominés.

Figura 3.6: tabuleiros cobertos por seis dominds

Fonte: O Autor

iii. Param =4 e n =4 (Figura 3.7), neste caso este tabuleiro pode ser
coberto em varias possibilidades, vamos apresentar apenas trés, isto é,
com dois dominds por linha (figura da esquerda) ou dois dominds por
coluna (figura do central) ou dois domindés em cada uma das colunas

das extremidades e um domin6 em cada linha central (figura da direita).



36

Figura 3.7: tabuleiros cobertos por oito dominés

Fonte: O Autor

Logo, para m < 5 e n < 5, pode-se observar nestes trés casos mencionados
acimas, que nem sempre quando mn € par esses tabuleiros se apresentam “sem
qguebras”. Portanto para valores de m <5 e n <5, ndo é possivel apresenta-los sem
guebras.

Agora, quando m = 6 e n = 8, ver (Figura 3.3) acima, observemos que nesse
caso é possivel apresenta-los sem quebras, devido mn ser par e também ocorre que
m=25enz5.

Portanto, de modo geral, basta cobrir cada coluna de tamanho m com m/2

dominds.

3.5 Triminés
No caso dos triminds, temos a formacdo dessas pecas feita por trés
guadrados. Assim, temos duas formas diferentes de triminés: o L- trimind e o triminé

reto, como o representado na Figura 3.8 a seguir: [16]

Figura 3.8: pecas trimind reto e L - trimind

Trimino reto

L - trimind

Fonte: O Autor
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Teorema 3.2 Para n = 2, um quadrado de lado n pode ser coberto com L-triminés e
no maximo um monoming, exceto quando n = 3; se 3 nao divide n, entdo podemos
colocar o monominé em qualquer posicdo, a hao ser que n = 5. [5]
Demonstracéo:

Vamos analisar alguns casos, para n = 2, pois para n < 2 nao tem sentido.

1° caso, para n = 2, é possivel preencher o tabuleiro com um L- triminé e um
monomind, onde escolhe-se a posicdo desse monomind, como mostra a Figura 3.9
abaixo;

Figura 3.9: tabuleiro coberto com um monominé e um L- trimino

Fonte: O Autor

2° caso, para n = 4, divida o quadrado em quatro quadrados menores e
congruentes de lado n = 2, pelo 1° caso, podemos supor que o monomind fique no
quadrado superior esquerdo, pois, sabemos preencher essa regido, portanto vamos

obter cinco L- trimindés e um monomind de acordo com a Figura 3.10 abaixo.

Figura 3.10: tabuleiro coberto com um monoming e cinco L- triminés

Fonte: O Autor

3° caso, para n = 8, divida o quadrado em quatro quadrados menores
congruentes de lado n = 4, pelo 2° caso, podemos supor que o monomind fique no
guadrado esquerdo, logo vamos ter “vinte € um L- triminds” e um “monomind” como

segue a Figura 3.11 abaixo.
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Figura 3.11: tabuleiro coberto com um monominé e 21 L- triminés

Fonte: O Autor

E note que podemos fazer o mesmo para n = 8, n = 16, e qualquer poténcia de base
2. Portanto, para n igual a uma poténcia de base 2, sempre sera possivel preencher
o tabuleiro com L- triminés e um monomind, onde escolhe-se a melhor posicédo desse

monominod.

3.6 Tetramindés

Os tetraminds, sao formados por quatro quadrados congruentes, e se
apresentam em cinco formas diferentes, sdo eles: quadrado, tetramino reto, L-
tetramin®, T- tetraminé e o Z- tetraming, ver figura 3.12 abaixo: [16]

Figura 3.12: as cinco pecas distintas dos tetraminds

[[[T] ]

Quadrado Tetramino reto L- tetramind T- tetraminé Z- tetraminé

Fonte: O Autor

Teorema 3.3 Sejam m e n inteiros maiores que 1. Se um tabuleiro de dimensdes m x

n pode ser coberto com L- tetraminds entdo mn & multiplo de 8.

Demonstracéo:
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Suponha que o tabuleiro possua m linhas e n colunas e que haja uma cobertura
com L- tetraminds. Como cada L- tetraminG possui 4 casas, entdo o numero de casas
do tabuleiro deve ser um multiplo de 4.

Logo, m e n ndo podem ser ambos impares. Supondo que n seja par. Entdo o
tabuleiro possui um namero par de colunas. Vamos pintar as colunas alternadamente

de branco e preto como mostra a Figura 3.13 abaixo:

Figura 3.13: tabuleiro com pecas L- tetraminds

Tipo 1

Tipo 2 L

Fonte: O Autor

Suponha que ao cobrir o tabuleiro usaremos a pecas do Tipo 1 e b do tipo
2 (Figura 3.13). Sabemos que devemos usar p pecas no total ou sejaa + b =p e além
disso o numero de casas brancas é igual ao niumero de casas pretas, pois, ha tantas
colunas brancas quanto pretas no tabuleiro. Cada peca do tipo 1 possui trés casas
brancas e uma preta e como temos ao todo (m x n) /2 casas brancas. Assim, 0 nimero
de casas brancas € igual a 3a + b = (m x n) /2. Por outro lado, cada peca do tipo 2
possui uma casa branca e trés pretas, e como temos ao todo (m x n) /2 casas pretas,
entdo temos a + 3b = (m x n) /2. Resolvendo o sistema abaixo, obtemos:

3a+b=(m X n)/2
{a+3b= (m X n)/2

Igualando as equacdes, temos:

3a+b=a+3b
2a=2b
a=>b

Substituindo a = b na primeira equacgao sistema, resulta:
3ata=(mxn)/2
4a=(mxn)/2
Logo, isolando a, temos:

a=(mxn)/8
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Portanto o sistema acima possui solugao inteira e positiva se, e somente se,
(m x n) /8 for um numero inteiro. Portanto, s6 € possivel cobrir esse tabuleiro com L-
tetraminds quando m x n for maltiplo de 8.
Alguns possiveis valores de m e n, estao representados abaixo:
e m=2en=4
e m=4en=2
e m=4en=4

e m=2en=8

Teorema 3.4 Tabuleiros de xadrez sempre podem ser recobertos com linhas
tetraminds, tetraminds quadrados, T- tetraminds ou L- tetraminds. [14]
Demonstracéo:

Observemos, que dividindo o tabuleiro de xadrez em 4 partes iguais, isto é,
em 4 quadrados de lado 4 x 4, podemos recobri-los com 4 linhas tetraminds, ou 4
tetraminds quadrados, ou 4 T- tetraminds ou 4 L- tetraminds. De acordo com a Figura
3.14 abaixo:

Figura 3.14: tabuleiro 4 x 4 cobertos por pecas tetraminés

Fonte: O Autor

Logo, podemos fazer uma configuragéo dos tabuleiros 4 x 4 da Figura 3.14

acima em um tabuleiro de xadrez, pois 64 é multiplo de 4 x 4, ver Figura 3.15 abaixo.
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Figura 3.15: tabuleiros de xadrez coberto por pecas tetramings

Fonte: O Autor

Portanto, generalizando em relagcdo ao que foi mostrado na figura 3.15,
acima sempre podemos recobrir um tabuleiro de xadrez com linhas tetraminds ou
tetraminds quadrados ou T- tetraminds ou ainda L- tetraminds, pois, em todos esses

casos mencionados acima, temos que 64 é multiplo de 16, isto é, 4 x 16 = 64.

3.7 Pentaminds

Os pentaminds tratam-se de um caso especifico dos poliminés formados por
cinco quadrados de lados justapostos sem a formagao de “buracos” possibilitando,
assim, a formacao de um total de doze pecas diferentes como indicado na Figura 3.16
abaixo. [16]
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Figura: 3.16: As 12 pecas distintas dos pentaminos

] [ | [ |

|
|
|

Fonte: O Autor

Sem contar as rotacdes e as simetrias, sdo doze os diferentes agrupamentos
de quadrados que compdem os pentaminds. Para facilitar a manipulacdo das pecas
e a comunicacédo das pessoas que trabalham com elas, costuma-se nomea-las, a
partir da semelhanca com as letras do alfabeto, F, L, [, P, N, T, U, V,W, X, Y e Z,
respectivamente conforme pode-se verificar a nomenclatura dos pentaminds, na
Figura 3.17 abaixo:

Figura 3.17: Os 12 pentaminés em formas de letras do alfabeto

NZZWEINOA

Fonte: O Autor
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Exemplo 3.1 Os 12 pentaminds estao representados na figura 3.18 a seguir. Veja que

eles podem preencher um retangulo 6 x10.

Figura 3.18: tabuleiro 6 x10 coberto pelas doze pecas distintas dos pentaminos

]

sl

|

Fonte: O Autor

3.8 Hexaminés
Os hexaminos sdo formados por seis quadrados de lados justapostos sem a
formacéo de “buracos” possibilitando, assim, a formacdo de um total de 35 pecas

diferentes como apresenta a Figura 3.19 abaixo: [6]
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Figura 3.19: as 35 pecas distintas dos hexaminods

L1l L Ll |

Ll
Ll

Fonte: O Autor

Por outro lado os heptaminds sdo formados por sete quadrados congruentes
de lados justapostos sem a formagao de “buracos” possibilitando, assim, a formagao
de um total de 107 pecas diferentes, os octaminds por oito quadrados congruentes,

totalizando 369 pecas diferentes, e assim por diante, como mostra a tabela 3.1.

3.9 Autorreplicacéao

Um poliminé € autorreplicante se com a justaposicdo de um certo nimero de
pecas idénticas pode-se obter um novo poliminé semelhante, s6 que em uma escala
maior. Quais sdo essas pecas de poliminds de um mesmo tipo que se convertem em

sim mesmos? Observemos os exemplos 1 e 2 abaixo. [15]

Exemplo 3.2 Na Figura 3.20 abaixo temos um autorreplicante formado por 4 L-

triminos.
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Figura 3.20: autorreplicagdo com L- triminds

Fonte: O Autor

Exemplo 3.3 Na Figura 3.21 abaixo temos um autorreplicante formado por 16 T-

tetraminds.

Figura 3.21: autorreplicacdo do T- tetraminé

Fonte: O Autor

3.10 Pavimentacao
Definicdo 3.1 Uma pavimentacdo de um poligono P € uma subdivisdo de P em um
namero finito de figuras planas simples tais que:

i. P éaunido de todas estas figuras planas simples;

ii. Aintersecdo dos interiores de quaisquer duas destas figuras planas simples é

vazia.

Observacédo 3.1: Quando todas as figuras planas simples de uma pavimentagao

forem regides poligonais entdo o item (ii) da definicdo é equivalente a dizer que a



46

intersecao de quaisquer duas regides poligonais € um conjunto finito de pontos ou de

segmentos de reta.
Dizemos que temos uma pavimentacao do plano se dividirmos todo o plano

euclidiano com as propriedades anteriores.

Exemplo 3.4 Pavimentacdo do tabuleiro de xadrez com 64 monominds, Figura 3.22

abaixo.

Figura 3.22: pavimentacédo do tabuleiro de xadrez com 64 monominds

Fonte: O Autor

Exemplo 3.5 Pavimentacao do plano com 32 domin@s, ver Figura 3.23 a seguir.

Figura 3.23: Pavimentacéo do plano com 32 dominés

Fonte: O Autor
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Exemplo 3.6 A pavimentacdo do plano com 24 L-triminds, estdo representados na
Figura 3.24 abaixo.

Figura 3.24: Pavimentacédo do plano com 24 L- triminés

Fonte: O Autor

As pavimentacdes com poligonos regulares foram obtidas a partir dos trabalhos
de Platéo e Arquimedes. Dessa forma buscamos entender a existéncia de planificagcédo
do plano com regides poligonais regulares de um s0 tipo e a outra com regides de

tipos diferentes. Como podemos observar no exemplo a seguir:

Exemplo 3.7 Na Figura 2.4 abaixo temos a pavimentacdo do plano com os 12

pentaminds distintos.

Figura 3.25: Pavimentacéo do plano com 12 pentaminds distintos.

Fonte: O Autor
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CAPITULO 4

POLIMINOS NO ENSINO DA GEOMETRIA PLANA

4.1 Introducéo

Atualmente a resolucao de problemas, a histéria da matemética, a tecnologia
da informag&o e os jogos s&o alguns caminhos para “fazer matematica” em sala de
aula, essas estratégias de ensino indicam possibilidades metodoldgicos na construcao
do saber matematico, visto que no campo geométrico, na construcédo do conceito de
area e a dissociacdo entre area e perimetro aparecem algumas dificuldades
apresentadas pelos educandos, possivelmente pela complexidade dessas grandezas
que serao discutidas mais adiante.

Diante do que vimos acima escolhemos elencar as possibilidades de uso dos
polimindés para auxiliar a construgdo dos conceitos de area e perimetro como
grandezas geométricas, partido da hipétese que a observacao e a manipulacdo das
diferentes pecas, podem permitir o reconhecimento que figuras diferentes podem ter
a mesma area e que a mesma area pode ter medidas diferentes, dependendo da
unidade de medida escolhida.

Nesse trabalho propomos utilizar estratégias com uso dos poliminds no ensino
de &rea e perimetro, partindo do pressuposto que, além de permitir a realizacdo de
atividades que favoreca a articulacdo entre os quadros geométrico, das grandezas e
0 NuMeErico, esperamos que esse recurso possa despertar o interesse e a participacao
dos educandos.

O uso dos poliminds na Geometria plana poderia favorecer de certa forma a
construcdo do conceito de area e de perimetro pelas caracteristicas de seus variados
modelos de pecas, que viriam para contribuir com o desenvolvimento da percepcéao
espacial, criatividade nas pavimentacdes de figuras geométricas e também na
distincdo entre figuras planas e seus atributos.

Nesse sentido vamos dar mais énfase aos poliminés que sao formados por
mais de uma peca, como € o caso dos triminds, tetraminds, pentaminds, etc., pois
estas, permitirdo o trabalho com diferentes aspectos relacionados ao conhecimento a

ser construido. Assim, teremos a composicdo de diferentes figuras geométricas



49

planas com essas pecas, como por exemplo, construiremos figuras planas com o0s
tetramindés com a mesma area e perimetros diferentes.

Nas pavimentacdes com os modelos dos poliminds existentes sera possivel a
composicdo de figuras geométricas planas, conservando sua &rea mas ndo o
perimetro, com o uso de unidades de medidas ndo convencionais, possibilitando
assim a mudanca de unidade de medida e a construcdo de uma classe de
equivaléncia de area.

Diante disso, analisaremos algumas possibilidades com composicdo e
decomposicdo de figuras geométricas planas utilizando-se de superficies unitarias
distintas e ndo convencionais, como por exemplo os triminds, tetraminds e pentaminos
para construcdo de uma classe de equivaléncia de area.

Proposta por Douady e Perrin-Glorian é que:

Frequentemente os livros didaticos e o proprio professor
enfatiza, no estudo de area, perimetro e das grandezas em
geral, 0 aspecto numérico, o que pode favorecer o pensamento
de que a grandeza é o numero que representa sua medida.
Uma possibilidade para superacdo das concepgoes

geométricas e numéricas, bem como os erros frequentes a elas
associadas é a abordagem da area como uma grandeza. [17]

Agora, trata-se de distinguir area e figura, assim como area e numero. Na
distincdo entre area e figura, o procedimento de decomposi¢cdo e recomposicao tem
um papel muito importante, pois a partir de uma figura inicial & produzida outra figura
pela decomposicdo e recomposi¢cdo, assim teremos uma nova figura geométrica plana
com mesma area.

Na distincdo entre area e numero, a mudanca de unidades € de fundamental
importancia, pois se medirmos a area de uma figura, por exemplo, ora com uma
unidade A (tetramind), ou com uma unidade B (pentamind), obteremos resultados
numeéricos diferentes; no entanto, uma vez que essa figura plana néo foi alterada, ndo
faria sentido pensar que sua area sofreu alguma alteracao.

Nesse sentido, acreditamos que o recurso didatico com os polimindés pode
trazer importantes contribui¢cées no estudo da composi¢céo e decomposicao de figuras
planas, de modo a obter figuras de mesma area (classe de equivaléncia), facilitando
a articulacdo entre o quadro geométrico (diversas figuras planas) com o quadro das

grandezas (area da grandeza).
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As questdes relacionadas com a mudanca de unidade e o uso de diferentes
superficies unitarias associadas a uma mesma unidade podem ser exploradas com
os poliminds, contribuindo para estabelecer a articulagdo entre 0 quadro numerico e o
guadro das grandezas.

Nesse esquema serao evidenciados elementos para o desenvolvimento de
estudos das situacdes que dao sentido ao conceito de area, segundo Bellemain e
Lima: [17]

= As superficies planas (objetos do quadro geométrico);

= As areas (objetos do quadro das grandezas);

= As medidas de areas-numeros reais positivos (objeto do quadro numérico);

= A relagdo de equivaléncia “ter mesma area” (objeto que permite passar do
guadro geométrico ao quadro das grandezas);

» As unidades de area (objeto que permite passar do quadro das grandezas ao
quadro das medidas).

O recurso didatico em foco nesse estudo, os poliminds, podem ser um forte
aliado na elaboracdo desses varios tipos de situacdo que dao sentido a area, tais
situacdes por exemplo, podem ser apresentadas, pelo fato de que os triminds, os
tetraminds e os pentaminds, serem formados por mais de uma peca, respectivamente,

duas, cinco e doze pecas (ou figuras) distintas.

4.1.1 Distincao entre figura e area

Os triminds, Figura 3.8 do capitulo 3, séo representados por dois modelos de
figuras planas, sendo que uma é um retangulo e a outra um hexagono irregular, essas
duas figuras possuem mesma area € mesmo perimetro.

Para a representacdo dos tetraminds, Figura 3.12 capitulo 3, existem cinco
modelos de figuras planas diferentes: um quadrado, um retangulo, um hexagono
irregular e dois octdégonos irregulares, respectivamente, essas figuras diferentes
possuem mesma area, com excecao da figura em forma de quadrado, os outros

poligonos possuem mesmo perimetro.

Na representacao dos pentaminés, Figura 3.16 do capitulo 3, contamos com
doze modelos de figuras planas: um retangulo, trés representacdes diferentes de

hexagonos irregular, cinco octégonos irregulares, dois decagonos irregulares e um
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dodecéagono irregular, ndo necessariamente nessa ordem. Todos esses poligonos que

representam os pentaminds possuem mesma area.

A manipulacéo e observacéo dos modelos de triminds, tetraminds e pentaminds
possibilitara a identificacdo de figuras (pecas) diferentes com mesma area, ou seja, a
construcdo de uma classe de equivaléncia de area, articulando o quadro geométrico
com o quadro das grandezas, figuras (pecas) diferentes com mesma éarea. Esse
trabalho com figuras (pecas) ndo congruentes de areas iguais facilita a percepcéo de

gue a figura (peca) e a area dessa figura (peca) séo distintas.

4.1.2 Distincdo entre medida e area

A pavimentacao de figuras planas com os poliminés deve ser pelo processo de
justaposicdo de suas pecas, ndo deve haver lacunas e nem sobreposicdo das
superficies unitarias. A escolha de unidades ndo convencionais (triminés, tetramings,
pentaminds) como unidade de area permitira encontrar a medida de area de figuras
geomeétricas planas sem uso de calculo e nem de férmula. Observemos abaixo os
padrdoes de pavimentacdes de retdngulos com os diferentes poliminds (Figura 4.1,
Figura 4.2 e Figura 4.3).

Para o retangulo (5 x 12) u.c., sendo que u.c. sdo unidades de comprimento,
representado na Figura 4.1 logo abaixo, foram usados os triminds: nessa
pavimentacdo com justaposicdo dessas pecas usamos vinte triminds, permitindo

afirmar que a medida da area dessa figura é vinte triminds.

Figura 4.1: retdngulo pavimentado com triminés

Fonte: O Autor
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Nessa representacao retangular, (5 x 12) u.c. na Figura 4.2 foram usadas as
pecas dos tetraminds, observamos ser necessario para recobrir todo retangulo quinze

pecas, a medida de sua area sao quinze tetramings.

Figura 4.2: retangulo pavimentado com tetraminds

Fonte: O Autor

No retangulo (5 x 12) u.c. a seguir, Figura 4.3 foi pavimentado com as pecgas
dos pentaminds, ao optarmos pelos pentaminés foram necessarias doze pecas para
compor o retangulo. A quantidade de pecas necessaria na pavimentacdo de uma
figura plana corresponde a medida da area. Assim doze pentaminds é a medida de

area do referido retangulo.

Figura 4.3: retangulo pavimentado com pentaminés

Fonte: O Autor

Com o recobrimento dos retangulos percebe-se que ao mudar a unidade de
medida de area com os triminds, depois com os tetramindés e em seguida com 0s
pentaminds, respectivamente, o numero que representa a medida de area dessas
pecas sofre alteracdes, mas a figura geométrica que se construiu (retangulo 5 x 12)

ndo se altera. Nesse procedimento ocorre a articulagdo entre o quadro numérico e o
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guadro das grandezas geométricas, ou seja, a unidade de medida de area se altera

mas a area da figura plana construida é invariante ndo sofre nenhuma alteracéao.

Passaremos a observar a pavimentacao do retangulo, ver Figura 4.2 acima,
representado pela composicao das pecas dos tetraminds. Pretendemos destacar o
comportamento do perimetro a partir de escolhas de diferentes unidades de
comprimento. A nossa primeira opcdo serd a medida do lado do “monomind”
conseguindo, assim 34u.c. como 0 perimetro dessa Figura 4.2. Uma outra
possibilidade de escolha adotada sera o lado do “tetraminé quadrado” como unidade
de comprimento o que confere 17u.c. de perimetro. Com esse procedimento temos a
articulacdo do quadro numérico com o quadro das grandezas, isto é, 0 niUmero que
corresponde a medida do perimetro das pecas se altera a partir da escolha da unidade
de comprimento, mas o perimetro da figura geométrica néo altera, pois esse atributo

€ invariante.

4.1.3 Distingdo de area e perimetro

Inicialmente observemos que as pecas que compdem 0s triminds, tetraminds,
pentaminds, etc. representam, respectivamente, unidades de medidas de éareas
distintas na composicdo e decomposicdo de figuras geométricas planas. Para o
perimetro adotaremos como unidade de comprimento do lado do momomino.

As duas pecas, dos triminds, Figura 3.8, tem oito unidades de comprimento
como medida de perimetro, com essas pecas temos conservacdo de area e de
perimetro. Nos tetraminds, Figura 3.12, a peca representada pelo quadrado tem
perimetro igual a oito unidades de comprimento enquanto para as outras o perimetro
tem medida 10 u.c. Nos pentaminés, Figura 3.16, a peca em formato de P que
representa um hexagono irregular tem 10 u.c. como medida de perimetro, mas todas
as outras pecas tém 12u.c. de perimetro.

A identificacdo da conservacdo de area e variacdo de perimetros nas pecas
dos pentaminés e dos tetraminds permite afirmar que as variacdes entre area e
perimetro sdo independentes. Na composicdo dos retangulos, Figura 4.4, Figura 4.5

e Figura 4.6 abaixo, foram usadas doze pecas dos pentaminds.
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Figura 4.4: Retangulo (5 x 12) u.c. formados pelas doze pecas dos pentaminds

Fonte: O Autor

Figura 4.5: Retangulo (3 x 20) u.c. formados pelas doze pecas dos pentaminds

Fonte: O Autor

Figura 4.6: Retangulo (6 x 10) u.c. formados pelas doze pecas dos pentaminds

Fonte: O Autor

Essas figuras foram compostas por todas as pecas dos pentaminds pelo
procedimento de pavimentacdo dos diferentes retangulos, as figuras geométricas
planas séo diferentes e a grandeza area foi conservadas nas trés representacoes.
Adotando a medida do lado do monominé como unidade de comprimento, podemos

observar que no retangulo da Figura 4.4 tém 34 u.c. de perimetro, no retangulo da
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Figura 4.5, o perimetro passou a ser 46 u.c. e no retangulo da Figura 4.6, temos 30
u.c. como medida de perimetro.

Portanto esse procedimento didatico de composicao de figuras planas com as
mesmas doze pecas dos pentaminds em relacdo a medida de area e de perimetro,
podemos observar que as areas dessas trés figuras planas permaneceram
invariantes, ver Figuras 4.4, 4.5 e 4.6, enquanto que as medidas de seus perimetros
variaram nestas trés situacdes acima. Dai permite-se dizer que esses atributos séo
grandezas independentes.

No capitulo que segue seré proposta algumas aplica¢cdes do uso dos poliminds

abordando a Geometria Plana.
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CAPITULO 5

EXEMPLOS DE APLICACOES DOS POLIMINOS NO ENSINO DA GEOMETRIA
PLANA

A seguir abordaremos algumas aplicacdes fazendo-se uso dos Teoremas que
foram apresentados no capitulo 3, bem como as técnicas que foram vistas no capitulo
4, como a: Distin¢cédo entre figura e area, entre medida e area, de area e perimetro
como também utilizar os recursos dos poliminds os quais irdo trazer um melhor
embasamento na resolucéo de alguns exemplos de aplicacdes que serdo propostos

neste capitulo e no posterior envolvendo a Geometria Plana no Ensino Basico.

5.1 EXEMPLO 1
(Adaptada da 2.2 Fase OBMEP — 2016) A peca ilustrada abaixo € formada por quatro
guadradinhos de 1cm de lado ver Figura 5.1. Observe que o perimetro desta peca, ou
seja, a medida de seu contorno, € 10 cm.

Roberto forma figuras juntando duas dessas pecas, sem sobreposicdo, e

fazendo coincidir lados de quadradinhos.

Figura 5.1: peca L - tetramind

Fonte: O Autor
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Roberto formou a Figura 5.2 abaixo. Qual € o perimetro e a area desta figura?

Figura 5.2: composta por dois L - tetraminds

Fonte: O Autor

% Solucao 1:

Podemos notar que o contorno da Figura 5.2, contém 16 lados desses
guadradinhos, assim adotando como unidade de medida o lado do monominé e da
distincéo entre area e perimetro pode-se dizer que esta figura tem 16 u.c. de
perimetro. Agora, da distincdo entre medida e area, pode-se dizer que a area da

Figura 5.2 em questdo é dois L- tetraminos.

®,

% Solucao 2:

Observemos que como cada peca do L- tetramin6 tem perimetro 10cm.
Logo, quando duas dessas pecas estdo em contato com dois de seus lados em
comum, elas vao ter perimetro igual a:

Duas pecas
\)
20—-2x2=16cm.
T

Dois lados em comum

Por outro lado, como a area de um quadradinho dessa Figura5.2 é 1 cm? e
como ela é composta por 8 quadradinhos, logo sua area é 8 x 1 cm? = 8 cm?.

5.2 EXEMPLO 2

(Adaptada da OBMEP 22 Fase — 2011) Sara recortou trés tiras retangulares diferentes

de papel.
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a) Elarecortou a primeira tira em trés retangulos iguais, no formato de uma peca |-
trimind, Figura 5.3 abaixo. Com esses retangulos, formou um quadrado de 36 cm?
de area. Encontre as medidas do perimetro dos retangulos que ela recortou.

Figura 5.3: peca I- trimind

Fonte: O Autor

% Solucao 1:

Como cada peca |- trimind, Figura 5.3 € formada por trés quadradinhos, entédo
para compor um quadrado com essas pecas, serdo necessarios 3 x 3 = 9
guadradinhos congruentes de lados 2 cm, pois 6 cm x 6 cm = 36 cm?, ver Figura 5.4
abaixo. Logo serdo necessarias trés pecas I- trimindés para compor esse quadrado.
Assim as medidas dos lados desses retangulos sdo 2 cm e 6 cm. Agora, adotando
como unidade de medida o lado do monomindé e fazendo a distin¢cdo entre area e

perimetro, assim o perimetro desses retangulos é 2 +2 + 6 + 6 = 16 u.c.

Figura 5.4: quadrado coberto por I- triminés

2cm

2cm ou 6cm

2cm

6cm 2cm2cm2cm

Fonte: O Autor

% Solucao 2:

Como o quadrado formado com os trés retangulos recortados da primeira tira
tem area 36 cm?, seu lado mede 6 cm. Logo o comprimento dos retangulos é 6 cm e
sua largura é um terco de seu comprimento, ou seja, 2 cm representado na Figura 5.4.

Portanto, a medida do perimetro de cada retangulo é: 2 x (2 + 6) = 16 cm.
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b) Sara recortou a segunda tira em oito retangulos congruentes (pecas de dominds)
de medidas 1,5 cm por 3 cm e com eles(as) formou um quadrado como o indicado

na Figura 5.5. Determine o perimetro e a area desse quadrado.

Figura 5.5: quadrado coberto por dominoés

Fonte: O Autor

% Solucao 1:

Fazendo a distingcdo entre medida e area, pode-se afirmar que a area do
guadrado, representado na Figura 5.5, sdo oito dominés. Este quadrado pode ser
decomposto em 16 quadradinhos com medidas de lados congruentes em seguida
adotando como unidade de medida o lado do monominé e da distin¢cdo entre area

e perimetro, pode-se dizer que 16 u.c. € a medida de seu perimetro.

% Solucao 2:

Decompondo o quadrado em 16 quadradinhos congruentes de lados 1,5 cm por
1,5 cm, conforme figura 5.6, dai a medida do lado do quadrado serd 4 x 1,5cm =6
cm. Portanto a area do quadrado tém medida de 6 cm x 6 cm = 36 cm? e seu perimetro
€4 x6=24cm.
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Figura 5.6: quadrado decomposto em 16 quadradinhos

1,5cm

1,5cm

Fonte: O Autor

5.3 EXEMPLO 3

(Adaptada da OBMEP 2012, 22 Fase) Pedro brinca com um tabuleiro quadriculado 4
X 6 e com pecas dos tipos A, B e C, respectivamente L- trimind, P- pentaminé e L-
tetramind, Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 abaixo. Ele tenta cobrir inteiramente o tabuleiro com

as pecas, encaixando-as sem que nenhuma fique sobre outra.
Figura 5.7: L- trimino Figura 5.8: L- trimino Figura 5.9: L- tetraminé

A B C

Fonte: O Autor

a) Mostre como Pedro pode cobrir o tabuleiro usando somente pecas do tipo A e
determine sua area.

®,

% Solucao:

Ha varias formas de se cobrir o tabuleiro usando somente pecas do tipo A;
a Figura 5.10 mostra duas delas. Agora, fazendo a distincdo entre medida e area,
pode-se afirmar que a area do quadriculado 4 x 6, representado na Figura 5.10 € oito

L- triminés.
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Figura 5.10: tabuleiro coberto com pecas L- triminos

L | |

[ 1] |

Fonte: O Autor

b) Mostre como Pedro pode cobrir o tabuleiro com pecas dos tipos A e B, usando

uma ou mais pecgas do tipo B.

% Solucao:

Ha varias formas de se cobrir o tabuleiro com pecas dos tipos A e B, com

pelo menos uma do tipo B, a Figura 5.11 abaixo nos apresenta duas delas.

Figura 5.11: tabuleiro coberto com pecas L- triminds e P- pentaminds

Fonte: O Autor

c) Usando somente pecas do tipo C, Figura 5.9, Pedro conseguird cobrir o
tabuleiro, se possivel mostre uma solucdo e em seguida determine a medida
de sua area.

®,

% Solucao:
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Ha vérias formas de se cobrir este tabuleiro usando somente pecas do tipo
C, na Figura 5.12 apresentamos uma delas. Por outro lado, fazendo a distin¢éo entre
medida e area, pode-se afirmar que a area do quadriculado 4 x 6, representado na

Figura 5.12, é seis L- tetraminds.

Figura 5.12: tabuleiro coberto por L- tetraminds

Fonte: O Autor

5.4 EXEMPLO 4

(Adaptada da OBMEP 2005 — 22 Fase) Tia Anastacia uniu quatro retangulos (pecas
de I- triminds) de papel de 3 cm de comprimento por 1 cm de largura, formando a
Figura 5.13 abaixo.

Figura 5.13: figura composta por pecas I- triminds

Fonte: O Autor

a) Qual é o perimetro da figura?

% Solucao:

Adotando como unidade de medida o lado do monominé e observando que

a Figura 5.13 acima, tem 4 lados de 3 u.c, 4 lados de 2 u.c., 4 lados de 1 u.c. e da
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distincdo entre &rea e perimetro, pode-se dizer que a medida de seu perimetro é 4
X3+4x2+4x1=24u.c.

b) Qual € o menor nimero de retangulos (pecas I- triminds) de 3 cm de
comprimento por 1 cm de largura que serdo necessarios para juntar a essa
Figura 5.13 para se obter um quadrado? Faca um desenho ilustrando sua
resposta.
% Solucao:
A resposta esta na Figura 5.14 abaixo, onde podemos observar que basta
juntar 8 retangulos (pecas de triminds) a figura original para formar o quadrado

desejado.

Figura 5.14: pavimentacdo do quadrado com pegas I- triminds
111 3

Fonte: O Autor

c) Qual é a &rea e o perimetro do quadrado obtido no item anterior?

% Solucao 1:

Peladistin¢gdo entre medida e area, pode-se dizer que a area do quadrado,
representado na Figura 5.14, € doze triminds. Por outro lado, adotando como
unidade de medida o lado do monominé e como este quadradotem1+1+1+3=6
u.c. de lado, como indicado na Figura 5.14, e da distingdo entre &rea e perimetro,

pode-se afirmar que esse quadrado tem 4 x 6 cm = 24 u.c. de perimetro.

% Solucao 2:

De acordo com a figura 5.14 acima, cada retangulo tem area iguala 3 x 1 =

3 cm?. Como o quadrado é composto de 12 retangulos, a sua area é igual a 12 x 3 =
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36 cm? e como a medida de cada lado do quadrado é 1 + 1 + 1 + 3 =6 cm, logo a

medida de seu perimetro € 4 x 6 = 24 cm.

5.5 EXEMPLO 5

(Adaptada da XIV Olimpiada Paraense de Matematica - 22 Fase 2013) Na Figura 5.15,
composta de quadrados, temos a juncdo de duas pecas tetraminds, onde a area desta
regido sombreada é 200 cm?. Qual é o perimetro da area sombreada?

Figura 5.15: figura composta por pecas tetraminds

Fonte: O Autor

% Solucao 1:

Consideremos que a medida do lado de um quadradinho da Figura 5.15
tenha medida igual a medida m de um monominé. Como a area da regido sombreada
desta figura é 200 cm?, entdo temos que a area de uma peca tetraminé que compde

essa figura é 100 cm?, logo a medida do lado m de um quadradinho é:

4. m?=100

100
m2 = —
4

m? =25
m =+/25
m =5 u.c.
Dai, como essa regido sombreada € formada por 16 lados de medida m =5
u.c e da distingdo entre area e perimetro, pode-se concluir que 16 x 5 u.c. = 80 u.c.

€ o perimetro dessa regido sombreada.

% Solucao 2:
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Seja L a medida do lado de um quadradinho. Como a area da regido
sombreada é 200 cm?, isto €, a area de 8 quadradinhos é igual a 200 cm?. Logo

podemos escrever:

8.L2=200
2 - 200
L= 8
L2=25
L =+/25
L=5cm

Logo, a medida do lado de cada quadradinho mede 5 cm. Como a regiao
sombreada é formada por 16 lados de medida L =5 cm, temos que seu perimetro tem

medida de 16 x 5 cm = 80 cm.

5.6 EXEMPLO 6

(Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2017) Jo&o possui um brinquedo com
pecas planas e quadradas de lado 1m. Ele pode unir duas pecas através de um lado.
A Figura 5.16 abaixo mostra um exemplo de configuracdo que Jodo construiu com 4

guadrados.

Figura 5.16: peca T- tetramino

Fonte: O Autor

Perceba que o perimetro da figura € formado por 10 segmentos unitarios.
Depois de construir uma configuracdo, ele pode construir uma nova figura apenas
acrescentando um quadrado a todos os encaixes da figura inicial formando assim uma
nova camada de quadrados. Por exemplo, a partir da figura anterior, ele poderia

acrescentar uma camada obtendo a préxima Figura 5.17.
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Figura 5.17: peca dodecaminé

Fonte: O Autor

Note que os 8 quadrados acrescentados usam em suas conexdes todos 0s
10 segmentos do perimetro anterior, entdo é possivel acrescentar um novo quadrado

encaixando apenas na figura original.

a) Comecando com um quadrado 1 x 1, encontre a area e o perimetro da
configuracdo que Joéo ira obter ao acrescentar uma camada.

% Solucao 1:

Da distincéo entre figura e area, pode-se dizer que a area da Figura 5.18,
€ um pentamind. Agora adotando como unidade de medida o lado do monominé e
da distingcdo entre figura e area, pode-se concluir que 4 + 4 x 2 = 12 u.c. € a medida

de seu perimetro.

Figura 5.18: peca X- pentaminé

Fonte: O Autor

% Solucao 2:

A Figura 5.18 abaixo mostra a configuracao que Jodo obtém ao acrescentar
uma camada a esse quadradol x 1, logo a medida de seu perimetro €: 4 + 4 x 2 =12
m e como area de cada quadrado (monomind) é 1 m?, portanto a area da figura em

guestdo serd: 5 x 1 m? =5 m?2.

b) Comecando com um quadrado 1 x 1, calcule a area e o perimetro da

configuracdo que Joéo ira obter apds a segunda camada sucessiva.
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% Solucao 1:

Pela distin¢cdo entre figura e &rea, pode-se afirmar que a area da Figura
5.19, é um tridecamind. Por outro lado, adotando como unidade de medida o lado do
monominoé e da distincdo entre figura e area, pode-se concluir que 12 + 4 x 2 =20

u.c. é a medida de seu perimetro.

Figura 5.19: peca tridecamin6

Fonte: O Autor

% Solucao 2:

Na Figura 5.19 acima temos a configuracdo que Joao obtém ao acrescentar
duas camadas sucessivas, logo seu perimetro é 12 + 4 x 2 = 20 m e como essa figura
é composta por treze quadrados de area 1 m?, assim temos que sua area é 13 x 1 m?
=13 m?.

5.7 EXEMPLO 7

(Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2017) As pecas a seguir Figura 5.20 sédo

chamadas de L- triminds.

Figura 5.20: pecgas L- triminds

Fonte: O Autor

Essas pecas sdo usadas para cobrir completamente um tabuleiro 6 x 6.
Nessa cobertura, cada L- trimin6 cobre exatamente 3 quadradinhos do tabuleiro 6 x 6

e nenhum quadradinho é coberto por mais de um L- triminé.
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a) Quantos L - triminés sdo usados para cobrir um tabuleiro 6 x 6?

% Solucao:

Seja p o numero de L- triminds usados para cobrir um tabuleiro 6 x 6. Como
esse tabuleiro possui exatamente 6 x 6 = 36 quadradinhos e cada um deve ser coberto
por exatamente um dos L- triminds, entdo 3p = 36, ou seja, p = 12.

b) Se cada um dos quadradinhos deste tabuleiro tem 2 cm de lado, quanto mede
0 perimetro e a area desse tabuleiro?

% Solucao 1:

Do item anterior, temos que sao necessarios 12 pecas L- triminds para cobrir
o tabuleiro e da distincdo entre medida e area, pode-se dizer que a area do tabuleiro
6 x 6 sdo doze L- triminds. Adotando como unidade de medida o lado do monomino
e como o lado deste tabuleiro passa a ter 6 u.c. de lado e da distin¢cdo entre area e

perimetro, pode-se afirmar que 4 x 6 = 26 u.c. é a medida de seu perimetro.

% Solucao 2:

Observemos que cada lado do tabuleiro 6 x 6 tém medidade 6 x 2cm =12
cm, logo a medida de sua area é 122 = 12 x 12 = 144 cm? e seu perimetro tem medida
de 4 x 12 cm =48 cm.

5.8 EXEMPLO 8

(Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2013) Utilizando-se quadradinhos de 1
cm de lado sao construidas figuras em formato de escadas ou pecas respectivamente,

como monomind, triming, hexamind, decaming, etc., conforme a Figura 5.21 abaixo:
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Figura 5.21: pecas poliminds

1cm .

. d A 4

monominé triminé hexaminé decamind ... etc.

Fonte: O Autor

a) Calcule a area total e o perimetro da quarta escada construida.

% Solucao 1:

Pela distin¢cdo entre figura e area, pode-se concluir que a area da quarta
escada, ver Figura 5.19 acima, € um decaminé. Por outro lado, adotando como
unidade de medida o lado do monomin6 e como temos 4 + 4 segmentos verticais e
4 + 4 segmentos horizontais e da distincao entre figura e area, o perimetro dessa

escada (decaminb) é 4 +4 +4 + 4 =16 u.c.

% Solucao 2:

Comecamos com uma observacdo: A primeira escada é composta de
apenas um quadradinho. A segunda escada é obtida, a partir da primeira adicionando
um novo nivel contendo dois quadradinhos. Assim ela tem 1 + 2 = 3 quadradinhos. A
terceira escada é obtida, a partir da segunda adicionando um novo nivel contendo trés
guadradinhos, logo ela tem 1 + 2 + 3 = 6 quadradinhos. Esse mesmo raciocinio

funciona para as demais escadas.

Assim, para calcular a area da quinta escada, observamos que temos 5
guadradinhos no primeiro nivel, 4 quadradinhos no segundo nivel, 3 quadradinhos no
terceiro nivel, 2 quadradinhos no segundo nivel, e um quadradinho no primeiro nivel.
No total, a escada esta constituida por 1 + 2 + 3 + 4 = 10 quadradinhos. Cada

guadradinho tem 1 cm? de area. Portanto, a area total da escada é 10 cm?.
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Para calcular o perimetro podemos contar o nimero de segmentos verticais
e 0 numero de segmentos horizontais que compdem o contorno da quarta escada.

Como temos quatro degraus, ha 4 segmentos verticais e mais 4 segmentos
horizontais compondo os degraus. Note ainda que para cada segmento horizontal em
um degrau, existe um segmento horizontal na base da escada. De maneira anéloga,
para cada segmento vertical em um degrau, existe um segmento vertical na lateral
direita da escada. No total, temos entdo 4 + 4 segmentos verticais e 4 + 4 segmentos

horizontais. Portanto, o perimetro total da escada é (4 +4 + 4 + 4) =16 cm.

b) Calcule a area total e o perimetro da quinta escada construida.

% Solucao 1:

Fazendo a distincdo entre figura e &rea, pode-se dizer que a area da
guinta escada, Figura 5.22 abaixo, € um pentadecamind. Por outro lado, como temos
5 + 5 segmentos verticais e 5 + 5 segmentos horizontais e adotando como unidade de
medida o lado do monoming, e da distin¢&o entre figura e area, logo temos 5 +5 +

5+ 5 =20 u.c. como perimetro dessa figura.

Figura 5.22: peca pentadecaminé

Fonte: O Autor

% Solucao 2:

Em relagdo a solugéo alternativa do item anterior, temos que a escada esta
constituida por 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 quadradinhos e como cada quadradinho tem 1
cm? de area. Portanto, a area total da escada é 15 cm?. Para calcular o perimetro

podemos contar o numero de segmentos verticais e o numero de segmentos
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horizontais que compdem o contorno da quinta escada. Assim, temos entédo 4 + 4
segmentos verticais e 4 + 4 segmentos horizontais. Portanto, o perimetro total da

escadaé (5+5+5+5)=20cm.

5.9 EXEMPLO 9

(Adaptada da OBMEP - Banco de Questdes 2013) Wanderson tem um tabuleiro 6 x 6

e pecas de dominé como ilustrado na Figura 5.23 abaixo.

Figura 5.23: tabuleiro 6 x 6

Fonte: O Autor

Cada uma das duas faces da peca de dominé é quadrada e tem a mesma medida de

cada uma das casas do tabuleiro que € de 3 cm de comprimento.

a) Wanderson quer cobrir todo o tabuleiro utilizando suas pegas de domind de
forma que cada face das pecas de dominé fique posicionada sobre uma casa
do tabuleiro. Quantas pecas de domind Wanderson precisard para fazé-lo?
Qual é a area e o perimetro desse tabuleiro?

% Solucao 1:

Comecamos colorindo as pecas de domind de Wanderson em preto e

branco como desenhado abaixo, ver Figura 5.24:

Figura 5.24: peca de dominé

Fonte: O Autor
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Note que o tabuleiro de Wanderson pode ser entéo dividido em exatamente
18 pares de casas coloridos como as pecas de domind. Logo, é possivel cobrir o
tabuleiro usando exatamente 18 pecas. Agora da distincdo entre medida e area,

pode-se dizer que a area do tabuleiro, Figura 5.23 é dezoito dominés.

Observemos que esse novo tabuleiro tem 24 segmentos e adotando como
unidade de medida o lado do momomind a medida do contorno de cada casa do
tabuleiro e da distingdo de &rea e perimetro, pode-se afirmar que o perimetro desse
tabuleiro, Figura 5.23 é 24 u.c. Por outro lado, adotando como unidade de medida o
lado do dominé e da distingcdo de area e perimetro, pode-se dizer que o perimetro

desse tabuleiro é 12 u.c.
% Solucao 2:

Observemos que 6 x 6 = 36 € par, logo esse tabuleiro pode ser coberto com
36/2 = 18 pecas de dominés. Como cada peca de domind, Figura 5.24 tem &rea de 6

x 3 =18 cm?, logo esse tabuleiro, Figura 5.23 tem area de 18 x 18 cm? = 324 cm?.

b) Renato recorta do tabuleiro de Wanderson quatro faces de forma que o novo
tabuleiro tenha 32 casas como desenhado abaixo, Figura 5.25:

Figura 5.25: tabuleiro de 32 casas

Fonte: O Autor

Logo apos, Renato desafia Wanderson a cobrir o novo tabuleiro usando as suas pecas
de domind. Existe algum modo de Wanderson vencer o desafio? Qual é a area e 0

perimetro desse novo tabuleiro?
% Solucao:

Podemos notar que esse novo tabuleiro de Wanderson pode ser dividido em

exatamente 16 pares de casas coloridos como as pecas de domino, Figura 5.24
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acima. Logo, é possivel cobrir o tabuleiro usando exatamente 16 pecas. Assim da
distincdo entre medida e area, pode-se afirmar que a area desse tabuleiro, Figura

5.25 é dezesseis dominoés.

Podemos notar que esse novo tabuleiro tem 24 segmentos, sendo assim
adotaremos como unidade de medida o lado do momominé a medida do contorno de
cada casa do tabuleiro e da distingdo de area e perimetro, pode-se concluir que o

perimetro desse tabuleiro, Figura 5.25 acima é 24 u.c.

5.10 EXEMPLO 10

(Adaptada da OBMEP — Banco de Questfes 2011) Divida a Figura 5.26 em cinco
partes do mesmo formato e com areas iguais de tal modo que cada parte contenha
exatamente um quadrado cinza em seguida determine a area e o perimetro dessa

figura.

Figura 5.26: tabuleiro recortado

Fonte: O Autor

% Solucao:

A solucdo do problema é a Figura 5.27 abaixo, formada por exatamente
cinco P- pentaminds e da distin¢cdo entre medida e area, pode-se dizer que a area
dessa figura € cinco P- pentaminds. Podemos notar que essa figura contém 22
segmentos congruentes. Adotando como unidade de medida o lado do momomino a
medida do contorno de cada casa dessa figura e da distin¢do de area e perimetro,

pode-se concluir que essa Figura 5.25, tem 22 u.c de perimetro.
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Figura 5.27: tabuleiro coberto por P- pentaminés

Fonte: O Autor

5.11 EXEMPLO 11
(Adaptada de Tabuleiros) E possivel cobrir um tabuleiro 5 x 10 usando apenas pecas

Y- pentaminés como na Figura 5.28 abaixo? E que &rea essas peg¢as vao ocupar
nesse tabuleiro?

Figura 5.28: Y- pentamind

Fonte: O Autor

®,

% Solucao:

Note que para cobri-lo sdo necessarias 10 pecas, como esta representado
na Figura 5.29 abaixo. Dessa forma, dizemos que o Y- pentamin6 tem ordem 10. Veja
gue alguns poliminés ja sdo um tabuleiro, como acontece com o monomindé e o
domind. Por outro lado da distingcdo entre medida e area, pode-se concluir que a
area desse retangulo é 10 Y- pentaminés.



75

Figura 5.29: retadngulo 5 x 10 coberto com Y- pentaminés

Fonte: O Autor

5.12 EXEMPLO 12

(Adaptada da OBMEP 22 FASE — 2014) Maria possui muitas pecas, todas iguais,
formadas por quatro quadradinhos, como mostra a Figura 5.30 abaixo. Sem sobrepor
pecas, ela tenta cobrir todas as casas de vérios tabuleiros quadrados, fazendo

coincidir os quadradinhos das pe¢as com os do tabuleiro.

Figura 5.30: peca T- tetramind

Fonte: O Autor

a) Desenhe na Figura 5.31 abaixo uma maneira de cobrir um tabuleiro 4 x 4
com essas pegas.
Figura 5.31: tabuleiro 4 x 4

Fonte: O Autor
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% Solucao 1:

O Teorema 3.4 garante que os T- tetramindés sempre cobrem um tabuleiro
de xadrez, logo 4 T- tetraminés como os da Figura 5.30 também sempre cobrem o
tabuleiro da Figura 5.31 acima, pois esse tabuleiro representa a quarta parte do

tabuleiro de xadrez. Na Figura 5.32 abaixo temos essas representacoes.

Figura 5.32: tabuleiros 4 x 4 cobertos por T- tetraminos

Fonte: O Autor

% Solucao 2:

A Figura 5.32 acima apresentam as duas Unicas maneiras possiveis de

cobrir o tabuleiro 4 x 4.

b) Expligue por que nenhum tabuleiro quadrado pode ser coberto com
exatamente vinte pecas.

% Solucao 1:

Pelo Teorema 3.4, observemos que sé € possivel cobrir com pecas T-
tetraminds tabuleiros que sejam mudltiplos 4, isto €, multiplos do tabuleiros 4 x 4 = 16
guadradinhos, ou seja, por numeros quadrados perfeitos e como 80 ndo é um numero

guadrado perfeito, logo ndo é possivel cobri-lo com essas pecas.

% Solucao 2:
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Cada peca cobre exatamente 4 quadradinhos, e portanto 20 pecgas cobrem
uma area formada por 80 quadradinhos. Como 80 ndo é um numero quadrado

perfeito, ndo existe um tabuleiro quadrado com exatamente 80 quadradinhos.

c) Explique por que Maria nunca conseguira cobrir um tabuleiro 10 x 10 com
suas pecas.
% Solucao 1:

Pelo Teorema 3.4, observemos que sO é possivel cobrir com pecas T- tetraminds
tabuleiros que sejam mdltiplos 4, isto €, mdultiplos do tabuleiros 4 x 4 = 16
guadradinhos, ou seja, por numeros quadrados perfeitos e como 100 ndo é um

namero quadrado perfeito, logo ndo é possivel cobri-lo com essas pecas.
% Solucao 2:

Para cobrir um tabuleiro 10 x 10, sdo necessarias 25 pecas, uma vez que
100 = 4 x 25. Cada peca cobre 3 quadradinhos de uma cor e 1 da outra cor. Assim

podemos dividir as pecas que cobrem o tabuleiro em dois grupos:
Grupo 1: As que cobrem exatamente uma casa amarela (e, portanto, trés azuis).
Grupo 2: As que cobrem exatamente trés casas amarelas (e, portanto, uma azul).

Suponha que fosse possivel distribuir as 25 pecas sobre o tabuleiro cobrindo
todas as suas casas.

Se o numero de pecas do Grupol for par, o niumero de pecas do Grupo 2
deve ser impar, pois a soma desses numeros deve ser igual a quantidade de pecas
usadas (25). Neste caso, o numero de casas azuis cobertas deve ser impar, mas isto
€ impossivel, ja que ha 50 casas azuis num tabuleiro 10 x 10.

Se 0 numero de pecas do Grupol for impar, 0 nimero de pecas do Grupo
2 deve ser par, pois, pelo mesmo motivo, a soma do niumero de pecas destes dois
grupos deve ser 25. Neste caso, o numero de casas amarelas cobertos deve ser
impar, mas isto é impossivel, ja que também ha 50 casas amarelas num tabuleiro 10
x 10.
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5.13 EXEMPLO 13

(Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2013) Uma peca L- trimino, Figura 5.33

a seguir, que € composta por trés quadrados.

Figura 5.33: pe¢a L- trimin6

Fonte: O Autor

Podemos juntar triminds para formar figuras. Por exemplo, podemos juntar
dois L- triminGs para formar um retangulo 2 x 3, Figura 5.34 conforme observa-se

abaixo:

Figura 5.34: retangulo coberto por L- triminds

Fonte: O Autor

a) Mostre que nao é possivel juntar L- triminds (sem sobrepé-los) de maneira a
formar um quadrado 3 x 3.
% Solucao 1:

O Teorema 3.2 nos garante que um quadrado nao pode ser coberto por L-

triminds quando n = 3, como € 0 caso aqui.
% Solucao 2:

Vamos dividir um quadrado 3 x 3 em nove quadrados 1 x 1 numerados como

na Figura 5.35 abaixo:
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Figura 5.35: quadrado 3 x 3 numeradode 1 a 9

11213
4151|6
71819

Fonte: O Autor

Aqui estamos supondo que cada uma das faces quadradas numeradas de
1 a 9tém a mesma area de cada uma das trés faces quadradas usadas para construir
o trimind. Como cada trimind tem trés faces, e o quadrado 3 x 3 tem nove, caso fosse
possivel montar tal quadrado usando triminds, a quantidade de triminés utilizada seria
exatamente trés, mas, podemos observar que é impossivel fazé-lo, pois, haveria
sobreposicao de pecas triminds. Logo ndo é possivel juntar triminds para formar um

quadrado 3 x 3, ver Figura 5.36 abaixo.

Figura 5.36: quadrado 3 x 3

Fonte: O Autor

b) Mostre que ndo € possivel juntar triminds (sem sobrep6-los) de maneira a
formar um quadrado 4 x 4.

% Solucao 1:

O Teorema 3.2 nos garante que um quadrado 4 x 4 ndo pode ser coberto
por L- triminds pois 3 ndo divide n, que nesse caso especifico aqui n é igual a 4, isto

€, 3 ndo divide 4.
% Solucao 2:

Um quadrado 4 x 4 pode ser dividido em 16 faces quadradas 1 x 1 como

mostrado na Figura 5.37 abaixo:
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Figura 5.37: quadrado 4 x 4 numerado de 1 a 16

112 |3 4

S|16]|7]8

9110|111 |12

13114 |15| 16

Fonte: O Autor

Aqui estamos supondo que cada uma das faces quadradas numeradas de
1 a 16 tém amesma area de cada uma das trés faces quadradas usadas para construir
o triminé. Como cada L- trimin6é tem trés faces, caso fosse possivel montar tal
guadrado usando L- triminds, a quantidade total de faces presentes nesse quadrado
deveria ser um multiplo do nimero 3. Como 16 ndo é um multiplo de 3, € impossivel

juntar L- triminds para formar o quadrado.

¢) Qual o nimero minimo de L- triminGs necessarios para formar um quadrado?
Justifique sua resposta.
% Solucao 1:

O Teorema 3.2 garante que um quadrado pode ser coberto com L-triminds
guando 3 divide n e se restringe caso n = 3, como podemos observar no item (a). Logo
0 menor valor de n para cobrirmos um quadrado com L- triminds € 6, pois 3 divide 6.

Portanto sdo necessarios 36/3 = 12 triminds para formar um quadrado 6 x 6.
% Solucao 2:

Ja vimos nos item a) e b) que € impossivel juntar L- triminds para montar
guadrados 3 x 3 e 4 x 4 respectivamente. Utilizamos um argumento analogo ao do
item b) para mostrar que ndo € possivel também montar um quadrado 5 x 5. De fato,
isso é consequéncia do fato de que tal quadrado teria um total de 25 faces quadradas

1 x 1, e 25 ndo é um multiplo de 3 (ver a solucdo do item b)).

Vamos porém mostrar que é possivel montar um quadrado 6 x 6. De fato,
como foi dito no enunciado do problema, é possivel juntar dois triminés para formar

um retangulo 2 x 3 como ilustrado na Figura 5.38 a sequir:
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Figura 5.38: retangulo 2 x 3

Fonte: O Autor

Podemos repetir o procedimento mais cinco vezes montando um total de
seis desses retangulos 2 x 3. Para isso seriam necessarios entédo 6 x 2 = 12 triminds.
Podemos agora separar esses seis retangulos em trés pares. Para cada um desses
pares, podemos pegar os dois retangulos e posiciona-los lado a lado para formar um
anico retangulo 2 x 6. Como tinhamos trés pares, vamos obter um total de trés

retangulos 2 x 6.

Finalmente, posicionamos esses trés retangulos um sobre o outro para obter
um quadrado 6 x 6. Como dito anteriormente, foi necesséario utilizar uma quantidade
de 12 L- triminds. Logo, essa é a quantidade minima de triminds exigida para se formar
um quadrado.

5.14 EXEMPLO 14

(Adaptada de Tabuleiros) Podemos cobrir um tabuleiro 10 x 10 usando apenas pecas

T- tetraminGs como representado na Figura 5.39 abaixo?

Figura 5.39: peca T- tetramino

Fonte: O Autor
% Solucao 1:

Pelo Teorema 3.4, observemos que s6 é possivel cobrir um tabuleiro com
T- tetraminds quando n for mdltiplo de 4, pois as pecas T- teraminds sao formados por
guatro quadradinhos de mesma area. Portanto neste caso ndo sera possivel cobrir
com T- teraminds o tabuleiro da Figura 5.40 abaixo, visto que n = 10 ndo é multiplo de
4.
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*

% Solucao 2:

Pinte o tabuleiro de branco e preto da maneira usual, como no tabuleiro
xadrez, Figura 5.40. Note que ao colocarmos um T- tetramind no tabuleiro ele pode

assumir coloracdes do tipo 1 ou 2.

Figura 5.40: tabuleiro 10 x 10 e pecas T- tetraminds

- "

Tipo 1 Tipo 2

Fonte: O Autor

Suponha que ao cobrir o tabuleiro usamos A pecas do tipo 1 (Figura 5.40.)
e B do tipo 2 (Figura 5.40). Sabemos que devemos usar 25 pecas no total ou seja A
+ B = 25. Cada peca do tipo 1 possui uma casa branca e cada peca do tipo 2 possui
trés casas brancas, e como temos ao todo 50 casas brancas no tabuleiro; A + 3B =
50. Por outro lado, cada peca do tipo 1 tem trés casas pretas e cada peca do tipo 2
tem uma casa preta, e como temos ao todo 50 casas pretas nesse tabuleiro, entdo
B + 3A = 50. Resolvendo o sistema abaixo, obtemos:

{A+3B=50
B+ 3A =50

Igualando as equacgdes, temos:
A+3B=B+3A=50
2B = 2A
B=A
Substituindo B = A na primeira equagao, resulta:
A+3A=50
4A =50
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A=125
Portanto o sistema acima ndo possui solucéo inteira. Logo, ndo é possivel

cobrir o tabuleiro.

5.15 EXEMPLO 15

(OBMEP — Banco de Questdes 2011) Vocé dispde de doze pecas em formato de L-
trimind, como a mostrada na Figura 5.41. Cada figura € formada por trés quadrados
de lado 1. Mostre como cobrir um quadrado 6 x 6 com essas pec¢as, de modo que

nenhum retangulo 2 x 3 seja formado por exatamente duas de tais pecas.

Figura 5.41: peca L- trimind

Fonte: O Autor

% Solucao 1:

O Teorema 3.2 garante que um quadrado pode ser coberto com L- triminos
quando 3 divide n, isto é, 3/6. Portanto sdo necessarios 36/3 = 12 triminds para cobrir
um quadrado 6 x 6, e uma das possiveis solucdes estdo exibidas na Figura 5.42

abaixo.
% Solucao 2:

A Figura 5.42 abaixo exibe uma possivel divisdo com estas pecas L- triminés

para cobrir um quadrado 6 x 6.
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Figura 5.42: quadrado 6 x 6 coberto por pecas L- triminds

Fonte: O Autor
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CONSIDERACOES FINAIS

O gue nos levou a elaborar esse trabalho de concluséo de curso com o uso
dos poliminés na resolucdo de problemas de Geometria plana na Educacao Basica,
foi o fato de que esses problemas, poderiam ser resolvidos sem o uso de férmulas
matematicas, o que de uma certa forma viria a facilitar o entendimento e a motivar o
interesse dos nossos educandos e também por estes estarem presentes nas
olimpiadas de Matematica nacionais.

Em meio as técnicas utilizadas nas resolucGes das atividades que foram
desenvolvidas no capitulo 4, elas avangcam nao somente no sentido de investigar as
ideias e 0s conceitos geométricos envolvidos na Geometria Plana, como também a
utilizacdo de Teoremas que envolvem tais pecas dos poliminds, sendo que estes irdo
nos da embasamento na resolucéo destes problemas.

Foram investigados quais topicos da Geometria que os educandos mais
tinham dificuldades em relacdo a visualizagdo, construcdo, comparacao e calculo
dessas figuras planas, diante dessa pesquisa foi feito um planejamento prévio,
buscando métodos de insercdo dos recursos dos poliminds no processo de ensino-
aprendizagem da Geometria Plana.

Sabe-se que a Geometria nos apresenta uma vasta variedade de conteddos
e conceitos a serem estudados e trabalhados. No entanto, tornou-se de certa forma
nesse trabalho enfatizar alguns pontos que achamos pertinentes, como apresentar 0s
conceitos de area e perimetro com o uso dos poliminds, pouco visto no Ensino Médio,
mas com muita aplicabilidade na resolucdo de problemas das olimpiadas de
Matematica nacionais.

A variedade de problemas que podem ser propostos e resolvidos com 0 uso
de poliminds € muito ampla e ndo pode ser totalmente desenvolvida nesta Dissertacéo
de Mestrado. Mas as aplicacdes apresentadas acima podem ser adaptadas aos
diferentes niveis de escolaridade, visando as necessidades dos educandos na

perspectiva do ensino-aprendizagem de Matematica na Educacéo Basica.
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ANEXO

EXERCICIOS PROPOSTOS SOBRE POLIMINOS

Al (Adaptada da OBMEP 22 Fase - 2017) Marcela brinca de cobrir todas as casas de
tabuleiros quadriculados com pecas retangulares e cada uma dessas pecas cobre
exatamente duas casas do tabuleiro. A Figura A.1 abaixo mostra uma maneira de
cobrir um tabuleiro 2 x 3 utilizando trés pecas de dominos. Desenhe as outras duas

maneiras de cobrir com trés pecas o mesmo tabuleiro.

Figura A.1: tabuleiro coberto por dominds

Fonte: O Autor

A.2 (Adaptada da OBMEP 2016 - 12 Fase) Abaixo temos uma sequéncia de figuras
(ou pegas) formadas por quadradinhos de 1 cm de lado. Cada figura da sequéncia, a
partir da segunda, € formada acrescentando-se a figura anterior um retangulo igual a
12 figura da esquerda como representado na Figura A.2 abaixo, deslocando-o de um
guadradinho, ora para cima, ora para baixo, como mostra a ilustracdo. Qual é o

perimetro da figura com 1 000 quadradinhos?

a) 220 cm b) 380 cm c) 400 cm d) 414 cm e) 418 cm
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Figura A.2: pecas formadas por quadradinhos de lado 1 cm

18. 23. 36 4a

Fonte: O Autor

A.3 (Adaptada da XllI Olimpiada Regional de Matemética - UFSC 22 Fase 2009)
Quadrados de lado 1 sdo empilhados formando sucessivamente figuras (pecas dos
poliminds) com 3 quadrados na base, 5 quadrados na base, 7 quadrados na base, e
assim por diante. Calcule o perimetro da figura que tem 2009 quadrados em sua base.
(Observacédo: o perimetro de uma figura € o comprimento da linha que delimita a
figura. Por exemplo, a Figura A.3 abaixo tem perimetro 10 e a Figura A.4 tem

perimetro 16).

Figura A.3: tetraminé  Figura A.4: nonaminé Figura A.5: hexadecaminé

Fonte: O Autor
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A.4 (Adaptada da OPRM 2016 - 32 Fase) Um piso é feito de ladrilhos (pecas
monominds) brancos e pretos, quadrados e de mesmo tamanho. Na primeira fila
horizontal, a cada ladrilho preto seguem-se dois brancos. Na segunda fila, a cada dois
ladrilhos brancos segue-se um preto. A terceira fila comega com um ladrilho branco e,
a partir dai, a cada ladrilho preto seguem-se dois brancos. Nas filas 4, 7,10, ... repete-
se a distribuicdo da primeira fila. Nas filas 5, 8,11, ... repete-se a distribuicdo da
segunda fila e nas filas 6, 9,12, ... repete-se a distribuicdo da terceira fila. Desse modo
fica preenchido todo o piso. Na Figura A.6 abaixo estdo desenhados apenas alguns
ladrilhos de uma parte quadrada 2015 x 2015 do piso. Quantos ladrilhos pretos ha em
todo o quadrado 2015 x 20157

Figura A.6: piso coberto por pe¢cas monominos

Fonte: O Autor

A.5 (Adaptada da OLIMPIADA MINEIRA DE MATEMATICA - 2006) Observe o padréo

das figuras abaixo, a 12 um domind, a 22 um heptaminé e a 3% um tetradecamino:

Figura A.7: pecas dos poliminos

12 figura 22 figura 32 figura

Fonte: O Autor
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a) Qual é a quinta figura?

b) Quantos quadradinhos sdo necessarios para construir a figura de namero
20067

A.6 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2017) Queremos cobrir um tabuleiro
guadriculado com certas pecinhas sem sobreposi¢cédo e de modo que nenhuma parte
delas fique fora do tabuleiro. Usaremos pecinhas, formadas por quadradinhos,
chamadas L- triminds e I- trimindés e que podem ser rotacionadas nas posi¢cdes

descritas na Figura A.8 a seguir.

Figura A.8: pecas L- triminds e I- triminds

Fonte: O Autor

Para provar que € possivel realizar uma cobertura, basta mostrar uma
maneira de posicionar as pecinhas. Por outro lado, para provar que nao é possivel
realizar alguma cobertura, nem sempre € conveniente testar todas as configuracdes
possiveis de pecas e muitas vezes precisamos esbocar argumentos engenhosos. Por
exemplo, provaremos que nao é possivel cobrir um tabuleiro 3 x 3 usando apenas L-

triminds, ver Figura A.9.

Figura A.9: tabuleiro 3 x 3

Fonte: O Autor
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a) Mostre uma maneira de cobrir um tabuleiro 3 x 4 usando apenas L- triminds.

b) Prove que nao é possivel cobrir um tabuleiro 3 x 5 usando apenas L- triminés.

c) E possivel cobrir o tabuleiro 3 x 5 usando exatamente um I-trimin6 e alguns L-
triminés. Determine as posi¢ces que o I-triminé pode ocupar de modo que o

resto do tabuleiro possa ser coberto com L-triminés.

A.7 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2016) Um polimin6 € uma sequéncia
de quadradinhos 1 x 1 justapostos compartilhando lados em comum com seus
vizinhos e formando uma Unica peca. Os poliminés de dois quadradinhos sdo
conhecidos como dominds e os poliminds com quatro quadradinhos sdo conhecidos
como tetraminds, as pecinhas do famoso jogo Tetris. A Figura A.10 a seguir mostra
um quadrado 3 x 3 com numeros de 1 até 9 escritos em cada um de seus

guadradinhos 1 x 1.

Figura A.10: quadrado 3 x 3 numeradode 1 a9

11213
4 | 516
71819

Fonte: O Autor

Sabendo que 1 + 2 + ... + 9 = 45, podemos tentar dividir o quadrado em 3
poliminés com mesma soma, cada um com soma % = 15. A Figura 6.11 a seguir,

mostra uma maneira de fazer isto.

Figura A.11: quadrado 3 x 3 coberto por poliminos

1 2 3
4 5
7 8

Fonte: O Autor
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a) Mostre que nao € possivel dividir o quadrado 3 x 3 em uma quantidade maior

gue trés de poliminés de mesma soma.

b) Considere o quadrado 4 x 4 com os numeros de 1 até 16, escritos em ordem
crescente como indicado na Figura A.12 abaixo.
Figura A.12: quadrado 4 x 4 numerados de 1 a 16

1,234

S| 6|78

9 /10|11 |12
13114 |15 |16

Fonte: O Autor

Mostre como dividir este quadrado em dois poliminés de modo que a soma

dos numeros em cada um deles seja a mesma.

c) Considere o quadrado 5 x 5 com os numeros de 1 até 25 escritos em ordem
crescente seguindo o padrao da figura anterior. Mostre que ndo é possivel
dividir este quadrado em dois ou mais poliminés com a mesma soma dos

numeros em cada um deles.

A.8 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2015) Paladino deve pintar de preto
algumas casas de um tabuleiro 4 x 4 de modo que quaisquer trés quadradinhos que
formem uma figura congruente ao desenho abaixo (peca L- trimind), Figura A.13
tenham pelo menos um de seus quadradinhos pintados. Qual o menor namero de

guadradinhos que devem ser pintados por Paladino?

Figura A.13: peca L- trimino

Fonte: O Autor
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A.9 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2013) Luana precisa colocar sobre

um tabuleiro de 8 x 8 cruzes (pecas X- pentaminos) do formato desenhado a seguir,

Figura A.14 abaixo.

Figura A.14: tabuleiro 8 x 8 e pecas X- pentaminés

de modo que duas cruzes ndo ocupem o mesmo quadrinho. Por exemplo:

Fonte: O Autor

Figura A.15: tabuleiro coberto por trés pecas X- pentaminds

+
+

Fonte: O Autor

No méximo, quantas cruzes Luana pode colocar sobre o tabuleiro?
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A.10 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2013) Dona Ligia tem um terreno
em forma de quadrado. Ela decide dividi-lo em cinco regides, sendo quatro retangulos

(dominds) e um quadrado (monomin@) como ilustrado na Figura A.16 abaixo:

Figura A.16: quadrado coberto um monomino e quatro dominos

Fonte: O Autor

Na Figura A.16 temos que:

e O quadrado do centro tem area igual a 64 m?;
e Os lados maiores dos quatro retangulos tém o0 mesmo comprimento;
e As quatro regides tém o mesmo perimetro;

e Cada lado do retangulo tem o dobro do lado do quadrado.

Determine a area e o perimetro do terreno de Dona Ligia.

A.11 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2011) A Figura A.17 abaixo mostra
um tabuleiro 8 x 8 no qual duas casas foram retiradas (a do canto inferior direito e a
do canto superior esquerdo). E possivel cobrir este tabuleiro com 31 dominés 2 x 1?
Cada domin6 pode ser colocado na horizontal ou na vertical cobrindo exatamente

duas casas.
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Figura A.17: tabuleiro 8 x 8

Fonte: O Autor

A.12 (Adaptada da OBMEP — Banco de Questdes 2011) Considere o tabuleiro 9 x 9

mostrado na Figura A.18 abaixo. As linhas estdo numeradas de 1 a 9.
Figura A.18: tabuleiro 9 x 9

Linhas

9—

8—

7T—

6—
5—
4—

3—

2—

1—

Fonte: O Autor

Colorimos as casas das linhas impares do tabuleiro com as cores azul e
branco, alternadamente, comecando com azul e pintamos as casas das linhas pares

do tabuleiro de cinza e vermelho, alternadamente, comegando com a cor cinza.
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a) Quantas casas foram pintadas com cada cor?
b) Qual € o nimero maximo de pecas da forma da Figura A.19 abaixo que podem

ser colocadas, sem sobreposicao, nesse tabuleiro?

Figura A.19: Z- tetramind

Fonte: O Autor

A.13 (Adaptada da OMM 2016) O diagrama abaixo, Figura A.20 representa um piso
de tamanho 7 m x 7 m formado por azulejos quadrados (monominds) pretos e brancos

de lado de comprimento 1 m. Observe que os cantos tém azulejos brancos.

Figura A.20: piso coberto por monominos

Fonte: O Autor

a) Qual é a area preta deste piso?

b) Se um piso 15 x 21 é preenchido da mesma forma, ainda com cantos brancos,

guantos azulejos pretos serdo necessarios?

A.14 (Adaptada - Tabuleiros) Para que valores de m, n podemos cobrir um tabuleiro

m x n usando apenas pecas L- tetraminds como na Figura A.21 abaixo?
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Figura A.21: pecas L- tetramind

Fonte: O Autor

A.15 (Adaptada — Tabuleiros: Estdnia 1993) Para quais naturais n € possivel cobrir
um retangulo de tamanho 3 x n com pecas mostradas na Figura A.22 abaixo sem
sobreposi¢cao?

Figura A.22: pecas L- trimind e Z- tetramind

Fonte: O Autor
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