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Resumo

Ao nos depararmos com os numeros reais no ensino bdsico, observamos que certos
nimeros sao de mais dificeis manipulacao operacional do que outros. Se levarmos em con-
sideragao as operagoes algébricas bésicas (adigdo e multiplicagdo com inteiros nao nulos e
potenciagdo com expoente inteiro positivo, aplicadas em nimeros reais), a quantidade de
nimeros que as "respeitam”, torna-se ainda menor. Esse detalhe operacional estd intima-
mente ligado a diferenga em grau de complexidade nas demonstracoes da irracionalidade de
certos ntiimeros. Por exemplo, provar a irracionalidade de v/2 é bem menos trabalhoso do
que provar a irracionalidade de 7. Por tras dessa diferenca em complexidade existe uma
magnifica propriedade que a maioria dos niimeros reais possui, a transcendéncia. Isso nos
permite classificar, desde o ensino basico, os niimeros reais em algébricos e transcendentes.
Ou seja, numeros bem comportados em relacao as operagoes algébricas e outros que nao

“respeitam”as leis operacionais algébricas basicas para o qual o nosso mundo foi concebido.

Palavras-chave: Corpos ordenados; Numeros racionais; Niumeros reais; Irracionali-

dade; Nimeros algébricos; Numeros transcendentes; Construgoes geométricas.



Abstract

When we come across the actual numbers in elementary education, we note that cer-
tain numbers are of more difficult operational manipulation than others. If we take into
account the basic algebraic operations (addition and multiplication with nonzero integers
and positive integer exponentiation, applied in real numbers), the number of numbers that
"respect”them becomes even smaller. This operational detail is closely linked to the diffe-
rence in degree of complexity in the demonstrations of the irrationality of certain numbers.
For example, proving the irrationality of v/2 is much less laborious than proving the irrati-
onality of w. Behind this difference in complexity is a magnificent property that most real
numbers have, transcendence. This allows us to classify, from basic education, the real
numbers into algebraic and transcendent ones. That is, well-behaved numbers in relation
to algebraic operations and others that do not "respect”the basic algebraic operating laws

for which our world was conceived.

Keywords: Ordained bodies; Rational numbers; Real numbers; Irrationality; Algebraic

numbers; Transcendent numbers; Geometric constructions.
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Introducao

A histéria da matematica nos relata diversas situacoes onde varias teorias sé puderam
evoluir apds uma rigorosa fundamentacgao tedrica de assuntos considerados base. Dentre
tais assuntos, podemos citar o conjunto dos ntiimeros reais, assunto esse , que ¢ de suma
importancia para estudo da analise matematica.

Diversos matematicos colaboraram para estruturacao e fundamentacao rigorosa dos
nimeros reais, como por exemplo George Cantor e Richard Dedekind. E valido ressal-
tar que esses dois matematicos buscaram promover tal estruturacao de maneiras distintas.
Dedekind desenvolveu o método chamado de ”"cortes de Dedekind”, influenciado pela teo-
ria das proporc¢oes do matematico grego Eudoxo. Enquanto que Cantor buscou definir cada
numero real como uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de nimeros racionais.

No ensino fundamental, a abordagem feita sobre o conjunto dos nimeros reais comeca
no 8° ano, apenas como mais um conjunto numérico, que é obtido pela uniao do conjunto
numeros dos racionais com o conjunto dos nimeros irracionais. No ano seguinte, no 9° ano,
0s numeros reais servem como base para os métodos resolutivos das equacoes do segundo
grau, tornam-se também, peca fundamental para os estudos das funcgoes afins e funcoes
quadraticas.

E importante ressaltar que tais nimeros sao primordiais para os estudos geométricos,
marcando presenca em calculos que envolvem medidas de segmentos, perimetros e areas de
figuras planas tanto no 8° quanto no 9° ano. Nao podemos deixar de frisar outra aplicacao
no 9° ano, em que tais nimeros sao utilizados nos estudos de razoes e proporcoes, e nos
calculos que envolvem as razoes trigonométricas, nesse caso sendo crucial no processo de
racionalizacao.

No ensino médio, os niimeros reais em relacao ao 9° ano do fundamental, além de servir
de base para os estudos de equacoes e funcoes, s6 que agora além auxiliar na revisao dos
assuntos do ensino fundamental, passam a estudar outros tipos de equagoes, como por

exemplo exponenciais e as logaritmicas. Outro assunto que necessita do conhecimento dos
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nimeros reais sao as sequencias numeéricas.

Nas séries seguintes, o 2° ano e o 3° ano, os numeros reais continuam tendo grande
presenca e importancia, como na trigonometria e na geometria, sé que com questoes mais
complexas. Além de serem muito utilizados nos calculos estatisticos, principalmente os que
envolvem meédias, variancias e consequentemente, desvios padroes.

E notével a presenca dos niimeros reais no ensino bésico e no ensino superior tao quanto
sua relevancia no processo de ensino-aprendizagem da matematica, porém, nao vemos um
estudo mais aprofundado sobre certas propriedades, como por exemplo, a irracionalidade,
cuja a abordagem limita-se a exemplificagbes de niimeros irracionais e a defini-los como
algo contrario a racionalidade. Diversos livros didaticos introduzem os nimeros irracionais
através de uma visao geométrica vinculada ao teorema de Pitadgoras. Esse é o caso da raiz
quadrada de dois, que deu origem & crise dos incomensurdveis no mundo grego (podendo
ser aprofundada em [1]). Tais livros diddticos também citam o nimero 7 como resultado
da comparagao entre a circunferéncia e seu diametro, enquanto outros poucos explicam a
origem do numero e, a constante de Euler.

Como podemos observar, o ensino dos nimeros reais no ensino basico resume-se a uma
abordagem calculista e quando se trata de irracionalidade, a abordagem limitando-se a
alguns meros exemplos. A classificacao dos niimeros em racionais e irracionais é limitada,
desde que, analisada por uma ética mais profunda.

Diversos alunos do ensino bésico, e sem exagero nenhum, muitos alunos também do
ensino superior, apds adquirirem conhecimento sobre os nimeros reais, concluem que ra-
cionais e irracionais sao completamente diferentes, que nao possuem nenhuma ligagao ou
semelhancga. Tal pensamento estimulou a questao que norteia nossa proposta de trabalho:
existe elo entre niimeros racionais e nimeros irracionais? Nossa resposta é sim!

Se observarmos outro detalhe, certos ntimeros irracionais que sujeitos as operacoes
algébricas basicas, resultam em numeros racionais, como por exemplo: elevando a raiz
quadrada de dois a segunda poténcia obtemos como resultado o nimero racional 2. Sabe-
mos que tal resultado é de suma importancia para prova da irracionalidade de raiz quadrada
de dois. Seguindo a mesma linha de raciocinio, por que que tal procedimento nao é eficaz
para a demonstracao da irracionalidade do nimero 77

A resposta de tal questao estd ligada a algo mais profundo, a uma caracteristica mais
peculiar de certos numeros reais, a “transcendéncia”. Tal fato, incentivou certos ma-

tematicos a classificarem os niimeros reais de outra forma: em ntmeros algébricos e trans-
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cendentes.

A teoria transcendente dos nimeros teve contribuicao de diversos matematicos mas,
foi gracas o matemadtico francés Joseph Liouvillle (1809-1882) que tal teoria realmente
nasceu. Liouville criou uma propriedade na qual os nimeros transcendentes se adequavam
e consequentemente, apresentou ao mundo o primeiro nimero transcendente, a constante
de Liouville.

O termo numeros transcendentes, foi utilizado por Leonhard Paul Euler (1707-1783),
pois em sua concepgao, esses nimeros transcendem as operacoes algébricas, justamente as
leis onde esse mundo foi concebido. Porém, o termo transcendente ja tinha sido utilizado
por Gottfried W. Leibniz (1646-1716) em seus estudos sobre fungoes transcendentes.

Dentre os vérios colaboradores, destacamos ainda, o matematico francés Charles Her-
mite (1822-1901) que em 1873, provou que e (Numero de Euler) é transcendente. Aproxi-
madamente uma década apds esta célebre constatacao, o alemao Ferdinand von Linde-
mann (1852-1939), influenciado pelos "métodos de Hermite”, publicou uma bela e ”sim-
ples”demonstragao que 7 era transcendente, e consequentemente, que o antigo problema da
quadratura do circulo nao poderia ser resolvido.

Outro importantissimo resultado é atribuido ao grande matemaético russo-germanico
Georg Cantor (1845-1918), que em 1874, provou que quase todo numero é transcendente.
Esta teoria vive um grande paradoxo, apesar de quase todos os nimeros serem transcen-
dentes, demonstrar a transcendéncia de um numero é, em geral, uma tarefa tao complicada
(MARQUES 2013), justamente por causa da nao “obediéncia”’as operagoes algébricas por
partes desses niimeros.

Dando continuidade, o matematico soviético Alexander O. Gelfond (1906 -1968), em
1934, e o matemético alemao Theodor Schneider (1911-1988), em 1935, resolveram inde-
pendentemente o famoso 7° problema de Hilbert proposto em 1900 sobre a transcendéncia
de nimeros com o “O teorema de Gelfond-Schneider” (como ficou conhecido), definiu
a natureza algébrica da potenciacao de nimeros, estabelecendo uma larga classe de niimeros
transcendentes.

Nao podemos esquecer do grande matematico inglés falecido recentemente, Alan Ba-
ker (1939 -2018) que recebeu a Medalha Fields em 1970, devido a suas pesquisas sobre
formas logaritmicas. Sendo um dos resultados mais relevantes do dltimos anos, na teoria
transcendente.

O capitulo inicial, revisara certos conceitos e definicoes matematicas “basicas”, como
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por exemplo: corpos, corpos ordenados, corpo dos racionais, nimeros irracionais, chegando
ao corpo ordenado completo dos reais.

No capitulo seguinte, o capitulo 2, serao citados alguns niimeros irracionais e suas respec-
tivas demonstracoes de irracionalidade. Demonstragoes essas, que possuem uma roupagem
mais “acessivel”a todos os interessados em tal leitura.

Jé o capitulo 3, apresentara as principais defini¢oes e propriedades dos niimeros algébricos
e dos numeros transcendentes, permitindo-nos expor outra classificacao dos niimeros reais.

Dando continuidade, o capitulo 4 estd destinado ao inicio da teoria transcendente, a
teoria de Liouville e a apresentacao do primeiro nimero comprovadamente transcendente,
a constante de Liouville.

O pentltimo capitulo, o capitulo 5, retratara de resultados importantissimos na teoria
transcendente, como por exemplos: o teorema de Hermite-Lindemann, teorema de Gelfond-
Schneider, o teorema de Baker e a fantastica conjectura de Schanuel.

A 1ltima parte deste trabalho, o capitulo 6, fard a conexao entre geometria e os niimeros
transcendentes, especificamente, a impossibilidade da quadradura do circulo com apenas
régua (sem marcagoes) e compasso.

O objetivo geral deste trabalho é apresentar os principais conceitos e propriedades dos
nimeros algébricos e dos niimeros transcendentes. Mas para alcancarmos tal objetivo deve-
mos gradativamente seguir os seguintes objetivos especificos: apresentar a estrutura do corpo
dos nimeros racionais e do corpo dos ntimeros reais, ampliar o conceito de irracionalidade,
definir o corpo dos ntimeros algébricos e suas propriedades, definir e exemplificar os niimeros
transcendentes, presentar alguns dos principais resultados sobre niimeros transcendentes e
utilizar a teoria dos nimeros algébricos e transcendentes nas construgoes geométricas com
régua e compasso.

Por fim, a proposta deste trabalho é enriquecer o conhecimento do professor do ensino
béasico a respeito de um dos assuntos mais relevantes da matematica: os nimeros reais,
aprimorando o conceito de irracionalidade, trabalhando com as operagoes algébricas bésicas

e consequentemente, apresentando outra classificacao para os niimeros reais.
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Capitulo 1

Corpos

Neste capitulo, tendo como referéncias [10] e [12], recordaremos a definigdo de uma
das estruturas algébricas mais importantes da matematica: os corpos. Citaremos suas

propriedades e apresentaremos alguns dos principais exemplos desse tipo de estrutura.

1.1 Corpos

Um corpo é um conjunto K # (), munido de duas operacoes, chamadas adi¢cio e multi-
plicacao, que satisfazem certas condicoes, chamadas aziomas de corpo, abaixo especificadas.
A adicao faz corresponder a cada par de elementos x,y € K sua soma x +y € K.
enquanto a multiplicagao associa a esses elementos o seu produto x -y € K. Os axiomas de

COTpo Sa0 0s seguintes:

Axiomas da adicdo

Al. Associatividade - quaisquer que sejam x,y,z € K, tem-se (x +y) + 2z =z + (y + 2).
A2. Comutatividade - quaisquer que sejam x,y,z € K, tem-se x +y =y + .

A3. Elemento neutro - existe 0 € K tal que x + 0 = z, seja qual for x € K. O elemento 0
chama-se zero.

A4. Simétrico - todo elemento x € K possui um simétrico z € K tal que z 4 (—z) = 0.
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Axiomas da multiplicacao

M1. Associatividade - dados quaisquer z, y, z em K, tem-se (z-y)-z=x - (y- 2).

M2. Comutatividade - sejam quais forem z,y € K, valez -y =1y - x.

M3. Elemento neutro - existe 1 € K tal que 1 # 0 e -1 = z, qualquer que seja x € K. O

elemento 1 chama-se um.

M4. Inverso Multiplicativo - todo x # 0 em K possui um inverso x =1, tal que z -z~ ! = 1.
Por fim, as operacoes de adicao e multiplicagao num corpo K acham-se relacionadas por

um axioma, com o qual fica completa a defini¢ao de corpo.

Axioma da distributividade.

D1.Dados x, y, z quaisquer, em K, tem-se z - (y +2) =2 -y + x - 2.

Da comutatividade, segue-se que
O+z=2e —x+2=0

A soma z + (—y) serd indicada com a notacao x — y é chamada a diferen¢a entre x e y.
A operagao (z,y) — x — y chama-se subtrag¢ao.

O elemento neutro da adigao sera chamado de zero e denotaremos por 0. Ou seja, se
x4+ 60 = x (para algum x € K e algum 0 € K) entdo 0 = z — z, ou seja, § = 0. Resulta
também que todo x € K tem somente um simétrico: se x +y = 0, entao, y = 0 — z, ou seja,
y = —x. Também temos —(—z) = z, ja que (—z) +x = 0.

Finalmente, vale a lei do corte: z + 2z = y 4+ 2 = = = y. Concluimos assim que as regras
usuais relativas a adi¢ao e subtragao decorrem dos quatro axiomas acima e sao, portanto,
validas em qualquer corpo.

Por comutatividade, segue-se que -1 =1-2 = 2 paratodo v € K, e que x - 27! =
27t 2 =1 para todo z # 0 em K.

Consequentemente, valem propriedades analogas as que foram acima demonstradas para
adicao.

x
Dados z e y em K, com y # 0, escreve-se também — em vez de z -y~ !. A operacao
Y

x x
(x,y) — —, definida para = qualquer e y # 0 em K, chama-se divisio e o resultado — é o

) )
quociente de x por y.

x
Sey # 0, tem-se — = z < x = y- 2. Dai se deduz a utilissima lei do corte: Sex-z =y-z

e z# 0, entao x = y. (E importante ter em mente que x -z = y - z s6 implica x = y quando
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se sabe, a priori que z # 0.) Se x -y = x para todo x € K entdo, tomando = 1 obtemos
y = 1. Isto prova a unicidade do 1. Sabendo-se apenas que z -y = x para um certo x, ha
duas possibilidades: se z # 0 entao y = 1, pela lei do corte. Se, porém, x = 0 entao y pode
ser qualquer pois, 0 -y = 0 para todo y € K. Finalmente, se x - y = 1 entao, como veremos
abaixo, z # 0 e y # 0 e (multiplicando por x™!) concluimos y = x~!. Isto prova a unicidade
do elemento inverso.

Por comutatividade, tem-se também (z +y)-z=x-2+4+y- 2.

De D1 temos que z - 0 = 0 para todo z € K. Com efeito,
r-0+z=2-0+2-1=2(0+1)=2x-1=u2, donde xz-0=0.

Por outro lado, dados z,y € K com x -y = 0, segue-se que x = 0 ou y = 0. Com efeito, se
forz-y=0ex #0, entdo obtemos x -y = x - 0 e, por corte, y = 0. Assim, num corpo K,
tem-se x -y # 0 sempre que os dois fatores x e y forem ambos diferentes de zero.

No axioma da distributividade estd a explicacao da “regras dos sinais”da Algebra Ele-
mentar: (—x)-y=x-(—y) = —(x-y) e (—z) - (—y) = z-y. De fato, em primeiro lugar
temos (—x)-y+az-y=(—r+2z)-y=0-y =0, donde (—z) -y = —(x - y). Analogamente,
z-(=y) = —(z-y). Logo (=x) - (=y) = —[z- (=y)] = =[—(z-y)] = - y. Em particular,
(=1)-(-1)=1.

FExemplos de corpos.

Exemplo 1. O conjunto @ dos niimeros racionais, com as operagoes

PP
q ¢

qq

p v _ i1
q q qq’
(Lembremos a igualdade: g = ]ql: & pq = p'q.) O simétrico de g é —g. O zero é 5 seja
qual for ¢ # 0. O inverso do nimero racional P #0é 4

Exemplo 2. O corpo Z, = {0, 1}, formadqo apena]s9 por dois elementos distintos 0 e 1,
com as operacoes 0 +1=14+0=1,0+-0=1+1=0,0-0=0-1=1-0=0e1-1=1.
Aqui, o simétrico da cada elemento é ele préprio (e o inverso também).

Exemplo 3. O corpo Q(i), cujos elementos sao os pares ordenados z = (z,y) de
nimeros racionais. (Ou seja, como conjunto, Q(i) = Q x Q.) As operagoes sao definidas
assim: (z,y) + (2,y) = (z+ 2,y + V) e (z,y) - (2,y) = (v’ —yy', 2"y + xy). O zero é o
elemento (0,0) e a unidade é o elemento (1,0). Escrevendo x para representar o par (z,0)
e usando a notagao i = (0, 1), observamos que cada elemento z = (z,y) = (x,0) + (0,y)

pode escrever-se como z = x + iy e que as operacoes acima foram definidas de modo que
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os “numeros complexos”da forma z = x + iy se somem e multipliquem da maneira usual,
com cuidado de notar que 2 = —1. Q(i) chama-se corpo dos nimeros complezos racionais.

A verificagdo dos axiomas fica a cargo do leitor. Por exemplo, dado z = (z,y) # 0, tem-se

271 = a: —Y
x2 + y2’ 1'2 + y2 :
p(t)

Exemplo 4. O conjunto Q(t), das fungoes racionais r(t) = m, onde p e g sao po-
q

linémios com coeficientes racionais, sendo ¢ nao identicamente nulo. Se u(t) é também nao
plt)  plt)- ult
qt)  q(t) - u(t)

Para encerrar estas consideragoes gerais sobre corpos, observemos um fato util. Num

identicamente nulo, tem-se

corpo K, 2> = y?> = o = +y. Com efeito 2> =y = 22— 2 = 0= (v +y)(z —y) =0 =

x+1y=0oux—1y=0. No primeiro caso, x = —y e, no segundo, x = y.

1.2 Corpos ordenados

Um corpo ordenado é um corpo K, tal que existe um subconjunto P no qual as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

P1. A soma e o produto de elementos positivos'sao positivos. Ou seja, z,y € P =
r+yePex-yeP.

P2. Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: ou z = 0, ou
re€ Pou—xeP.

O conjunto P satisfazendo P1 e P2 é chamado de conjunto dos elementos positivos de
K.

Assim, se indicarmos com —P o conjunto dos elementos —z, onde x € P e {0} dois a
dois disjuntos. Os elementos de —P chamam-se negativos.

Num corpo ordenado, se a # 0 entdo a?> € P. Com efeito, sendo a # 0, ou a € P ou
—a € P. No primeiro caso, a*> = a-a € P. No segundo caso a* = (—a) - (—a) € P. Em
particular, num corpo ordenado 1 = 1-1 é sempre positivo. Segue-se que —1 € —P. Em
particular, num corpo ordenado, —1 nao ¢ quadrado de elemento algum.

Exemplo 5. (Q,+,) é um corpo ordenado, no qual o conjunto P é formado pelos
nimeros racionais b tais que p - ¢ € IN. (intuitivamente, isto significa que os inteiros p e ¢
tém “o mesmo sinal”).

(1)

Exemplo 6. O corpo Q(t) pode ser ordenado chamando-se uma fracao r(t) = a0
q

positiva quando, no polinomio pg, o coeficiente do termo de mais alto grau for positivo. O

'ntuitivamente, um elemento ou nimero é dito positivo quando é maior do que zero.
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conjunto P das fracoes positivas segundo esta definicao cumpre as condicoes P1 e P2. Com
/

efeito, dadas as fracoes positivas r = P er = ]i/, os coeficientes dos termos de graus mais
elevados em pq e em p'q’ sdo > 0. Elgl r—+r, Z produto do numerador pelo denominador
¢ o polinomio pq(q')? + p'q’ - ¢*, cujo termo de mais alto grau deve ter coeficiente positivo.
Logo, a soma de duas fragoes ”positivas”é positiva. As demais afirmacoes se verificam sem
dificuldade.

Exemplo 7. O corpo Z, nao pode ser ordenado pois 1 + 1 = 0 enquanto num corpo
ordenado 1 deve ser positivo e a soma 1 4+ 1, de dois elementos positivos deveria ainda
ser positiva. Também o corpo Q(i), dos niimeros complexos racionais, ndo comporta uma
ordenacao compativel com suas operagoes pois o quadrado do elemento ¢ = (0,1) é igual a
—1.

Num corpo ordenado K, escreveremos x < y, e diremos que x é o menor do que y, para
significar que y — x € P, ou seja, que y = = + 2z, onde z € P. Nas mesmas circunstancias,
escreve-se também y > x e diz-se que y € maior do que .

Em particular x > 0 significa que = € P, isto é, que x é positivo, enquanto x < 0 quer
dizer que x é negativo, isto é, que (—z) € P. Sex € P e y € (—P) tem-se sempre = > y.

A relacao de ordem x < y num corpo ordenado K goza das propriedades seguintes:

O1. Transitividade: se x <y ey < z entao x < z.

02. Tricotomia: dados, x,y € K, ocorre exatamente uma das alternativas seguintes: ou
r=y,ouzxr <y,ouzxs>y.

03. Monotonicidade da adi¢ao: se x < y entao, para todo z € K, tem-se x + 2z < y + 2.
0O4. Monotonicidade da multiplicacdo: se x < y entao, para todo z > 0, tem-se xz < yz.
Se, porém, tivermos z < 0, entao x < y implica xz > yz.

Demonstremos estas propriedades:

O1. Dizer x < y e y < z significa afirmar que y —x € P e z —y € P. Por P1 concluimos
que (z —y)(y — x) € P, ou seja, z — x € P, o que significa z < z.

02. Dados z,y € K,ouy—x € P,ouy—x=0,ouy—x € —P (isto é, z —y € P). No
primeiro caso tem-se x < y, no segundo x = y e no terceiro x > y. Estas possibilidades se
excluem mutuamente, por P2.

03.Sex<yez>0entdaoy—x € P,donde (y+2) — (x+2) =y —x € P. Isso significa
que r +z <y + z.

O4. Sex<yez>0entioy—xr € Pez€ P. Logo (y—z)-z€ P,istoé,y-z—x-z € P,

o que significa z -z < y - 2.Se, porém, r < ye z < 0, entao y —x € P e —z € P, donde
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(y—x)-(—2z) € P,istoé, x-z—y-z € P, o quesignificay-z < x- 2.

Em particular, num corpo ordenado K, x < y é equivalentemente a —y < —z. Basta
multiplicar ambos os membros de qualquer uma adicao destas desigualdades por —1.

Segue-se de Ol ¢ O3 que z < y e 2’ < ¢/ implica x + 2’ < y + v/, ou seja, podem-se
somar duas desigualdades, membro a membro. Com efeito, por O3, x <y = x+2' <y+y
ex' <y =y+a2 <y+y. Por Ol, concluimos = + 2’ <y + ¥

Analogamente, de O1 e O4 segue-se que 0 < z < y e 0 < 2’ < ¢/ implicam zz' < yy/,
isto é, podem-se multiplicar membro a membro duas desigualdades formadas por elementos
positivos.

Num corpo ordenado K, o produto de um elemento z > 0 por um elemento y < 0 da
um elemento zy < 0. (Basta observar que z(—y) = —(z - y) ou entdo ambos os membros

1

de y < 0 por x.) Como 1 > 0, concluimos de z - 7! =1 que se z > 0 deve ser x7! > 0

também. Assim, o inverso de um elemento positivo é positivo. Segue-se que x > 0 ey > 0
. . x
implica — > 0.
. . - 1 1 z—y
Se © < y e ambos sao positivos, entao y~ < x~". Basta observar que — — — = .

y Y
Num corpo ordenado K, escreve-se x < y para significar que x < y ou x = y. Lé-se:

“r é menor do que ou igual a y”. Nas mesmas circunstancias, escreve-se y > z. Isto quer
dizer, evidentemente, que y — 2 € P U {0}. Os elementos do conjunto P U {0} chamam-se
nao-negalivos e sao caracterizados pela relagao z > 0.

Tem-se, evidentemente, x < x para todo =z € K.

Dados x,y € K, tem-se x = y se, e somente se, t < yey < . E muito frequente, em
Analise, provar-se que dois niimeros x e y sao iguais mostrando-se primeiro que = < y e,
depois, que y < x.

Com excegao de O2 (tricotomia), que é substituida pelas propriedades z < z (reflexi-
dade) e x <y, y < x & x = y (anti-simetria), todas as propriedades acima demonstradas
para a relacao x < y transferem-se para x < y.

Num corpo ordenado K, como 1 >0, temos 1 <1+1<1+1+41 < ... e o subconjunto
de K formado por estes elementos é, portanto, infinito. Mais precisamente, vamos mostrar
como se pode considerar o conjunto IN, dos niimeros naturais, naturalmente imerso em K.

Temporariamente, indiquemos com o simbolo 1’ o elemento unidade do corpo ordenado
K. Definamos uma funcdo f : N — K pondo f(1) =1, f(2) = 1+ 1’, etc. A maneira
correta de definir f ¢é por indugao: f(1) = 1" e f(m +1) = f(m) + 1'. Por indugao,

verifica-se que f(m +n) = f(m) + f(n) e que (como todos os valores f(n) sao positivos)
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m < p= f(m) < f(p). Assim, a fungado f : N — K define uma bijecado do conjunto IN
dos nimeros naturais sobre um subconjunto IN" = f(IN), formado pelos elementos 1/, 1/ + 1/,
1"+ 1"+ 1/, etc. Costuma-se identificar IN com IN e considerar os niimeros naturais contidos
em K. Isto é o que faremos. Temos IN C K e voltamos a escrever 1, em vez de 1’.

Em particular, todo corpo ordenado é infinito e tem “caracteristica zero”, isto é 1+ 1+
... + 1 # 0 sempre.

Dado um corpo ordenado K e considerando IN C K, como estamos fazendo, os simétricos
(—n) dos elementos n € IN e mais o zero (0 € K) constituem um grupo abeliano, que se
identifica com o grupo Z dos inteiros. Assim, temos N C Z C K.

Mais ainda, dados m,n € Z, com n # 0, existe o inverso n~! € K. Podemos, portanto,

. : ,.m
nos referir ao conjunto formado por todos os elementos m -n™ = — € K, onde m,n € e

n # 0. Este conjunto é um subcorpo de K (isto é, as operagoes denK, quando aplicadas a
elementos deste conjunto dao resultados ainda no conjunto). Trata-se do menor subcorpo
de K. Com sucessivas de 1, todo subcorpo de k deve conter em Z, deve conter o conjunto
das fracoes %, m,n € Z, n # 0. Evidentemente, este menor subcorpo de k identifica-se ao
corpo @ dos niimeros racionais.

Concluimos assim que, dado um corpo ordenado &, podemos considerar, de modo natu-
ral, as inclusdes N C Z C Q C K. Por exemplo, o corpo Q(t) contém as fragoes do tipo ‘2—9,

q
onde p e g sao polinomios constantes, inteiros, com ¢ # 0. estas fragoes formam o corpo Q

e tem-se Q C Q(1).
Exemplo 8. Desigualdade Bernoulli. Em todo corpo ordenado K,sen € Nex > —1,

vale:

l1+z)">14+n-z

deduz-se

+x = (l4+z)"-(14x) =2 (14nz)(l+x) = l4+nzr+xr+nz” = 1+(n+1)x4+n-2” = 1+(n+1)x
14+2)"" = (142)"(1 > (1 1 1 2=1 1 2> 1

A desigualdade anterior pode ser demonstrada pelo principio da inducao finita. Tal
demonstracao pode ser vista na referéncia [2].

Teorema 1. Num corpo K, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) N C K éilimitado superiormente;

(i1) dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n - a > b;
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1
(iii) dado qualquer a >0 em K, ezxiste n € N tal que 0 < — < a.
n

Demonstracao: (i) = (ii). Como N ¢ ilimitado, dados a > 0 e b em K, existe n € IN
b

tal que — < m e, portanto, b < a - n. Para provar que (ii) = (iii), dado a > 0, existe, em
a

1
virtude de (i), um n € IN tal que n-a > 1. Entdo 0 < — < a. Finalmente, mostremos
n

que (iii) = (i). Dado qualquer b > 0 existe, por (iii) um n € N tal que % < %, ou seja,
n > b. Assim, nenhum elemento > 0 em k pode ser cota superior de IN. Evidentemente, um
elemento < 0 também nao pode. Logo N ¢ ilimitado superiormente.

Definicao 1. Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando nele é valida
qualquer das trés condicoes equivalentes citadas no Teorema anterior.

Assim, o corpo @ dos numeros racionais é arquimediano, enquanto o corpo Q(t) das

fungoes racionais, com a ordem introduzida no Exemplo 6, é nao-arquimediano.

1.3 R é um corpo ordenado completo

Nada do que foi dito até pode distinguir R de @ pois os nimeros racionais também
constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora nossa caracterizacao de R, descrevendo-
o como um corpo ordenado completo, propriedade que @ nao tem.

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum b € R tal que
x < b para todo z € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de X. Analogamente,
diz-se que o conjunto X C R é limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < x
para todo z € X. Neste caso diz-se que a é entao uma cota inferior de X. Se X é limitado
superior e inferiormente, diz-se que X é um conjunto limitado. Isto significa que X estd
contido em algum intervalo.

Seja X C R limitado superiormente e nao-vazio. Um nimero b € R chama-se supremo
do conjunto X se é a menor das cotas superiores de X. Mais explicitamente, b é o supremo
de X quando cumpre as duas condicoes:

S1. Para todo x € X, tem-se x < b;
S2. Se c € R é tal que x < ¢ para todo = € X entao b < c.
A condigao S2 admite a seguinte reformulagao:
S2’. Se ¢ < b entao existe z € X com ¢ < .
Com efeito, S2’ diz que nenhum numero real menor do que b pode ser cota superior de

X. As vezes se exprime S2 assim: para todo € > 0 existe x € X tal que b — e < x.
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Escrevemos b = sup X para indicar que b é o supremo do conjunto X.

Analogamente, se X C R é um conjunto nao-vazio, ilimitado inferiormente, um nimero
real a chama-se o infimo do conjunto X, e escreve-se a = inf X, se é a maior das cotas
inferiores de X. Isto equivale as duas afirmacoes:

I1. Para todo z € X tem-se a < x;
12. Se ¢ < x para todo z € X entao ¢ < a.

A condicao 12 pode também ser formulada assim:
12°. Se a < ¢ entao existe x € X tal que x < c.

De fato, 12’ diz que nenhum nimero maior do que a é cota inferior de X. Equivalente-
mente: para todo € > 0 existe x € X tal que x < a + e.

Diz-se que um nimero b € X é o maior elemento (ou elemento mdzximo) do conjunto X
quando b > x para todo x € X. Isto quer dizer que b é uma cota superior de X, pertencente
a X. Por exemplo, b é o elemento méximo do intervalo fechado [a, b] mas o intervalo [a, b)
nao possui maior elemento. Evidentemente, se um conjunto X possui elemento maximo
este sera supremo. A noc¢ao de supremo serve precisamente para substituir a ideia de maior
elemento de um conjunto quando esse maior elemento nao existe. O supremo do conjunto
[a,b) é b. Consideragoes inteiramente andlogas podem ser feitas em relagdo ao infimo.

A afirmacao de que o corpo ordenado R é completo significa que todo conjunto nao-vazio,
limitado superiormente, X € R possui supremo b = sup X € R.

Exemplo 9. Vejamos agora outro exemplo de um conjunto limitado superiormente
num corpo ordenado K, o qual nao possui supremo em K. Para isso, tomemos um corpo
nao-arquimediano K. O conjunto N C K ¢ limitado superiormente. Se b € K é uma cota
superior de IN entao n + 1 < b para todo n € IN. Segue-se que n < b — 1 qualquer qualquer
que seja n € IN. Em outras palavras, se b € K for uma cota superior de IN, b — 1 também
o serd. Como b — 1 < b, segue-se que, num corpo nao-arquimediano K, o conjunto IN dos
niumeros naturais ¢ limitado superiormente mas nao existe sup N em K.

Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo subconjunto nao-vazio, limitado
superiormente, X C K, possui supremo em K.

Resulta da definicao que, num corpo ordenado completo, todo conjunto nao-vazio, limi-
tado inferiormente, Y C K, possui um infimo. Com efeito, dado Y, seja X = —Y, isto é,
X ={—y;y € Y}. Entdo X é ndo-vazio e limitado superiormente; logo existe a = sup X.
Como se vé facilmente, tem-se —a = inf Y.

Segue-se do exemplo anterior que todo corpo ordenado completo € arquimediano.
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Adotaremos, a partir de agora, o axioma fundamental da Andlise Matematica.

Axioma. FErxiste um corpo ordenado completo, R, chamado corpo dos nimeros reais.

Passaremos a examinar agora algumas propriedades dos numeros reais que resultam
imediatamente da definicao de R como um corpo ordenado completo.

Voltamos a enfatizar que, em todo o restante deste livro, as unicas propriedades dos
numeros reais que usaremos sao aquelas que decorrem de ser R um corpo ordenado completo.
Isto inclui, evidentemente, as proposi¢oes demonstradas no inicio deste capitulo sobre corpos
e corpos ordenados em geral.

Existe em R um ndimero positivo a tal que a* = 2 ( a existéncia pode ser comprovada

[©N

pelo teorema dos intervalos encaixantes, disponivel em [6], pp. 19-21). Este ntimero
representado pelo simbolo v/2. E claro que s6 existe um numero positivo cujo quadrado é
2,poisa*=0=2=0=a>-0"=(a—b)(a+b) = a+b=0o0ua—>b=0. No primeiro
caso, a = —b (logo nao podem ser a e b ambos positivos) e no segundo a = b. Pelo Lema de
Pitagoras, v/2 nao é um nimero racional.

Aos elementos do conjunto R — @, isto é, aos nimeros reais que nao sao racionais,

chamaremos numeros irracionais. Assim, v/2 é um ndmero irracional.
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Capitulo 2

Um Pouco Sobre Irracionalidade

Apresentaremos neste préximo capitulo, o principio da boa ordenagao (P.B.O) e o
Principio fundamental da teoria dos numeros, resultados esses que exercerao papel fun-
damental nas provas sobre a irracionalidade de certos niimeros.

Dentre tais provas, comprovaremos a irracionalidade de v/2 e caso mais geral , V/p.onde
p é um numero primo qualquer, e as ”confrontaremos” (no sentido de complexidade), com

as provas da irracionalidade do nimero e (numero de Euler) e do nidmero .

2.1 Um Resultado Fundamental

Um dos principais fatos nos fundamentos de matemaética é o conhecido Principio da Boa
Ordenacao (ou da boa ordem). Apesar de parecer ébvio em certo sentido, é extremamente

poderoso. Recordemos seu enunciado Principio da Boa Ordenacao. Todo subconjunto

nao vazio A de nimeros naturais possut um elemento minimo, isto €, existe ng € A, tal que

ng < n para todon € A.

O PBO, como é conhecido, nao é valido para os inteiros e muito menos para os racionais.

Assim, de algum modo, o PBO captura algo especial sobre os nimeros naturais.

Principio Fundamental da Teoria dos Niumeros. Dado m € 7, nao existe n € Z tal
que m <n <m+ 1.

Demonstra¢ao. Como m < n < m + 1 se e somente se 0 < n —m < 1, entao basta-nos
mostrar que nao existe nimero natural entre 0 e 1 (observe que n — m ¢ inteiro positivo).

Para mostrar este tltimo fato, supondo o contrério, temos que o conjunto A = {n € N :
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0 < n < 1} é ndo vazio. Portanto, pelo Principio da Boa Ordenagao, existe ng € A minimo.
Assim 0 < ng < 1, e, multiplicando essa desigualdade por ng, obtemos 0 < n2 < ny < 1,

logo n3 € A, contrariando a minimalidade de ny.

2.2 Irracionalidade de /2

O niimero v/2 tem uma histéria muito rica. Sua definicio vem da geometria (a medida
da hipotenusa de um tridngulo retangulo com catetos de comprimento 1) e da &lgebra
(um numero real positivo z, tal que z - x = 2). A demonstragao de sua irracionalidade
é frequentemente atribuida a Hippasus de Metapontum (500 a.C.), que pertencia a escola
pitagérica. Reza a lenda, que tal demonstracao teria lhe custado a vida, pois na época os
gregos nao acreditavam na existéncia de nimeros incomensurdveis. Abaixo, o nimero v/2

com 30 casas decimais e sua escrita como uma série e um produto infinito

o V2 = 1,41421356237309504880168872421...

= g1 (2n = 3)N1
* \/5:;(_1) ( (2n)!!)

2= (13) (52) (31) -

onde m!! é o fatorial duplo de m.

Nesta secao aprestaremos duas demonstracoes de que /2 é irracional. Sao baseadas na
6tima referéncia [13] e podem, em geral, ser aplicadas na demonstragao da irracionalidade

de y/n, quando n nao é quadrado perfeito.

2.2.1 Fracoes irredutiveis

Suponha que v2 = }—;. Se d=mdc(p,q), entdo 5 e 2 sdao primos entre si. Portanto
podemos supor, sem perda de generalidade, que § é Irredutivel, isto é, mdc(p,q) = 1.

Por um simples célculo Algébrico, temos 2¢> = p?. A partir desse ponto faremos as duas

demonstragoes:

1. Logo p? é par implicando p = 2k, para algum k € Z. Assim, ¢> = 2k* e consequen-
temente ¢ também é par. Dai, mdc(p,q) > 2, contrariando a coprimalidade de p e

q.
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2. Logo ¢* | p* e como mdc(p,q) = 1, entao ¢*> =mdc(p?, ¢*>) = 1. Nesse caso, 2 = p* €

{1,4,9, ...}, o que é impossivel.

2.3 Irracionalidade de \/]3

Vamos supor que a raiz quadrada de um primo p é um numero racional e pode ser
escrita como uma fracao com numerador a e denominador b, ambos primos entre si; ou seja,

a fracao é irredutivel. Como segue:
a
VP = b

Elevamos os dois membros ao quadrado.

Analisando esta ultima equacao, observamos a direita da igualdade, temos um nimero
inteiro com quantidade par de fatores primo p. Enquanto que o lado esquerdo da igualdade
nos mostra que o mesmo numero inteiro possui quantidade impar de fatores primos p. Esse
fato contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética.

Portanto, a raiz quadrada de um primo p, € irracional.

2.4 Irracionalidade de ¢

Apresentaremos a seguir as demonstragoes tanto da existéncia quanto a da irracionali-
dade do ntmero e. Numero esse, presente em diversas situagoes do nosso cotidiano, como
por exemplo: no calculo dos juros continuos, no fenéomeno de desintegracao radioativa, no
crescimento bacteriano e na datacao feita pelo teste do carbono 14.

O primeiro a demonstrar a irracionalidade de e foi o grande matemaético suico L. Euler,
utilizando fragoes continuas. A demonstragao que apresentaremos esta presente na referéncia
[17], e é de autoria de outro brilhante matemaético, o francés Joseph Fourier, que utilizou o

método de truncamento de séries.
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2.4.1 Existéncia do Numero e

1 n
Teorema 1. O lim <1 + —) existe e esta compreendida entre 2 e 3.
n—oo n

1 n
Demonstracao. Vamos provar que o lim (1 + —) existe.
n—oo n
1 n
Seja u = (1 + —)
n
Qualquer que seja n inteiro positivo, (u,) é uma poténcia de base positiva, portanto,
também positiva. Vamos mostrar que (uy,) é crescente, desenvolvendo o termo geral segundo
a formula do binémio de Newton:
1 nn-1)1 nn—1)(n—2)..2.1 1

a=ldn- A2 -
v + nn + 21 n? Tt n! nn

1 1nn-1) 1nn-1)(n-2) 1 nn—1)(n—-2)..2.1
un_1+ﬂ+5T+§ 3 +...+—'

ou ainda

1 1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
Up=ltot (11— =)= (1= (1= )= (1) (1=2) ... (1-
1! 2l n 3! n n n! n n n

temos entao:

>1—i—1—i-1 1 ! —i—l 1 1 1 2 +
tn 12 n—1) " 3 n—1 n—1) "
1 1 2 n—2
. 1— 1— L (1— =,
+(n—1)!< n—l)( n—l) ( n—l) o=t

Conclui-se que u, > u,_; para n inteiro e positivo qualquer. Logo a sucessao u, ¢

crescente.

Demonstraremos agora que a sucessao de termo geral u, ¢ limitada superiormente.

TNER R S S
u, = — — 4 — 4+ ..+ —
n 1! 2l n!

e como n! > 2"~! para n > 3 inteiro, temos:

11 1
n<1TH14=+—=+. —1+2-
Un STH14+o4 St oty =14+2—

<3

que prova ser 3 maior que qualquer sucessao e, portanto, esta é limitadamente superiormente.
~ ~ n
Entao a sucessao de termo geral u,, = (1 + l) <3
n

Sabemos que u, < 3 para todo n inteiro e positivo, portanto

. "
lim (1 + —) <3
n—oo n
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1\" 1
=14+ — >14+—=2
n 1!

~ : , . "
Definicao 1. Definimos o niimero e como sendo o lim (1 + —> .
n—oo n

2.4.2 O Numero ¢ é Irracional

Para mostrar a irracionalidade de e fazemos uso de uma interessante caracterizagao
deste, objeto do proximo Lema.

LEMA 1.

11 1
=1+ttt o+ (2.1)

Demonstracao. Toda funcao de classe C™'pode ser escrita como um polinomio de Taylor:

/$0 " Zo ) (n) Zo .
£o) = Flao) + LU0 0 ) 4 LN (o e T ey
ou o,
£o) = flao) + 3 T e

No caso particular de f(z) = €*, em torno da origem (ou seja zo = 0), temos:

f'(0 f0) (0
1!)(x)+ 2(!)(x)+...+ n'()

f(z) = f(0)+ (™) + ... (2.2)

Sabe-se que f(™(z) = e VYn € 1,2,..., ou seja, f'(x) = €%, f"(z) = e*, f"(x) = e e
assim por diante.

Em particular para zo = 0 tem-se f™(0) =e’ =1V € 1,2,3, ...

Note ainda que f(0) = ¢ = 1.

Da observacao acima e de (2.2), segue que e* = 1 —|— T + 2—? + z—? + ...+ _n + ..
Teorema 1. O numero e é irracional
Demonstracao. E demonstrado no Lema anterior que:
1 1 1 1
6_1+1|+2|+3|+ + -I— (2.3)

. , . . , . p
Suponha que e seja um numero racional, isto é, e pode ser escrito da forma = com
q

p,q € 7. Suponha ainda que b seja a forma irredutivel, isto é, (p,q) = 1. Da relagao
q

'Uma funcio f é chamada de classe C™, quando se pode derivar f tantas vezes quantas se deseje, em
todos os pontos do seu dominio. (Aos interessados em aprofundar os conhecimentos sobre classes de fungoes,

derivadas de ordem superior e polinémio de Taylor, recomendamos a referéncia [10], capitulo 9.)
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(2.3), segue que:

p 1 1
2 4= - =
(et g) et
0<? (1+1+1+1+ +1) ! ! N
q 1 20 3! q! (g+1) (¢+2)

=1
2 i (2.4)

mas observe que,

(+2)!  (g+2)(g+1)q!
1 1
(g+3)!  (¢g+3)(g+2)(g+ 1)

assim,

— 1
2 i

1 1 1
G+ (a2 (g+3)

1/ 1 |
q! ((q+1) i (Q+2)(q+1))
1 ( Lot 1 ) b (2.5)

¢ \(¢g+1) (¢+2)* (¢g+1)°

+ .=

+
IN

pois
(¢+1)<(q+2)<(g+3)<..=

< ! < 1 < 1
(¢+3) (¢+2) (¢+1)

logo
° 1 _ 1 1
(g+2)(g+1)  (¢+1)(g+1) (¢+1)%
1 1 1
G+3)@+D@+D @+ D@+ DD g+ 1*

e assim sucessivamente...

Agora, note que

(1 P S +)
(¢+1) (¢+1)?* (¢g+1)3

é a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita

( 1 1 1 )
(¢+1) (g+1)¥ (g+1)3" "
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1 1
cujo primeiro termo é ( > e a razao ¢ (—) Logo essa soma ¢ igual a
(¢+1) (¢+1)

1
(g+1

1 (g+1) 1

)
1 ) (g+1) ¢ ¢

1‘(<q+1>

ou seja,

(2.6)

| =

1 1 1
+ + + . =
((q+1) (¢+1)?  (¢+1)° )
substituindo (2.6) em (2.5) segue que

substituindo (2.7) em (2.4),

p 11 1\ 1
O0<=—11 — — — | < =
g ('+u+m+ +¢> .

o<q(Po1- L4l Y1y
¢ q 20 7 ¢! q

Observe que o segundo termo da esquerda para a direita da desigualdade acima é um nimero

inteiro pois, p,q € Z, valem as leis do fechamento na multiplicacao e adi¢ao temos:

1 1 1

D p—) =g — ... —1
q!((q )!(p q;! q >:
((a—=D'p—@)! —¢'— ... = 1),

Mas isso é um absurdo, ja que é impossivel ter um ntmero inteiro positivo menor que 1.

O absurdo foi supor que e é um numero racional. Portanto e é um nimero irracional.

2.5 Irracionalidade de 7

H&4 milénios que o que o ntmero 7 intriga e ao mesmo tempo encanta as mentes dos
curiosos e estudiosos. Sua presenca no mundo antigo, no sentido de aproximacoes, vai desde
os registros na Babilonia, marcando presenca nos papiros egipcios e posteriormente, apa-
recendo nas paginas do antigo testamento. Também devemos ressaltar o destaque que tal
nimero ganhou no mundo grego, principalmente pelos aos trabalhos do grande matematico
Arquimedes de Siracusa, que obteve aproximagoes consideraveis através de poligonos regu-

lares. Outra presenca marcante de m, foi no famoso problema da quadradura do circulo.

32



Prosseguindo na escala do tempo, a busca por aproximacoes do 7 continuou a motivar
diversos estudiosos, principalmente por este niimeros esta presente diversos campos da ma-
tematica e do conhecimento, como por exemplo: na teoria das probabilidades geométricas
, astronomia, hidrografia e em diversos fenomenos periédicos, etc.

Porém, havia uma questao importantissima sem resposta, o nimero 7 ¢é irracional? Essa
questao foi respondida primeiramente pelo matematico francés Johann Heinrich Lambert
que utilizou em sua demonstracao a teoria das fragoes continuas vinculada a funcao trigo-
nomeétrica tangente.

A seguir, apresentaremos a demonstracao de autoria do matematico canadense Ivan
Niven, disponivel na referéncia [4], que sofreu bastante influéncia dos métodos de C. Hermite
utilizados na prova da transcendéncia do niimero e.

Comegaremos com seguintes passos:

(1 —x)"

LEMA 1. Dado o polinomio f(x) = '
n!

,se 0 <z <1, entao
0 1
Prova. Para 0 <z < 1, temos que 0 < 2" < 1e 0 < (1 — )" < 1. Logo,
O<z"-(1—-2)"<1
o s . 1
Multiplicando a ltima desigualdade por - obtemos
n!

2 (1—x)" 1
I —m—m— < —
n! n!

1
Portanto 0 < f(z) < —» bara todo 0 < x < 1. Para cada n € Z,n > 0 consideremos a
n!

fungao polinomial
1
fulz) = mx” (1—2)",xz € R.
LEMA 2. fé’“)(o) e f,gk)(l) € 7Z para todo k € IN.
Prova. Observe que f" (x) é obtida a partir do produto z™(1 —x)". Portanto, seu grau
varia de n a 2n. Assim, f,(z) pode ser escrita na forma

2n

E c;xi, com ¢; € 7

i=n

1

n!

fn(x) =

, - . . (k)
Para provarmos o lema proposto, serd necessario analisar os possiveis valores de f, ’(0) e

£ (1). Note que
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e Se k < n, entao fT(Lk)(O) = 0 pois f, é aplicada no ponto x = 0.
e Se k > 2n, entdo f (0) = 0 pois o grau de f,, é 2n.

Observe ainda que

2n

: 1
fu(z) = Z Tt = ﬁ[cnx” + Cpp1 2™ 4 L+ o™

i=n
Entao para n < k < 2n, temos

termos envolvendo =

(2n)!
n!

1
fim(z) = m[n!cn +(n+ Dleppz+ ...+ Conx"]

termos envolvendo x
A\

Ve

1 2n ‘ _
) = i+ Dlewsa + (o4 levsar .+ s

Assim, temos que

f200) = (2n)(2n — 1)...(n + D)eay

Entao, podemos concluir que f,(ln)(O) é inteiro para todo k € Z. Além disso, podemos

perceber que
fu(@) = fu(l = 2),
logo,
(@) = (1" fa(l = ),
e, portanto,
Q) = (=1 £(0).
Assim, ﬁ(zk)(l) também é um inteiro para todo o k.
LEMA 3. Se a ¢é qualquer numero e € > 0, entdo para n suficientemente grande

an
— < eE.
n!
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Prova. Para provar esse resultado, observe que, se n > 2a, entao

ant! a a* la"

= — < ——.
(mn+1)! n+1n!  2n!

an°

Agora, seja ng qualquer nimero natural com ng > 2a. Entao, qualquer que seja W, as
No):
seguintes desigualdades podem ser satisfeitas:
a™ott 1 a™

- < =

amot? 1 quwt! 1 1 am
0+2)! 2 g+ 1) ~2 2 ng!l
a"otk 1\F am
o< (2)
Se k é tao grande que (no;!o- . < 2% entdo
qro+k
(CERa] <e.

2

Teorema 1. 7= € irracional.

2

Prova. Suponha que 72 é racional. Entao, 7% = E, onde p,q € Z com q # 0 e considere
q

os seguintes polinomios:
(1 —ax)"

n!

fx) =

F(z) = "[n*.f(z) = 72 fO(2) + ...+ (=1)" ) (2)]

Do Lema 2, concluimos que F(0) e F(1) sio inteiros. Agora, observe que
[FO(z)sin(rz) — 7F(x) cos(nx)] =
FO(z)sin(rz) + FY(2)m cos(nz) — [FO (2)7 cos(mz) + F(z)m?(— sin(nz))] =
F®(z)sin(rz) + F(x)n? sin(rx)
Além disso,
FO(x) = ¢"[7* fO (@) = 72O (@) + .+ (=1)"7 fOD (a)
T F(z) = ¢"[7*" 2 f(x) = 72 [P (@) + o+ (1) 7 ()]
Note que f"2)(z) = 0, pois o grau de f(x) é 2n. Logo,
FO(z)sin(nz) + F(z)n?sin(rz) = ¢"n?"w? f (z) sin(rz) = p"n? sin(nz).

35



Assim,

P /0 sin(ra)f()dz — [FO(x) sin(re) — 7P (z) cos(ma)] |
Portanto,
i /0 ' in(ra) f(2)dz = 7[F(1) + F(0)].
isto 6,
_ /O in(ra) f(@)dz = F(1) + F(0). (2.8)

Como ja foi mostrado F'(1) + F(0) ¢ inteiro. Agora, do Lema 1 e da expressao 2.8, temos

0 < mp" /01 sin(rz) f(x)dr < Wn—]Tl /01 sin(rz) f(z)dx.

Mas,
1
2
/ sin(rz) f(x)dx = _ cos(mz) 5=
0 T
Logo,
1 ) 2pn
0 <mp™ | sin(mz)f(zx)dr < T
0 .

Do Lema 3 podemos tomar n tal que il < 1. Mas, o lado direito da expressao 2.8 é um
n!

inteiro e
1
0< p"ﬂ/ sin(mz) f(x)dr < 1,
0
o que corresponde a uma contradi¢ao, pois nao ha inteiros entre 0 e 1.
Corolario 1. O numero 7 € irracional.
Prova. Suponha que 7 é racional, entao existem a,b € Z, com b # 0 de modo que
2

a . , ~ a , . . .
T = 7 ¢ irredutivel. Entao 72 = 2 também racional, o que contraria o teorema anterior.

Logo, 7 é irracional.
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Capitulo 3

Uma Outra Forma de Enxergar os

Numeros Reais

A seguir, com base na 6tima referéncia [5], definiremos o conjunto dos niimeros algébricos
e apresentaremos algumas de suas propriedades . Consequentemente, definiremos também,
o conjunto dos niimeros transcendentes. Porém, sem entrar em muitos detalhes nesse ultimo

caso.

3.1 Numeros algébricos
Qualquer solucao de uma equacgao polinomial da forma
™ + ap_ 12" P .+ az+ag =0, (3.1)

onde os coeficientes a;’s sao inteiros, é chamado numero algébrico. Portanto, um nimero
a é algébrico se pudermos fabricar uma equacgao polinomial com coeficientes inteiros, da
qual « seja raiz. A equacao polinomial minimal ou o polinomio minimal de « é o polinémio
primitivolde menor grau que tem o como raiz. Nesse caso, o grau de « é definido como o
grau do seu polinomio minimal.

Exemplo 1. V2 € raiz de z? — 2 = 0.

1+V5
2

Exemplo 3. V2 + /3 € raiz de z* — 1022 + 1 = 0.

Exemplo 2. € raiz de v —x — 1= 0.

Exemplo 4. i € raiz de 2> + 1 =0 (mas nosso foco sio os nimeros reais).

Exemplo 5. Todo nimero racional § com a,b € Zi e b # 0 € raiz de bxr —a = 0.

'Um polinémio em Z,) é chamado primitivo se seus coeficientes sao primos entre si.
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Alguns autores denotam o conjunto dos numeros algébricos por @, por influéncia do
fecho algébrico?.
Um numero que nao é algébrico é dito transcendente e alguns autores o denotam o

conjunto dos niimeros transcendentes por T.

3.2 A existéncia de numeros transcendentes

A existéncia de numeros transcendentes pode ser demonstrada como o fez G. Cantor.
Para tal necessitamos de alguns conceitos.

Definicao 1. Um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser postos em
correspondéncia biunivoca com os numeros naturais. Mais precisamente, A € enumerdvel
se existir uma funcao bijetiva (isto €, fun¢ao 1 — 1 e sobre) f: IN — A.

Exemplo 6. O conjunto dos nimeros pares (positivos) é enumerdvel: tome f(n) = 2n.

Exemplo 7. O conjunto dos nimeros impares (positivos) é enumerdvel: tome f(n) =
2n — 1.

Exemplo 8. O conjunto Z. é enumerdvel: olhe a tabela abaixo

_37 _27 _17 07 17 2a 37
T 1117
3, 1, 2, 4, 6,

)

Podemos também exibir essa bijecao através da seguinte funcao f: IN — Z:

n A .
5 se n € par;

f(n) =

n—1 4 ¢
5 Se 1 e 1mpar.
Exemplo 9. O conjunto dos numeros racionais € enumerdvel. Mostremos primeira-

mente que o conjunto dos racionais positivos é enumerdvel. Olhe o quadro a sequir:

2Dado um corpo F, dizemos que uma extensdo E de F é um fecho algébrico de F quando E é uma extensao
algébrica que é algebricamente fechada, isto é, contém todas as raizes de polindmios com coeficientes em F.

Para mais conceitos algébricos recomendamos a referéncia [7].
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1 1 1 1 1
I3 3 771 5
e / Ve /

2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
/! e /! e
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
e /! Ve /!

4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
/ e S e
5 5 5 5 5
1 2 3 4 5

e

Observe que todos os nimeros da forma § com p,q € IN e ¢ # 0 aparecerao no quadro
acima. Se o percorremos seguindo as flechas teremos uma ordenagao desse conjunto, o que
vale dizer, a fung¢ao f serd f(n) = n-ésimo elemento que encontraremos seguindo as flechas.
Assim, mostramos que o conjunto QT = {z € Q;z > 0} é enumerdvel que Q = QT UQ~UO,
onde Q" ={zr € Q:z <0}

Teorema 1.
(i) A unidgo de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel é enumerdvel.
(ii) A uniao de dois conjuntos enumerdveis € enumerdvel.

Prova: (i) Seja A = {ai,...,a,} o conjunto finito e B = {by, by, ...} o conjunto enu-
meravel. O conjunto AU B é enumeravel. De fato a correspondéncia biunivoca entre AU B

e IN sera assim:

a ..., Qp, bl, bg,
! I 1 7
1 ..., n, n+1l n+2

(ii) Se A = {ay,as,...} e B ={by,bs,...} sdo dois conjuntos enumerdveis, entao AU B é

enumeravel, bastando fazer a correspondéncia biunivoca definida abaixo

asg, bl7 a2, b27 as,

O

12 3 4 5
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ou seja, f(a,) =2n—1e f(b,) = 2n.
O leitor podera produzir a demonstracao do resultado seguinte que generaliza o Teorema
Teorema 1(iii). A unido de um nimero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
Para demonstrar o resultado abaixo, basta colocar os conjuntos um apds o outro.
Teorema 1(iv). A unido de um conjunto enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel.
Finalmente, a generalizacao do Teorema 1 (iv):
Teorema 1(v). A unido de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis € enu-
meravel.
Prova: Sejam Al = {CLH, 12, A13, }, AQ = {agl, 92, 4923, ...},..., An = {anl, Ap2, Anp3, }7

os conjuntos. Escreva-os na tabela

a11, dAi2, i3,
21, QA22, 23,

@21, A2, QA23,

e proceda como na demonstracao que QT é enumerdvel.

Observagao: Se A é enumeravel e B C A é um conjunto infinito, entao B é também
enumeravel. Imediato.

O conceito de conjunto enumeravel é importante, porque existem conjuntos infinitos que
nao sao enumeraveis.

Teorema 2. O conjunto R dos numeros dos reais nao é enumerdvel.

Prova: Demonstraremos que o conjunto dos ntiimeros reais x € [0, 1), isto é, 0 < x < 1,
nao é enumeravel. E em virtude da observacao acima seguir-se-a que R também nao é

enumeravel. Ora, os nimeros = € [0, 1) tém uma representacao decimal da forma
O, ajasasg..., (32)

onde a; é um dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ou 9. Alguns ntmeros tém duas

representacoes da forma 3.1. Exemplo: % é

0,500... ou 0,49999...

Para tais nimeros, escolhemos a representacao decimal que “termina”. Em outras pa-

lavras, eliminamos as decimais 3.2 que a partir de uma certa ordem todos os elementos sao
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9. Suponhamos agora que as decimais 3.2, ou, o que da no mesmo, que os reais do intervalo

[0,1) formam um conjunto enumeravel:
0, aualgalg...o, a21a22a23...0, a31A32033... (33)

Agora, forme a seguinte decimal

0, bibobs...

do seguinte modo: todos os b;s sao diferentes de 0 ou 9 e

bi # a1, by # agn...

E claro que

0,b1b2b3 # 0, ap1an2ans3. ..

para todo n, pois b, # a,,. Logo 0,b1bsbs3... ndo esta na tabela 3.3, o que é absurdo.
Teorema 3. O conjunto de todos nimeros algébricos é enumerdvel.

Prova: Dado um polinomio com coeficientes inteiros
P(z) = aa" + ... + a1z + ay (3.4)
definimos sua altura como sendo o nimero natural
|P| = |an| + ... + |a1| + |ag| + n. (3.5)

O teorema fundamenta da algebra nos diz que P(z) = 0, com P(x) dado em 3.4, tem
exatamente n raizes complexas. Agora o nimero de polinomios do tipo 3.4 com uma dada
altura é apenas um numero finito. (Observe que é para essa afirmacao que incluimos a
parcela n na defini¢do da altura em 3.5). Portanto., as raizes de todos os polinémios de
uma dada altura formam um conjunto finito. A seguir observamos que o conjunto de todas
as raizes de todos os polinomios de todas as alturas formam um conjunto enumeravel, pois
ele é a uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos.

Teorema 4. Ezxistem numeros transcendentes.

Prova: Do Teorema 3 segue-se que o conjunto dos algébricos reais é enumeravel. Como
o conjunto R é nao enumeravel, entao o conjunto dos transcendentes reais deve ser nao
enumeravel. De fato, se ndo o fosse obteriamos, usando o Teorema 1(ii), que R seria

enumeravel como uniao de dois conjuntos enumeraveis.
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3.3 A aritmética dos nuimeros algébricos
As seguintes propriedades serao demonstradas a seguir.

(i) A soma de dois nimeros algébricos é algébrico.

(ii) O produto de dois nimeros algébricos é algébrico.
(iii) O simétrico —a de um nimero algébrico « é algébrico.
(iv) O inverso a~! de um nimero algébrico a # 0 ¢ algébrico.

Demonstracao de (iii): Se a é algébrico, entao ele é raiz de uma equagao do tipo 3.1

do inicio deste capitulo. Portanto —« é raiz da equagao

(=1)"apz"™ + (=1)" ta, 12" + ..+ (=Dayz + ag = 0.

L satisfaz a

Demonstracao de (iv): Se a satisfaz a equagdo 3.1, e a # 0, entdo a~
equacao

apx™ + a1z '+ ...+ ap_1x +a, = 0.

As demonstragoes de (i) e (ii) s@o mais delicadas. Vamos necessitar de um fato sobre
formas lineares com coeficientes racionais. Uma forma linear com coeficientes racionais é
uma expressao da forma

X =qx1+ ... + ¢y,

onde ¢y, ...,qn € Q. (Os ;8 sdo chamados indeterminadas; se o leitor quiser, pense-os como
nimeros reais fixados). O resultado sobre formas lineares que necessitaremos ¢ o seguinte.

LEMA 1. Dadas n+ 1 formas lineares
Xi=quz1+ ...+ (2 Xpg1 = @ui1,1%1 + oo F GuginTn (3.6)

elas sdo linearmente dependentes sobre racionais, isto €, existem ry, ..., 11 € Q, com alguns

(ou todos) diferentes de zero, tais que
T1X1 + ...+ 7’”+1Xn+1 =0. (37)

A demonstracao desse lema pode ser encontrada em diversos livros de dlgebra linear.
Demonstracao de (i): Seja a e 8 nimeros algébricos. Logo, existem equagoes polino-
miais
2 a, 2" e ta=0 (3.8)
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T4 by 2™ b b+ by =0 (3.9)

com coeficientes racionais (atengao: a equagao 3.1 tem coeficientes inteiros; as equagoes
acima sao obtidas dividindo-se a equagao 3.1 pelo coeficiente lider), tais que « seja raiz de

3.8 e 8 seja raiz de 3.9. De 3.8 obtemos

Q" = —a, 10" — . — a1 — ag, (3.10)

n—1

isto é a" estd expresso como uma combinacao linear de 1, «,...,a" ", usando coeficientes

racionais. Multiplicando-se 3.10 por « e substituindo-se o o™, obtido na expressao pelo seu
valor em 3.10, obtemos o™ *! expresso como uma combinacao linear dos mesmos 1, v, ..., "1,
usando-se coeficientes racionais.

De modo analogo podemos exprimir as poténcias 3*, para k = m, m + 1,..., como
combinacoes lineares de 1, 3, ..., 3™~ ! usando-se coeficientes racionais.

Nosso objetivo agora serd mostrar que a + [ satisfaz uma equagao polinomial de grau

mn com coeficientes racionais, implicando entao que « + [ seja algébrico. Com isso em

vista considere os mn + 1 nimeros
Lo+, (a+B)% ..., (a+ )™ (3.11)

Desenvolvendo as varias poténcias, e usando-se o que se viu acima sobre a representacao
das poténcias o/, j > n e ¥, k > m, obtemos que os ntimeros em 3.11 podem ser expressos
como combinacdes lineares dos mn nimeros o/ 3%, 0 < j <n—1,0 < k < m — 1, usando-se
coeficientes racionais. Agora, aplicamos o Lema 1: os X;s sao os mn + 1 nimeros de 3.11,

o0s x;s sao os mn ntmeros o B¥. Logo, existem racionais rg, 71, ..., Tmn tais que
ro +ri(a+B)+ ..+ rmn(a+ )™ =0

, 0 que mostra que «a + [ satisfaz uma equacao polinomial de grau mn com coeficientes
racionais. Terminou a demonstragao de (i): soma de algébricos é algébrico.
Demonstracao de (ii): Segue as mesmas linhas da demonstracao anterior. Em 3.11,

entretanto, consideramos as poténcias

Lap, (aB)?, ..., (aB)™

As propriedades i,ii, iii e iv permitem classificar o conjunto dos ntmeros algébricos como

um corpo.
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Exemplo: Lembrando que v/2 é raiz de 22 — 2 = 0 e v/3 é raiz de 22 — 3 = 0, entéo
temos que V2 + /3 é raiz de 2* — 1022 + 1 =0 e /6 é raiz de 22 — 6 = 0.
Nos capitulos a seguir apresentaremos e comprovaremos a transcendéncia de alguns

numeros reais.
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Capitulo 4

O Teorema de Liouville: Nasce a

Teoria dos Numeros Transcendentes

Neste capitulo, tomando como base a referéncia [13], abordaremos o Teorema de Liou-
ville, que foi resultado que historicamente iniciou a teoria transcendente. Apresentaremos
também um classe de nimeros conhecida como nimeros de Liouville e consequentemente,

exibiremos o primeiro niimero comprovadamente transcendente, a constante de Liouville.

4.1 O Teorema de Liouville

A ideia de Liouville para construir nimeros transcendentes era ingénua, mas eficaz:
encontrar uma propriedade que é satisfeita por todos os algébricos. Depois, bastava construir
um numero que nao satisfizesse tal propriedade.

Teorema 5.1 (Liouville). Seja o uma raiz real de um polinémio irredutivel P(x) € Z|x]

de grau n > 2. Entdo, existe uma constante positiva c(«) tal que

_p|, o)
a q‘z et (4.1)

para todo racional %. Uma escolha conveniente para essa constante é

1

= ) 4.2
1+ maxj;—q|<1 ‘P,<t)| ( )

cla) :
Demonstragao. Com a escolha de c(a) em (4.2), se tivermos |a — £[ > 1, o teorema é

vélido pois 1 > %. Para o caso o — E[ <1, observe que, como P(z) ¢ irredutivel sobre

Z, ele serd irredutivel também sobre @ (Lema de Gauss, referéncia [13], p. 15) e assim
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P(2) # 0, o que implica |¢"P(£)] > 1, visto que ¢"P(2) ¢ inteiro ndo nulo. Pelo Teorema

do Valor Médio (referéncia [6], p. 225), existe ¢t € R entre « e §, tal que

2 (2)] = |p@- 2 (2)] = |e-2) 1P

Portanto

e assim

o — — Z Z = s
gl — ¢ - A+ [P'@)) — ¢"(1+ max_ai< [P/(H)]) ¢

onde usamos que [t —af <[5 —a| < 1.

p' 1 1 ()

Podemos dizer que o é uma raiz isolada do intervalo no intervalo considerado na de-

monstragao anterior.

Observe que, por 4.1, a fungao f(z) = @ ¢ uma medida de irracionalidade para «.

n

Exemplo 2. Alguns valores particulares de ¢(«) sdo:

c(\/§):2—\/§—1ec(\/§+\/§)=

1
3 1+ 242 + 163

4.2 Os numeros de Liouville

Como o conjunto dos nimeros racionais é denso na reta real, entao todo niimero real
pode ser aproximado por racionais. no entanto, existem algumas aproximacgoes que sao mais
efetivas ou “boas”, onde podemos estimar de fato o erro da aproximacao.

Definicao 1. Um numero real o € aprorimdvel na ordem n por racionais, se existi-

rem uma constante C' > 0 e uma sequéncia (%) de racionais distintos, com q; > 1 e
jz1

J
mdc(p;,q;) = 1 tais que

< gn, (4.3)

J

.
q;j

Podemos dizer que um nimero real é bem aproximado por racionais se é aproximavel na

ordem n por racionais. indicamos uma leitura ao Capitulo 5 de [5], para uma classificacao
dos numeros reais em relagdo a essa aproximagdo. Em particular, foi provado em [5] o

famoso Teorema de Dirichlet (ou Teorema da Aproximagao de Dirichlet, j& que existem
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vérios importantes resultados devidos a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet): Se o € R

¢ um numero irracional, entdo existem infinitos racionais §7 com q > 1, tais que

oa——| < —.
q] ¢

Este é um dos resultados fundamentais em aprozimacao diofantina (que é o ramo da

p‘l

matemadtica que estuda a aproximacao de nimeros reais por racionais).

Em um certo sentido, o Teorema de Liouville diz que um nimero algébrico irracional
nao pode ser bem aproximado por racionais. Portanto, Liouville construiu uma classe de
nimeros que sao muito bem aproximados por racionais.

Definicao 2. Um nimero real o € chamado numero de Liouwville se existir uma sequéncia
. . p‘]

de racionais (q_j)jzlf com q; > 1, tal que
Dj

o — —

1
< —, para todo 7 > 1.
4; ;

4

O conjunto dos nimeros de Liouville é denotado por L.
Proposicao 1. A sequéncia (g;);>1 € ilimitada.
Demonstracao. Suponha o contrario, entao existe M > 0, tal que ¢; < M, para todos

j > 1. Como |a — 2| < 1, obtemos
J

Ipi| = lgial < lgio — pi| < g;,

o que implica uma ilimitacao para (p;);>1, pois |p;| < (Ja| + 1)M. Mas isso contraria o
fato de que a sequéncia (%)jzl ser infinita.

Corolario 1. Todo nimero de Liouville € irracional.

Demonstracao. Suponha por absurdo que § € @ é um numero de Liouville. Entao

existem infinitos %, diferentes de §, tais que
J

J

1 ‘13_&
q;

— >
q q;

_ ‘qu —qu‘ o 1
q9q; | ldlg
Assim ng < |g|, contrariando a ilimitacao de (g;);.

Exemplo 1. O nimero

Z 10~ = 0.1100010000000000000000010000...

n=1

¢ um numero de Liouville. Este ntimero é conhecido como a constante de Liouville.
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Exemplo 2. Generalizando o exemplo anterior, se b > 2 é um inteiro, entao a =
(o.9)

Zanb’”! é um numero de Liouville, para toda escolha de a, € {1,...,b — 1}. De fato,
n=0

escolha ¢; = b/ e p; = 327 _ @,/ Entao

a-Pl = Y apr<po-n Y o
4 n=jt+1 n=j+1
N b 1
< (-1 D b= AED N

n—j+1 q;
O préximo resultado consolida o método de Liouville
Teorema 2. Todo nimero de Liouville é transcendente.
Demonstragao. Pelo corolario 1, um nimero de Liouville @ nao pode ser racional. Dai
suponha que « é algébrico de grau n > 1. Entao pelo Teorema 1 segue-se que a relacao 4.1

serd valida para todo nimero racional. Em particular, para os % da definicao 2. Assim,
J

teriamos
cla ; 1
Daf, ¢ < c(la), para todo 7 > 1, contrariando a ilimitacao da sequéncia (qj-;n)j.

Portanto o nao pode ser algébrico.

Como consequéncia imediata, os nimeros nos exemplos 2 e 3 sao transcendentes.

Uma pergunta bem perspicaz é se a reciproca do teorema anterior ¢ verdadeira, isto é,
existem numeros transcendentes que nao sao nimeros de Liouville? A resposta é sim! Um
exemplo de ntimero transcendente que nao ¢é de Liouville é o niimero e. Esta comprovagao

pode ser encontrada em [8], pp. 13-14.
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Capitulo 5

Um Pouco Mais Sobre Mundo

Transcendente

Neste pentiltimo capitulo, tendo como referéncias [8], [13] e [14], exibiremos alguns dos
mais importantes resultados da teoria transcendente. Comecando pela transcendéncia dos
nimeros e e 7 vistas como consequéncias do teorema de Hermite-Lindemann. Serao também
apresentados algumas operagoes entre transcendentes, além de outros poderosos resultados
como por exemplo o teorema de Gelfond-Schneider, o teorema de Baker e o mais famoso
problema em aberto, a conjectura de Schanuel. Em todo texto deste capitulo, log x denotara

o logaritmo natural de x, ou seja, o logaritmo na base e.

5.1 A transcendéncia de 7 e de ¢

Em 1873 , Charles Hermite estabeleceu a transcendéncia do niimero e, e em 1884, Ferdi-
nand Von Lindemann generalizou os métodos de Hermite e provou que e* é transcendente
para todo « algébrico nao nulo. A consequéncia mais relevante desse teorema é a trans-

cendéncia do .

5.1.1 O teorema de Hermite-Lindemann

Teorema 1 (Hermite-Lindemann). Se av, ..., a,, sdGo nimeros algébricos distintos, entdo
e, ..., e sao linearmente independentes sobre o corpo dos niumeros algébricos. (Uma
demonstragao pode ser vista na referéncia [13], apéndice A).

Quando m =2, a3 =0 e as = a € Q, ndo nulo, nés obtemos o seguinte caso particular

que é conhecido como Teorema de Lindemann.
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Corolario 1 Se a ¢ algébrico ndo nulo, entdo e* € transcendente.

Existe uma formulacao equivalente ao Teorema de Hermite-Lindemann que é chamado
Teorema de Lindemann-Weierstrass.

Teorema 2 (Lindemann-Weierstrass). Se oy, ..., oy, sGo numeros algébricos linearmente
independentes sobre Q, entdo e, ...,e*" sao algebricamente independentes'.

A seguir apresentaremos consequéncias importantes do teorema de Hermite-Lindemann.

Proposicao 1. Os seguintes nimeros sao transcendentes:

1. €;

2. sina, cos a, tan «, sinh «, cosh a, tanh «, para todo o € Q*;

3. m;

4. log a, arcsin o, e em geral as fungdes inversas do item (2), para todo o € Q, o ¢ {0,1}.

Para demonstragoes especificas da transcendéncia de e e de m, sugerimos uma leitura
dos capitulos 6 e 7 da referéncia [5].
Demonstragao. (1) Faca a = 1 no Teorema de Lindemann.

(2) Note que,

2i(sina)e’ + (=1)e" +e7™ = 0,
2(cosa) + (=1)e" + (=1)e™™ = 0,
(itana — 1)e" + (itana + 1)e™™™ = 0,
2(sinha)e + (—1)e* +e* = 0,
2(cosha)e’ + (=1)e’ + (=1)e™* = 0,

(tanha — 1)e® + (tanha +1) = 0.
Supondo «a # 0, entao i« # 0. Portanto, pelo Teorema de Hermite-Lindemann,

sin v, cos «v, tan «, sinh «, cosh «, tanh «,

'Em &lgebra abstrata, um subconjunto S de um corpo L ¢é algebricamente independente sobre um
subcorpo K se os elementos de S nao satisfazem nenhuma equacao polinomial nao-trivial com coeficientes
em K. Isto significa que para toda série finita aq, ..., a,, de elementos de S, ndo sendo dois idénticos, e todo
polinémio distinto de zero P(z1, ..., x,) com coeficientes em K, temos P(ay, ..., a,) # 0. Em particular, um
conjunto de um elemento a é algebricamente independente sobre K se e somente se « é transcendente sobre

K.
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sao numeros transcendentes.

(3) Se 7 fosse algébrico, entao im € Q* Logo, €™ é transcendente, mas ™ = —1.
Portanto, 7 é transcendente.

(4) Suponha que log o € Q. Pelo Teorema Lindemann e'°8® é transcendente, mas €'°¢® =
a € Q, essa contradicio mostra que loga ¢ Q. De modo andlogo, usando o item (2),
mostramos que as fungoes inversas das fungoes do item (2) assumem valores transcendentes
em a € Q —{0,1}.

Observacao: Nao se conhece se o conjunto {m, e} é algebricamente independente sobre

Q.

5.2 Soma e produto de niimeros transcendentes

Apresentaremos a seguir alguns resultados operatérios envolvendo niimeros transcenden-
tes. As seguintes questoes sdo levantadas na referéncia [13], p. 78.

Fato 1: Sejam « e  ntiimeros transcendentes, entao pelo menos um dos nimeros (a+f3)
ou (o — f3) é transcendente.

Demonstra¢ao: Suponha que (a + ) e (o — ) sejam ambos algébricos, logo a soma
desses numeros, que resulta em 2q, teria que ser algébrico pois o conjunto dos numeros
algébricos é um corpo, porém, 2« é transcendente, contradicao. Portanto pelo menos um
desses numeros (a + ) e (o — () é transcendente.

Observe que fazendo v = w e § = e, temos que pelo menos um dos nimeros (7 + €) ou
(m — e) é transcendente. Na verdade, provar a transcendéncia de cada um desses nimeros

ainda é um problema em aberto.

Fato 2: Sejam « e  ntimeros transcendentes, entao pelo menos um dos nimeros (a+f3)
ou (« - ) é transcendente.

Demonstragao: Suponha que (o + ) e (« - () sejam ambos algébricos, e sabemos dos
estudos de produtos notaveis que: a? + 32 = (a + 8)* — 2a o que implica que a? + 3% é
algébrico pois é resultado da diferenga entre dois algébricos ja que por hipdtese (o + f3) e
(afB) sao algébricos logo, (a + 8)* = (a + B)(a + B) e (2a3) também sao algébricos devido
as propriedades de corpo.

Temos também a seguinte relagao:

(a—B)? = a®+ % —2a8 o que implica que (o — 3)? é algébrico pois resulta da diferenga
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de dois algébricos a® + 32 (provado anteriormente) e 2a3 consequéncia da hipétese. Como
(a — B)% é algébrico, consequentemente temos que a raiz quadrada desse nimero também é
algébrico (0 médulo também seria), portanto («— /3) também seria algébrico, o que contraria
o Fato 1 pois terfamos (a+ ) e (a— ) ambos algébricos, logo, pelos menos um dos nimeros
(v + B) ou (af) é transcendente.

Observe que fazendo o = 7 e § = e, temos agora que pelo menos um dos nimeros (7+¢)
ou (mwe) é transcendente.

Fato 3: Sejam «, 3, e 0 ambos transcendentes, serd que sempre teremos pelo menos um

dos numeros (a + 5+ 6) ou (aff), transcendente?

27

e

A resposta é nao! Pois basta tomar o = e + i 2—67 —e2 f=a=e—1 e?, (onde
i = +v/—1) e § = —2¢ que teremos os seguintes resultados: (o + B+ 60) = 2¢ —2e = 0
(afl) = (e* + 2T — e?)(—2¢) = —54.

Ambos os resultados sao algébricos.

Observagao: Apesar de estarmos tratando de ntimeros reais, o conceito de nimero
algébrico pode ser estendido para os complexos e ressaltamos que um nimero complexo é
transcendente quando pelo menos a parte real ou a parte imaginaria é um numero trans-
cendente.

Por fim vamos ao tltimo fato.

Fato 4: Sejam «, 3, # e A ambos niimeros transcendentes, serda que sempre teremos pelo
menos um dos nimeros (a + § + 6 + ) ou (afB6N), transcendente?

A resposta também é nao. Basta tomar a =7, = —m, 0 = % eN= —% que teremos

os seguintes resultados:
(@a+B+0+X) =0,
(apbN) = 1.

5.3 O Teorema de Gelfond-Schneider

Em 1900, no Congresso Internacional de Matematica em Paris, o matematico alemao
David Hilbert propos uma lista de 23 problemas. Até esse momento todos eram problemas
abertos, e varios deles acabaram se tornando muito influentes na matematica do século XX.
O sétimo prblema de Hilbert pergunta se o niimero o’, onde « é algébrico (diferente de zero
e um) e [ ¢ algébrico (ndo racional), é transcendente. Essa quest@o foi resolvida em 1934

por A. O. Gelfond e independentemente em 1935 por T. Schneider.
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Teorema 1. (Gelfond-Schneider) Seja o € Q — {0,1} e B € Q — Q. Entdo of ¢
transcendente. (Uma demonstracao pode ser vista na referéncia [13], apéndice B).

Resultados imediatos:

Os ntmeros: 2V2 (constante de Gelfond-Schneider), i e /7 vio sao transcendentes.

Note-se que /8 nio pode ser racional ou transcendente: se 3 for racional, entdo o serd
algébrico; do mesmo modo, existem valores transcendentes de § (por exemplo, 5 = log, 10
3 =1log, 10) para os quais o’a” serd algébrico (nesse exemplo, o’ = 10 o = 10).

Corolario 1. €™ € transcendente.

Demonstragdo. Como €™ = —1 (relaciao de Euler), entdao (e™)~™* = (—1)7¢, logo €™ =
(—1)~" é transcendente pelo Teorema de Gelfond-Schneider.

Teorema 2. Dados o, s, 1 e By € QF, se logay, logas linearmente independentes

sobre Q). Entao
prlog ay + B2 logan # 0.

Vamos provar a equivaléncia, suponhamos o Teorema de Gelfond-Schneider e sejam a;, ao,
Bl e By € Q*, com
Brlog oy + By logap =0

e log aq, log as linearmente independentes sobre @, entao temos que (% log a; = —log awg),

81 _
ou seja, a®) = a1 e Q, entao por G.-S. temos que (%) € @, o que contraria a hipotese

que log a1, log s linearmente independentes sobre @, logo

Bilogay + Brlogas # 0.

Reciprocamente, suponha o Teorema anterior e sejam o € Q — {0,1} e 8 € Q — Q,

suponha que v = o € Q, entdo

logy — Bloga =0,

logo B € Q pelo Teorema anterior, o que é uma contradicdo, pois supomos que € Q — Q,

logo o ¢ Q, o que completa a demonstracao da equivaléncia.

5.4 O Teorema de Baker

Vimos na formulacao equivalente ao Teorema de Gelfond-Schneider que para a;, as

nimeros algébricos nao nulos, sua independéncia linear sobre Q e QQ sao equivalentes. Foi
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conjecturado que esse resultado seria valido para uma quantidade arbitraria de logaritmos.
Essa conjectura foi provada por A. Baker em 1966 (e lhe rendeu a medalha Fields em 1970).
Teorema 1. (Baker). Dados ay, ..., a,, nimeros algébricos, nao nulos, tais que log oy, ...,
log cv,, sao linearmente independentes sobre Q. Entdo 1, logay,...,log o, sao linearmente
independentes sobre Q. (Uma demonstracao pode ser vista na referéncia [13], apéndice C).
Vamos apresentar uma das importantes consequéncias do Teorema de Baker.
Teorema 2. Dados ay,...,q, numeros algébricos, nao nulos, e Bi,..., 3, numeros
algébricos tais que

v = pPilogay + ... + B, log a, # 0.

Entao v € um niumero transcendente.
Demonstracao: Basta-nos mostrar que se oy, ..., iy, 8o, B1, .., Bn $80 niimeros algébricos,

coma; #0,1<j>nef#0. entao

Bo + Bilogay + ... + By log a, # 0.

Procedemos por inducao em n. O caso n = 1 segue do fato que log a é transcendente
para a € Q pelo Teorema de Lindemann. Assuma a validade para n < m, onde m € Z;
mostraremos entao o resultado para n = m.

Se log a, ..., log av,, sao linearmente independentes sobre @, o resultado segue-se do Te-
orema de Baker. Assim, suponha que existem p, ..., p,, € Q, nao todos os nulos, e tais
que

p1logaqg + ... + pp log a,, = 0.

Sem perda de generalidade, suponha p; # 0. Entretanto, para oy = 0, temos que

p Y Brlogar = pi(Bot) — Br(prlogan + ... + pmlog )
k=0
= By+Bilogag + ... + B, log am,

onde
Bo = peBo, By = prB; — piBr para 1 < j > m.
Dai,
pr(Bo + Prlogay + ... + B logay,) = By + Brlogay + ... + 3, log ay,. (5.1)

Note que S # 0 e . = 0, entao, por hipotese de indugao, o lado direito de 5.1 é nao

nulo e como p, # 0, segue-se que

Bo + Brlogay + ... + B log ay, # 0.
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5.5 A Conjectura de Schanuel

Seja L |k uma extensao transcendente, isto é, [L : K| = co. Um conjunto B C L é dito
base de transcendéncia de L |, se B é algebricamente independente sobre K e L |k (g) ¢ uma,
extensao algébrica, ou equivalentemente, BB é o conjunto algebricamente independente (sobre
K) maximal relativo a inclusao, cuja existéncia é garantida via lema de Zorn. Pode-se provar
que quaisquer duas bases de transcendéncia de uma extensao tém a mesma cardinalidade.
Assim podemos definir o grau de transcendéncia de uma extensao L |, como cardinalidade
de B. denotamos por grtr(L |x)=grtrx(L)= #B. Se L |k é algébrico, entdo grtr(L |x)= 0.

Vamos agora, usando essa nomenclatura, apresentar a importante Conjectura de Scha-
nuel que diz

Conjectura 1 (Schanuel). Se zy,...,x, € C sdo linearmente independentes sobre Q,
entao

1

grtr(Q(zq, ..., z,), €7, ..., €™ |q) > n.

A Conjectura de Schanuel é, sem duivida, o grande resultado a ser provado em Teoria
Transcendente. A motivagao da Conjectura de Schanuel parece vir de alguns resultados
ja sabidos. Por exemplo, quando n = 1 temos que se a # 0, entao, pelo Teorema de
Lindemann, pelo menos um dos niimeros « e e é transcendente, assim grtr(Q(co, e*) |q)> 1.
No caso de n arbitrario, essa conjectura esta resolvida apenas para {1, ..., ,,} C Q, usando
o Teorema de Lindemann-Weierstrass.

Vamos agora apresentar algumas das implicagoes da Conjectura de Schanuel, em parti-
cular vamos ver que muitos dos niimeros que acreditamos ser niimeros transcendentes, mas
ainda nao sabemos provar, podem ter a transcendéncia obtida via Conjectura de Schanuel,
além disso vamos ver que os teoremas que enunciamos podem ser vistos como consequéncia

dessa conjectura.

Teorema 1.S5e a Conjectura de Schanuel for verdadeira, entao e e m sao algebricamente
independentes sobre Q, em particular e + 7 e ew sao numeros transcendentes.
Demonstracdao: Suponha que a Conjectura de Schanuel é verdadeira, e considere x; = 1

e To = 1w, temos que x; e T, sao linearmente independentes sobre @, esse fato segue
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diretamente da transcendéencia de 7, logo

2 < grtr(Q(1,im, e, e™))
= thT(Q(l,iﬂ',e,—l))

= grtr(Q(m,e))
2

IN

donde e, m s@o algebricamente independentes, ou seja, p(e,7) ¢ @Q para todo p(x,y) €
Qlx,y] \ {0}, em particular, er, e + 7 sdo transcendentes.
Por fim vamos ver, baseados na referéncia [8], que a Conjectura de Schanuel implica os

teoremas classicos apresentados acima

(I) Conjectura de Schanuel = Teorema de Lidemann-Weierstrass: Essa im-
plicacao ¢ imediata tomando z; = ay,...,x, = «,. Note que, pela equivaléncia,

temos que a conjectura implica o Teorema de Hermite-Lidemann.

(IT) Conjectura de Schanuel = Teorema de Gelfond-Schneider: Nés mostramos
que o Teorema de Gelfond-Schneider é equivalente ao Teorema 2 de 5.3, que por
sua vez é uma consequéncia direta da Conjectura de Schanuel tomando x; = log ay,

x5 = log ay que, por hipdtese, sdo linearmente independentes em Q.

(ITIT) Conjectura de Schanuel = Teorema de Baker: Aqui tomamos x; = log ay, ..., x, =

log av,, e o resultado também segue naturalmente.

Entao podemos ver que os resultados classicos, caso a Conjectura de Schanuel se mostre
verdadeira, sao corolarios imediatos dela, o que justifica sua grande importancia na Teoria
dos Numeros Transcendentes. Mas é importante ressaltar que a Conjectura de Schanuel
nao é o passo final nessa teoria, mesmo com a demonstracao da conjectura, ainda existem
muitos problemas em aberto, como por exemplo os nimeros ((2n+ 1), para n > 1 (imagens
de valores impares da funcao zeta de Riemann, referéncia [13], p. 4 ). Com isso queremos
deixar mais do que um pequeno histérico de uma teoria, mas com um convite, um convite

a essa teoria relativamente recente, porém, com grandes desafios.

5.6 Novamente sobre o teorema de Gelfond-Schneider

Levantaremos agora, com base na empolgante referéncia [11], algumas questdes a res-

peito das raizes da equacao 2% = 2 e mostraremos uma aplicacao do teorema de Gelfond-
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Schneider em tal questao.
Exemplo 1. Quais sdo as raizes da equacdo 2% = x2?
Duas dessas raizes sao evidentes: x = 2 e x = 4. Mas, tracando os graficos das funcoes

y = 2% e y = 2, constatamos que h4 uma raiz negativa, como se vé na figura 5.1.

Figura 5.1:
Prosseguindo a analise, sao inevitaveis as seguintes perguntas:

1°) Tal raiz é um numero racional ou irracional?

2°) E possivel obté-la por um processo puramente algébrico?

O problema de determinar as raizes da equacao 2% = z?

me tem sido proposto varias
vezes, em diferentes ocasioes. A curiosidade que ele suscita talvez se deva ao fato de que as
pessoas se sentem inseguras quando, para resolver uma equacao, precisam apelar para os
execraveis “métodos numéricos”.

Estamos condicionados a preferir métodos “algébricos”, formulas assim a da equacao do

2° grau, ou artificios especificos para cada equagao que enfrentamos. Ao adotarmos este

ponto de vista, entretanto, estamos esquecendo duas coisas:

a) Uma “férmula fechada”, como a que existe para equagoes do 2°, 3° e 4° graus, é muitas
vezes uma vitéria iluséria; nem sequer nos dd uma ideia da ordem de grandeza das

coisas;
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b) Todo processo de resolucao de uma equagao recai, mais cedo ou mais tarde, num célculo

numérico que dara o resultado final, com a aproximacao desejada.

No caso em questao, a raiz da equacao 2% = z? pode ser obtida, de modo simples, pelo
método das aproximagoes sucessivas, como mostraremos no final desta se¢ao. O resultado
é x = —0,7666646959, com 10 algarismos decimais exatos.

A primeira resposta é negativa, isto é, a raiz negativa da equacao proposta é um ntimero
irracional. Isto se prova por absurdo.

Suponhamos que P fosse uma fracao irredutivel positiva tal que 274 = (—g)z. Elimi-
nando os denominadores e elevando ambos membros, & poténcia ¢, terfamos entao 2P - p?¢ =
.

Ora, se p for impar, o primeiro membro desta ultima igualdade é um inteiro que contém
um numero impar de fatores iguais a 2 enquanto o segundo membro contém um nimero par
(talvez zero) de fatores 2. Se, entretanto, p for par entdo ¢ serd impar, logo o primeiro mem-
bro é divisivel por 2 mas o segundo nao é. De qualquer maneira, tem-se uma contradigao:
ndo existe nimero racional r = £ > 0 tal que 27" = (—r)%

A segunda pergunta equivale a indagar se a nossa solugao negativa é um niimero algébrico.

A resposta & segunda pergunta também é NAO. A raiz negativa da equacdo 2% = z2 nio
pode ser obtida por métodos puramente algébricos porque é um nimero transcendente.

Para provar isto, vamos ter que utilizar o Teorema de Gelfond-Schneider, que relem-
brando o enunciado, nos diz o seguinte:

Se a, b sdo ntiimeros algébricos e b é irracional, entdo a® é transcendente (exceto, eviden-
temente, quando a = 0 ou a = 1).

Ora, 2 ¢é claramente algébrico e, como vimos, a raiz negativa x de nossa equacao ¢ irraci-
onal. Se fosse algébrico entao, pelo Teorema de Gelfond-Schneider, 27 seria transcendente.

Mas se & é algébrico, 2% também serd. Logo nao pode ser 2% = z2.

Agora vejamos como calcular numericamente a raiz negativa da equacao 2% = z%:

Consideremos a funcdo f : [0, 4+00) — [0, +00), definida por f(x) = 272. Se o niimero
a > 0 for tal que f(a) = a, entdo —a seré a raiz negativa de 2% = 2.

Para resolver equagoes da forma f(zr) = x, existe um método, chamado ”das apro-
ximagoes sucessivas”, que funciona muito bem quando a derivada da funcao f cumpre uma
condigao do tipo |f'(z)] < A < 1, onde A é constante.

No nosso caso, temos f'(z) = 31og2-e~2. Olhando numa tabela, vemos que o logaritmo

)
log 2

natural de 2 é 0,69. Logo, podemos escrever A = e ter certeza de que 0 < A < 1.
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Portanto |f'(z)| < A < 1 para todo z > 0.
O “método das aproximagoes sucessivas” opera assim: comecamos como qualquer niimero

o > 0. A sequéncia de aproximacgoes sucessivas

1 = f(xg), 22 = f(21), .0y X1 = f(x0), ...

convergira para um limite a > 0, o qual é a tnica solucao da equagao f(z) = x.
Entao —a serd a tnica solucao negativa de 2¢ = 2. Usando uma calculadora que tenha

a tecla z¥, e comecando com zy = 0, obtemos as aproximacoes sucessivas

T = 1
2o = f(z;) =0,7071067811,
x5 = flza) = 0,7826540277, ...,

r18 = 0,7666646959

e partir dai, vém x5 = 119 = x99 etc.
Isto significa que aproximacgoes melhores para a solucao procurada sé podem ser obtidas
com 11 ou mais casas decimais, enquanto nossa calculadora s6 tem 10. Na verdade, xg €

uma excelente aproximacao para tal raiz; até mesmo exagerada para a maioria dos usos.
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Capitulo 6

A Transcendéncia e a Construcao

Geométrica

Neste tltimo capitulo citaremos os trés problemas classicos da geometria grega antiga e
enfatizaremos a impossibilidade da quadradura do circulo com régua e compasso ao modo
grego, comprovada com a transcendéncia do nimero w. As referéncias deste capitulo sao

[15] e [18].

6.1 Trés Problemas Famosos de Construcao

eoria dos nimeros algébricos e transcendentes possibilitou aos matematicos resolver
At d lgéb t dent bilit t t 1

trés problemas geométricos, bem conhecidos, que provinham da antiguidade. Estes treés
problemas, conhecidos sob os nomes de “duplicagao do cubo”, “trisseccao de um angulo”e
“quadratura do circulo”, consistem em efetuar as seguintes construcgoes, usando apenas

régua e compasso’:

(1) “Duplicar o cubo”significa construir um cubo de volume igual ao dobro do volume de
um cubo dado. Apesar de o cubo ser uma figura da geometria do espaco, o problema é,
realmente, de geometria plana, pois, tomarmos como unidade de comprimento a aresta
do cubo dado 6.1, o problema se reduz a construcao de um segmento de comprimento
V/2, porque este seria o comprimento da aresta de um cubo cujo volume fosse o dobro

do volume do cubo dado.

K. T. “régua”, neste contexto, significa “régua sem escala”.
Ver “Episodios da Histéria Antiga da Matematica”, pg. 104

Colegao Fundamentos da Matematica Elementar - SBM
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Figura 6.1:

(2) “Trissectar um angulo”significa descobrir um processo, usando apenas régua e com-
passo, para dividir qualquer angulo em trés partes iguais. Existem angulos especiais,
como por exemplo os de 45° e 90°, que podem ser trissectados apenas com o uso de
régua e compasso; mas, o assim chamado, angulo “geral’nao pode ser dividido em trés

angulos iguais com os instrumentos permitidos.

(3) “Quadratura do Circulo”significa construir um quadrado cuja drea seja igual & de um
cubo ou, de modo equivalente, construir um circulo de area igual a de um quadrado

dado.

Sabe-se que tais construgoes sao impossiveis, isto €, elas nao podem ser efetuadas pelos
métodos de construcao da Geometria Euclidiana, usando apenas régua e compasso. Muitos
amadores continuam tentando encontrar solucoes para estes problemas, nao sabendo que
seus esforcos serao em vaos. Apesar de estes amadores estarem cientes que nenhum ma-
tematico conseguiu efetuar estas construcgoes, aparentemente eles nao sabem que a impos-
sibilidade de tais construcoes ja foi demonstrada. O que muitos dos matematicos amadores
conseguem, de tempo em tempo, ¢ uma solucao aproximada de um destes problemas, mas
nunca uma solucao exata. A distin¢ao aqui é clara: o problema da duplicagao do cubo, por
exemplo, consiste em descrever uma construcao, com instrumentos de desenho teoricamente
perfeitos, de um segmento, ndao de comprimento quase igual a v/2, mas sim, exatamente
igual a v/2. Nao sera solucao do problema, por exemplo, a construcio de um segmento de
comprimento 10(8 — 1/62), apesar de os niimeros 10(8 — 1/62) e v/2 coincidirem até a sexta

casa decimal.
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Um mal-entendido especial ocorre no caso do problema da trissec¢ao de um angulo. E
possivel trissectar qualquer angulo se for permitido fazer marcas na régua. Deste modo,
s6 podemos falar de impossibilidade da trisseccao de um angulo geral, entendendo que os
processos de construgao permitem apenas o uso de compasso e de uma régua sem marcas.

Por causa da consideravel confusao que cerca estes trés problemas classicos, daremos
agora uma nogao, a grosso modo, de como demonstrar a impossibilidade destas cons-
trugoes. Nao poderemos dar demonstragoes completas porque os detalhes se tornam bas-
tante técnicos. Mesmo assim, esperamos tornar o assunto plausivel. Se algum leitor quiser
se aprofundar, existe uma apostila completa da trisseccao do angulo e da duplicagao do
cubo no livro de R. Courant e H. Robbins, “O que é Matematica!”. A demonstracao da
impossibilidade da quadratura de um circulo é muito mais dificil do que as outras duas
demonstragoes.

Como ¢ possivel demonstrar a impossibilidade destas construgoes? O primeiro passo é
obter alguma nocao sobre que comprimentos podem ser construidos com régua e compasso,
a partir de um comprimento unitario dado. Afirmamos, sem demonstrar (quem estiver
familiarizado com construgoes geométricas perceberd que a afirmacgao é razoavel) que, dentre
os comprimentos que podem ser construidos, estao sucessoes de raizes quadradas aplicadas

a numeros racionais, como por exemplo,

ﬂ,\/1+¢§,\/5—3\/1+\/§,\/1+\/5—3\/1+x/§. (6.1)

Estes nimeros sao todos algébricos. Os quatro niimeros acima, sao raizes, respectiva-

mente, das equagoes

72 —2=0 (6.2)

7t =222 - 1=0 (6.3)

2% — 202° + 1322" — 32022 + 94 =0 (6.4)

20 — 8 4 82?4 642" — 982°% — 1642° 4 2002 + 22422 — 113 =0 (6.5)

Escolhamos uma delas, digamos 6.4, e verifiquemos a afirmacao acima. Comecemos com

xz\/5—3\/1—|—\/§.
2 =5-3\/1+ V2.
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Mudando um termo de membro e, novamente, elevando ao quadrado, obtemos

22 —5 = —3\/1+V2,

2t — 1022 +25 = 9+ 9V2,
2 =102 +16 = 9v2

e, elevado novamente ao quadrado ambos os membros, chegamos a 6.4.

Nao apenas sao os numeros 6.1 raizes das equacgoes 6.2 e 6.5, mas nenhum desses niimeros
é raiz de algumas equacao, com coeficientes inteiros, de menor grau. Consideremos o niimero
V14 V2, por exemplo. Ele satisfaz a eq. 6.4 de grau 4, mas nao satisfaz nenhuma equacio
de grau 3, 2 ou 1, com coeficientes inteiros. (Nao vamos provar esta afirmacao.) Sempre que
um numero algébrico for raiz de uma equacao de grau 7, com coeficientes inteiros, dizemos
tratar-se de um ntmero algébrico de grau n. Assim, os nimeros 6.1 sao nimeros algébricos
de graus 2, 4, 8 e 16, respectivamente. Isto sugere o seguinte fato basico sobre comprimentos
que podem ser construidos pelos métodos da Geometria Euclidiana.

Teorema 1 (Sobre Construgoes Geométricas). Comecando com um segmento de com-
primento unitdario, qualquer comprimento que possa ser construido com régua e compasso é
um numero algébrico de grau 1, ou 2, ou 4, ou 8, ..., isto é, um numero algébrico de grau
tgual a um poténcia de 2.

Se o leitor aceitar a validade deste resultado, poderemos mostrar porque as trés famosas
construcoes sao impossiveis?.

Comecemos com a duplicagao do cubo. Como vimos, ao enunciar o problema, trata-se
de construir um segmento de comprimento V2 a partir de um segmento unitario. Mas sera

que /2 é um comprimento construtivel? Ele satisfaz a equacio
?—2=0 (6.6)

e isto sugere ser v/2 um ntimero algébrico de grau 3. De fato isto é assim e para demonstracio
basta verificar que /2 ndo satisfaz nenhuma equacdo de grau 1 ou 2, com coeficientes
inteiros. Apesar de a demonstracao nao ser dificil, ela é um pouca artificiosa e vamos
deixa-la para a proxima secao.

Sendo +v/2 um niimero algébrico de grau 3, pelo Teorema Sobre Construcoes Geométricas,

enunciado acima, ele nao sera construtivel. Dai concluimos ser impossivel duplicar o cubo.

20 leitor devera lembrar que este teorema implica o seguinte: niimeros algébricos de grau n, onde n nio
é uma poténcia de 2, nao sao construtiveis com régua e compasso; também nimeros transcendentes nao sao

construtiveis com régua e compasso.
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Consideremos, a seguir, o problema da trisseccao de um angulo. Para mostrar que a
trisseccao é impossivel, basta mostrar que um certo angulo nao pode ser trissectado com
o uso somente de régua e compasso. O angulo especifico que vamos considerar é o de 60°.
Trissectar um angulo de 60° significa construir um angulo de 20°, o que, por sua vez, consiste
em construir, a partir de um dado segmento unitario, um segmento de comprimento igual
a cos 20°. Para ver isto, consideremos um triangulo de base 1, cujos angulos de base sejam
60° e 90°, como na 6.2. Temos, assim, um triangulo ABC', com base AB = 1, angulo
BAC = 60°, angulo ABC' = 90°. No lado AC escolhamos o ponto D tal que o angulo
DAB = 20°. Da trigonometria elementar, sabemos que

_AD _AD

AD=—=7%

= sin 20°.

Portanto, a trisseccao de um angulo de 60° se resume na construcao de um segmento

Figura 6.2:

de comprimento igual a sec20°, o que, por sua vez, equivale a construir um segmento de
comprimento cos 20° porque cos 20° e sec 20° sao reciprocos um do outro e sabe-se bem que
se um segmento for construtivel, o segmento de comprimento reciproco também o sera.
Entao a questao passa a ser: Pode-se construir um segmento de comprimento cos 20° a
partir de um segmento dado de comprimento 17 Sabemos que cos 20° é raiz de uma equagao
823 — 62 — 1 = 0 (consequéncia da relagao fundamental trigonométrica e da férmula do arco
triplo), isto é, de uma equacao de grau 3. Além do que, afirmamos (sem demonstrar, pois
trata-se de um resultado mais profundo) que cos 20° nao satisfaz nenhuma equagao de grau

1 ou 2, com coeficientes de grau 3 e pelo Teorema Sobre Construgoes Geométricas, cos 20°
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nao é construtivel. Assim, a trisseccao de um angulo de 60°, com régua e compasso, é
impossivel.

Finalmente, consideremos o problema da quadratura do circulo. Dado um circulo qual-
quer, podemos considerar seu raio como unidade de comprimento. Com essa unidade, a
area do circulo serd m unidades de area. Um quadrado de mesmo tamanho teria lado de
comprimento /7. Portanto o problema da quadratura do circulo consiste em construir
um segmento de comprimento /7 a partir de um comprimento unitério dado. Na teo-
ria das construgoes geométricas é bem conhecido que se pode construir um segmento de
comprimento a? a partir de segmentos de comprimentos 1 e a. Portanto, se fosse possivel
construir um segmento de comprimento /7 também seria possivel construir um segmento
de comprimento 7.

Mas, no capitulo anterior verificamos que 7 é um numero transcendente, isto é, m nao
¢ um ndmero algébrico. O Teorema Sobre Construgdes Geométricas diz ser impossivel a
construcao de um segmento de comprimento 7. Portanto, a construgao necessaria para a

“quadratura do circulo”é impossivel.
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