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RESUMO

SILVA, Bruno das Chagas. Fractais gerados por inversées no circulo. 2018. 86 f.
Dissertagdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pds-Graduagdo, Pesquisa,
Extensdo e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,
Rio de Janeiro, 2018.

A Geometria Fractal € um ramo recente da Matematica criada por Benoit Mandelbrot em
1975. Essa proporciona modelos matematicos mais apropriados para a representacdo de
muitos fendbmenos da natureza do que as figuras da geometria classica. Quando se fala em
fractais no Ensino Médio, geralmente, trata-se do conjunto de Cantor, do tapete de Sierpinski,
da curva de Koch, ou outro exemplo qualquer de fractal linear para empregar a
contextualizagcdo em alguns assuntos tais como: fungdes, progressdes geométricas, logaritmos,
etc.. Dessa forma, pode parecer que as nocdes de fractal e a de autossemelhanca exata estdo
“casadas”. Porém, ha outras classes de fractais. Por exemplo, os fractais gerados por inversfes
no circulo, os quais diferem fundamentalmente dos fractais autossemelhantes exatos. Esses
fractais aparecem na forma de cristais liquidos, insetos, cefalépodes e até alguns tipos de
plantas. Assim, pretende-se com este trabalho mostrar que o conceito de fractal € mais amplo
do que é difundido, além de, concomitantemente, trabalhar com a inversdo no circulo, uma
transformacédo importante e fundamental na demonstracdo de alguns teoremas de Geometria,
mas que ndo é estudada no Ensino Médio. Para isso, primeiro fala-se dos fractais
autossemelhantes exatos e seus exemplos classicos. A seguir faz-se um estudo sobre inversdo
no circulo, para finalmente tratar dos fractais gerados por inversdes no circulo.

Palavras-chave: Fractal; Inversdo no Circulo; Fractais gerados por inversdes.



ABSTRACT

SILVA, Bruno das Chagas Silva. Fractais gerados por inversdes no circulo. 2018. 86 f..
Dissertagdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pods-Graduagdo, Pesquisa,
Extensdo e Cultura. Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,
Rio de Janeiro, 2018.

The Fractal Geometry is a recent branch of Mathematics created by Benoit Mandelbrot in
1975. It provides more appropriate mathematical models to represent many phenomena of
nature than classical geometric figures. When fractals are taught in high school, the Cantor
set, the Sierpinski carpet, the Koch curve, or any other linear fractal example are used to
employ contextualization in some subjects such as: functions, geometric progressions,
logarithms, etc. Therefore, it may seem that the concepts of fractal and that of self-similarity
are connected. But there are other classes of fractals. For instance, fractals generated by circle
inversions, which differ fundamentally from the exact self-similar fractals. These fractals
appear in the form of liquid crystals, insects, cephalopods and even some types of plants.
Thus, the purpose of this work is to show that the concept of fractal is broader than it is
widespread, while also, concurrently, working with the circle inversion, an important and
fundamental transformation in the demonstration of some theorems of Geometry, but which is
not studied in high school. For this purpose, firstly, the concept of the exact self-similar
fractals and their classic examples are discussed. Then a study is made about circle inversion,
to finally deal with the fractals generated by circle inversions.

Keywords: Fractal Geometry; Circle inversion; Self-inverse Fractals.
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1 INTRODUCAO

A geometria de maior dominio popular, ainda hoje, € a euclidiana. Criada
aproximadamente em 300 a.C., ela esta presente em diversas atividades do nosso dia a dia:
desde uma crianga brincando com jogos geométricos, passando por um agricultor delimitando
areas, até um engenheiro criando seus projetos.

O avanco da tecnologia e a criagdo de computadores mais potentes possibilitaram ao
matematico polonés Benoit Mandelbrot criar uma nova geometria, a geometria fractal. Sendo
essa muito mais que uma ferramenta auxiliar, ela é, na verdade, uma linguagem capaz de
descrever toda a natureza, desde vegetacOes e animais até muitos fenémenos fisicos, como o
rastro de um raio ou as marcas das ondas deixadas em areia.

A interdisciplinaridade entre a geometria fractal e outras areas do conhecimento pode
despertar maior interesse para 0 seu estudo, visto que ndo serd apenas uma teoria restrita as
paredes de uma sala de aula, mas sim um novo modo de enxergar a realidade do que acontece
no mundo real.

Em geral, fractais aparecem no Ensino Médio em questdes contextualizadas, onde suas
propriedades geométricas sdo exploradas em assuntos tais como: funcgdes, progressées
geomeétricas, logaritmos, etc. Porém, pode-se ir mais longe. Ao invés de apenas diluir a
geometria fractal em exemplos contextualizados para outros temas da Matematica, por que ndo
incentivar o seu estudo promovendo uma atividade de pesquisa extraclasse com os alunos do
Ensino Médio?

A Geometria Fractal permite conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre
diferentes formas de pensamento matematico. Também possui muitas aplicacdes dentro e fora
da Matematica.

Diante do exposto, a proposta deste trabalho € explorar mais este vasto universo da
geometria fractal fazendo um estudo de uma classe pouco explorada de fractais, os fractais
gerados por inversdes no circulo.

Para desenvolver este trabalho sera necessario falar também de transformacGes
geomeétricas. Trataremos especificamente de uma delas: a inversdo no circulo — um tipo de
transformacdo geomeétrica que preserva angulos e é uma importante ferramenta em geometria
—, mas que ndo consta no curriculo de Matematica do Ensino Médio no Brasil.

Sendo assim, este trabalho inicia-se com uma descrigdo historica da geometria

euclidiana e como se deu o surgimento da geometria fractal. S&o mostrados os exemplos
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classicos de fractais, a fim de ampliar a compreensdo do assunto, e a forma de como construi-
los.

Em seguida, sera feito um estudo sobre as inversdes no circulo. Neste estudo, tratar-se-
do dos resultados necessarios para o0 desenvolvimento deste trabalho. Exemplos de sua
aplicabilidade mostrardo a importancia do assunto ndo apenas para a geometria fractal como
também para outras disciplinas.

Por fim, um fractal gerado por inversdes no circulo sera analisado. Serdo apresentadas
algumas formas de confeccédo e exemplificado em que parte da natureza é possivel localiza-lo,
realcando, dessa forma, a importdncia que a presente geometria tem, ndo apenas como
ferramenta auxiliar, mas como uma linguagem capaz de interpretar a realidade de alguns

fendbmenos da natureza.
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2 FRACTAIS

Ao observar as formas da natureza em escalas cada vez menores — como a costa
maritima de um pais, as formas de algumas espécies de arvores, a formacao dos raios, que
possuem formacoOes aleatorias — é possivel encontrar propriedades matematicas especificas,
que fizeram com que o matematico Benoit Mandelbrot (1983), em 1975, as definisse por um
nome até entdo inexistente: fractais.

Esse neologismo teve como base, no latim, o adjetivo fractus, que traduzido significa
quebrado, particionado, fragmentado, condizendo exatamente com as caracteristicas destacadas
por Mandelbrot (1983), pois as estruturas observadas poderiam ser construidas a partir de
inimeras copias de seus proprios fragmentos.

A exploragdo da geometria fractal diminui a crenca de que a matematica € apenas a
relacdo entre ndmeros e o ato de decorar férmulas, pois ela na verdade vai bem além,
possibilitando: reproduzir, quase que de forma fiel, tudo que é visto; quantificar distancias;
quantificar temperaturas; organizar objetos, desenvolver as artes e muitas outras conquistas
além do que se poderia inicialmente imaginar (FRAME; URRY, 2016a).

Atualmente, devido ao desenvolvimento da informatica, com o auxilio dos
computadores e com algumas condicdes iniciais especificas, algoritmos recursivos conseguem
gerar fractais muito semelhantes as formas encontradas na natureza e que muitas vezes sdo

usadas para cenarios em filmes, telas para quadros, entre outras producdes artisticas.

2.1 Origem dos Fractais

Por volta de 300 a.C. com a morte de Alexandre, o Grande, rei da Macedonia, Ptolomeu
I, um de seus generais, passou a comandar a parte egipcia do império grego. Em seus esfor¢cos
para desenvolver Alexandria, construiu um instituto, sem precedentes em seu tempo, chamado
Museu. Era la que estavam os mais importantes matematicos, fisicos e filosofos da época. Entre
esses notaveis homens, estava Euclides de Alexandria (BOYER, 1974).

Considerado o pai da geometria, esse matematico grego foi responsavel por compilar
“Os Elementos”, compéndio em que constava todo o conhecimento sobre geometria até o
momento. N&o se tem certeza se o intuito dessa obra era didatico ou preservar uma heranga
matematica bem desenvolvida em sua época, cuja origem foi no século VI a.C. com os estudos
de Tales de Mileto (AVILA, 2001).
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Nessa obra, composta por treze livros, encontram-se os cinco postulados de Euclides
que continuam sendo utilizados em todo o mundo, principalmente no que se refere ao ensino da
geometria.

Ao longo dos seculos, muitos matematicos se empenharam em provar 0 quinto
postulado de Euclides, conhecido atualmente como Axioma das Paralelas, por ndo acreditarem
se tratar de um postulado, mas sim de uma consequéncia dos quatro postulados anteriores a
esse (KUBRUSLY, 2004).

Na ansia pela obtencdo desse resultado, Crilly (2017) afirma que trés matematicos se
destacaram: o hdngaro Janos Bolyai que, em 1831, concluiu e publicou ser realmente
impossivel obter a prova do quinto postulado com base nos outros quatro; de forma
independente, o matematico russo Nikolai Lobachevsky que, em 1829, chegou a mesma
conclusdo; e o matematico alemao Carl Friedrich Gauss que, apesar de ndo publicar, ja havia
obtido resultados semelhantes em 1817. Com essa nova descoberta, outras ramificacdes da
Geometria puderam ser exploradas.

A geometria euclidiana € fundamental para o estudo de areas, volumes e formas de
desenhos geométricos. Mas é incapaz de reproduzir fidedignamente os elementos da natureza,
pois as formas de uma montanha, os contornos de uma nuvem, ou o curso formado por um raio
ndo podem ser representados apenas por circunferéncias, cones, linhas, ou quaisquer outros
elementos caracteristicos dessa geometria (MANDELBROT, 1983).

Surgiu entdo a necessidade de uma nova geometria que tivesse condicdes de representar
a complexidade e irregularidade inerentes a natureza. Esta foi criada em 1975 por Benoit
Mandelbrot (1983), e ficou conhecida como geometria fractal.

Apesar de ser uma criacdo recente, alguns dos elementos que compdem sua base de
estudo sdo bem anteriores ao periodo de sua formacao. Esses tiveram inicio no final de século
XIX, mais precisamente em 1872, com uma funcdo descoberta pelo matematico aleméo Karl
Weierstrass, cuja caracteristica era de ser continua e ndo derivivel em nenhum de seus pontos
(ROQUE, 2012). Isso contrariava a nogdo de funcdo continua existente até entdo. Esse ndo foi
0 Unico exemplo, pois muitos outros surgiram: a Curva de Koch, o Triangulo de Sierpinski, a
Poeira de Cantor, a Curva de Peano, a Curva de Hilbert, o Conjunto de Julia, entre outros.

Objetos geométricos como estes foram considerados casos patoldgicos e compunham
uma cole¢do conhecida como “galeria de monstros”. E, apesar de seus criadores Helge von
Koch, Waclaw Sierpinski, Georg Cantor, Giuseppe Peano, David Hilbert e Gaston Julia ndo
terem desenvolvido uma nova geometria com base neles, estes foram fundamentais para os

estudos de Benoit Mandelbrot.
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Segundo Barbosa (2005), Benoit Mandelbrot, conhecido como pai da geometria fractal,
nasceu em Varsovia, Polénia, no ano de 1924. Mudou-se com sua familia para Paris, onde
estudou entre os anos de 1945 e 1947 na Escola Politécnica, uma das mais antigas e
conceituadas escolas de engenharia da Franca.

Nesta época, muitos matematicos do mundo todo foram influenciados pelo grupo
Bourbaki. O grupo era formado por jovens matemaéticos, principalmente franceses. Estes
desejavam a reconstrucdo da Matematica baseando-se em um rigor matematico excessivo,
ignorando por completo a influéncia do apelo visual. Todavia Mandelbrot ndo se adequou ao
método abstrato de estudar Matematica e, por isso, em 1948, prosseguiu sua vida académica
indo estudar Ciéncia Aeroespacial nos Estados Unidos, tendo assim a oportunidade de trabalhar
em uma das empresas mais avancadas em tecnologia na sua época, a IBM.

Com o apoio de um avancado sistema de computadores, Mandelbrot tanto solucionou
problemas utilizando algumas das funcBGes descobertas décadas antes, as conhecidas como
patoldgicas, quanto conseguiu achar padrdes inesperados em dados estatisticos totalmente
imprevisiveis, tornando-se um professor reconhecido e respeitado em algumas das principais
instituicdes de ensino superior dos Estados Unidos.

Benoit Mandelbrot foi o responsdvel por embasar e divulgar essa nova geometria
através de seus livros: “Fractals: Form, Chance and Dimension”, publicado em 1977; e “The

Fractal Geometry of Nature”, publicado em 1982.

2.2 Caracterizagdo de um fractal

Os objetos geométricos atualmente conhecidos como fractais ainda estdo sendo
explorados e muitas das suas caracteristicas vém sendo analisadas, desde sua criagdo por
Mandelbrot, com o intuito de se chegar a uma definicdo mais precisa que possa, enfim,
classificar um objeto como sendo fractal. Mandelbrot (1983), orginalmente, propds uma
definicdo técnica em termos de dimensdo. Porém existia uma variedade de objetos que ndo
satisfaziam esta definicdo, mas deveriam claramente ser considerados fractais. Assim, esta
definicdo foi abandonada (FALCONER, 2013).

De acordo com Falconer (1997, 2013) um objeto, além de ser capaz de ter uma
dimensédo fractal, o que serd detalhado em 2.2.2, pode ser classificado como fractal quando
possui todas ou a maioria das propriedades citadas abaixo:

e De tal forma irregular que métodos classicos da geometria e da matematica ndo se

aplicam a este objeto;
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Apesar de, as vezes, parecer complexo, é formado por um processo simples, gerado de
forma iterativa ou recursiva;

Na maioria das vezes, tem aparéncia semelhante a elementos encontrados na natureza;
Estrutura fina, ou seja, uma estrutura detalhada em escalas arbitrariamente pequenas;
Possui alguma forma de autossimilaridade que pode se manifestar como:
autossimilaridade  exata;  autoafinidade;  autossimilaridade  estatistica  (a
autossimilaridade ou a autoafinidade podem incorporar elementos randémicos) e

autossimilaridade qualitativa (como em séries temporais).

Autossimilaridade

A nogdo de autossimilaridade admite muitas variagdes.

Um fractal autossimilar exato é feito de varias copias similares menores dele mesmo.

Sé&o estruturas que apresentam padrfes gerados matematicamente, 0s quais podem ser criados a

partir de variacbes de escala, rotacdo ou translacdo da figura original. A samambaia de

Barnsley (Figura 1) é um exemplo de um fractal autossimilar.

Figura I - Samambaia de Barnsley

Fonte: Wikipedia. Disponivel em:
https://en.wikipedia.org/wiki/Barnsley fern.
Acesso em: 20 fev. 2018.


https://en.wikipedia.org/wiki/Barnsley_fern
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A autoafinidade é uma caracteristica dos fractais que possuem diferentes fatores de
escalas em diferentes direcdes. A Figura 2, abaixo, apresenta um tipo de fractal autoafim. Cada
copia menor da figura original tem um fator de escala 1/3 na direcdo horizontal e de 1/2 na

direcdo vertical.

Figura 2 - Exemplo de fractal autoafim

Fonte: FRAME; URRY, 2016b.

A autossimilaridade estatistica é uma outra variacdo de construcfes autossimilares
obtida através da introducdo de um elemento randémico na construcdo de um fractal, o que
frequentemente resulta em uma aparéncia mais natural. A autossimilaridade estatistica, na
modificacdo de cada segmento, segue 0 mesmo procedimento randémico em todo estagio de
construcdo desse fractal. O contorno da costa da Grd Bretanha € um exemplo de fractal com

autossimilaridade estatistica (Figura 3).

Figura 3 - Contorno da costa da Gra-Bretanha

Fonte: Wikipedia. Disponivel em: https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Britain-fractal-coastline-

combined.jpg. Acesso em: 20 fev. 2018.



21

Uma outra generalizagdo de autossimilaridade foi feita para incluir transformagdes nao
lineares: o fator de escala depende da localizagdo. Entre esses, ha os chamados de fractais de
inversdes no circulo (em inglés, sef-inversive fractal). A Figura 4 ilustra um fractal gerado por
muitas iteracdes de um processo chamado inversdo em um circulo, assunto que sera tratado no

proximo capitulo.

Figura 4 - Exemplo de fractal ndo linear

Fonte: FRAME,; URRY, 2016D.

Um outro exemplo de fractal ndo linear € o Conjunto de Mandelbrot (Figura 5).

Figura 5 - Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Wikipedia. Disponivel em: https://en.wikipedia.org/

wiki/ Mandelbrot _set. Acesso: 20 fev. 2018.


https://en.wikipedia.org/wiki/%20Mandelbrot_set
https://en.wikipedia.org/wiki/%20Mandelbrot_set
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2.2.2 Dimensao Fractal

As noc¢Oes primitivas da geometria escritas por Commandino (2009) séo a referéncia
para classificacdo de outros elementos estudados na geometria classica, séo elas:
e Ponto é uma representacdo geométrica sem parte alguma;
e Linha é o que tem comprimento, porém sem largura;
e Superficie plana tem largura e comprimento;

e Solido, cujos termos sdo superficies, tem largura, comprimento e profundidade.

Com base nisso, até o inicio do século XX, era de se esperar que qualquer objeto
presente na natureza pudesse ser relacionado a essa classificacdo, ou seja, todos os sélidos
teriam dimensdo 3, pois seriam necessarios trés parametros para sua existéncia: largura,
comprimento e profundidade. Seguindo esse mesmo raciocinio, as superficies teriam dimenséo
2, linhas teriam dimensdo 1 e ponto ndo teria dimensdo, 0 que seria representado por uma
dimensdo 0.

Contudo, algumas construgdes ficaram a margem dessa teoria, como é o exemplo do
movimento browniano que preenche, quase completamente, 0 espaco, mas que do ponto de
vista topoldgico é uma curva e deveria ter dimensao 1, ou a curva de preenchimento do plano
do italiano Giuseppe Peano que por ser formada apenas por linhas deveria ter dimensédo
topoldgica 1, mas preenche por completo o plano (MANDELBROT, 1983). Cortes (2014)
esclarece com maiores detalhes o conceito de dimensao topologica.

O conceito de dimensdo euclidiana estd relacionado ao nimero de eixos necessarios
para a descricdo Unica de um objeto. Ja a dimensdo oriunda da topologia, parte da geometria
criada a partir do século XX que estuda a forma do objeto, surgiu como extensdo do conceito
da geometria euclidiana, enquanto 0os matematicos estudavam como seria possivel um objeto
unidimensional preencher um plano que possui dimensao 2.

Mesmo mais desenvolvida que a dimensdo euclidiana, a dimensdo topologica ndo foi
suficiente para classificacdo dos objetos fractais. Foi necessaria a criacdo da dimenséo fractal, a
qual representa o grau de ocupacéo desses objetos no espaco.

A dimenséo foi a parte central dos conceitos usados por Mandelbrot (1983). Em suas
pesquisas, encontrou valores fracionarios ou irracionais para as dimensdes dos fractais,
diferentemente do que ocorria nos elementos abordados pela geometria euclidiana. Devido a

essa caracteristica especifica dos fractais, ele priorizou o célculo da dimensdo de um objeto
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geomeétrico em detrimento ao aspecto visual para classifica-lo como sendo fractal. Atualmente,
conforme ja mencionado anteriormente, essa caracterizagédo de fractal foi abandonada.

Dimensbes geométricas que ndo tenham como resultados numeros inteiros sao
incomuns para quem tem contato apenas com a geometria euclidiana. Contudo, analisando
alguns exemplos comuns & propria geometria euclidiana, é possivel entender como calcular o
valor da dimensdo de alguns fractais classicos, usando a chamada dimensdo de similaridade
(SALLUM, 2005).

Ao se dividir um segmento de reta, que possui dimensdo 1, de tamanho L em X partes
iguais (Figura 6), cada um desses novos segmentos representard uma reducdo de B = % do

segmento original.

Figura 6 - Segmento de reta dividido em x partes

L
4

Fonte: O autor, 2018.

Dessa mesma forma, ao se dividir os lados de tamanho L que formam um objeto de

dimensdo 2 em X partes iguais (Figura 7), cada um desses A = X2 novos objetos terdo seus

lados reduzidos de um fator B = % = % em relacdo aos lados do objeto original.

Figura 7 - Quadrado dividido em x? partes

Fonte: O autor, 2018.
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Igualmente, ao se dividir os lados de tamanho L que formam um objeto de dimensdo 3

em X partes iguais, conforme a Figura 8 ilustra abaixo, cada um desses A = X3 novos objetos

~ " 1 1 ~ .
terdo seus segmentos reduzidos de um fator B = x> T em relacdo aos lados do objeto

original.

Figura 8 - Cubo dividido em x* partes

[ LSS
[ L L L
[ LSS

NN NN

/
/
/

Fonte: O autor, 2018.

Generalizando, ao se dividir os lados que formam um objeto de dimensdo D em X

partes iguais, de forma a obter A = XP objetos semelhantes a esse, seus segmentos serdo

1 1 .. . ~ .
i Com o objetivo de calcular o valor da dimenséao, apds

uma organizagdo na equagao, aplica-se logaritmo em ambos 0s termos como descrito abaixo:

reduzidos por um fator B =

5 - 1
XA
1
D e —
\/Z_B
D 1
In(V4) =In (1)
1
—1nd = ln(—)
B
InA
D =
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Esse calculo pode ser empregado nos fractais que possuem autossimilaridade exata,
aqueles cujas partes fragmentadas sdo cdpias reduzidas deles mesmos.

Outros métodos mais gerais segundo Mandelbrot (1983) — como, por exemplo, a
dimensdo box-counting e, a mais usada pelos matematicos, a dimensdo de Hausdorff —,
também sdo usados para calcular a dimensdo de fractais com autossimilaridade exata, mas séo
principalmente empregados em fractais que ndo apresentam esta propriedade ja que o método

por similaridade ¢ ineficaz para esses tipos de fractais.

2.2.3 Sistema de Funcdes Iteradas

Embora muitos fractais parecam possuir estruturas complexas e serem cheios de
detalhes intrincados, estes podem ser construidos através de regras aplicadas repetidamente —
cada regra pode ser descrita como uma combinagdo de quatro tipos de operacdes: reducéo;
reflexdo, rotacdo e translacio (APENDICE A) — a sequéncia de imagens produzidas converge
para a mesma forma e cada uma das regras deve transformar a forma em uma cépia menor de si
mesma. Esse processo € conhecido como Sistema de Funcdes Iteradas (IFS) (FRAME; URRY,
2016a).

Construir os fractais mais simples envolvem duas etapas, a primeira é identificar que
esse fractal A é formado por algumas cdpias menores Fi, Fo, F3 ., Fn de F e a segunda é
identificar, para cada copia menor Fi quais seriam as transformacdes aplicadas ao fractal F de
forma a ser transformado em cada uma das partes menores Fi. Observe a aplicacdo desse

método no fractal da Figura 9.

Figura 9 - Fractal

2 .il:'lr

Fonte: O autor, 2018.
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E facil observar na Figura 9 que, se o tridngulo equilatero original possuir lado 2m, ele
pode ser fragmentado em trés tridngulos de lado m (vermelho, azul e verde) semelhantes a si
mesmo. Além disso, os triangulos azul e vermelho sdo resultados de uma contracdo seguida de
uma translacdo do triangulo original. Esse mesmo resultado pode ser obtido em sucessivas
etapas de divisdes. Sendo assim, esse fractal pode ser formado por IFS.

Conhecidas as regras de formacao de um fractal, é possivel iniciar sua constru¢do com
qualquer figura, tendo sempre o mesmo resultado final. A essa figura final invariante € dado o
nome de Atrator (JANOS, 2009). Para exemplificar essa construcdo, sera utilizada a insignia do
“PROFMAT”, conforme mostra a Figura 10.

Apos a escolha da figura inicial A, é formado um conjunto de cdpias modificadas dessa
figura através das mesmas transformac6es afins que geraram Fi, F2, F3, Fs4 ... Fn. O mesmo
procedimento é empregado no conjunto formado por essas cépias e assim sucessivamente. A

cada um desses passos, Frame e Urry (2016a) chamam de iteracdes.

Figura 10 - Construgdo do fractal por IFS

A A An
AA A‘A‘ {rzomm“
P v Y
A A PROFMAT P!;‘O‘F.‘\?:ﬂ Prﬁsﬁﬂ
AAAA A A An Aa

A A PROFMAT PROFMAT

AAAA AAAA ‘fi“ ‘:‘;1 ‘fi“ ‘:‘;1
P R O F M AT PROFMAT PROFMAT PI':OF.‘M:\T P!;OF.‘M:\'I PI':OF.‘M:\T P!;OF.‘M:\T
Figura A 1% lteragéo 2? lteracéo 32 lteragio A2 lteracéo

Fonte: O autor, 2018.

Estes autores afirmam que posicionando a figura original em um quadrado unitario cuja
origem esteja no canto inferior esquerdo do plano cartesiano, existem seis variaveis possiveis
para a formacao de fractais autossimilares:

» r indica variag¢Oes na dire¢do horizontal,

* s indica variagoes na dire¢do vertical;

* 0 indica rotacdo de linhas horizontais sobre a origem, com angulos positivos indicando
rotacOes no sentido anti-horario;

* ¢ indica rotagdo de linhas verticais sobre a origem, com angulos positivos indicando rotaces
no sentido anti-horario;

* ¢ indica transla¢ao horizontal,

* f indica translagao vertical.
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A Tabela 1 mostra os dados das varidveis das trés figuras utilizadas, em cada iterag&o,

para a construcdo do fractal exposto na Figura 10.

Tabela 1 - Dados referentes as iteragoes na constru¢do do fractal

r 5 = Q e f
1 1 0 0 0 0
2 2

1 1 0 0 1 0
2 2 2

1 1 0 0 1 1
2 2 4 2

Fonte: O autor, 2018.

Sistemas de fungdes iteradas também podem ser utilizados para gerar fractais mediante

um processo randomico, porém este assunto nao sera tratado neste trabalho.

2.3 Alguns fractais classicos

2.3.1 Conjunto de Cantor

O matematico Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em 1845, em S&o

Petersburgo, Russia. Aos onze anos de idade, emigrou para Frankfurt na Alemanha com seus

familiares devido a problemas de salde do seu pai. Em sua formacédo académica teve passagens

por ilustres universidades, como Gottingen, de Berlim e de Zurique. Cantor morreu em 1918

apos varias internacdes por conta de suas depressdes nervosas (O’CONNOR; ROBERTSON,

1998).

A Poeira de Cantor (Cantor Dust), também conhecida como Conjunto de Cantor (Figura

11), foi publicada em 1883 pelo proprio Cantor como base do desenvolvimento da teoria dos

conjuntos, um dos assuntos profundamente estudado por ele. Talvez esse seja o fractal mais

antigo que se tenha conhecimento (BARBOSA, 2005).
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Figura 11 - Fractal Conjunto de Cantor

Fonte: O autor, 2018.

A construcdo do Conjunto de Cantor ocorre da seguinte forma:

Passo 1: Obter um segmento de reta;

Passo 2: Dividi-lo em trés partes iguais, eliminando a parte central;

Passo 3: Repetir, indefinidas vezes, 0 passo 2 nos segmentos de reta que restaram;

O Conjunto de Cantor € exatamente o resultado desse processo sucessivo e infindavel
de divisoes.

Célculo da dimenséo:
Objetos semelhantes ao anterior apds uma divisao (A): 2

Fator de reducéo (B): %

Segundo a relacdo de semelhanca:

D InA
= 1 .
In ()
Para os dados fornecidos, tem-se:
D In2 )
" In3 2)

ou

D = 0,63093.
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2.3.2 Curvade Koch

Niels Fabian Helge Von Koch nasceu em 1870. Aos 17 anos deu inicio aos estudos na
universidade de Estocolmo, Suécia, até a conquista de seu doutorado, em 1892, onde trilhou
uma brilhante trajetoria como aluno. Nos 12 anos seguintes, Von Koch atuou como professor
adjunto dessa mesma universidade, passando ainda, em 1911, a atuar como professor de
matematica na Universidade de Estocolmo. Morreu jovem em 1924,

A Curva de Koch (Figura 12) foi publicada em 1906, em um de seus trabalhos que tinha
por objetivo descobrir outros exemplos de func¢Bes continuas ndo derivaveis similares aquela
exposta por Karl Weierstrass em 1872 (O’CONNOR; ROBERTSON, 2000).

Figura 12 - Fractal Curva de Koch

VANt GNP

Fonte: Figura adaptada de FALCONER, 1990.

A construcdo da Curva de Koch ocorre da seguinte forma:
Passo 1: Construir um segmento de reta;

Passo 2: Dividir este segmento em trés partes iguais;

Passo 3: Construir um triangulo equilatero na parte central;
Passo 4: Remover a base deste triangulo;

Passo 5: Repetir, indefinidamente, os passos 1, 2 e 3;

Célculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior apds uma divisao (A): 4

Fator de reducéo (B): §

Segundo a relacéo de semelhanca:

Para os dados fornecidos, tem-se:

D=m (3)
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ou
D = 1,2618.

Hé outro fractal derivado da Curva de Koch conhecido como Estrela de Koch ou Floco
de neve de Koch (Figura 13). Nele, ao invés de se comecar a constru¢cdo apenas com um
segmento de reta, a figura inicial contém trés segmentos dispostos de tal forma que gerem um
tridngulo equilatero. As transformacdes realizadas em cada lado sdo idénticas as utilizadas para

formar a Curva de Koch.

Figura 13 - Estrela de Koch

IATAEIES

Fonte: Figura adaptada de JANOS, 2009.

Célculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior ap6s uma divisdo (A): 4

Fator de reducéo (B): §

Segundo a relacéo de semelhanca:
InA

n(3)

_1n4
" In3

D =

Para os dados fornecidos, tem-se:

(4)
ou
D = 1,2618.
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2.3.3 Triangulo de Sierpinski

Waclaw Sierpinski nasceu em Varsovia, Pol6nia no ano de 1882. Teve sua formacéo
académica na universidade de Varsovia. Escreveu um total de 724 artigos e 50 livros sobre
diversos temas da matematica, como por exemplo, teoria dos nimeros, topologia e teoria dos
conjuntos, entre outros. Durante a pesquisa da caracteriza¢do topoldgica dos conjuntos de
numeros reais ele descobriu um fractal que leva seu préprio nome: Tridngulo de Sierpinski
(Figural4). Faleceu no ano de 1969 no pais onde nasceu (O’CONNOR; ROBERTSON, 1997).

Figura 14 - Fractal Triangulo de Sierpinski

Aa Ay £

Fonte: Figura adaptada de FALCONER, 1990.

A construcdo do Triangulo de Sierpinski (Figural4) ocorre da seguinte forma:

Passo 1: Construir um triangulo equilatero;

Passo 2: Dividir os trés lados nos seus pontos médios;

Passo 3: Unir os pontos medios com segmentos de reta, formando quatro tridngulos
idénticos. A parte interior do triangulo formado pelos pontos médios sera retirada;

Passo 4: Repetir, indefinidamente, 0s passos 2 e 3 nos trés triangulos restantes.

Calculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior ap6s uma divisao (A): 3

Fator de reducéo (B): %

Segundo a relacéo de semelhanca:

Para os dados fornecidos, tem-se:

D_E (5)
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ou
D = 1,5850.

2.3.4 Tapete de Sierpinski

O tapete de Sierpinski (Figura 15) é outro fractal de Sierpinski, cuja construgdo
assemelha-se muito ao ja citado triangulo de Sierpinski. Devido a possibilidade de transmissao
em uma extensa faixa de frequéncias e a simplicidade em sua fabricacdo, esse fractal €

frequentemente usado em antenas para celular (FRAME; URRY, 2016a).

Figura 15 - Fractal Tapete de Sierpinski

Fonte: O autor, 2018.

Sua construcao ocorre da seguinte forma:
Passo 1: Construir um quadrado;
Passo 2: Dividi-lo em nove quadrados, retirando o quadrado central;

Passo 3: Repetir, indefinidamente, o passo anterior nos oito quadrados restantes.

Célculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior ap6s uma divisao (A): 8

Fator de reducéo (B): §

Segundo a relacéo de semelhanca:

Para os dados fornecidos, tem-se:

(6)
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ou
D = 1,8928.

2.3.5 Curvade Peano

Giuseppe Peano nasceu no ano de 1858 em Cuneo, uma provincia italiana. Era filho de
agricultores, foi alfabetizado em uma escola de sua aldeia e, em 1876, matriculou-se na
Universidade de Turim onde, ja no ano de 1880, apds sua formacéo, passou a lecionar. Devido
a seu potencial para a Matematica, foi considerado como 0 mais respeitado matematico italiano
da sua época. Faleceu na cidade de Turim, Italia, em 1932.

Foi no ano 1890 que Peano descobriu o primeiro exemplo de uma curva capaz de
preencher completamente o espaco. Outros matematicos posteriormente deram outros exemplos
com caracteristicas semelhantes a essa, gerando entdo as Curvas de Peano (O’CONNOR;
ROBERTSON, 1997) ilustradas na Figura 16.

Figura 16 - Fractal Curva de Peano

Fonte: Figura adaptada de BARBOSA, 2005.

Sua construcdo ocorre da seguinte forma:

Passo 1: Construir um segmento de reta;

Passo 2: Dividir este segmento de reta em trés partes iguais;

Passo 3: construir dois quadrados sobre a parte central do mesmo tamanho desta;

Passo 4: Repetir, indefinidamente, os passos 2 e 3.

Calculo da dimenséo:
Objetos semelhantes ao anterior apds uma divisdo (A): 9

Fator de reducéo (B): §



34

Segundo a relacdo de semelhanca:

D = InA .
in(3)
Para os dados fornecidos, tem-se:
D= 1n_9 (7)
In3
ou
D=2

2.3.6 Curva de Hilbert

David Hilbert nasceu no ano de 1862 em Wehlau, na antiga Prassia. Ele comegou seus
estudos aos dez anos de idade no Collegium Fridericianum, uma das melhores escolas de sua
regiao, e obteve seu doutorado no ano de 1885. Foi um renomado matematico com destaques
nas areas de topologia, nimeros reais, equacles diferenciais e geometria. Contudo seu
reconhecimento maior se deve a publicacdo de uma colecdo de vinte e trés postulados
conhecidos como axiomas de Hilbert, através dos quais a geometria pode ser sintetizada em
uma série de axiomas (O’CONNOR; ROBERTSON, 2014).

Figura 17 - Fractal Curva de Hilbert

Fonte: Figura adaptada de BARBOSA, 2005.

A construcdo da Curva de Hilbert (Figura 17) ocorre da seguinte forma:

Passo 1: Construir um quadrado;

Passo 2: Dividir esse quadrado em quatro quadrados;

Passo 3: Unir os centros dos quadrados por segmentos de retas paralelos aos lados, sem

formar um poligono;

Passo 4: Repetir indefinidamente os passos 2 e 3 para cada quadrado gerado, a ligagao
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entre os quartetos de quadrados deve seguir a mesma orientacdo da ligagcdo dos quadrados que

0s originaram.

Célculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior ap6s uma diviséo (A): 4

Fator de reducéo (B): %

Segundo a relacéo de semelhanca:

D= InA .
in(3)
Para os dados fornecidos, tem-se:
D= In4 (8)
In 2
ou
D=2

2.3.7 Tetraedro de Sierpinski

O tetraedro regular ou piramide triangular ¢ um poliedro formado por quatro tridngulos
equilateros unidos por seis arestas e quatro vértices. A construcdo do tetraedro de Sierpinski
(Figura 18) se assemelha muito ao ja mencionado triangulo de Sierpinski, porém numa versdo

tridimensional.

Figura 18 - Tetraedro de Sierpinski

Fonte: Modificado de: <http://iesenriquenieto.educalab.es/image/journal/
article?img_id=1648404&t=1512549793714>. Acesso em: 06 mar. 2018.
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Sua construcdo ocorre da seguinte forma:

Passo 1: Construir um tetraedro;

Passo 2: tracar em cada face as trés bases medias;

Passo 3: Remover o octaedro cujas arestas sdo as bases médias das faces do tetraedro;

Passo 4: Repetir indefinidamente os passos 2 e 3 nos tetraedros restantes.

Célculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior ap6s uma divisao (A): 4

Fator de reducéo (B): %

Segundo a relacdo de semelhanca:

D InA .
in(3)
Para os dados fornecidos, tem-se:
D= In4 9
In2
ou
D=2

2.3.8 Esponja de Menger

Karl Menger nasceu no ano de 1902 em Viena, Austria. Iniciou, no ano de 1913, seus
estudos no Ddblinger Gymnasium em Viena, permanecendo 1a durante sete anos. Apos esse
periodo, em 1920, iniciou o curso de fisica na Universidade de Viena, onde participou de
algumas palestras, uma entre elas, sobre as tentativas mal sucedidas de Georg Cantor, Camille
Jordan e Giuseppe Peano de tornar preciso o conceito de curva, tema que estava diretamente
relacionado aos objetos patoldgicos. Como conclusdo do seu doutorado em 1924, Menger
apresentou uma tese sobre dimensionalidade dos conjuntos de pontos, na qual consta a primeira
aparicdo da esponja de Menger (Figura 19), que pode ser considerada uma representacdo
tridimensional do conjunto de Cantor ou do tapete de Sierpinski (O’CONNOR; ROBERTSON,
2014).
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Figura 19 - Esponja de Menger

Fonte: Fractal Dimension. Disponivel em: http://fractalfoundation.org/OFC/
OFC-10-3.html. Acesso em: 06 mar. 2018

Sua construgdo ocorre da seguinte forma:

Passo 1: Construir um cubo;

Passo 2: Dividir cada face desse cubo em nove quadrados, formando assim 27 cubos
menores;

Passo 3: Remover 0s seis cubos menores dos centros das faces e um cubo menor do
interior do cubo original,

Passo 4: Repetir indefinidamente os passos 2 e 3 nos cubos restantes.

Calculo da dimensao:

Objetos semelhantes ao anterior apds uma divisao (A): 20

Fator de reducéo (B): %

Segundo a relacdo de semelhanca:

D= InA .
in(3)
Para os dados fornecidos, tem-se:
_ In 20 (10)
In 3
ou
D = 2,7268.

Os fractais exemplificados acima, apesar de serem bem diversificados, foram
construidos de maneira bem parecida, na maioria das vezes dividindo partes, removendo partes

ou construindo outras partes com lados congruentes aos particionados.


http://fractalfoundation.org/OFC/%20OFC-10-3.html
http://fractalfoundation.org/OFC/%20OFC-10-3.html
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Contudo ha uma classe diferente de fractais que sdo produzidos a partir de infinitas
iteracdes através de inversdes no circulo. Entretanto, antes de tratar dessa classe, é necessario

conhecer alguns resultados sobre essas inversoes.
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3 INVERSAO NO CIRCULO

A inversdo com respeito a circulo possui caracteristicas comuns a outras
transformacdes. Com a finalidade de se obter imagens idénticas de objetos, os espelhos planos
sdo utilizados diariamente nos mais diversos lugares por inUmeras pessoas, por isso é mais
comum o estudo de inversdo na reta. Frame e Urry (2016 b) e Courant (2000) afirmam que, de
forma muito superficial, a inversao no circulo pode ser comparada a reflexdo em um espelho
curvo, pois elas representam a relacdo entre original e imagem por reflexo em um espelho

circular.

3.1 Conceitos preliminares

Conceitos basicos sobre alguns tépicos da geometria sdo essenciais para o entendimento
do tema tratado. Abaixo, consta uma sintese de alguns resultados necessarios a compreensdo de

inversdes no circulo.

3.1.1 Teorema das cordas

Teorema 3.1 (Teorema das Cordas). Seja uma circunferéncia C; e um ponto A qualquer. Sejam
duas retas concorrentes no ponto A e que intersectam a circunferéncia Ci, nos pontos B, C, D,
E. Entdo o produto entre AB e AE é igual ao produto entre AC e AD, ou seja:

AB-AE = AC-AD,

onde AB representar tanto o segmento de extremos nos pontos A e B quanto a sua medida.

Demonstracéo: Para demostrar este resultado, a prova sera dividida em trés casos.

1° caso: Duas secantes a C; com o ponto A em seu interior

Para a prova basta observar na Figura 20, que os tridngulos ABD e ACE sdo semelhantes
pelo caso AA (&ngulo-angulo), pois:
e 0s angulos 2DAB e « EAC sao opostos pelos vértices, dessa forma sdo

congruentes;
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e 0 angulo £ AEC inscrito na circunferéncia delimita o mesmo arco de
circunferéncia que o angulo £ ADB, também inscrito na mesma circunferéncia,
logo sdo congruentes.

Com base nisso, pode-se afirmar que:

_ 4B (11
= = 7 )

ou

Fonte: O autor, 2018.

2° caso: Duas secantes & C; e 0 ponto A em seu exterior

Neste caso, ao observar os triangulos EBA e DCA, na Figura 21 a seguir, nota-se que
estes sdo semelhantes, pelo caso AA (angulo-angulo), pois:
e Oangulo £DAE é comum a ambos os tridngulos.
e O angulo #«DCE, inscrito na circunferéncia, delimita o mesmo arco de
circunferéncia que o angulo £DBE, também inscrito na mesma circunferéncia,
logo sé&o congruentes.

Pela relacdo de semelhanca, é valido que:

= (12)

|
H

ou

=
eyl
3
)
Il

=
o
3|
)
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Figura 21 - Duas secantes a circunferéncia com interse¢do em seu exterior

Fonte: O autor, 2018.

3° caso: Uma secante e uma tangente a C; e ponto o A em seu exterior

Esse caso é uma excec¢do do anterior, em que o ponto C é coincidente ao ponto E, dessa
forma um dos segmentos torna-se tangente a circunferéncia.

Ao observar os triangulos ABE e ADE, na Figura 22, nota-se que 0S mesmos Sao
semelhantes, pelo caso AA (angulo-angulo), pois:

O angulo 2 BAE é comum a ambos os triangulos;

O angulo z ABE, inscrito na circunferéncia, delimita 0 mesmo arco de circunferéncia
que o angulo £« AED, angulo de segmento na mesma circunferéncia. Logo, esses angulos séo

congruentes.

Figura 22 - Uma tangente e uma secante a circunferéncia

A

Fonte: O autor, 2018.
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Sendo assim, é correto afirmar que:

AE AB
AD AE
ou
AE? = AB - AD.

3.1.2 Divisdo harmonica

Definicdo 3.1. Considere uma reta r e 0s pontos A, B, C e D pertencentes a essa reta. Diz-se
que existe uma divisdo harmdnica do segmento AB quando esse esta dividido por um ponto

internamente C e outro externamente D numa mesma razao, ou seja:

CA DA
CB DB

Figura 23 - Segmento de reta dividido harmonicamente

A C B D
L 4 4 @

Fonte: O autor, 2018.

Essa analise poderia ser feita através do segmento CD sendo dividido pelos mesmos
pontos A e B, ou seja, se os pontos C e D dividem o segmento AB harmonicamente, 0s pontos A
e B também dividem harmonicamente o segmento CD (OGILVY, 1969).

A analise acima foi realizada em relagéo a um segmento de reta AB, entretanto se esse
segmento for considerado o didmetro de uma circunferéncia C; de raio r e centro E, entdo essa
andlise podera ser realizada em relacdo a um raio dessa circunferéncia conforme mostrado a

seguir na Figura 24.
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Figura 24 - Diametro de uma circunferéncia dividido harmonicamente

C

Fonte: O autor, 2018.

Como o segmento AB esta dividido harmonicamente pelos pontos C e D, é verdadeira a

relacao:
CA DA
CB DB
Mas,
CA=r+ECCB=r-EC,DA=r+ED,DB = ED- .
Logo,
T+R_ ED +r
r—EC ED-r
r ED— 1>+ EC-ED—r-EC=r-ED+ r>?—EC-ED —r-EC
2r2 =2EC-ED
portanto,
r2=EC-ED.

3.1.3 Circunferéncias ortogonais

Por inUmeras razdes, é importante calcular a medida de angulos entre retas. Contudo, ha
também a possibilidade de determinar a medida de &ngulos entre circunferéncias secantes, isto

é, 0 &ngulo formado pelas retas tangentes as circunferéncias no ponto de intersecao.
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Sejam duas circunferéncias C;, C> de centros E e F respectivamente, e T um dos pontos
de contato dessas circunferéncias. Ao tracar as retas r e s, tangentes as circunferéncias passando
pelo ponto T, sera delimitado o angulo a, em destaque na Figura 25, entre as circunferéncias C;
e Ca.

Figura 25 - Angulo entre circunferéncias

Fonte: O autor, 2018.
No caso particular dessas retas tangentes coincidirem com as retas suportes dos

diametros, elas formardo um angulo de 90° entre si, entdo o angulo entre essas circunferéncias

seré reto, e elas serdo chamadas circunferéncias ortogonais.

Figura 26 - Circunferéncias ortogonais

Fonte: O autor, 2018.
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Segundo Ogilvy (1969), algumas observacdes sdo obtidas ao se analisar as duas
circunferéncias ortogonais acima:

e A ortogonalidade entre elas existe se, e somente se, nos pontos de intersecado, o
raio de uma for tangente a outra e vice-versa;

e Se em um ponto de intersecdo, o angulo formado é o reto, no outro ponto o
angulo também ser@;

e A ortogonalidade entre elas existe se, e somente se, a soma dos quadrados de
seus raios for igual ao quadrado da distancia entre seus centros:

ET? + FT? = EF2.

A seguir uma propriedade relacionada ao conceito ja visto sobre divisdo harmdnica.

Propriedade. Se o didmetro de uma circunferéncia € dividido harmonicamente por outra

circunferéncia, entdo elas sdo ortogonais.

Demonstragdo: Sejam duas circunferéncias, C1 de diametro AB com centro no ponto E,
e C, passando pelos pontos C e D da reta suporte de AB, pontos esses dispostos de tal forma
que dividam harmonicamente o segmento AB (Figura 27), como um desses pontos
necessariamente deve estar entre os pontos A e B e 0 outro deve ser externo a esse segmento, as

circunferéncias tracadas terdo dois pontos de intersecao, seja um deles o ponto T.

Figura 27 - Circunferéncias contendo pontos de um segmento dividido harmonicamente

C

1

Fonte: O autor, 2018.
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Conforme mostrado, anteriormente, no tépico 3.1.2, h4 uma relacdo entre um raio de
uma circunferéncia e os pontos que dividem um de seus didmetros harmonicamente. Em C;
essa relagdo serda ET? = EC - ED. Contudo essa é a mesma relacio existente entre uma tangente
e uma secante a circunferéncia C, conforme visto no tépico 3.1.1. Como o segmento ED é
necessariamente secante a C2, 0 segmento ET s6 pode ser o segmento tangente a C,. Por outro
lado, qualquer tangente a circunferéncia C, forma um angulo de 90° com o raio relativo ao

ponto de tangéncia. Sendo assim, o angulo formado entre Cz e C> € de 90°, logo sdo ortogonais.

3.2 Inversoes no circulo

Segundo Eves (2011) o conhecimento de pontos relacionados inversamente ja existia
desde o século XVI com Francois Viete, mas foram novamente expostos no século XVIII com
Robert Simson em sua restaura¢do dos trabalhos perdido de Apolonio “Plane Loci”. Além
desses, Simon A. J. L'Huilier forneceu alguns exemplos especificos no século XIX.

Contudo, de acordo com Boyer (1974), o conceito formal de inversdo no circulo, como
uma transformacéo de figuras, surge no ano de 1824 tendo como criador o0 Matematico suico
Jakob Steiner.

Outros matematicos, de forma independente, exploraram essa transformacdo nos anos
posteriores, como por exemplo: o belga Adolphe Quetelet em 1825, LI Magnus em 1831, J.
Bellavitis em 1836, entre outros.

A inversdo com respeito a um circulo é uma transformacdo que associa pontos do
interior de um circulo em pontos no exterior dele, pontos do exterior desse circulo nos pontos
interiores a ele, e que mantem inalterados os pontos contidos na circunferéncia,.

Mais especificamente, seja um circulo Cy de centro O e raio r, para todo ponto P no

plano, existe um ponto P’, inverso de P sobre a semirreta OP, que satisfaz a seguinte equacao:

r2 = OP’- OP. (16)

A figura 28, a seguir, ilustra exemplos de inversdes de pontos no circulo: o ponto P
interior a C; é transformado no ponto P’ exterior aC1; 0 ponto Q exterior a Cy, é transformado

em Q’, interior a C1; e 0 ponto S que pertence a C; ¢é transformado no ponto S’ coincidente a S.
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Figura 28 - Exemplos de inversoes de pontos no circulo

Fonte: O autor, 2018.

Ao analisar-se a equacdo (16) da inversdo no circulo, apenas através de calculos
elementares, ndo seria possivel determinar a imagem do centro do circulo de inverséo.
Entretanto, uma andlise tedrica indica 0 seu posicionamento, ou seja, como o raio do circulo de
inversdo dado é um valor fixo, a medida que a distancia entre os pontos O e P diminui, a
distancia entre O e P’ aumenta, assim sendo, quando 0 ponto P coincidir com o centro, o ponto

P’ estara localizado no infinito. Além disso, ao escolher um ponto P, a sua imagem deve estar

sobre a semirreta OP, entdo P’ sera tnico.

Feitas essas consideracfes iniciais, segundo Ogilvy (1969) algumas caracteristicas sdo
inerentes a inversdo no circulo:

e A inversdo de P altera o seu posicionamento em relacdo ao circulo, de interno para
externo e vice-versa;

e A inversdo de P sobre a circunferéncia gera P’ coincidente a P;

e Um numero par de invers@es de P ndo altera sua posicéo;

e Alinversdo aplicada em P e Q, dois pontos internos ao circulo, gera as imagens P’ ¢ Q’
com maior distancia entre si;

e Alinversdo aplicada em P e Q, dois pontos externos ao circulo, gera as imagens P’ ¢ Q’
com menor distancia entre si;

e Tangéncias sdo preservadas na inversao.

Todavia essa ndo € uma transformacédo apenas de pontos isolados. Existe a possibilidade
de se querer inverter uma figura geométrica como, por exemplo, uma reta, um triangulo ou até
mesmo uma circunferéncia. Nesses casos, diante das caracteristicas da inverséo no circulo, é
possivel afirmar que a imagem gerada ndo sera congruente a figura original, pois, ao observar a

inversdo de pontos isolados, nota-se que a distancia entre suas imagens ndo é preservada.
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Entretanto, esses pontos ainda continuam unidos, ou seja, por maior que seja a distancia entre
as imagens, a inversdo ndo desconecta pontos, conforme exposto no exemplo a seguir (Figura
29).

Figura 29 - Inversdo de um triangulo interno a C;

QI

Fonte: O autor, 2018.

3.3 Algumas construcdes geométricas

A seguir serdo mostradas algumas construcdes geométricas béasicas envolvendo a

inversao no circulo.
3.3.1 Inversdo de um ponto

Sao trés as possibilidades para a localizagcdo de um ponto em relagdo a um circulo de
inversdo: em seu interior, em seu exterior ou pertencente a circunferéncia, gerando
respectivamente inversdes em seu exterior, em seu interior e na prépria circunferéncia.

Demonstracéo: A prova sera feita para cada um dos casos a seguir.

1° caso: Ponto B interior ao circulo de inversao.
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Seja B o ponto a ser invertido. Traga-se uma circunferéncia com centro em B e com

mesmo raio r do circulo Cy, gerando dois pontos como interse¢6es, denominados C e D (Figura
30).

Figura 30 - Inversdo de um ponto interior ao circulo

Fonte: O autor, 2018.

Em seguida, traca-se a mediatriz, t, do segmento OC.

O ponto B’, interse¢do entre a mediatriz de OC e o prolongamento de OB, é o inverso
geomeétrico do ponto B em relacdo ao circulo C;.

Os tridngulos isosceles BCO e B’CO tém o angulo « COB em comum, entdo eles séo
semelhantes pelo caso AA. Logo, segue a seguinte relacao:

OB' 0C
oc OB
ou
0C? =0B- 0B’
Como OC é o raio do circulo C1, tem-se que:
r2=0B- 0B

2° caso: Ponto B pertencente ao circulo de inversao.

Este € um caso especial do exemplo anterior, em que a distancia do ponto B ao ponto C sera a

mesma distancia do ponto B ao ponto O (Figura 31), pois ambos séo raios da circunferéncia
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pontilhada, logo B pertence a mediatriz do segmento OC e também ao préprio segmento OB.
Mas, no caso anterior, foi mostrado que essa intersecéo é o inverso geométrico do ponto B em

relacdo a C1. Logo, quando B pertencer ao circulo, B e B’ serdo coincidentes

Figura 31 - Inversdo de um ponto pertencente a circunferéncia

Fonte: O autor, 2018.

3° caso: Ponto B exterior ao circulo de inversao:

Figura 32 - Inversdo de um ponto exterior ao circulo

Fonte: O autor, 2018.

Ao tragar a circunferéncia com centro em B, exterior a C; e de raio OB, determina-se 0
ponto C, intersecdo entre essa circunferéncia e C1, conforme mostra a Figura 32.
Traca-se entdo uma terceira circunferéncia, cujo raio € o mesmo do circulo Cy, centrado

em C. Esta passara pelos pontos O e B’ quando intersectar o segmento OB.
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O ponto B’ ¢ o inverso do ponto B em relacdo ao circulo C1, pois, como o triangulo

isosceles BCO é semelhante ao tridngulo isdsceles B’CO, pelo caso AA, segue a seguinte

relacao:
OB 0C (18)
0C OB
ou
0C?=0B-0B’
Como OC é o raio do circulo C1, tem-se que:
r2=0B-O0B'.

3.3.2 Inversdo de uma circunferéncia que contenha o centro de inversao

Uma circunferéncia, que passa pelo centro do circulo de inversdo, sera transformada em
uma reta que nao passa por esse centro e € perpendicular a reta suporte do segmento que une 0s
centros dessa circunferéncia e do circulo. Ogilvy (1969) analisa minuciosamente cada um dos

casos das inversdes de circunferéncias que contém o centro do circulo de inversao.

3.3.2.1 Circunferéncia interior ao circulo de inversao

Figura 33 - Inversdo de uma circunferéncia que contenha centro de inversdo

CIQ

Fonte: O autor, 2018.
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3.3.2.2 Circunferéncia tangente ao circulo de inversédo

Figura 34 - Circunferéncia tangente ao circulo de inversdo

CIQ

Fonte: O autor, 2018.

3.3.2.3 Circunferéncia secante ao circulo de inversao

Figura 35 - Circunferéncia secante ao circulo de inversdo

c'y

Fonte: O autor, 2018.

3.3.3 Inversdo de uma circunferéncia que ndo contenha o centro de inversao

Uma circunferéncia que ndo passa pelo centro de inversdo gerara imagens que nao
passardo pelo centro de inversdo. Sera feita a demonstracdo para 0 caso em que uma
circunferéncia é externa ao circulo de inversdo, mas de forma semelhante se procede para uma

circunferéncia interna ou secante.



53

Demonstracdo: Desenha-se um circulo de inversdo C: de raio r, e uma circunferéncia
C, de diametro AB fora do circulo de inversdo (Figura 36).
Ao se tomar um ponto C qualquer de C e fazendo as inversdes dos pontos A, B, e C em

Cy, obtém-se as imagens A, B’,e C".

Figura 36 - Inversdo de uma circunferéncia externa ao circulo de inversdo

Fonte: O autor, 2018.

Pela propriedade de inversdo no circulo, obtém-se as seguintes relacdes:

0A-0A =12, (19)

OB-0B'=1? (20)
e

0C-0C" =12 (21)

B-0B' =0C -0C' (22)

ou




54

Mas essa equagdo mostra que dois lados dos tridngulos BOC e B’OC’ sdo
proporcionais. Além disso, esses triangulos possuem o angulo £ B'OC’ em comum, logo sdo
semelhantes, pelo caso LAL. Com isso, todos os seus angulos sdao semelhantes. Em particular:

£0BC = £0C'B'. (23)

Analogamente, conclui-se que os triangulos AOC e A’OC’ também sdo semelhantes.
Em particular:

LOAC =20C'A. (24)

Mas o angulo £OAC é angulo externo do triangulo ACB, e representa entdo a soma dos
dois angulos internos ndo adjacentes, ou seja, ZOAC = £ OBC + « ACB.
Como o angulo 2 OC’'A’ é a soma dos angulos £OC'B’' e £B'C'A’, e equacéo (24) pode
ser reescrita da seguinte maneira:
20BC+ +£ACB=20C'B"++£B'C'A". (25)

Substituindo na equacéo (25) o resultado encontrado na equacao (23) temos:
2 OBC+ £ACB=.0CB++B'C'A'. (26)
Entéo,

2 ACB =2B'C'A".

Como o angulo £ ACB ¢é um angulo reto por estar inscrito em uma semicircunferéncia,

0 ponto C’ também descreve uma semicircunferéncia de didmetro A’B’.

3.3.4 Inversdo de uma circunferéncia ortogonal ao circulo de inversdo

Figura 37 - Inversdo de uma circunferéncia ortogonal ao circulo de inversdo

Fonte: O autor, 2018.
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Demonstracéo: Seja C1 um circulo de inversdo e C, uma circunferéncia ortogonal a C1
nos pontos A e B (Figura 37). Como os pontos A e B, pertencentes a C», também pertencem ao
circulo de inversdo, suas imagens permanecerao inalteradas. Logo A e B também pertencem a
C.

Pela definicdo de circunferéncia ortogonal, o segmento OA é perpendicular tanto a AM
no ponto A quanto a BM no ponto B, sendo a intersecio de AM e BM o ponto M.

Como a inversdo preserva tangéncias, os segmentos OA e OB permanecerdo sendo
tangentes a C’> nos pontos A e B respectivamente. Mas, os segmentos perpendiculares AM e
BM aos segmentos A0 e OB nos pontos A e B, respectivamente, sdo raios de C’ e se
encontram no ponto M conforme visto anteriormente, logo C. e C”’> também s&o concéntricas.
Como s&o concéntricas e possuem 0 mesmo raio AM, significa que permanecem inalteradas

apos a inversao.

3.4 Exemplos de aplicacGes das inversdes no circulo

3.4.1 Circunferéncias de Apoldnio

Nos escritos de Apolénio, havia alguns problemas que envolviam a descoberta de
circunferéncias tangentes a trés objetos dados, dentre: pontos, retas e circunferéncias. Um caso,
particular entre esses problemas, era o0 de encontrar todas as circunferéncias tangentes a trés
circunferéncias tangentes exteriores mutuamente. As duas solucdes para esse problema foram
encontradas por Francois Viete, e foram denominadas circunferéncias de Apol6nio (ASTE;
WEAIRE, 2000).

A representacdo desse caso especial serd feita através da utilizacdo da inversdao no
circulo seguindo 0s seguintes passos:

Passo 1: Trace trés circunferéncias, C;, C:> e Cs, tangentes exteriores mutuamente,

conforme Figura 38.
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Figura 38 - Circunferéncias tangentes entre si e interiores disjuntos

Fonte: O autor, 2018.

Passo 2: Trace um circulo de inversao, C4, centrado em um dos pontos de tangéncia das

trés circunferéncias, como mostra a Figura 39.

Figura 39 - Circulo de inversdo centrado no ponto de tangéncia entre C; e C>

Fonte: O autor, 2018.

Passo 3: Aplicar a inversédo em Ci, C; e Cs por Cy, 0 resultado sera duas retas paralelas,
C’1 e C’2, além de uma circunferéncia, C’3, tangenciando essas retas.

Como as circunferéncias C1 e C, passam pelo centro de inversao, conforme 3.3.2.3, suas
imagens, C’1 e C’2, serdo duas retas secantes ao circulo de inversao.

Como Cs, nesse caso, certamente ndo contém o centro de inversdo, sua imagem, C’3,
sera uma circunferéncia, conforme 3.3.3.

Como a inverséo no circulo preserva tangéncias, C’1, C’2 e C’3 serdo tangentes (Figura
40).
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Figura 40 - Resultados das inversoes das circunferéncias Ci, C2 e Cs

N— 1

Fonte: O autor, 2018.

Passo 5: Construa duas outras circunferéncias, Cs e Cs, tangenciando C’1, C’2 ¢ C’3.

Figura 41 - Circunferéncias Cs e Cs tangentes a C’;, C2e C’3

Fonte: O autor, 2018.

Passo 6: Por fim, aplicar a inversdao em C’3, Cs, Cs, C’1 e C’2 por C4, gerando as
respectivas circunferéncias Csz, Cg, Co, Ci e Ca. Apés a exclusdo do circulo de inversdo, Ca,
restardo as circunferéncias originais, Ci, C,, e Cs, e as circunferéncias de Apolénio, Cs e Co
(Figura 42).

Como Cs esta completamente no interior do circulo de inversdo, sua imagem, Csg, estara
completamente no exterior do circulo de inversdo, conforme 3.3.3.

Como Cg esta completamente no exterior do circulo de inversdo, sua imagem, Co, estara
completamente no interior do circulo de inversdo, conforme 3.3.3.

Além disso, Cs e Co serdo tangentes a Ci, C, e Cs, pois a inversao preserva tangéncias.
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Figura 42 - Circunferéncias de Apolonio Cs e Co

Fonte: O autor, 2018.

3.4.2 Inversor de Peaucellier-Lipkin

Capaz de converter um movimento de rotagcdo em um movimento retilineo, o Inversor
de Peaucellier-Lipkin (Figura 43) foi criado, de forma independente, por Charles Nicolas
Peaucellier em 1864 e por Yom Tov Lipman Lipkin no ano de 1873, e por essa razdo é
conhecido pelo nome de ambos os criadores (OGILVY, 1969).

O principio usado por eles para a confeccdo desse inversor € a inversdao de uma
circunferéncia que contenha o centro de inversdo, e, com isso, o resultado de sua inversao é
uma reta.

O mecanismo do inversor ¢ composto por seis hastes, de tal forma que duas, AC e AD,
possuam tamanho r, as outras quatro, BC, BD, B'C, B’D, tenham tamanho s, e todas elas

estejam interligadas de forma articuladas nos pontos A, B, B’, C, D.

Figura 43 - Inversor de Peaucellier-Lipkin

C JEUIITE e m:

Fonte: O autor, 2018.
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A circunferéncia C, contém o centro do circulo de inversdo Ci. Ao variar a posi¢do de
B’ sobre a reta m, o ponto B percorre a circunferéncia C, transformando um movimento
retilineo em um movimento circular e vice-versa. Esse € um dos principios utilizados na
revolucdo das maquinas a vapor. Algumas sdo construidas com um sistema de caldeiras
preenchidas com agua que, ao serem aquecidas, geram vapor d’agua impulsionando um émbolo
num movimento retilineo que, através de um conjunto de hastes, gera um movimento circular,

conforme ilustrado na Figura 44.

Figura 44 - Maquina a vapor
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Fonte: Oficina da net. Disponivel em: https.//www.
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energia-a-vapor. Acesso em: 25 fev. 2018
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4 FRACTAIS E INVERSOES NO CIRCULO

No presente capitulo sera exposto um modelo de fractal diferente dos classicos
apresentados anteriormente, pois todos os fractais classicos apresentados possuem uma
caracteristica comum, a autossimilaridade exata. Contudo essa ndo é uma caracteristica
intrinseca a todos os fractais. Existem também os fractais chamados autoinversiveis (em inglés:
self-inverse), formados através da inversdo no circulo que sdo um dos tipos de fractais ndo
lineares.

Os estudos sobre os fractais autoinversiveis ndo se limitam apenas a geometria, mas
segundo Mandelbrot (1983) alguns exemplos estdo presentes na biologia, como é o caso de
alguns insetos, cefalopodes e também na fisica com os exemplos dos cristais liquidos.

Dentre os inumeros fractais autoinversiveis existentes, serd dado destaque a um, a
Gaxeta de Apolbnio, pois é o exemplo de fractal autoinversivel, mais simples
(MANDELBROT, 1983).

4.1 Conjunto Limite

Uma das formas de construcdo de um fractal é através do conjunto limite das inversdes
nos circulos. Ou seja, existindo dois ou mais circulos de inversdao, apds inverter,
indefinidamente, pontos nesses circulos ou os préprios circulos em si mesmos, 0 que se obtém
é um conjunto para o qual novas inversGes geram imagens sobre o préprio conjunto, esse
conjunto é chamado de conjunto limite (AUDIN; CHERITAT, 2009).

4.1.1 Conjunto limite de pontos

Os mais diversos fractais podem ser gerados através das inversfes de um ponto
qualquer em dois ou mais circulos posicionados de maneira convenientes. Observe na Figura
45 a geracdo do conjunto limite para inversées do ponto A nos circulos disjuntos C; e Co.
Frame e Urry (2016b) afirmam que, independentemente de onde esteja localizado o ponto
inicial A, o conjunto limite de suas inversbes serd sempre o mesmo. Na Figura 45, esse

conjunto limite esta representado pelos pontos em azul.
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Figura 45 - Conjunto limite das inversoes de A

=2

C, C,

Fonte: Figura adaptada de FRAME; URRY, 2016b.

Estendendo a representacdo do conjunto limite de pontos para quatro circulos de
inversdo, conforme Figura 46, é possivel notar a formacdo de uma estrutura mais complexa que
aquela apresentada anteriormente. Essa formacéo estd destacada com cores diversas para cada
circulo de inversdo Cy, Co, Cs e C4 a fim de se realgar sua construgdo, por exemplo, como se
observa no circulo Cs4, cujos pontos sdo exatamente as inversdes daqueles pertencentes aos
circulos Cy, Cz2 e Ca.

Todavia, essa construcdo ainda ndo pode ser considerada com um objeto fractal, apesar
de partes de sua estrutura conterem caracteristicas fractais, como o Conjunto de Cantor

encontrado em Ca.

Figura 46 - Conjunto limite em quatro circulos e conjunto de Cantor
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Fonte: Figura adaptada de FRAME,; URRY, 2016b.
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Acrescentando-se um quinto circulo centralizado entre os quatro da Figura 47, o
conjunto limite gerado é bem mais complexo. Note que os circulos ndo s&o tangentes entre si,

quando esses circulos se tangenciam formam o fractal conhecido como Gaxeta de Apoldnio.

Figura 47 - Conjunto limite em cinco circulos

Fonte: FRAME; URRY, 2016b.
O quinto circulo poderia ter sido posicionado numa regido diferente da mostrada na

Figura 48, por exemplo, tangenciado apenas dois dos circulos e ndo os quatro, gerando uma

figura bem similar ao conhecido fractal: Conjunto de Mandelbrot.

Figura 48 - Conjunto limite em cinco circulos

Fonte: FRAME; URRY, 2016b.
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4.1.2 Conjunto limite de circulos de inversdes

N&o sdo apenas as inversdes de pontos que geram conjuntos limites. Circulos de
inversdo podem ser ajustados em uma configuracdo especial de forma a produzirem conjuntos
limite de suas proprias inversdes, gerando assim fractais mais complexos do que os formados
por empacotamentos apolineos (APENDICE B), que serdo vistos mais adiante.

Como por exemplo, os circulos de inversdo podem ser posicionados de forma a
tangenciarem uns aos outros, ou seja, Cn € tangente a Cp1 € Cp+1, formando assim uma
“corrente” de circulos tangentes denominada por Mandelbrot (1983): corrente de Poincare,
conforme ilustrado na Figura 49.

Figura 49 - Corrente de Poincare

Ca

Co

Fonte: Figura adaptada de MANDELBROT, 1983.

Os passos para a construcdo do fractal sdo definidos por inversdes dessas
circunferéncias em cada Cn construido, e assim sucessivamente nos demais gerados. A cada
novo passo, a cadeia de circulos torna-se composta por um maior nimero de circulos com raios
cada vez menores. A repeticdo desses passos indefinidamente gera o conjunto limite desses
circulos (Figura 50).
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Figura 50 - Inversoes sucessivas na corrente de Poincare

Fonte: Figura adaptada de MANDELBROT, 1983.

Xie (1993) menciona que um dos primeiros fractais construidos com inversdo no
circulo, porém com cinco circulos de inversdo, foi descoberto por Poincaré e Klein em 1897
(Figura 51). O conjunto limite encontrado e que define o fractal é a linha disforme que cruza
todas as circunferéncias originais.

Figura 51 - Fractal formado pelo conjunto

limite de cinco circulos manualmente

Fonte: FRAME,; URRY, 2016b.

Com auxilio de algotitmos em computadores, Mandelbrot redesenhou o mesmo fractal

(Figura 52) com maior preciséo 85 anos apés o primeiro ser feito (MANDELBROT, 1983).
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Figura 52 - Fractal formado pelo conjunto

limite de cinco circulos por computador
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Fonte: FRAME; URRY, 2016D.

4.2  Gaxeta de Apol6nio

Apolénio de Perga ou de Pérgamo nasceu por volta de 262 a.C. em Perge, uma antiga
cidade grega, vindo a falecer por volta de 190 a.C. em Alexandria no Egito. Ele foi um célebre
gedmetra, astrbnomo e considerado o maior gedbmetra da antiguidade.

Apesar de muitos dos seus escritos estarem desaparecidos, “As conicas”, uma colecéo
de sete livros que apresentam novos termos matematicos como parabola, elipse e hipérbole
foram preservadas.

Suas pesquisas e descobertas também contribuiram com um exemplo para a geometria
fractal, a Gaxeta de Apolbnio (Figura 56), fractal gerado através de um empacotamento
apolineo de circulos (APENDICE B), conforme descrito abaixo.

Sejam trés circunferéncias quaisquer, Ci, C> e Cs, tangentes exteriores mutuamente,
existem duas outras, C4 e Cs, conhecidas como circunferéncias de Apolonio (Figura 53) que
possuem a propriedade de serem tangentes a essas trés circunferéncias, conforme descrito em
3.4.
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Figura 53 - Circunferéncias de Apolonio, Cy

e Cs, referentes as circunferéncias Ci, Cz e C3

Fonte: O autor, 2018.

Observe na Figura 54, abaixo, que para as circunferéncias tangentes C;, C; e Cs também
existem as circunferéncias de Apolonio, C; e Cs. Com a criagdo da circunferéncia Ce,
totalizaram oito triangulos circulares criados internamente a circunferéncia de maior raio, para

0s quais ha a possibilidade da criacdo de novas circunferéncias de Apoldnio.

Figura 54 - Circunferéncias de Apolonio, C> e

Cs, referentes as circunferéncias Ci, Cs e Cs

Fonte: O autor, 2018.

A repeticdo indefinida desse processo de desenhar circunferéncias tangentes a outras

trés dara origem a Rede de Apolénio (Figura 55).
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Figura 55 - Rede de Apolonio

Fonte: Figura adaptada de BOURKE, 2003.
Nesse empacotamento de circulos, encontram-se os fractais conhecidos como Gaxeta de

Apoldnio (Figura 56). Por exemplo, entre os pontos de tangéncia das circunferéncias Ci, C; e
Cs.

Figura 56 - Gaxeta de Apolonio

Fonte: Figura adaptada de BOURKE, 2003.

As gaxetas de Apol6nio ndo séo todas formadas por triangulos circulares semelhantes,
por isso ndo se pode afirmar que uma gaxeta seja formada por varias partes menores
semelhantes a si mesma. Assim, a utilizacdo da dimenséo de similaridade para o calculo de sua
dimenséo torna-se ineficaz, sendo necessaria a aplicacdo da dimensdo de Hausdorff. Segundo
Boyd (1973b, apud MANDELBROT,1983) sua dimenséo é aproximadamente 1,3058.
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42.1 Construcdo da gaxeta de Apolénio com circulos de inversdes e circunferéncias
ortogonais

De forma a facilitar o entendimento, iniciar-se-& com um caso especifico, em que sera
necessaria a criacdo de uma Circunferéncia de Apol6nio interna. No outro caso, seria
necessaria a construcao de uma Circunferéncia de Apol6nio externa e entdo os demais passos
seriam semelhantes.

Tome trés circunferéncias, Ci, C, e Cs (Figura 57), tangentes mutuamente, de forma que

C, tenha seu interior disjunto de C,, e ambas sejam internas a Cs;

Figura 57 - C1 e C disjuntos interiores a Cs

Cs

Fonte: O autor, 2018.

Trace C4 (Figura 58), circunferéncia de Apoldnio interna referente as circunferéncias Cy,
Coe(Cs;

Figura 58 - Circunferéncias Ci, C2, Cs e

uma de suas circunferéncias de Apolonio

Fonte: O autor, 2018.
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Trace Cs (Figura 59), circulo de inversdo, pelos pontos de tangéncia entre as
circunferéncias Ci, C; e Ca.

Figura 59 - Circulo de inversdo Cs

Fonte: O autor, 2018.

Trace os circulos Cs, C; e Cs (Figura 60), pelos pontos de tangéncias das

circunferéncias C,, Cs e Cs; Ci, Cz e C4; e Cy, C; e Cs3 respectivamente.

Figura 60 - Circulos de inversdao Cs, C7 e Cs

Fonte: O autor, 2018.

Inverta as circunferéncias Cs, Ci, C2 e C4 por Cs, Cs, C7 € Cs, gerando C’3, C’1, C2 €

C’4 respectivamente., conforme ilustrado na Figura 61.
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Figura 61 - Primeiro conjunto de inversoes

Fonte: O autor, 2018.

A sequéncia de construcdo € uma repeticdo continua dos passos anteriores, isto €, ao
construir um circulo de inversdo passando por trés circunferéncias tangentes, é feita uma
inversdo de sua circunferéncia de Apoldnio. Devido a limitacdo de espaco, apenas mais um
passo serd mostrado. Os circulos de inversdo estdo tracejados e as inversdes de Ci, C> e Cy4

estdo em seus interiores (Figura 62).

Figura 62 - Segundo conjunto de inversoes

Fonte: O autor, 2018.

4.2.2 Construcdo da gaxeta de Apol6nio apenas com circulo de inverséo

Das duas possibilidades para o inicio da constru¢ao, nos passos iniciais dessa, sera feito

a circunferéncia de Apol6nio externo.
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Tome trés circunferéncias, Ci, C, e C4, tangentes mutuamente (Figura 63), de forma que

seus interiores sejam disjuntos;

Figura 63 - Circunferéncias tangentes C;, C2 e Cy4

Fonte: O autor, 2018.

Trace Cs (Figura 64), circunferéncia de Apolonio externa as trés circunferéncias;

Figura 64 - Circunferéncia externa de Apolonio, Cs,

referente as circunferéncias C;, C> e Cy

Fonte: O autor, 2018.

Trace Cs (Figura 65), circulo de inversdo, pelos pontos de tangéncia entre as

circunferéncias Ci, C, e Cy;
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Figura 65 - Circulo de inversdo Cs

Fonte: O autor, 2018.

Trace os circulos de inversdo Cg, C7 € Cg (Figura 66) pelos pontos de tangéncias das
circunferéncias C,, Cs e C4; Ci, C3 e Cy4; e Cy, C; e C3 respectivamente;

Figura 66 - Circulos de inversdo Cs, C7 e Cs

Fonte: O autor, 2018.

Apos as construcdes desses circulos de inversdo, basta, a cada passo, realizar todas as

inversdes possiveis. Abaixo serdo representados os dois proximos passos (Figuras 67 e 68).



Fonte: O autor, 2018.

Figura 68 - Segundo conjunto de inversoes

Fonte: O autor, 2018.
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5 APLICACAO

5.1 Cristal liquido

As substancias, em sua maioria, apresentam trés estados fisicos bem definidos
dependendo da temperatura a que estejam submetidas: sélido, liquido e gasoso. A agua, por
exemplo, na pressdo de uma atmosfera, possui ponto de fusdo, sélido para liquido, a 0 °C e de
ebulicdo, liquido para vapor, a 100°C. Contudo algumas substancias na natureza ndo se
comportam assim, pois entre 0s pontos de fusdo e de ebulicdo passam por estados
intermediarios que possuem tanto caracteristicas cristalinas de um sélido quanto caracteristicas
de fluidez de um liquido, e sdo conhecidas como Cristais Liquidos.

Substancias com essas caracteristicas estdo espalhadas pela natureza. Muitas proteinas,
membranas celulares, algumas argilas e o virus do mosaico do tabaco, por exemplo, sdo cristais
liquidos. Estas substancias sdo amplamente utilizadas na manufatura de telas e painéis de
diversos dispositivos eletrdnicos, tais como computadores, aparelhos de televisdo, calculadoras
eletronicas e telefones celulares (MEYER, 2009).

O fisiologista austriaco Friedrich Reinitzer, ao estudar as propriedades fisico-quimicas
de varios derivados do colesterol em 1888, descobriu que um deles ndo derretia como 0s
demais e apresentava, aparentemente, dois pontos de fusdo. No primeiro estagio este derivado
possuia aparéncia liquida, porém opaca, enquanto ao ser mais aquecido passava para um
estagio de liquidez transparente.

Intrigado com a descoberta, Friedrich Reinitzer, juntamente com o fisico alemdo Otto
Lehmann, descobriram que o primeiro estado liquido do derivado analisado tinha um tipo Gnico
de ordem, 0 que é uma caracteristica dos solidos, enquanto o segundo estado apresentava
desordenamento molecular caracteristico do estado liquido comumente conhecido.

Entre os tipos de moléculas que formam diferentes cristais liquidos, as que possuem a
forma de pequenas hastes sdo relevantes para o estudo dos fractais. Entre as diversas fases que
essas moleculas podem ser organizadas, a fase esmética A é a que pode apresentar padrdes
fractais em sua estrutura (MANDELBROT, 1983).

Na fase esmética A, as moleculas do cristal liquido estdo organizadas em camadas
(Figura 69). Cada camada tem a espessura determinada pelo comprimento das hastes formadas
por estas moléculas, as quais se dispdem paralelamente umas as outras. As laminas que formam

uma camada podem deslizar livremente umas sobre as outras e as moléculas entre as laminas
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possuem fluidez semelhante & de um liquido. Pode-se dizer que estamos tratando com um

"liquido bidimensional".

Figura 69 - Representagdo geométrica das moléculas na fase
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Fonte: Figura adaptada de Royal Society of Chemistry.

esmeética A
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Disponivel em: http://pubs.rsc.org/ services/images/RSCpubs.
ePlatform.Service.FreeContent.ImageService.svc/ImageServi
ce/Articleimage/2015/SM/c4sm02505a/c4sm02505a-f1_hi-
res.gif. Acesso em: 10 Jan. 2018.

Cada lamina pode ser analisada como uma superficie com espessura finita que assume a
forma planar em sua configuracdo mais simples, mas que também pode ser encurvada e
"colada" para formar superficies mais complexas, tais como cilindros, esferas, toros, etc. As
forgas intermoleculares dentro de cada lamina resistem ao encurvamento, exigindo maior
energia quanto maior a curvatura. Assim, a forma mais simples, planar, é também a de menor
energia. Se considerarmos um cilindro entre duas superficies dadas, quanto maior o seu raio
(menor curvatura) menos energia sera necessaria para forma-lo.

Consideremos agora duas placas quadradas paralelas a uma certa distancia. Se
quisermos utilizar uma camada de cristal liquido para formar um cilindro que se apoie
ortogonalmente entre estas placas e que tenha curvatura pequena (baixa energia), basta
inscrever as bases (circunferéncias) dentro de cada quadrado. Se agora quisermos continuar
incluindo cilindros entre as placas, estes terdo que estar dentro dos cilindros ja incluidos ou nos

espacos entre estes e a borda das placas. As circunferéncias bases dos cilindros irdo se encaixar


http://pubs.rsc.org/%20services/images/RSCpubs.%20ePlatform.Service.FreeContent.Image
http://pubs.rsc.org/%20services/images/RSCpubs.%20ePlatform.Service.FreeContent.Image
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em uma configuracdo similar a da gaxeta de Apol6nio, conforme representado abaixo na Figura
70.

Figura 70 - Representagdo geométrica das

camadas de um cristal liquido

Fonte: O autor, 2018.

Outras configuracdes mais complexas do que a apresentada acima, tais como as “focal
conic”, Figura 71, também se formam naturalmente, mas estas ndo serdo abordadas por néo

contribuirem diretamente com o tema deste trabalho.

Figura 71 - Simulagdo de formag¢do das camadas na fase esmética A

Fonte: Figura adaptada de MEYER, 2009.



77

6 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou um aprofundamento tedrico em
relacdo a teoria dos fractais, apresentando alguns fractais classicos e abordando algumas de
suas caracteristicas. Em particular, tratou-se da classe dos fractais ndo lineares gerados por
inversBes nos circulos, além de uma entre as diversas aplica¢fes desses fractais no mundo real.
Além disso, para alcancar o objetivo deste estudo, falou-se também em inversdes no circulo, e
algumas de suas propriedades.

Procurou-se abordar os assuntos de maneira tal que os conhecimentos prévios exigidos
para a compreensdo das definicbes, demonstragdes e encadeamentos conceituais e ldgicos
fossem os que constam dos conteudos da Matematica do Ensino Médio. Com isso, almejou-se
mostrar que muitos tépicos da Matematica podem ser trabalhados para a promoc¢do da
Matematica como ciéncia, e a0 mesmo tempo, estimular o aluno a se interessar por topicos
mais complexos, desde que adaptados adequadamente para o Ensino Médio.

Espera-se que este estudo possa incentivar os professores a explorar outros assuntos,
ndo somente 0s que constam no curriculo de Matematica do Ensino Médio, pelo que possam
estimular os alunos a buscarem novos conhecimentos e tecnologias necessarias para 0 seu
desenvolvimento tanto no ambito académico quanto no profissional. Quanto aos alunos, espera-

se que adquiram o habito de continuar a estudar e o levem para a vida.
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APENDICE A

1 Transformacdo geométrica

As transformacgdes geométricas sdo funcBes bijetivas. Isto é, seja a um plano. Uma
transformac¢do geométrica nesse plano associa a cada ponto P do plano o um ponto P’ do
proprio plano a, isto ¢, uma fungao T(P) = P’, sendo P’ a imagem do ponto P por T, e P o
antecedente do ponto P’ (COURANT, 2000).

Segundo Bastos (2007), ha& inUmeras transformacdes geométricas que sdo acessiveis aos
alunos de Ensino Fundamental e Médio por meio de experiéncias do cotidiano, como por
exemplo, a sombra de uma figura plana formada pela luz do sol ou por uma fonte de
iluminacdo pontual.

Ao incentivar os alunos a terem contato com essa diversidade de transformacdes, o
professor é capaz de fazé-los observarem que mesmo em meio a diversidade de transformacdes,
ha elementos comuns entre elas, e isso faz com que, tal como em outras areas da Matematica,
essa parte da geometria seja mais interessante do que se tem conhecimento (BASTQOS, 2007).

Entretanto, dentre o grupo de transformacfes geométricas ha duas que sdo mais usuais
no estudo da geometria euclidiana: as isometrias e as homotetias. Relembré-Ilas serd importante,
pois dard subsidios para que as propriedades da inversdo no circulo sejam melhores

compreendidas.

1.1 Isometria

A isometria, apesar de, em grande parte das vezes, mudar a posi¢do da figura no plano,
preserva a distancia entre os pontos da figura e seus angulos. Essa transformacdo gera figuras
congruentes as originais. Os exemplos classicos dessa transformacdo séo a Reflexdo, a Rotagdo
e a Translacéo.

e Reflexdo
A reflexdo em torno de uma reta r, chamada eixo de simetria, é uma transformacéo pela

qual os pontos de r sdo invariantes e 0s demais pontos P do plano sdo transformados em pontos

P’, tais que o segmento PP’ possui 0 eixo de simetria r como bissetriz.
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Figura 72 - Reflexao em espelho plano

r

Fonte: O autor, 2018.

e Rotacdo

Nessa transformacdo, a figura gira em torno de um ponto fixo. Esse angulo é
denominado angulo de rotacdo e o ponto fixo, pertencente ou ndo a figura, é chamado centro de
rotacdo. As distancias entre todos os pontos do objeto e o centro de rotagdo permanecem

constantes, conforme a Figura 73.

Figura 73 - Rotagdo de um triangulo em torno de um ponto

Fonte: O autor, 2018.

e Translacao

Essa transformacdo faz com que haja uma mudanga na posi¢do da figura, sendo

caracterizada por duas condigdes especificas: a dire¢do e a distancia (Figura 74).
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Figura 74 - Translag¢do de um triangulo

Fonte: O autor, 2018.

1.2 Homotetia

Preserva os angulos da figura, contudo a distancia entre seus pontos ndo permanece a
mesma, gerando entdo figuras semelhantes, com a mesma forma que a original, porém

ampliadas ou reduzidas como na Figura 75.

Figura 75 - Homotetia de tridngulos
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Fonte: O autor, 2018.
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APENDICE B
1 Empacotamento de circulos
O empacotamento de circulo é a técnica usada para cobrir uma determinada superficie
usando circulos, os raios desses circulos podem ser iguais ou variar de tamanho. Esses circulos

precisam estar dispostos de tal forma que sejam tangentes, mas ndo se sobreponham (CHEN,
2014).

Figura 76 - Exemplo de empacotamento de circulos

Fonte: CHEN, 2014.

Um caso particular do empacotamento de circulos é o empacotamento apolineo, cuja
caracteristica é preencher um triangulo curvilineo com o circulo de maior raio de forma iterada.
A seguir, na Figura 77, é possivel notar que o triangulo curvilineo formado pelos circulos Ci,
C2 e Cs foi preenchido pelo circulo Cs. Apos a geracdo desse ultimo, trés novos triangulos
curvilineos foram formados, para os quais novos circulos de maior raio serdo criados e assim
continuamente (STEPHENSON, 2005).



Figura 77 - Primeiros passos de um empacotamento apolineo

Fonte: O autor, 2018.
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