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RESUMO

TOKUYAMA, Denise Shizue Ribeiro. Trigonometria no Ensino Fundamental: introduzindo
a circunferéncia trigonométrica no nono ano. 2018. 64 f. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio
Pedro Il, Pro-Reitoria de P6s-Graduacgéo, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

O ensino da Trigonometria, em geral, inicia-se no nono ano do Ensino Fundamental onde se
abordam as razdes trigonométricas no triangulo retdngulo, sendo os demais conceitos e
resultados trigonométricos abordados no Ensino Médio. Pretende-se com este trabalho mostrar
que é viavel antecipar para 0 nono ano o ensino da circunferéncia trigonométrica e estender os
conceitos de seno, cosseno e tangente para angulos ndao agudos. Assim, ap6s adquirir esse
conhecimento, serd possivel resolver problemas envolvendo triangulos quaisquer, entre outras
aplicacbes. Desta forma, propOe-se construir a circunferéncia trigonométrica utilizando-se
régua e compasso e, a partir dai, definir os conceitos de seno, cosseno e tangente. Para tal,
requer-se 0 conhecimento e a compreensdao de algumas construgcdes geométricas necessarias
para a confeccdo do plano cartesiano e do circulo unitario centrado na origem. Além disto, a
teoria das razdes trigonométricas no triangulo retdngulo também serd necessaria na construgdo
do conhecimento almejado. O wuso de simetrias para relacionar medidas de arcos
trigonométricos com extremidades simétricas em relacdo a um dos eixos coordenados ou a
origem do sistema cartesiano e o célculo do seno, do cosseno e da tangente determinados por
estes arcos conclui este estudo. Para encerrar, apresentar-se-a uma atividade realizada com
alunos do nono ano de uma escola publica, localizada no municipio do Rio de Janeiro, e suas
devidas conclusdes.

Palavras-chave: ConstrucGes geométricas; Trigonometria; Circunferéncia trigonométrica;
Ensino Fundamental.



ABSTRACT

TOKUYAMA, Denise Shizue Ribeiro. Trigonometria no Ensino Fundamental: Introduzindo
o0 ciclo trigonométrico no nono ano. 2018. 64 f. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro I,
Pro-Reitoria de POs-Graduacdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura. Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

The teaching of Trigonometry, in general, begins in the ninth year of elementary school where
the trigonometric ratios are approached in the triangle rectangle, and the other concepts and
trigonometric results are approached in High School. This work intends to show that is
practicable to anticipate for the ninth year the teaching of the trigonometric circumference and
to extend the concepts of sine, cosine and tangent to non-acute angles. Thus, after acquiring this
knowledge, it will be possible to solve problems involving any triangles, among other
applications. In this way, it is proposed to construct the trigonometric circumference using ruler
and compass and, from there, to define the concepts of sine, cosine and tangent. For this, the
knowledge and the understanding of some geometric constructions necessary for the making of
the cartesian plane and the unitary circle centered in the origin is required. In addition, the
theory of trigonometric ratios in the triangle rectangle will also be necessary in the construction
of the desired knowledge. The use of symmetries to relate measurements of trigonometric arcs
with symmetrical ends in relation to one of the coordinate axes or to the origin of the Cartesian
system and the calculation of the sine, cosine and tangent determined by these arcs finishes this
study. To conclude, an activity will be presented with students from the ninth year of a public
school, located in the city of Rio de Janeiro, and its due conclusions.

Keywords: Construction; Trigonometry; Trigonometric circumference; Elementary school.
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1 INTRODUCAO

A aprendizagem da Matematica nas escolas vem sendo comprometida por diversos
fatores. A falta de alguns conhecimentos especificos na area, aliada ao desinteresse por parte
dos alunos, faz com que o conteido, muitas vezes, seja ensinado de forma apenas expositiva,
onde o objetivo é decorar formulas para realizar calculos.

O ensino da Trigonometria, especificamente, é vista de forma rapida, com um apanhado
de formulas e tabelas com valores sem sentido.

Analisando brevemente os Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental
(1998), ndo se encontra o estudo da Trigonometria como contetdo dos anos finais. Ela €
encontrada apenas nas bases do Ensino Médio, de forma superficial, pois para os alunos que
ndo seguirdo as carreiras ditas exatas, € suficiente o estudo da Trigonometria em situacdes-
problema que envolvam medicGes e construcdes de modelos associados a fendmenos
periddicos.

Porém, por que ndo comecar tal estudo a partir do nono ano do Ensino Fundamental?
Dissolvendo esse conteudo entre o ano final do Ensino Fundamental e as séries do Ensino
Médio tendo como objetivo melhorar a compreenséo e assimilacdo dos alunos.

A grade curricular da Prefeitura do Municipio do Rio de Janeiro é baseada nos
Descritores - uma listagem bimestral das habilidades que os alunos devem adquirir durante o
periodo. Neles, encontra-se o tema Trigonometria no terceiro bimestre do nono ano, sendo o
estudo baseado na aplicacdo das razdes trigopnométricas (seno, cosseno, tangente) no triangulo
retangulo para resolver problemas significativos.

Durante cada bimestre de um ano letivo, é fornecido um caderno pedagdgico com 0s
contetdos a serem ministrados. Tais contedos se relacionam com as habilidades que devem
ser desenvolvidas e listadas pelos Descritores. Nela, a Trigonometria é tratada friamente como
uma lista de formulas e tabelas para serem aplicadas em exercicios com aplicacdo direta e
algumas aplicacdes contextualizadas.

Qual o sentido de trabalhar tal contetdo dessa forma? A Matematica ja é tdo pouca
aceita pelos alunos, que demonstram dificuldades desde os anos iniciais. Por que ndo tentar
mostrar o contetdo de forma mais atrativa? Transmitindo o conhecimento de forma que o aluno
possa participar da constru¢cdo do saber, compreender as construgdes, associar com 0s

conteudos ja estudados e aplicar de forma que saiba o porqué de estar fazendo de tal modo.
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Este trabalho tem como objetivo introduzir a circunferéncia trigonométrica no ano final
do Ensino Fundamental, construindo o conhecimento a partir de constru¢fes geométricas
simples, de forma que, através de um conhecimento prévio de Trigonometria no triangulo
retangulo, o aluno possa estender o conhecimento de seno, cosseno e tangente para 0s angulos
ndo agudos, a fim de aplicar tal conhecimento em problemas que envolvam triangulos obtusos,
como por exemplo, conseguir calcular o perimetro de um terreno triangular, sabendo a medida
de dois de seus lados e o angulo formado por esses lados. Assim, pretende-se que 0s alunos
aprendam os conceitos de seno, cosseno e tangente de um arco trigonometrico bem como a a
calcular seus valores. O topico sobre Funcdes Trigonométricas continuaria sendo lecionado
apenas no Ensino Médio. Para isso, ha todo um estudo tedrico da Trigonometria, voltado para o
ano final do Ensino Fundamental, trazendo contextos histéricos, as formulas e como surgem os
valores da tabela do seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis, usados em sala, tornando o
ensino-aprendizagem da Trigonometria mais eficaz e significativo.

Esta dissertacdo é composta por, além deste capitulo introdutério, mais quatro capitulos.
O segundo capitulo apresenta um estudo de algumas construcbes geométricas com régua e
compasso que serdo usadas no processo de construcdo do plano cartesiano e do circulo unitario
centrado na origem, necessarios para definir a circunferéncia trigonométrica.

O capitulo trés inicia-se com uma introducédo histérica do tema, além de um estudo da
Trigonometria no triangulo retdngulo. Para entdo, tratar da extensdo do conceito de seno, de
cosseno e de tangente para angulos ndo agudos.

O objetivo final desta dissertacdo € organizar e comentar os dados obtidos através da
aplicagdo de uma atividade para alunos do nono ano do Ensino Fundamental, que se encontra
no capitulo quatro, a fim de verificar a viabilidade de adiantar tal contetdo para esse ano. Essa
atividade conta com a construcdo geométrica da circunferéncia trigonométrica usando régua e
compasso, e um questionario, respondido intuitivamente pelos alunos a partir das construgdes
realizadas e do conteudo prévio de Trigonometria no triangulo retangulo, adquirido durante o
ano letivo.

Por fim, no quinto capitulo, encontram-se as conclusbes geradas pela atividade

realizada e opinides dadas pelos alunos, referente ao contetdo lecionado.
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2 CONSTRUCOES GEOMETRICAS

As construgdes com régua e compasso apareceram por volta do seéculo V a.C. e
ajudaram de forma eficaz o desenvolvimento da Matematica grega. Os conceitos de nimero e
razdo causavam dificuldades ao serem associados a medidas de grandezas. Porém, por volta do
século Il a.C., as grandezas passaram a ser associadas a magnitudes, em vez de numeros.
Logo, as grandezas comecgaram a ser tratadas através da Geometria, onde resolver e construir
tinham o mesmo significado (WAGNER, 1993).

Antes de se falar nas construcdes geométricas usadas neste estudo, assumir-se-80 0S
conceitos primitivos de ponto e reta. Além disso, os pontos serdo denotados por letras
maidsculas, e as retas, por letras mindsculas. Admitir-se-4, também, os cinco Postulados de
Euclides:

) Pode-se tracar uma Unica reta ligando quaisquer dois pontos;

1) Pode-se continuar qualquer reta finita continuamente em uma reta;
[11)  Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio;
IV)  Todos os angulos retos sdo iguais;

V) Por um ponto fora de uma reta pode-se tragar uma Unica reta paralela a reta dada.

2.1 Ponto médio de um segmento AB

Sejam uma reta r e 0s pontos A e B, distintos, pertencentes a r. O objetivo dessa
construcdo é determinar o ponto M pertencente a r, tal que AM = MB. Este ponto ¢ chamado

de ponto médio do segmento AB.

1) Construida a reta r, tomam-se dois pontos distintos A e B (Figura 1).

2) Com a ponta seca do compasso no ponto A, fixa-se uma abertura até o ponto B.

Figura 1 - Construgdo do ponto médio de um segmento AB

Fonte: A autora, 2018.
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3) Tracam-se os arcos de circulos de centros A e B, de modo que haja duas intersecdes,

que serdo chamadas de pontos X e Y (Figura 2).

Figura 2 - Construcgdo do ponto médio do segmento AB

Fonte: A autora, 2018.

4) Tragando o segmento XY, tem-se que sua interse¢ido com o segmento AB gera 0 ponto
M desejado (Figura 3).

Figura 3 - Construcdo do ponto médio de um segmento AB

N
\

M

Fonte: A autora, 2018.
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Demonstracéo: De fato, ao criar os pontos X e Y, tem-se que os triangulos ABX e ABY
sdo equilateros, com lados medindo AB. Além disso, os tridngulos AXM e BXM sio
congruentes por LAL. Logo, AM=MB e, consequentemente, M é ponto médio de AB. A

concluséo é reciproca para o triangulo AYB.

2.2 Reta perpendicular a uma reta dada e passando por um ponto dado

Sejam uma reta r e um ponto A ndo pertencente a reta. O objetivo desta construcao é

determinar uma reta s, perpendicular a r, de modo que A pertengaa s.

1) Construir a reta r e um ponto A, qualquer, fora da reta (Figura 4).

Figura 4 - Reta perpendicular a uma reta dada e passando por um ponto dado

*A

Fonte: A autora, 2018.

2) Com a ponta seca do compasso em A, fixa-se uma abertura maior que a distancia do
ponto A a reta r (Figura 5).

Figura 5 - Reta perpendicular a uma reta dada e passando por um ponto dado
[ ]
A

: N /

Fonte: A autora, 2018.

3) Tragar o arco de circunferéncia de centro A, de modo a determinar duas interse¢des do

arco com a reta r. Denotam-se estas interse¢des por B e C (Figura 6).
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Figura 6 - Reta perpendicular a uma reta dada e passando por um ponto dado

®A

,. AN /
B~__ __—~c¢

Fonte: A autora, 2018.

4) Construir o ponto médio M do segmento BC (Figura 7).
5) Tracando a reta que contém o segmento AM, determina-se a reta s, perpendicular a reta

r (Figura 8).

Demonstracéo: De fato, ao criar os pontos B e C, tem-se que 0s segmentos AB e AC séo
congruentes por serem raios de uma mesma circunferéncia de centro A. Além disso, BM=MC
como ja visto anteriormente. Logo, os triangulos ABM e ACM s&o congruentes pelo caso LLL,
pois AM é lado comum aos tridngulos. Dessa forma, «BMA + ~CMA = 180°. Porém, como
os triangulos sdo congruentes, seus angulos também os sdo. Entdo ~\BMA = ~CMA = 90°.

Desta forma, entdo, a reta que contém AM é perpendicular a reta r.

Figura 7 - Reta perpendicular a uma reta dada e passando por um ponto dado
X

"A

T M
BE

Y

Fonte: A autora, 2018.
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Figura 8 - Reta perpendicular a uma reta dada e passando por um ponto dado

8

Y

Fonte: A autora, 2018.

2.3 Reta paralela a uma reta dada, que contém um ponto dado

Seja uma reta r e um ponto A, ndo pertencente a r. O objetivo dessa construcdo €

determinar uma reta s, paralela a reta r, que contenha o ponto A.

1) Construir a reta r e um ponto A, qualquer, fora da reta (Figura 9).

Figura 9 - Reta paralela a uma reta dada, que contém um ponto dado (Passo 1)

A
®

Fonte: A autora, 2018.

2) Com a ponta seca do compasso em A, tragar um arco de circunferéncia de modo a

intersectar a reta r, marcando esta interse¢cdo com um ponto B (Figura 10).
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Figura 10 - Reta paralela a uma reta dada, que contém um ponto dado

r / B
Fonte: A autora, 2018.

3) Com a ponta seca do compasso em B, e com a mesma abertura AB, tracar um arco de
circunferéncia de modo que este intersecte a reta r, marcando esta intersecdo com um ponto C
(Figura 11).

Figura 11 - Reta paralela a uma reta dada, que contém um ponto dado

Fonte: A autora, 2018.

4) Com a ponta seca do compasso em C, e com mesma abertura AB, tragar um arco de
circunferéncia de modo que este intersecte 0 primeiro arco construido (Passo 2), marcar esta
intersecdo com um ponto D (Figura 12).

5) Tragando a reta que contém o segmento AD, encontra-se a reta s, a qual é paralela a

reta r (Figura 13).
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Figura 12 - Reta paralela a uma reta dada, que contém um ponto dado
A

D
_/\B ¢

Fonte: A autora, 2018.

Figura 13 - Reta paralela a uma reta dada, que contém um ponto dado

m
; ’ D

g _/\B c

Fonte: A autora, 2018.

Demonstracéo: De fato, ao criar os pontos B, C e D, e por terem a mesma distancia AB,
tem-se um losango de lados com medida AB. Logo, seus lados opostos sdo paralelos, ou seja,

0s segmentos BC e AD séo paralelos. Tem-se, entdo, que a reta que contém AD ¢é paralela a reta

r.
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3 TRIGONOMETRIA

A Trigonometria € um conjunto de ferramentas desenvolvido para solucionar problemas
métricos da geometria, baseando-se nos angulos para tais calculos (NETO, 2013).

Os conceitos trigonométricos surgiram por volta dos séculos 1V e V a.C., na regido da
antiga Babilonia e Egito. Seu desenvolvimento se deu para facilitar os estudos nos ramos da
astronomia, navegacao, cronologia do tempo e agricultura, e foi iniciado atraves de uma relacdo
entre tamanhos de sombras e horas do dia. Na Grécia, encontram-se registros sobre estudos que
relacionam angulos de um circulo e os comprimentos de cordas que o submetem, usados para
determinar o tamanho da Terra e a distancia entre o Sol e a Lua (BOYER, 1974)

Os estudiosos mais influentes foram: Hiparco de Nicéia (século Il a.C.), considerado o
“pai da Trigonometria” - pois foi o primeiro a tabular valores do arco e da corda de uma
circunferéncia para toda uma série de angulos -, e Claudio Ptolomeu (século Il d.C.), autor da
obra mais influente e significativa do ramo, a Syntaxis Mathematica, onde mais tarde foi
chamada de Almagesto (BOYER, 1974).

O objetivo deste capitulo é estender os conceitos de seno, cosseno e tangente para
angulos ndo agudos. Com este intuito, inicia-se este estudo falando-se de trigonometria no
triangulo retangulo. A seguir, define-se a unidade de medida radiano. Finalmente, introduz-se a

circunferéncia trigonométrica para entao se estender 0s conceitos almejados.

3.1 Trigonometria no triangulo retangulo

Considere um triangulo retangulo ABC, retangulo em A (Figura 14)Tem-se que 0S
segmentos AB e AC s3o chamados de catetos, e 0o segmento BC, oposto ao angulo reto, é
chamado de hipotenusa.

A Trigonometria no triangulo retangulo € aplicavel em seus dois angulos agudos, porém
€ importante observar qual angulo esta sendo tomado como referencial dos calculos. Observe, a
seguir, como as razdes se alteram dependendo do angulo usado.

Sejam os angulos a, no vértice B, e 8, no vértice C. Chama-se de cateto oposto o lado
oposto ao angulo agudo dado. Nesse caso, AC é oposto a «, e AB é oposto a f. Chama-se de
cateto adjacente o lado do tridngulo que forma o angulo agudo dado. Nesse caso, AB é

adjacente a a, e AC é adjacente a .
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Figura 14 -Triangulo retangulo com hipotenusa de medida a e catetos de medidas b e ¢

c

Fonte: A autora, 2018.

Definem-se as razBes trigonométricas no triangulo retangulo como:

Seno: razdo entre as medidas do cateto oposto ao angulo agudo e a hipotenusa.

tet to _AC _ b
senaq = S—20P%%0 _ - L esenp =

_ catetooposto _ AB _ ¢ (2)
hipotenusa BC T BC a’

hipotenusa

Cosseno: razdo entre as medidas do cateto adjacente ao angulo agudo e a hipotenusa.

cateto adjacente AB c cateto adjacente AC b
cosq = SEEOATACME _ 22 _ L (3)ecos p = SEE2ATICME _ 22 2 (4)
hipotenusa BC a

hipotenusa BC a’

Tangente: razdo entre as medidas dos catetos oposto e adjacente.

tg a = cateto oposto _ ﬂ :% (5) e tg[)' _

catetooposto ~ AB _ ¢ (6)
cateto adjacente AB b

cateto adjacente T AC

Observe que os valores do seno e cosseno dos angulos serdo sempre positivos, menores

gue um, pois a medida da hipotenusa é sempre maior que as medidas dos catetos.

3.1.1 Relag®es entre as razdes trigonomeétricas
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Sendo as razdes trigonométricas geradas de um mesmo tridngulo retangulo, pode-se
concluir algumas relagdes entre elas.
Primeiramente, observando a Figura 14, é possivel saber o valor das tangentes

calculando as razdes entre 0 seno e cosseno de seus respectivos angulos.

. b ~ c ~
Seja sena = -, entdo b=a.sena. E, se cosa = -, entdo ¢ = a.cos a.

Setga = g, entdo tg @ = =22 = T2 (7)

a.cosa cosa’

O caso para tg B é anélogo.
Segundo, a partir do Teorema de Pitagoras, temos b>+ c?>= a? onde b e ¢ sdo as

medidas dos catetos e a a medida da hipotenusa do triangulo retangulo. Seguindo as seguintes
operagdes, tem-se:

.. . b
Substituindo os quocientes —=sena e § = cos a, tem-se:

sena+cos’a=1. (9)

Ou seja, a soma dos quadrados do seno e cosseno de um mesmo angulo agudo sempre
resulta em 1. Essa equacgéo é conhecida como a Relagdo Fundamental da Trigonometria.

Por Gltimo, observando os resultados:

cateto oposto AC b
senag =——mm = — = E

hipotenusa ~ BC
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cateto adjacente AC b
cos ,B = = — = 2

hipotenusa T BC
Conclui-se que sena =cosf. Como a+f =90° ou seja, 0S angulos s&o
complementares, conclui-se que o seno de um angulo agudo possui 0 mesmo quociente do
cosseno do complemento desse mesmo angulo, e vice-versa. Em notagdo matematica:
sena = cos(90°—a) (10)
cosa = sen(90°—a) (11).
O caso para cos a = %e sen B = ié analogo.

3.1.2 Raz0es trigonomeétricas dos angulos notaveis

Os angulos de 30°, 45° e 60° sdo chamados de angulos notaveis, pois sdo aqueles que
aparecem com maior frequéncia nas atividades relacionadas a Trigonometria no tridngulo
retangulo. Dessa forma, nesta secdo, serdo determinados os valores das razdes trigonométricas
desses angulos.

Angulo de 45°
Considere um quadrado de lados com medidas [, como mostra a Figura 15.

Figura 15 - Quadrado de lado de medida I.

A D

._‘ ry = 45° ;\.

Fonte: A autora, 2018.
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Tracando a diagonal do quadrado, tem-se que sua medida, em relacdo ao lado [, vale

1.4/2, calculada usando Teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo formado pelos lados do
quadrado e sua diagonal, a qual se queria determinar.

Observe, na Figura 15, que o triangulo ABC formado é um triangulo retangulo e
isdsceles, com catetos de medida [ e hipotenusa de medida 1.v/2, e seus angulos agudos medem

45°, entdo:

P=P+? od?=22 ad=\20=vZNE & d=12Z .(12)

Ainda, de acordo com essas informacdes, tém-se 0s seguintes valores para as razoes

trigonométricas, em relacdo ao angulo de 45°:

o L _1_ V2
sen 45 =S G- hA- 2
l 1 2
C0s45° = ——==—=—
V2 V2 2
e
V2
. o_sen45°_7_\/§ 2 _q
9 Ccos45° 2 22
2

Angulos de 30° e 60°

Considere, agora, um triangulo equilatero de lados com medida [ (Figura 16).
Tracando a altura do triangulo equilatero, forma-se um triangulo retdngulo ABD onde
0s catetos sdo representados pela altura tracada e pela metade da base do tridngulo, sendo a

medida é e hipotenusa de medida [. Usando, novamente, o Teorema de Pitagoras, calcula-se

que a medida da altura do tridngulo equilatero, em relagdo ao seu lado [, vale % De fato,

R+ () =r et = o =P-t=2 o= VBT 1B (g3
2 4 4 4 4 Va 2
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Figura 16 - Triangulo equilatero com lado de medida I.

a = 60°

Fonte: A autora, 2018.

Observe, na Figura 16, que o triangulo retangulo ADC possui catetos de medidas é e

%; hipotenusa de medida [; e seus angulos agudos medem 30° e 60°.
Considerando o angulo agudo de 30°, tem-se que o cateto adjacente mede % 0 cateto

l . . ~ ~ .
oposto mede > € hipotenusa, . De acordo com essas informagdes, tém-se 0s seguintes valores

para as razdes trigonomeétricas, em relacao ao angulo de 30°:

sen 30° = =£.l=—,
21
V3
- W31 V3
cos30°=—"—=—.-=—
I 271 2
e
1
iiageSem30°_ 7 12 1 A
920 T 0s30° V3 2V3 3 3
2

Seja 0 mesmo triangulo retangulo ADC formado pela altura do triangulo equilatero.

Considerando, agora, o angulo agudo de 60°, tem-se que o cateto adjacente mede é 0 cateto
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V3 . . ~ n .
oposto mede 7‘/— e hipotenusa . De acordo com essas informagoes, tém-se os seguintes valores

para as raz0es trigonomeétricas, em relagéo ao angulo de 60°:

1.3
sen60°——2 ——l'\/gl—ﬁ
2 2
L [ 1 1
o2 __- -__=
cos 60 = 213
e
V3
o_sen60°_z_££_£_
t‘g60 _c0560°_%_2 1_1_\/§

Recolhendo todos os valores determinados, obtém-se o seguinte quadro das razdes
trigonométricas dos angulos notaveis:

Tabela 1 - Razdes trigonométricas dos angulos notaveis

sena | cosa tga
a
1
300 | L | Y3 | V3
2 2 3
45° E Q 1
2 2
60° ﬁ — V3
2 2

Fonte: A autora, 2018.

3.2 Angulos e arcos de circunferéncia

E comum o uso do grau como unidade de medida de &ngulo e de arco de circunferéncia
no estudo da Geometria plana. Antes de tratarmos da circunferéncia trigonométrica, sera
introduzida outra unidade de medida de angulo e de arco de circunferéncia: o radiano, cuja
definicdo sera dada a seguir.
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3.2.1 Radiano

Dada uma circunferéncia de centro O e dois pontos pertencentes a ela, A e B, define-se

como arco o pedaco da circunferéncia limitado por esses pontos.

Figura 17 - Circunferéncia de centro O.

B

Fonte: A autora, 2018.

E importante observar que se consegue definir dois arcos diferentes com esses mesmos
pontos. Toma-se como 0 percurso padréo o sentido anti-horério. Logo, tém-se os arcos AB, em

laranja, e BA, em azul (Figura 18).

Figura 18 - Arco AB, em laranja, e arco BA, em azul, na circunferéncia de centro O.

B B

Fonte: A autora, 2018.
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Figura 19 - Angulos centrais correspondentes aos seus respectivos arcos.

n

Fonte: A autora, 2018.

E ainda um arco definido na circunferéncia corresponde a um angulo central, sendo suas
medidas sdo equivalentes. A circunferéncia é dividida em 360 partes iguais, e cada parte €
definida como um arco de 1°.

Agora sera definida outra unidade de medida para o angulo: o radiano (rad). O arco de
um radiano é aquele cujo comprimento tem a mesma medida que o raio da circunferéncia que o

contém.

Figura 20 - Circunferéncia de centro O, com arco AB de medida 1 rad.

AOB =r (1rad)

Fonte: A autora, 2018.

Tomando uma circunferéncia qualquer, de raio r, seu comprimento serd igual a 2mr.
Dividindo esse comprimento pelo seu raio, tem-se:

27r
— =27
r



29

Logo, a circunferéncia completa tem um angulo total de 27 rad, e 0 angulo de meia-
volta terd medida de m rad. Dessa forma, pode-se converter qualquer angulo medido em grau

para radiano, usando uma regra de trés simples:

Angulo em grau | Angulo em radiano

180° nrad
a__ B

Para medir o comprimento do arco de um angulo a rad, basta utilizar, novamente, um

regra de trés simples:

Comprimento do arco (u.c.) | Medida do arco (rad)

2mR 2T
! B

Logo,l = B.R. (14)
Assim, por exemplo, dada uma circunferéncia de raio 10m e arco de grad, 0

comprimento do arco sera:

l=pB.R
l==.10
e, portanto,
l=5.1
Considerando = 3,14, obtém-se:
l =15,7m.

3.3 Circunferéncia trigonométrica

As razBes trigonométricas seno, cosseno e tangente de um éangulo agudo em um

tridngulo retangulo dependem da medida do angulo e ndo do tamanho do tridngulo. Devido a
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isso, para calcular essas razdes para varios angulos, podem-se considerar triangulos retangulos
que tenham hipotenusas de mesma medida e variar a medida do angulo agudo.

Observe na Figura 21 a seguir que os vértices P, Q e R, respectivamente, pertencentes
aos triangulos retangulos OPS, OQT e ORU, sdo pontos da mesma circunferéncia. As
hipotenusas OP, 0Q e OR tém medidas iguais ao raio da circunferéncia. Considerando-se a
medida da hipotenusa igual a 1 unidade de comprimento, as razfes seno e cosseno Serdo 0s
valores das medidas do cateto oposto e do cateto adjacente, respectivamente.

De fato, na Figura 21, observe o triangulo ORU. Os catetos sdo representados pelos

segmentos RU e U0, e hipotenusa representada pelo segmento RO.

Figura 21 - Diferentes triangulos retangulos com hipotenusas de mesma medida.
[

P

e

Fonte: Figura adaptada, PAIVA, 2015.

Calculando o seno e cosseno do dngulo @ = ROU nesse tridngulo, tem-se:

RU RU __
sena ==—=—=R
RO 1
e
cosa =2 =" _7p.
RO 1

Consequentemente, essas ideias levaram a definir as razBes trigonométricas na
circunferéncia trigonométrica, estendendo assim 0s conceitos de seno, cosseno e tangente de
angulos néo agudos (PAIVA, 2015).
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A Circunferéncia trigonométrica é a circunferéncia orientada de raio uma unidade de
comprimento e na qual o sentido positivo é o anti-horéario.

A circunferéncia trigonométrica de centro O seré associado um sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais X0Y, cujo centro coincide com a origem desse sistema, fixando o ponto
A(1,0) como a origem dos arcos a serem medidos na circunferéncia.

Se um arco for medido no sentido anti-horario, entdo ao valor absoluto dessa medida
serd atribuido o sinal positivo (+).

Caso este arco for medido no sentido horario, entdo ao valor absoluto dessa medida sera
atribuido o sinal negativo (-).

Os eixos coordenados 0X e OY dividem a circunferéncia trigonométrica em quatro
partes congruentes, chamadas de quadrantes. Esses quadrantes séo numerados no sentido anti-
horério, a partir do ponto A, como mostra a Figura 22.

Considere o ponto de origem dos arcos sendo A4, e um ponto qualquer B, diferente de A.
Associa-se uma medida em grau, ou radiano, ao ponto B, que indica o arco definido por AB.

Tome, por exemplo, um giro de 20°, no sentido anti-horario, a partir do ponto A na
circunferéncia trigonométrica, definindo o arco AB. Entdo, 20° é a medida associada ao ponto
B.

Figura 22 - Divisdo da circunferéncia trigonométrica em quadrantes.
Y

1I1Q IQ

II1Q vQ

Fonte: A autora, 2018.
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Porém, é possivel associar outras medidas para esse mesmo ponto B, dependendo do

sentido tomado para o arco.

Figura 23 - Alguns arcos congruos em relagéo ao arco de 20°.

B(20°,380°, —340°, —700°, ...)

20"

Fonte: A autora. 2018.

Tomando o sentido anti-horario (positivo), se girar uma volta completa a partir do ponto
B, definido como 20°, parara no mesmo ponto B, ou seja, 20° + 360° = 380° também é uma
medida associada ao ponto B.

Se for tomado o sentido horario (negativo), o ponto B é associado a medida de —340°,
como na Figura 23.

Dessa forma, definem-se como arcos cdngruos os arcos trigonométricos que possuem a
mesma extremidade.

Se a e fsdo medidas de arcos congruos, indica-se a =f (1é-se: “a é congruo a 7).

No exemplo anterior temos que 20° = 380° = —340°.

De modo geral, podem-se definir as medidas dos arcos congruos sempre como a medida
associada ao ponto adicionado de 360°, caso 0 sentido seja positivo. Voltando ao exemplo
acima, podem-se associar a B os valores de seus arcos congruos usando a expressdo 20° +
360°. k (15), onde k representa a quantidade de voltas completas dadas. Tomando os arcos com
sentido negativo, tem-se que B é associado a expressdo —340° — 360°. k. Porém, as duas
expressdes anteriores podem ser resumidas em uma s6. Assim, todos o0s arcos congruos do arco

de 20° s&o representados pela expressdo: 20° + 360°.k com k € Z.
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Agora considere a correspondéncia que associa cada medida em radiano ao nimero real
que a representa. Por exemplo, associa-se a medida:
e 0 rad é associado ao nimero real 0;

b3 . . , T,
. Zrad ¢ associado ao numero real -

e 2 rad é associado ao numero real 2;

e mrad € associado ao numero real 7 .

Assim, associa-se a cada numero real um ponto da circunferéncia trigonométrica. Esse

ponto desempenhara o papel de medida do angulo. Observe a Figura 24.

Figura 24 - Associacao de medidas de arcos de medidas em radianos para nimeros reais
Y Y

2rad 9
—rad

mrad Orad . T 0

Fonte: A autora, 2018.

Observe que, a cada ponto da circunferéncia estdo associados infinitos nimeros reais.

Considere, por exemplo, as infinitas voltas que podem ser dadas nos sentidos horério e anti-

horario. O ponto associado a medida g rad da circunferéncia trigonométrica € a extremidade

dos arcos de medidas:

137 4 9 4 5 dn dSn d97r d137r 4
k Zra, zra, Zra,zra,zra,zra,znra,.

Assim, estdo associados, ao ponto A, todos os infinitos nimeros reais:

137 o 57 w 57 9m 13w

I R R X T M S B
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Todos estes numeros reais podem ser representados por:
x=>"+k-2mkeZ (16)

De modo geral, dado um arco de medida a, podemos representar todos 0s nimeros reais

associados a esse arco como:
x=a+k-2mkeZ.
3.3.1 Simetrias

Mais adiante, para calcular o seno, o cosseno e a tangente de arcos trigonométricos sera
necessario relacionar medidas de arcos trigonométricos com extremidades simétricas em
relacdo a um dos eixos coordenados ou a origem do sistema cartesiano. Tal relacdo sera feita
através de simetrias.

Considere a circunferéncia trigopnométrica e seja B, 0 ponto associado a medida de 20°,
conforme a Figura 25.

O primeiro tipo de simetria usada é em relagcdo aos eixos coordenados, onde se deve
tracar um segmento perpendicular aos eixos e determinar o ponto equidistante do ponto inicial
(segmentos CB e BE). Considerando uma circunferéncia com centro na origem, o ponto obtido,
chamado de simétrico, serd pertencente a ela, pois é possivel construir dois triangulos
retangulos congruentes.

O segundo tipo de simetria usada € em relacdo a origem do sistema cartesiano, onde se
deve tracar um segmento que passa pelo ponto inicial e pela origem (segmento BD).
Considerando uma circunferéncia centrada na origem, o ponto simétrico obtido sera
pertencente a ela, pois a distancia da origem ao ponto € o raio da propria circunferéncia.

Procedendo assim, obtemos os pontos simétricos C, D, e E correspondentes, do ponto B
(Figura 26).

Para associar as medidas referentes a esses pontos basta analisar que:

e Os angulos BOH e C0J tem mesma medida, pois os triangulos BOH e COJ s&o

congruentes. Logo, a medida associada ao ponto C é 180° — 20° = 160°.

e Osangulos BOH e DOJ tem mesma medida, pois sio opostos pelos vértices.

e Logo, a medida associada ao ponto D € 180° + 20° = 200°.
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e Os angulos BOH e EOH tem mesma medida, pois os triangulos BOH e EOH s&o

congruentes. Logo, a medida associada ao ponto E é 360° — 20° = 340°.

Figura 25 - Circunferéncia trigonométrica com arco de extremidade B.
Y

B(20°)

Fonte: A autora, 2018.

Figura 26 - Pontos simétricos em relacé@o ao arco de extremidade B.

Yy

C(ISUD — 200) Q B(?UD)
= T
207 207 O
2P .. 2l H[JA T
D(180° 4 20°) B(360° — 20°)

Fonte: A autora, 2018.

De modo geral, dado um ponto B de medida a no primeiro quadrante, pode-se calcular a

medida dos pontos simétricos nos demais quadrantes da seguinte forma:
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C =180°—a (17),

D =180°+a (18)

E =360°—a. (19)

A seguir, determinar-se-80 0s pontos simétricos dos arcos notaveis de 30°, 45° e 60°

nos 29, 32 e 4° quadrantes.

Figura 27 - Pontos simétricos em relacdo ao ponto de medida de 30°.

3

Fonte: A autora, 2018.

Considere a medida de 30° relacionada ao ponto B. Para determinar os pontos
simétricos a B nos demais quadrantes, basta usar as expressdes (17), (18) e (19), substituindo
a = 30° (Figura 27). Dessa forma, 0s pontos simétricos sao:

C =180° — 30° = 150°,

D =180° + 30° = 210°
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E = 360° — 30° = 330°.

Agora, associando ao ponto F a medida de 45°, para determinar os pontos simétricos de

F nos demais quadrantes, basta usar as expressdes (numero das expressdes), substituindo

a = 45° (Figura 28). Dessa forma, 0s pontos simétricos sao:

G = 180° — 45° = 135°,

H = 180° + 45° = 225°

[ = 360° —45° = 315°.

Figura 28 - Pontos simétricos em relagédo ao ponto de medida de 45°.

[}

Fonte: A autora, 2018.

Considerando, por ultimo, a medida de 602 relacionada ao ponto J, para obter os pontos
simetricos a J nos demais quadrantes, basta usar as Equacdes (17), (18) e (19), fazendo
a = 60° (Figura 29). Dessa forma, os pontos simétricos sdo:

K = 180° — 60° = 120°,
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L =180°+ 60° = 240°

M = 360° — 60° = 300°.

Figura 29 - Pontos simétricos em relagé@o ao ponto de medida de 60°.

L

Fonte: A autora, 2018.

3.3.2 Seno e cosseno na circunferéncia trigonométrica

Nesta secdo, 0 conceito de seno e cosseno sera estendido para um arco trigonomeétrico,
partindo dos conceitos de seno e cosseno de um angulo agudo de um triangulo retangulo.

Tome um arco trigonométrico AR de medida a, sendo 0° < a < 90°, na circunferéncia
trigonométrica (Figura 30).

Sendo o raio da circunferéncia trigonométrica de medida 1 e o angulo central ROA

possui mesma medida do arco AR, em grau, segue que no triangulo retangulo ORU:



= UR.

~ |5l

sena =

Figura 30 - Triangulo ORU inscrito no 1Q da circunferéncia trigonométrica.

-
N

Fonte: A autora, 2018.

Figura 31 - Seno e cosseno de um arco trigonométrico

_____ R(xp,yr)
T
SCTy =
= s _
KO COSY

cosa = abcissa de R = xp

sena = ordenada de R = yp

Fonte: A autora, 2018.

39
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Assim, os valores de sena e cosa sdo, respectivamente, as medidas das projecdes nos
eixos das abscissas e das ordenadas do ponto R. Este conceito é ampliado para qualquer arco
trigonomeétrico.

Portanto, temos a seguinte definig&o:

Dado um arco trigonométrico AR de medida a, chamam-se seno e cosseno de «a a
abscissa e a ordenada do ponto R, respectivamente.

Dessa forma, é comum se referir ao eixo das abscissas como o eixo dos cossenos e ao
eixo das ordenadas como o eixo dos senos, quando se trata da circunferéncia trigonométrica.

Por essa conclusdo, é possivel calcular os valores do seno e cosseno dos arcos onde seu
extremo coincide com 0s eixos coordenados. Tais arcos seriam os de 0°90°,180°,270°
e 360°. Para os arcos cdngruos a esses, 0s resultados sao analogos.

Sendo a circunferéncia trigonométrica de raio unitario, teremos os seguintes valores do

seno e cosseno dos arcos citados:

Tabela 2 - Seno e cosseno dos arcos coincidentes com os eixos coordenados

a 0° 90° 180° | 270° | 360°

sena 0 1 0 -1 0

cosa 1 0 -1 0 1

Fonte: A autora, 2018.

Variagéo do sinal do seno e cosseno

Tendo em vista que o seno de um arco trigonométrico € a ordenada do extremo desse
arco e considerando os eixos ordenados do plano cartesiano, temos, a seguir, a varia¢do do sinal
dos valores para o seno (Figura 32).

Tomando, por exemplo, os arcos de extremidades C, D, E e F, conforme mostra a
Figura 33, é possivel observar gue:

e C e D sao pontos do primeiro e segundo quadrante, respectivamente, onde o
valor da ordenada é positivo. Logo, 0s valores do seno para esses pontos sao

positivos.
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e E e F sdo pontos do terceiro e quarto quadrante, respectivamente, onde o valor
da ordenada € negativo. Logo, os valores do seno para esses pontos sao

negativos.

Figura 32 - Variagdo do sinal do seno na circunferéncia trigonométrica.

Seno

+ | +

NP

Fonte: A autora, 2018.

Figura 33 - Pontos na circunferéncia trigonométrica.
[
Y

Ay
N

Fonte: A autora, 2018.

A mesma observacéo é valida para o cosseno de um arco trigonométrico, porém sendo a
abscissa do extremo desse arco. Dessa forma, também ha uma variagdo do sinal dos valores

para o cosseno (Figura 34).
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Tomando, por exemplo, os mesmos arcos de extremidades C, D, E e F, conforme
mostra a Figura 32, € possivel observar que:

e C e F sdo pontos do primeiro e quarto quadrante, respectivamente, onde o valor
da abscissa é positivo. Logo, os valores do cosseno para esses pontos sao
positivos.

e D e E séo pontos do segundo e terceiro quadrante, respectivamente, onde o valor
da abscissa € negativo. Logo, os valores do cosseno para esses pontos sao

negativos.

Figura 34 - Variacgao de sinal do cosseno.

cosseno

Fonte: A autora, 2018.

Reducéo ao primeiro quadrante

Na secdo 3.1.2, deduziu-se, a partir do triangulo retdngulo, a tabela trigonométrica dos
angulos notaveis.

Tendo que a medida do arco e a do angulo central que determina esse arco, na
circunferéncia trigonométrica, sdo iguais e considerando os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°,
como medidas dos arcos trigonomeétricos, os valores da tabela trigonomeétrica serdo 0s mesmaos.

A partir dos pontos simétricos calculados na se¢do 3.3.1.1, pode-se associd-los aos
valores do seno e cosseno do primeiro quadrante, respeitando a variagdo de seus sinais.

Sendo o arco de medida 30° e seus arcos simétricos de 150°,210° e 330° nos demais
quadrantes, os valores do seno e cosseno dos arcos citados serdo 0s mesmos, porém respeitando
a variacdo de sinal dos eixos. Dessa forma, a tabela trigonométrica para o arco de 30° e seus

simétricos, na circunferéncia trigonométrica, sera:



Tabela 3 - Seno e cosseno dos arcos simétricos ao arco de 30°

a

30°(1Q) | 150°(11Q) | 210°(111Q) | 330°(IVQ)
seno o 1 1 1 1

2 2 2 2
cosseno o E _E _ﬁ ﬁ

2 2 2 2

Fonte: A autora, 2018.

O mesmo ocorrera para 0s arcos de 45° e 60°, e seus respectivos arcos simeétricos.

Tabela 4 - Seno e cosseno dos arcos simeétricos ao arco de 45°

@ | 45°(1Q) | 135°(11Q) | 225°(111Q) | 315°(IVQ)
Sseno o E E _E _E
2 2 2 2
cosseno o E _E _E E
2 2 2 2

Fonte: A autora, 2018.

Tabela 5 - Seno e cosseno dos arcos simétricos ao arco de 60°

“ 60°(1Q) | 120°(11Q) | 240°(111Q) | 300°(1V Q)
V3 V3 V3 V3
Seno o R —_ [ -
2 2 2 2
1 1 1
cosseno a — —_— —_— —
2 2

Fonte: A autora, 2018.

Relagdo fundamental da Trigonometria
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Seja a a medida de um arco trigonometrico com extremidade B, no primeiro quadrante.
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Figura 35: Arco trigonométrico de medida a.

B(«)

(a3

Fonte: A autora, 2018.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo BOP, tem-se:

PB?+ P0?=B0’. (20)

Porém, ja se sabe que:
PB = sena, PO = cosa, BO = 1(raio).
Logo, substituindo em (20), temos:
sen’a + cos’a = 1. (21)
Chamada de Relagio fundamental da Trigonometria. E importante ressaltar que a
relacdo fundamental é valida para qualquer valor de a.
Observe que, manipulando a Equacao (21), obtém-se:

sen’a =1 — cos’a (22)

cos?a =1 —sen’a. (23).
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3.3.3 Tangente na circunferéncia trigonométrica

Para estender o conceito de tangente para um arco trigonométrico, partir-se-a do
conceito de tangente de um angulo agudo em um triangulo retangulo.

Para compreender a extensdo desse conceito, tome um arco trigonométrico AR de
medida a, sendo 0° < a < 90°, e 0 eixo t de origem A, com mesma direcdo e orientagcdo que 0
eixo OY (Figura 36).

Para determinar a tangente do arco AR, traga-se a reta OR até sua interseccdo C com o

eixo t.

Figura 36 - Eixo das tangentes.
R | i

2C

P 1

T

........................ v

Fonte: A autora, 2018.

No triangulo retangulo AOC, tem-se:

Logo, a tangente de a é representada pelo segmento formado no eixo real t, chamado de

eixo das tangentes.
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De forma geral, dado um arco trigonométrico AR de medida a, com R no pertencendo
ao eixo das ordenadas, chama-se de tangente de a a ordenada do ponto C, sendo a intersec¢éao
da reta OR com o eixo das tangentes.

E importante ressaltar que o ponto R ndo pode coincidir com o eixo das ordenadas, pois
o prolongamento do raio no proprio eixo nao intercepta a reta t. Neste caso, diz-se que ndo
existe tangente para os arcos de 90°e 270°.

Nos casos para 0 ponto R coincidir com o eixo das abscissas, R devera coincidir com o
ponto A, origem do eixo das tangentes, logo os arcos de 0° e 180°, e seus respectivos arcos

congruos, terdo o valor da tangente nulo.
Variacdo do sinal da tangente

Caso 0 arco trigonométrico possua extremidade no primeiro ou terceiro quadrante, o
prolongamento do raio que passa por essas extremidades intersectara o eixo das tangentes em
um ponto de ordenada positiva.

Caso 0 arco trigonométrico possuia extremidade no segundo ou quarto quadrante, o
prolongamento do raio que passa por essas extremidades intersectara o eixo das tangentes em

um ponto de ordenada negativa.

Figura 37 - Variagéo do sinal da tangente, de acordo com o eixo t.
b

t

¢
A

Tangente

positiva

Tangente

negativa

Fonte: A autora, 2018.

Dessa forma, a variagdo de sinal da tangente é representada como mostra a Figura 38.
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Figura 38 - Variacgao do sinal da tangente, de forma geral.
tg

Fonte: A autora, 2018.

A tangente como razéo do seno pelo cosseno

Prolongando o segmento RO, de forma que intersecte a reta t, encontra-se 0 ponto C.

Observe que na Figura 39, os triangulos OCA e ORU séo semelhantes.
Sabendo que cosa = UO e sena = RU, e que AO é o raio da circunferéncia, observe:

AO CA 1 __ sena

= o CA=tga
0 sena cosa coSs

g <l

Figura 39 - Representacao da tangente na circunferéncia trigonométrica.

t

Fonte: A autora, 2018.
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Reducéo ao primeiro quadrante

Como a medida de um arco trigonométrico € a mesma do angulo central
correspondente, temos que a tangente de um arco trigonométrico € a mesma que a tangente do
angulo central correspondente. Consequentemente, a tabela trigonométrica dos angulos
notéveis também sera valida para os valores da tangente.

Dessa forma, conhecido o valor da tangente de um arco trigonométrico no primeiro
quadrante, pode-se calcular a tangente correspondente desse arco nos demais quadrantes,
respeitando a variacao de sinal, visto anteriormente.

A partir dos pontos simétricos calculados na secdo 3.3.1.1, pode-se associa-los ao valor
da tangente no primeiro quadrante, respeitando a variagdo de seus sinais.

Sendo o arco de medida 30° e seus arcos simétricos de 150°,210° e 330° nos demais
quadrantes, o valor da tangente dos arcos citados serdo 0s mesmos, porém respeitando a
variacdo de sinal dos eixos. Dessa forma, a tabela trigonométrica para o arco de 30° e seus

simétricos, na circunferéncia trigonomeétrica, sera:

Tabela 6 - Tangente do arco de 30° e seus simétricos

o
30°(1Q) | 150°(11Q) | 210°(111Q) | 330°(IVQ)
tangente o ﬁ _ E ﬁ _ ﬁ
3 3 3 3

Analogamente, 0 mesmo ocorrera para os arcos de 45° e 60°, e, respectivamente, para

Fonte: A autora, 2018.

aqueles arcos cujas extremidades sdo pontos simétricos destes.

Tabela 7 - Tangente do arco de 45° e seus simétricos

45°(1Q)

135°(11Q)

225°(111Q)

315°(IVQ)

tangente o

-1

-1

Fonte: A autora, 2018.




Tabela 8 - Tangente do arco de 60° e seus simétricos

60°(1Q)

120°(11Q)

240°(111Q)

300°(1VQ)

tangente a

V3

3

V3

3

Fonte: A autora, 2018.
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4 A ATIVIDADE PROPOSTA

Este capitulo consiste em descrever uma atividade destinada aos alunos do nono ano do
Ensino Fundamental.

Os objetivos desta sdo introduzir o conceito da circunferéncia trigonométrica e estudar o
seno, 0 cosseno e a tangente de arcos de até uma volta completa, a fim de facilitar os estudos
futuros envolvendo a Trigonometria no Ensino Médio,

A atividade proposta teve o seu inicio aplicado em uma turma de alunos de uma escola
publica, localizada no municipio do Rio de Janeiro. Ela sera descrita por etapas, de forma a
esclarecer melhor o processo realizado e qual habilidade o aluno devera adquirir nela.

O restante da atividade estd como uma proposta, pois, pelo fechamento do ano letivo,
ndo houve tempo habil para sua aplicacao.

E importante ressaltar que, para a realizacio dessa atividade, os alunos ja deveréo ter o
conhecimento da Trigonometria no triangulo retangulo, pois é a partir dele que os alunos

deverdo responder ao questionario.

4.1 Atividade realizada

A atividade a seguir tem como objetivo a construgdo da circunferéncia trigonométrica
utilizando régua, compasso, transferidor e a aplicacdo dos conceitos de simetria em relacao as
extremidades finais dos arcos notaveis no primeiro quadrante.

As construgBes poderiam ser realizadas através de softwares de geometria dindmica,
porém dependeria da escola possuir um laboratdrio de informatica disponivel para o uso dos
alunos. Além disso, a escolha do uso de instrumentos manuais foi devido ao envolvimento
maior dos alunos com a atividade, onde ao final, eles pudessem ter suas proprias construcées
com suas proprias caracteristicas e individualidades, diferentemente do uso de softwares, onde
todos teriam a mesma imagem, obtidas através de comandos.

O objetivo é estudar as razdes trigonométricas de angulos de até uma volta completa.

Por fim, ha um questionario que foi respondido, intuitivamente, pelos alunos,
considerando todo conteudo de Trigonometria no triangulo retangulo aprendido durante o ano.

Essa atividade, ao todo, foi realizada durante quatro tempos de aula, onde cada uma tem
duragéo de 50 minutos.

A seguir, a descrigdo por etapas desta atividade, com seus devidos objetivos.
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Etapa 1:

Ao apresentar a proposta da atividade ao grupo de alunos, notou-se a falta de
experiéncia em manipular os instrumentos necessarios para a realizacdo da mesma. Entéo, para
a primeira etapa, os alunos foram deixados a vontade para manipular de forma arbitréaria os
instrumentos, principalmente o compasso, o qual alguns nunca tinham manuseado.

Os alunos trabalharam as habilidades em construir retas a partir de dois pontos e
circunferéncias de diversos raios a partir de um ponto central.

Caso os alunos ja tenham a familiarizacdo com esses instrumentos, pode-se passar para

a etapa seguinte da atividade.

Figura 40: Construcdes geométricas livres.

Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.

Objetivo: Fazer com que o aluno tenha habilidades suficientes para poder realizar as

construcdes geomeétricas seguintes.
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Etapa 2:

Depois de familiarizados com os instrumentos, mostrou-se aos alunos algumas
construcdes que seriam necessarias para que pudessem realizar a atividade.

A primeira delas foi a construcdo do ponto médio, dado um segmento AB. Todos

realizaram facilmente esta construcao, tanto que a repetiram rapidamente (Figura 41).

Figura 41: Construcédo do ponto médio de um segmento.

Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.

A segunda construcdo é de uma reta paralela a outra inicial, passando por um ponto
dado. Os alunos apresentaram bastante dificuldade na realizagdo desta, pois ndo conseguiam
associar a transposi¢édo do raio da circunferéncia inicial para achar o outro ponto para construir
a reta paralela. Foi necessario repetir trés vezes a construcdo para que todos conseguissem
realiza-la (Figura 42).

Por ultimo, os alunos construiram uma reta perpendicular a outra inicial passando por
um ponto dado. Essa construgdo também ocorreu de certa forma tranquila, pois em certo
momento, associou-se a construcdo do ponto médio, o qual foi realizado facilmente (Figura
43).
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Figura 42 — Construcdo de uma reta paralela & outra, dado um ponto

5 S « eeTAs
i ’ \ PARALELAS ‘,

Fonte: A autora, 2018.

Objetivo: Fazer com que os alunos saibam as construgdes basicas com régua e compasso a fim
de construir a circunferéncia trigonomeétrica e de obter pontos simétricos a extremidade final de
um arco trigonométrico dado em relacdo a um dos eixos coordenados ou a origem do sistema

cartesiano.

Figura 43: Construcédo de uma reta perpendicular a outra, dado um ponto.

v
Y

o
S
&

/ e g——— e — e

Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.
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Etapa 3:

A terceira etapa baseia-se na construgdo da circunferéncia trigonométrica. Optou-se
construir uma circunferéncia para cada arco notavel, pois como os alunos ainda ndo estavam
totalmente confiantes em relacdo as construgdes, os desenhos ficariam mais “limpos” para a
etapa seguinte.

Inicialmente, os alunos deveriam construir o plano cartesiano. Uns optaram por usar a
construcdo de ponto médio de um segmento e 0s outros usaram a construcdo de uma reta
perpendicular a outra passando por um ponto dado.

A partir do plano cartesiano XOY construido, usando o compasso, 0s alunos esbocaram
uma circunferéncia de raio unitario com centro na origem do plano.

Com a ajuda do transferidor, marcaram o arco de 30°, em relacdo ao eixo 0X, no

primeiro quadrante do plano.

Figura 44: Construcdo dos arcos simétricos ao arco de 30°, utilizando régua, compasso e
transferidor.

™

———a

Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.

A partir do ponto inicial marcado na circunferéncia, indicando a extremidade final do
arco de medida 30°, os alunos deveriam obter os outros pontos na circunferéncia, e em cada
quadrante, que fossem simétricos a extremidade final desse arco de medida 30° em relagdo aos

eixos coordenados ou a origem do sistema cartesiano.
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Eles tinham duas opgdes para realizar a simetria em relagéo aos eixos: usar a construcao
de retas paralelas em relacdo aos eixos passando por um ponto dado, ou usar a construgdo de
reta perpendicular aos eixos passando por um ponto.

Pela facilidade das construgdes iniciais, os alunos escolheram trabalhar com retas
perpendiculares. Logo, para localizarem o ponto na circunferéncia, situado no segundo
quadrante, construiram uma perpendicular ao eixo 0OY, passando pelo ponto referente a
extremidade final do arco de medida 30°, determinando sua interse¢do com a circunferéncia. E
para localizarem o ponto situado no quarto quadrante, construiram a perpendicular ao eixo 0X,

que passa pelo primeiro ponto, determinando sua intersegdo com a circunferéncia
trigonométrica.

Figura 45: Construcdo dos arcos simétricos ao arco de 45°, utilizando régua, compasso e
transferidor.

LS. VSIS Y

Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.

Para localizarem o ponto situado no terceiro quadrante, usaram a simetria em relacéo a
origem. Como j& haviam marcado a extremidade final do arco de 30°, entdo construiram a reta
que continha esse ponto e a origem, determinando a intersecdo da reta e da circunferéncia
(Figura 44).

Esse mesmo processo se repetiu para os angulos de 45° (Figura 45) e 60° (Figura 46).
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Figura 46: Construcéo dos arcos simétricos ao arco de 60°, utilizando régua, compasso e
transferidor.

o2

0>

Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.

Depois de todas as construcdes realizadas, pediu-se aos alunos que medissem todos 0s
angulos encontrados referentes aos pontos nos 22,32 e 42 quadrantes, tomando como 0° a
interseccdo da circunferéncia com o semieixo positivo 0X e sentido anti-horério.

Objetivo: Fazer com que o aluno use as construcBes geométricas para construir a
circunferéncia trigonométrica e aplicar as simetrias em relacdo a um dos eixos coordenados ou
a origem do sistema cartesiano. Essas construcGes serdo importantes para a etapa seguinte,
onde os alunos aplicardo os conceitos geométricos e o conhecimento trigonométrico para

responder a um questionario.

Etapa 4:

A etapa seguinte da atividade foi composta por um questionario sobre as construcoes
realizadas, de modo que fizesse os alunos refletirem para respondé-lo.

As respostas foram dadas a partir das construcdes realizadas na etapa anterior e do
conhecimento que os alunos ja tinham de Trigonometria no triangulo retangulo. Ndo houve
intervencdo ou manipulagdo na discussdo entre os alunos. Apenas a concluséo final que foi

dada de modo a organizar os pensamentos dos alunos.
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A primeira questéo era:
“1) Reflita e responda as questdes abaixo, a partir da atividade realizada:
a) Quais as medidas dos arcos no 22,32 e 42 quadrantes correspondentes ao arco de
medida 30°?
b) Quais as medidas dos arcos no 22,32 e 42 quadrantes correspondentes ao arco de
medida 45°?
¢) Quais as medidas dos arcos no 22,32 e 42 quadrantes correspondentes ao arco de

medida 60°?”

Ao eshocar figuras, € comum aparecerem erros ocasionados por imprecisdes no uso dos
instrumentos empregados. Os alunos logo perceberam que as medidas obtidas dos arcos em
cada item ndo eram exatamente as medidas esperadas. Porém concluiram — tomando como base
a circunferéncia e os arcos correspondentes ao arco de medida 30°— que as medidas dos arcos
pretendidos nos outros quadrantes deveriam “se afastar” 30° em relagdo ao eixo 0X, tanto
“para cima quanto para baixo”. Como, no eixo OX, encontram-se as extremidades finais dos
arcos de medida 0°,180° e 360°, as medidas dos outros arcos seriam 150°,210° e 330°. O
mesmo raciocinio foi usado para os itens (b) e (c), de modo a obterem as medidas de arcos
135°,225° e 315° e as medidas de arcos 120°,240° e 300°, respectivamente.

Objetivo: Fazer com que o aluno compreenda que dois pontos P e P’ distintos sdo simétricos
em relagcdo a um ponto Q significa que P e P’ sdo extremidades de um segmento, sendo 0 ponto
Q seu ponto médio. E também que, dois pontos P e P’ distintos sdo simétricos em relacdo a
uma reta r significa que estes pontos pertencem a uma mesma reta s, perpendicular a r, e que
estdo a uma mesma distancia de r. Nesta atividade, as retas consideradas séo os eixos 0X e OY
e 0 ponto é a origem do sistema cartesiano. Notar, também, que uma reta perpendicular a um
eixo é sempre paralela a outra reta também perpendicular ao mesmo eixo, ou seja, que a reta
esbocgada perpendicularmente ao eixo OY é paralela ao eixo 0X, e dessa forma todos 0s seus
pontos sdo equidistantes. Logo, em uma circunferéncia, se um ponto pertencente a paralela que
esta situada a 30° do eixo 0X, outro ponto da mesma reta também estara situado a 30° do eixo

0X. O mesmo ocorre com a reta perpendicular ao eixo 0X.

Segunda questao:
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“2) Considerando a circunferéncia trigonomeétrica e os eixos coordenados 0X e 0Y,
responda:

a) A qual eixo podemos nos referir como o eixo dos cossenos?

b) A qual eixo podemos nos referir como o eixo dos senos?

c) Qual o sinal do seno e do cosseno de arcos trigonométricos que estdo em cada um

dos quatro quadrantes?”’

Tomando como base o estudo da Trigonometria no triangulo retangulo, a aluna V
imaginou um triangulo retangulo dentro da circunferéncia unitaria e associou o0s catetos oposto
¢ adjacente aos eixos coordenados: “Como o angulo t& encostado no X (se referindo ao eixo
0X), entdo esse lado aqui é o adjacente (referindo-se ao sentido da abertura do angulo e o
triangulo retangulo formado) e o outro é oposto. Se o cosseno usa CA (referindo-se ao cateto
adjacente) e no seno usa CO (referindo-se ao cateto oposto), entdo acho que o cossenoé o X e 0
senoéoY”.

O aluno G ainda completou: “Se o raio é 1, entdo a hipotenusa desse tridngulo vale 1
também. E dividir por 1 da o nimero mesmo”. A aluna B questionou a operag¢do, pois niao
entendeu de qual divisdo o aluno B estava falando, e entdo ele respondeu: “Ué¢, o seno ¢ CO
sobre H e cosseno é CA sobre H. Se H é 1, ai vai ficar CO sobre 1 e CA sobre 1, que da eles
mesmos”.

Para o item c, a resposta foi imediata, pois o estudo do plano cartesiano vem sendo
desde o 7° ano (mesmo que o aluno ndo tenha estudado nos anos anteriores, ele estudou no 9°
ano ao construir graficos de Funcdo de 1° grau, estudado no 2° bimestre do ano letivo).
Associando a resposta dada pelos alunos V e G para os itens (a) e (b), ndo havia duvidas para a
resposta deste item: “Se 0 cosseno ¢ x e 0 Seno € y, entdo a coordenada vai ser sempre o valor
do cosseno primeiro e depois do seno, e no 12 quadrante fica (+,+), no 22 quadrante fica (-, +),

no 32 fica (-,-) e no 42, (+,-)”, disse a aluna E.

Objetivo: Fazer com que os alunos associem 0s pontos na circunferéncia trigonometrica com
as respectivas coordenadas no plano cartesiano, sabendo distinguir que o cosseno e o0 seno de
um arco trigonométrico de medida o sdo, respectivamente, a abscissa e a ordenada do ponto.
Além disso, fazer com que o aluno perceba que o cosseno (ou 0 seno) de um arco de medida o

do 2°, 3° ou 4° quadrantes tem 0 mesmo valor absoluto que o cosseno (ou 0 seno) de um arco
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correspondente no 1° quadrante e € atribuido a esse valor um sinal (+ ou —), de acordo com o
quadrante em que esta o arco de medida a..

A terceira e ultima questdo, pedia para completarem trés tabelas com os valores do seno
e cosseno de cada arco determinado.

Relembrando as respostas dadas nas questdes 1 e 2, a aluna B perguntou “Os angulos
gue achamos na nimero 1 vao ter o mesmo valor do seno e cosseno do angulo inicial?”. “Mais

ou menos, né¢! Tem que ver os sinais!”, respondeu o aluno G.

Figura 47: Solucéo dada pelos alunos, referente ao exercicio 3.
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Fonte: Elaborado pelos alunos do 9° ano, 2016.
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Dessa forma, os alunos completaram as tabelas do seno e cosseno dos arcos, baseando-
se na tabela do seno e cosseno dos angulos notaveis (estudada no 32 bimestre do ano letivo).
De acordo com o arco dado inicialmente (30°,45° ou 60°), ajustaram com valores das medidas
de arcos obtidos na questdo 1 e consideraram os sinais das coordenadas de cada quadrante,
usando a questdo 2.

Objetivo: Enfatizar que as defini¢bes de seno e cosseno de arcos trigonométricos séo extenses
das definicbes de seno e cosseno de um angulo agudo no tridngulo retangulo. Associar 0s
valores absolutos do seno e cosseno dos arcos notaveis para 0S Seus respectivos arcos
correspondentes nos 22, 32 e 42 quadrantes , sabendo distinguir os sinais dos mesmos de acordo

com o quadrante no qual o arco esta localizado.

Segue, abaixo, uma proposta de continuacdo ao questionario feito com alunos.
Infelizmente, ndo foi possivel aplicar as proximas questdes pelo fechamento do ano letivo e
saida dos alunos para as férias escolares.

Em cada questdo constara seu objetivo para ser realizada.

Questao 4:

Utilizando as simetrias adequadas, ja vistas anteriormente na determinagdo dos pontos
simétricos dos arcos notaveis, diga quais 0s pontos simétricos, nos 2°, 3° e 4° quadrantes, dos
arcos associados as medidas dadas abaixo:

a) 15°

b) 50°

c) 75°

Objetivo: Aplicar as simetrias sem necessidade de esbocar a circunferéncia, associando a
medida do arco inicial com os pontos simétricos a ele. Por exemplo, se o arco inicial mede 15°,
entdo seus pontos simétricos estardo deslocados 15° dos arcos de 180°, em ambos 0s sentidos:

anti-horério e horéario, e 360° no sentido horario.

Questao 5:
Considere a circunferéncia trigonométrica e sendo os valores do seno e cosseno de um
arco associados ao eixo das ordenadas e ao eixo das abscissas, respectivamente, que

observacdes vocé consegue fazer em relacdo a variacdo dos valores do seno e cosseno?



61

Objetivo: Espera-se do aluno que ele consiga observar que quanto maior o valor de uma das
raz0es trigonométricas, Seno ou cosseno, menor serd a outra, pois os valores sdo gerados de um
triangulo retdngulo de hipotenusa fixa igual a 1. A partir dessa observacdo, o aluno pode
associar essa relagéo do seno (sendo o valor da ordenada y), cosseno (sendo o valor da abscissa
x) e hipotenusa de valor 1, fixa, com o Teorema de Pitdgoras de um triangulo retangulo
qualquer. Dessa forma, o aluno pode pensar na equacdo x*+ y* =1, sendo 0 mesmo que

cos*a + sen*a = 1, que nada mais é que a Relacdo Fundamental da Trigonometria.

Questao 6:
. A - . fp= 4
Dado um arco a na circunferéncia trigonométrica, onde cosa = = Calcule o valor de

sen .

Objetivo: Aplicacdo direta da Relacdo Fundamental da Trigonometria. Porém, como
ndo é explicitado a qual quadrante pertence o arco, o aluno devera estar atento que ha duas

opcOes de resposta.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Apesar de demonstrarem algumas dificuldades durante as construcdes geométricas, 0s
alunos mostraram uma reacao positiva a atividade proposta, pois puderam construir, associar e
concluir sobre o conhecimento a ser adquirido, a partir de conhecimentos prévios.

Mesmo apresentando pouca destreza com 0s instrumentos, 0s alunos se mostraram
dispostos a realizar as tarefas, e a cada construcdo, ou erro cometido, eles se empenharam mais
para chegarem ao objetivo final. O uso do compasso foi bastante elogiado, pois alguns
declararam nunca terem usado em sua vida académica até 0 momento, o que fez com que o
trabalho ficasse mais atrativo.

Declararam, também, que ficou bem mais facil compreender e responder os possiveis
questionamentos sobre a matéria, pois ndo foi algo “jogado” no quadro branco. Como
participaram da construcao do conhecimento, disseram que “as coisas faziam sentido” e que oS
valores encontrados e relacionados ndo “apareceram do nada”.

De certo modo, mesmo nao possuindo tempo habil para aplicar toda a atividade (as trés
questdes finais ndo foram respondidas pelos alunos), foi perceptivel o envolvimento dos alunos
na construcao do conhecimento, principalmente daqueles que dizem néo gostar de Matematica.

A participacdo deles, desde a construcdo geomeétrica, que foi a parte que mais prendeu a
atencdo de todos por ser algo novo, fez com que a atencdo ndo fosse dispersa com o passar do
tempo.

O questionario, apesar de ser bem teodrico e dependesse bastante das aulas sobre
Trigonometria e Plano Cartesiano, foi a etapa realizada com mais rapidez e a que houve mais
troca de informacdes entre eles, o que para mim, foi o &pice da atividade, pois ndo interferi nos
questionamentos e concluses dos alunos, sendo a constru¢do do conhecimento partindo dos
alunos o maior objetivo da atividade proposta.

Apesar de que nem todos os alunos conseguiram acompanhar, principalmente por conta
das construgdes, via-se a atencdo deles diante das perguntas e das respostas dos colegas.

Considero, enfim, o experimento com resultado positivo, pois no ano seguinte, 2017, a
aplicacdo da atividade, obtive retorno de alguns alunos que seguiram para 0 Ensino Médio,
relatando que foi um conteldo muito mais tranquilo de ser estudado naquele ano, enquanto
muitos colegas de classe ndo conseguiam acompanhar, ou por ndo terem estudado o contetdo
bésico de Trigonometria no 9° ano, ou pelas aulas serem muito corridas pela programacéo dada

no Ensino Médio.



63

Embora este trabalho tenha sido aplicado a um pequeno grupo de alunos, espera-se que
esta proposta possa ser incorporada de fato no nono ano do Ensino Fundamental tendo em

vista os resultados positivos obtidos com esses alunos.
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