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RESUMO

SILVA, José Carlos. Limites de func¢oes reais de variavel real no ensino médio: um estudo
visando os concursos da EFOMM e da Escola Naval. 2018. 126 f. Dissertacao (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pos-Graduagdo, Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

Este trabalho mostra o alto nivel intelectual, da disciplina de matematica, no assunto limite,
cobrado dos alunos que terminam o ensino médio e desejam concorrer a uma vaga nos
concursos das seguintes Universidades Militares: Escola de Formacao de Oficiais da Marinha
Mercante (EFOMM) e Escola Naval. Mostra ainda a falta do Célculo Diferencial e Integral
nos curriculos da educacgao basica, nos livros do PNLD 2018, na maioria dos livros didaticos
do ensino médio e assim, as dificuldades enfrentadas pelos jovens que almejam enfrentar tais
concursos. Com isso, este trabalho se apresenta como um apoio de estudo direcionado e
mostra a necessidade dos candidatos que desejam sucesso nesses concursos estudar em cursos
preparatorios buscando os conhecimentos necessarios para suas aprovacfes. O alto nivel
intelectual de cobranca do assunto limite exigido nas provas de admissdo as Universidades
Militares citadas anteriormente, € demonstrado através da resolucdo comentada das questdes
das provas anteriores desses concursos no periodo de 2000 até 2017. Para um melhor
aproveitamento deste trabalho em sala de aula sdo colocados dois capitulos que trazem a
teoria dos assuntos funcdes e limites.

Palavras-chave: EFOMM; Escola Naval; Limite; Ensino Médio; concursos militares.



ABSTRACT

SILVA, José Carlos. Limites de func¢oes reais de variavel real no ensino médio: um estudo
visando os concursos da EFOMM e da Escola Naval. 2018. 126 f. Dissertacao (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pos-Graduagdo, Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

This work shows the high intellectual level, of the subject of mathematics, in the limit subject,
charged of the students who finish high school and wish to apply for a vacancy in the
competitions of the following Military Universities: Merchant Marine Officers Training
School (EFOMM) and Naval School. It also shows the lack of Differential and Integral
Calculus in basic education curricula, in the PNLD 2018 books, in most high school textbooks
and thus, the difficulties faced by young people who want to face such competitions. With
this, this work presents itself as a directed study support and shows the need of candidates
wishing to succeed in these competitions to study in preparatory courses seeking the
knowledge necessary for their approvals. The high intellectual level of collection of the limit
subject required in the admission tests to the mentioned Military Universities is demonstrated
through the commented resolution of the questions of the previous tests of these competitions
in the period of 2000 to 2017. For a better use of this work in the classroom are placed two
chapters that bring the theory of subjects functions and limits.

Keywords: EFOMM; Naval School; Boundary; High School; military competitions.
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1 INTRODUCAO

Trabalhando como professor do ensino fundamental e médio das Escolas Publicas ha
quase duas décadas pude observar que um grande nimero de jovens quando ingressam no
ensino médio alimentam a esperan¢a de seus aprendizados se materializarem em um bom
emprego e com Otimo salério. Desejam rapidez nestas conquistas e vdo a busca das
aprovacOes nos concursos militares. Essa preferéncia se da em virtude de que durante a
permanéncia nas escolas ou universidades militares ja recebem proventos e ao final de
conclusédo dos cursos de formagdo para 0s quais se escreveram estdo empregados, com
estabilidade na carreira, maior facilidade de ascensdo profissional, seguro saude,
aposentadoria e com salario acima da média dos jovens em geral, no inicio de sua vida
profissional, ou seja, por volta dos 22 anos.

Tais jovens ao realizar as provas para os diversos concursos militares, principalmente
aquelas destinadas ao oficialato, encontram uma cobranca académica muito elevada, ou seja,
para muito além dos conteddos aprendidos na Educacao Basica.

Diante de tal dificuldade encontrada, 0s jovens que almejam sucesso nos cONCUrsos
militares necessitam complementar seus estudos em cursos preparatorios, que visam
preencher lacunas que a Escola Publica ndo da conta, tendo em vista o que é atingido.

Vale lembrar que no Brasil a educacdo basica compreende: A Educacdo Infantil, o

Ensino Fundamental e o Ensino médio, com duracdo de 18 anos assim distribuidos:

Tabela 1 — Faixa etaria na educacao basica

Educacéo Infantil Idades
Creche 0a3anos
Pré-escolar 4 a5 anos

Ensino Fundamental Idades

1°ano 6 anos

2% ano 7 anos

3%ano 8 anos

4° ano 9 anos

5% ano 10 anos

6° ano 11 anos

7° ano 12 anos

8% ano 13 anos

9% ano 14 anos

Ensino Médio Idades

12 série 15 anos

22 série 16 anos

32 série 17 anos

Fonte: Autor, 2017.



18

O Ministério da Educacdo — MEC mediante Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo
Nacional (Lei n® 9.394/96) define através da Base Nacional Comum Curricular - BNCC o
curriculo, bem como as propostas pedagdgicas da educacdo béasica das escolas publicas e
privadas. Visando, entre outros objetivos, oferecer aos alunos aprendizagens essenciais para
que adquiram conhecimento, competéncias e habilidades necessarios para seguir no ensino
superior e/ou dar inicio sua atividade profissional.

Em especial, no ensino medio e na disciplina de matematica existem algumas
exigéncias de conhecimentos para se chegar ao ensino superior militar que vao além daqueles
administrados no curriculo das escolas publicas e privadas. Podemos citar como exemplo a
consolidacdo de conceitos como proporcionalidade, taxa de variagdo e areas de regides ndo
tradicionais que estdo presentes no calculo diferencial e integral.

Este trabalho traz como pesquisa um dos conteidos que esta presente em editais dos
concursos de acesso as seguintes universidades militares: Escola de Formacao de Oficiais da
Marinha Mercante — EFOMM e da Escola Naval e ndo é ministrado pelas escolas de ensino
médio, tdo pouco no nivel de dificuldade que o conhecimento do assunto é cobrado nos
exames dessas escolas. O contetdo em questdo deste trabalho é limite.

Com o objetivo de verificar como o Célculo Diferencial e Integral é abordado nos
livros de mateméatica em maior nimero de circulacdo e utilizacdo pelos alunos do ensino
médio, faremos uma andlise dos contetidos programaéticos e do nivel de conhecimentos
apresentados nas colecdes validadas pelo Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD para
0 ano de 2018 pela Secretaria de Educacdo Basica do MEC, nos livros de cole¢des publicadas
e reconhecidas pela comunidade matematica e ainda nos principais livros dos cursos de
formacgéo da EFOMM e da Escola Naval.

Apbds andlise destes livros procuramos elaborar um material didatico que atenda os
requisitos necessarios de estudo para um bom desempenho na prova de matematica quanto ao
assunto limites de funcgdes reais de uma variavel real. Este material didatico ser& direcionado
as cobrancas presentes nas provas anteriores da EFOMM e Escola Naval. Além deste trabalho
ter como finalidade a preparacdo para estes concursos serve também aqueles, estudantes e
professores do ensino médio, que desejam aprofundar-se nesse assunto e ter este texto de
pesquisa como fonte de consulta.

Em seguida realizaremos as resolu¢des comentadas das questdes que envolvem limites
de funcgOes reais abordadas nas provas anteriores destas Escolas(Universidades) Militares no
periodo de 2000 a 2017.
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Assim, o objetivo principal deste trabalho é a elaboragdo de um material didatico sobre
limites de funcgBes reais, direcionado aos alunos do ensino médio que anseiam dar
continuidade a seus estudos na Escola de Oficiais da Marinha Mercante — EFOMM e Escola
Naval a fim de se profissionalizarem como militares da Marinha de Guerra ou da Marinha
Mercante.

A escolha do assunto limites de fungdes reais dentro do Calculo Diferencial e Integral
voltado para o ensino medio se deu segundo anos de experiéncias como professor de cursos
preparatorios que nunca encontrou material didatico satisfatério para pratica docente.

Desta forma, este trabalho deixa um espago aberto para que outros mestrandos possam
desenvolver trabalhos nesta mesma linha e que o complementam com os assuntos Derivadas e
Integral, por exemplo.

Como objetivo secundario tem-se a inten¢do de fomentar a pratica do ensino de
Célculo Diferencial e Integral no Ensino médio colocando-se como uma ferramenta para o
professor que almeja trabalhar esta disciplina seja pela prépria matematica, seja em sua
aplicabilidade em outras areas do conhecimento como a fisica.

Na elaboracdo do material didatico os conhecimentos dos contetdos serdo
introduzidos com o rigor normalmente observados nos livros tradicionais, buscando trazer o
assunto a altura de conhecimentos cobrados nos concursos de admissdo as Universidades
Militares: EFOMM e Escola Naval, que parecem nédo dialogar com o que € estabelecido pelo
MEC atraves da Base Nacional Comum Curricular — BNCC.

Dividiremos este trabalho em oito capitulos: Introducdo, O calculo diferencial e
integral no ensino médio e suas relagcbes com os exames oficiais de admissdo da EFOMM e
Escola Naval, O célculo diferencial e integral nos livros didaticos, Um breve estudo de
funcBes, Estudo de Limite e a linguagem do ensino médio, O assunto limite nas provas de
matematica da EFOMM, O limite nas provas de matematica da Escola Naval e Consideracfes
finais.

O capitulo 2, “O calculo diferencial e integral no ensino médio e suas relagdes com
0s exames oficiais de admissdo da EFOMM e Escola Naval” faz uma abordagem
parcialmente histdria sobre o ensino do céalculo e integral no ensino médio brasileiro e ressalta
as duas Unicas instituicdes universitarias que exigem o tal conhecimento nos seus exames de
admisséo.

O capitulo 3, “O calculo diferencial e integral nos livros didaticos” temos uma
analise nos contetdos dos livros aprovados no Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD

2018, nos livros publicados em colecBes de conceituadas editoras e instituicdes matematicas,
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assim como alguns livros dos cursos superiores sobre a abordagem do assunto Célculo
Diferencial e Integral.

O capitulo 4, “Um breve estudo de fun¢des”, abordard de forma basica o conceito de
funces; estudo das funcbes elementares, composicdo de fungdes, funcdes trigonométricas,
funcdes inversas e operagdes com fungdes.

No capitulo 5, “Estudo de limite e a linguagem do ensino médio”, faremos uma
explanacao teorica sobre limites de funcdes, Propriedades dos limites de fungdes, Funcdes
continuas, Teorema da troca, Teorema do confronto, Limites infinitos, Limites no infinito,
Limites fundamentais e Assintota obliqua.

O capitulo 6, “O assunto limites nas provas de matematica da EFOMM?”, sera,
junto com o capitulo 7, a parte do trabalho de maior aplicacdo devido as resolucdes da
questdes presentes nas provas da EFOMM no periodo de 2000 a 2017.

O capitulo 7, “O assunto limites nas provas de matematica da Escola Naval”,
faremos as resolucdes das questdes presentes nas provas da Escola Naval no periodo de 2000
a 2017.

No capitulo 8 teremos nas “consideracdes finais” uma reflexdo sintética sobre o

trabalho.
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2 O CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL NO ENSINO MEDIO E SUAS
RELACOES COM OS EXAMES OFICIAIS DA EFOMM E ESCOLA NAVAL

Nesse capitulo falaremos, resumidamente, sobre a historia do Céalculo Diferencial e
Integral no ensino bésico no Brasil desde seu aparecimento até os dias atuais e de que forma
esse assunto é cobrado nos programas de admissdo de duas instituicbes militares de ensino

superior: EFOMM e Escola Naval.

2.1 O Célculo Diferencial e Integral no Ensino Médio

O professor Geraldo Avila, no inicio da década de 90, em artigo publicado na Revista
do Professor de Matematica, questiona sobre a situacdo referente ao ensino do Calculo
Diferencial e Integral no Ensino Médio:

Por que ndo ensinamos calculo na escola de segundo grau? Sera que é um assunto
muito dificil? Foi sempre assim no passado, ou ja houve época em que o célculo era
ensinado na escola secundaria? E nos outros paises, como é a situagio? E ou ndo
conveniente introduzir o céalculo no ensino? Por qué? Como fazer isso? (AVILA,
1991, p.1).

O Célculo Diferencial e Integral ja fez parte das disciplinas obrigatérias do curriculo
do ensino médio. Ha relatos que o Colégio Pedro I, fundado no final do século XIX, tinha
desde a sua fundacdo a disciplina Noc¢des de Calculo Diferencial e Integral introduzido no
terceiro ano do Colegial, indo até o final da segunda metade dos anos de 1980.

No entanto, a primeira vez que o Célculo Diferencial e Integral foi introduzido
oficialmente nos programas da educacdo basica foi, em 1890, com a reforma Benjamin
Constant — promovida pelo entdo Ministro e Secretario de Estado dos Negocios da Instrucéo
Publica, Correios e Telégrafos, Benjamin Constant (BRASIL. Decreto n. 981, 1890, p. 7).

Na verdade, ao longo da histéria o Célculo j& foi incluido e excluido diversas vezes da
educacdo bésica. No entanto, desde sua primeira introducdo oficial, em 1890, estamos
passando pelo maior periodo de tempo desde a sua ultima retirada que se deu no final dos
anos 50 e comego dos anos 60, no movimento chamado Matemaética Moderna que entre outras
finalidades era a de modernizar o ensino da matematica. Segundo Avila (1991, p. 3): “Se até
1960 o Célculo era ensinado na escola secundaria, por que entdo ele ndo foi incluido nos

programas do novo sistema que criou o 2° grau?”.



22

Atualmente a disciplina Calculo Diferencial e Integral ndo consta no curriculo da
educacdo basica, em especial no ensino médio entendendo-se que se trata de contetdos
direcionados apenas para alunos de ensino superior.

Porém, o Parametro Curricular Nacional do Ensino Médio-PCNEM (2000, p. 40-45),
afirma que o programa curricular do Ensino Médio deve obedecer a uma estrutura que
assegura ao aluno condicGes para adquirir novos conhecimentos matematicos usando como
pré-requisito os conceitos aprendidos no ensino medio. Exemplarmente do exposto acima,
temos que o aluno ao ingressar no ensino superior, especialmente nas areas de tecnologias ou
ciéncias mateméticas e da natureza, encontra como disciplina obrigatéria o Calculo
Diferencial e Integral e tem dificuldades para concluir esta disciplina, com quadro de baixo
rendimento, reprovacao e em muitos casos evasao do curso escolhido.

Surge assim a seguinte pergunta: Por que ndo ensinar nocdes de Célculo diferencial
e Integral no ensino médio dentro de um contexto que contemplem o aprendizado
relacionado a outros contetdos da matemaética?

Outros obstaculos colocados para ndo voltar a ensinar a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral no ensino médio sdo o exiguo espago na grade curricular e a dificuldade
de apresentar um assunto tdo complexo de forma atraente. Segundo Avila (1991, p. 4): “A
ideia de que os programas de Matematica sdo extensos e ndo comportariam a inclusao do
Calculo é um equivoco. Os atuais programas estdo, isto sim, mal estruturados”.

Além disso, dados do Ministério da Educacdo, sinalizam que os cursos de nivel
superior na area das ciéncias exatas vém sofrendo, nos ultimos anos, uma consideravel queda
de procura. O que nos leva a crer que as dificuldades com a Matematica na escola basica,
afastam os alunos de escolhas por tais carreiras.

Acredita-se que uma melhor redistribuicdo curricular podera auxiliar a insercdo de
varios conceitos vindos do Céalculo Diferencial e Integral na escola basica, como o conceito de
taxa de variagao, infinitésimos ou vizinhanga de um ponto.

Observa-se, pelas discussdes travadas por professores de cursos preparatorios, que a
inclusdo de conceitos basicos do Calculo Diferencial e Integral no ensino médio seria
interessante pois poderiam proporcionar aos alunos uma melhor preparacdo e motivacao para
0 ingresso no ensino superior. Além disso, poderia tornar mais ampla e natural a
aprendizagem de varios conteudos do proprio ensino medio, como a ampliacdo de conceitos
ligados as funcgdes, soma da progressdao geométrica infinita, area de circulo, vértice de uma
funcdo quadratica, movimento uniformemente variado, area sob o grafico de uma funcéo

afim, volume da esfera, entre outros.
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Por outro lado, podemos acrescentar que a importancia do ensino do Calculo
Diferencial e Integral no ensino médio se justifica também através da presenca desta
disciplina nos programas de alguns concursos em nivel do ensino médio, como exemplos:
Escola de Formacdo de Oficiais da Marinha Mercante - EFOMM e ESCOLA NAVAL,
escolas que preparam para carreiras militares e que nos Gltimos anos tem tido procura

aumentada por jovens de diversas classes econdmicas e sociais do pais.
2.2 Sobre a EFOMM e a Escola Naval

A Escola Naval® é a mais antiga Instituicdo de Figura 1 — Braséo da Escola Naval
ensino superior do Pais. Foi fundada em 1782, em
Lisboa, Portugal, com a denominagdo Academia Real
de Guardas-Marinhas. Veio para Brasil em 1808 em
decorréncia da vinda da familia Real. Foi instalada no

Mosteiro de Sdo Bento e em 1938 passou para o atual

endereco na Ilha de Villegagnon que fica na Avenida
; o . Fonte: Marinha do Brasil

Almirante Silvio de Noronha, s/n - Castelo, Rio de

Janeiro. E uma academia militar formadora de oficiais de carreira da Marinha do Brasil, nas

modalidades de oficial de

Figura 2 — Foto da Escola Naval

armada, de intendéncia ou
fuzileiro naval. Tem duas
formas de admisséo de alunos:
processo  seletivo  direto
(PSAEN — Processo Seletivo
de Admissdo a Escola Naval)
ou a entrada por meio do
Colégio Naval(Escola de

ensino médio da marinha,

localizada na cidade Angra
Fonte: Marinha do Brasil dos Reis no Rio de Janeiro).

YInformacBes obtidas no site: https://www.marinha.mil.br/ensino/cgcfn/ensino/escola-naval. Acesso em
15/12/2017.


https://www.marinha.mil.br/ensino/cgcfn/ensino/escola-naval
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Os requisitos basicos para ingresso sdo: Ser brasileiro nato ou naturalizado de ambos

0s sexos que tenha o ensino medio completo ou em fase de concluséo e idade acima de 18 e

menos de 23 anos. O seu curso de formacgdo tem um Ciclo Escolar de quatro anos, em regime

de internato, e um Ciclo Pos-Escolar de um ano, totalizando entdo cinco anos de formacéo.

Apos o curso de formagdo segue um plano de carreira que compreende 0s seguintes postos:

Segundo-Tenente, Primeiro-Tenente, Capitdo-Tenente, Capitdo de Corveta, Capitdo de

Fragata, Capitdo de Mar e Guerra, Contra-Almirante, Vice-Almirante e Almirante de

Esquadra.

A Escola de Formacédo de Oficiais da Marinha
Mercante - EFOMM? é uma Instituicdo superior onde
sdo formados Oficiais da Marinha Mercante Brasileira em
duas opcdes de curso: Nautica ou Maquinas. E um centro
de referéncia, ndo so do Brasil, mas também para jovens
cujo pais de origem ndo tenha uma Escola de Marinha
Mercante. A EFOMM atende jovens cujo pais de origem

possui intercdmbio com o Brasil, como Peru, Panama4,

Figura 3 — Brasdo do CIAGA
2ot 5

o
Fonte: Marinha do Brasil

Equador, Republica Dominicana, entre outros. Atualmente existem dois Centros de formac&o:

CIAGA - Centro de Instrugdo Almirante Graga Aranha - situada na Av. Brasil, 9020 - Olaria,

Figura 4 — Foto do CIAGA

Fonte: Marinha do Brasil

Rio de Janeiro e o CIABA -
Centro de Instrucdo Almirante
Braz de Aguiar - situada na
Rodovia Arthur Bernardes n°
245, Pratinha - Belém—PA. Os
requisitos basicos para ingresso
sdo: Ser brasileiro nato ou
naturalizado de ambos 0s sexos
que tenha o ensino médio
completo ou em fase de
concluséo e idade acima de 17
e menos de 23 anos. O curso de

formacdo tanto de nautica

’Informac@es obtidas no site: https://www.mar.mil.br/ciaga/efomm. Acesso em 15/12/2017.


https://www.mar.mil.br/ciaga/efomm/inicio.htm
https://www.facebook.com/ciababelem/
https://www.facebook.com/ciababelem/
https://www.facebook.com/ciababelem/
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quanto de maquinas, os alunos estudam durante 3 anos em regime de internato. Ap6s 0
término do curso de formagdo, o aluno sera declarado Bacharel em Ciéncias NAuticas,
reconhecido como curso de nivel superior, passara a integrar o Quadro de Oficiais da Reserva
ndo remunerada do Brasil no posto de 2° tenente e recebe a carta de 2° Oficial de Maquinas.
Apos trés anos de embarque recebe carta de 1° Oficial e é possivel chegar ao posto méximo de
Oficial Superior de Maquinas em até seis anos. Para tal, além do tempo de embarque, €

necessario que se faca cursos de especializacdo ministrados pelo CIAGA e CIABA.

2.3 O Célculo Diferencial e Integral nos exames oficiais de admisséo da EFOMM e

Escola Naval

Vimos anteriormente que um dos requisitos para concorrer a uma vaga nos concursos
na EFOMM ou Escola Naval é possuir o ensino médio completo.

Porém os contetdos de matemética contidos nos editais de tais escolas militares
encontram-se em dissonancia com o que é praticado nas instituicdes publicas e privadas do
pais, que seguem as orientacdes do MEC. Esta dissonancia sugere um questionamento: Por
que uma abordagem especifica de um ou mais assuntos que seguem fora da listagem de
contetdos de um ciclo de escolaridade que antecede o proximo ciclo? Ou por que cobrar um
conteddo que ndo faz parte das diretrizes oficiais definidas pelo MEC?

As divisdes de ensino destas duas escolas acreditam que o aluno que ndo possui
no¢Oes de limites e derivadas vindas do ensino médio, ndo conseguem acompanhar 0s cursos
de matematica contidos na grade de formacdo, optando assim por fazerem com que 0s
concorrentes a uma vaga em seus cursos, ja encontrem no exame de selecdo, tais assuntos.

Veja abaixo como o Célculo Diferencial e Integral é cobrado nos programas de

matematicas desses concursos:

Conteudo relativo do Calculo Diferencial e Integral presente no edital de 08 de maio de
2017 do concurso publico de admissdo a EFOMM 2018.

LIMITE
Limite de uma fungéo
Operac6es com limites finitos e infinitos
Limites fundamentais

Ndmero irracional


http://www.mar.mil.br/ciaga/cursos/cursos.htm
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DERIVADAS

INTEGRAIS

Aplicacéo de derivadas
Regras de derivacéo
Regra de L"Hopital
Méaximos e Minimos

Esboco de gréfico de fungbes com assintotas

Integrais imediatas

Conteuddo relativo do Calculo Diferencial e Integral presente no edital de 08 de maio de

2017 do concurso publico de admissdo a Escola Naval 2018.

LIMITE

Limites de funcGes
Operag6es com limites
Limites fundamentais

Continuidade

DERIVADAS

INTEGRAIS

Definicdo

Interpretacdo geométrica e cinematica

Regras de derivacéo

Aplicacdes de derivadas

Regra de L’Hopital

Reta tangente e reta normal ao grafico de uma funcéo
Concavidade de uma funcéo

Méaximos e minimos absolutos e relativos

Esboco de gréficos

Assintotas

Integrais imediatas
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2.4 O Calculo Diferencial e Integral nos exames oficiais de admissdo da EFOMM e
Escola Naval na viséo dos seus discentes

No Brasil, a EFOMM e a Escola Naval sdo as unicas instituicbes universitarias que
cobram o conhecimento do Calculo Diferencial e Integral em seus concursos de admissao de
maneira ndo elementar.

Diante de tal fato é interessante saber a opinido de quem vive o processo de ter que
estudar um conteudo que esta fora da grade curricular do seu ano de escolaridade.

Assim, foi feita uma pesquisa com dez discentes, seis da EFOMM e quatro da Escola
Naval, tendo como objetivo compreender como estudam paralelamente, se a disciplina esta
ausente dos assuntos no ensino médio e se o nivel de cobranca das questdes nos exames é
facilmente alcancado com a bibliografia existente para o ensino médio das escolas brasileiras..

A pesquisa foi realizada atraves de um questionario com 4 perguntas.

Seguem abaixo as perguntas realizadas e um breve relatério sobre as respostas dos

discentes:

Pergunta 1

Vocé estudou calculo diferencial e integral na sua escola onde concluiu o ensino médio?

Pergunta 2
Como aprendeu o célculo diferencial e integral ao ponto de ter bom desempenho no exame

em que foi aprovado?

Grafico 1 — Respostas da pergunta 1 Grafico 2 — Respostas da pergunta 2
10 10 -
9 9 -
8 8 Escola
7 7
6 6 -
5 - SIM 5 +— Curso
4 - . 4 +— —
3 | NAO 3 |
2 — 2 — Videos na
1 +— — 1 — T Internet
0 0
Pergunta 1 Pergunta 2

Fonte: Autor, 2017 Fonte: Autor, 2017
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Observa-se nas respostas das perguntas 1 e 2 que metade dos discentes responderam
que haviam estudado o célculo diferencial e integral em suas escolas de origem e todas essas
escolas citadas por eles eram Colégio-Curso, ou seja, sdo instituicbes de ensino que visam
também a preparacdo para concursos destas universidades militares. 80% da outra metade que
respondeu NAO, disse ter aprendido o Calculo Diferencial e Integral em cursos preparatorios
e 0s outros 20% que também respondeu NAO disse ter estudado através de videos na internet.
Um aluno da EFOMM que afirmou ter estudado Céalculo através de videos na internet disse:

“as questoes de calculo presentes na prova nao sabia fazer”.

Pergunta 3
Na sua opinido qual é a necessidade ou objetivo da presenca do célculo diferencial e integral

no exame de admissao dessa instituicdo?

Gréfico 3 — Respostas da pergunta 3

IMPORTANTE
NAO IMPORTANTE

OFRNWARUIONXXWLOO
|

Pergunta 3

Fonte: Autor, 2017

Quanto a pergunta sobre a necessidade da cobranca do célculo diferencial e integral no
exame de admissdo da instituicdo para a qual foram aprovados, 80% dos estudantes
responderam que é importante, pois facilita o estudo desta disciplina durante o curso de
formacdo dando base ao aluno para o aprendizado mais aprofundado. Ja os 20% restantes
afirmaram ndo ser importante uma vez que o Célculo Diferencial e Integral é ensinado desde a
parte mais bésica até a mais avangada. Um dos alunos da EFOMM afirmou: “Na minha
opinido ndo era pra ser importante calculo para passar no concurso porque aprendemos tudo

na EFOMM no primeiro semestre”.
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Pergunta 4
O estudo do célculo diferencial e integral apds o ingresso na instituicdo parte do
principio que todos os alunos dominam? Qual(ais) Bibliografia(s) usada(s) no curso de

formagéo?

Quanto a essa pergunta tivemos 100% dos estudantes afirmando que as aulas de
Célculo ndo sdo uma continuidade do concurso porque somente no primeiro semestre €
estudado a matéria presente no concurso e depois se desenvolve com conteddos novos como
as funcgbes de varias variaveis, equacdes diferenciais, estudo das séries, funcBes periddicas,
etc.

Quanto aos livros usados no curso de formacdo os alunos da EFOMM e da Escola
Naval responderam ser Célculo, de James Stewart e Calculo de Louis Leithold(volume 1 e
2).
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3 O CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL NOS LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo sera realizada uma analise sobre o célculo diferencial e integral em
alguns livros didaticos de matemaética destinados para alunos do ensino medio. Analisaremos
a presenca ou ndo do calculo diferencial e integral e em caso afirmativo faremos um estudo
minucioso no assunto Limite visando verificar se a obra atende os alunos que prestardo
concurso para a EFOMM e Escola Naval.

Comecaremos pelos livros aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico —
PNLD 2018 que sdo destinados a alunos do ensino médio de escolas publicas federais e
estaduais brasileiras.

Em seguida analisaremos outros livros de professores com conceituadas bibliografias e
que abordam o calculo diferencial e integral.

Por fim veremos como os livros adotados nos cursos de formagédo da EFOMM e da
Escola Naval abordam o assunto e se estas obras dialogam com as obras destinadas

exclusivamente a estudantes que estdo cursando o Gltimo ano do ensino médio.

3.1 Obras aprovadas pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico - PNLD

O Programa Nacional do Livro e Material Didatico (PNLD) é um programa que
objetiva avaliar e distribuir, de forma regular e gratuita, obras didaticas, pedagogicas e
literarias, entre outros materiais de apoio a pratica educativa, aos alunos da rede publica da
educacdo bésica federal, estadual, municipal e distrital.

A compra e a distribuicdo dos materiais e livros didaticos selecionados sdo de
competéncia do Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacio — FNDE. E ainda de
responsabilidade do FNDE a logistica do provimento e do remanejamento dos materiais
didaticos para as escolas.

Vale lembrar que os livros didaticos distribuidos sdo confeccionados com uma
estrutura fisica resistente para que possam ser utilizados por trés anos consecutivos,
beneficiando mais de um aluno.

Os critérios na elaboracdo dos materiais didaticos devem seguir as orientacfes
curriculares para o ensino médio solicitadas pelo MEC e alinhados a uma proposta
pedagogica Unica, visando entre outros fatores a garantia na assimilagdo dos conhecimentos

na continuidade dos estudos.
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Como citado acima o ciclo dos materiais didaticos do PNLD sdo de 3 anos e as obras
analisadas nesse trabalho foram do PNLD 2018.

Seguem na tabela a seguir as oito colecdes aprovadas no PLND 2018.

Tabela 2 — Livros de matematica aprovados no Programa Nacional
do Livro Didético — PNLD 2018

COLECAO EDITORA AUTOR(ES)
CONTATO EDITORA FTD Jacqueline Garcia
MATEMATICA Joamir Souza
MATEMATICA PARA EDITORA Katia Cristina Stocco Smole
COMPREENDER O SARAIVA . L
MUNDO Maria Ignez de Souza Vieira Diniz

Gelson lezzi
MATEMATICA EDITORA Osvaldo Dolce
CIENCIASE SARAIVA David Mauro Degenszajn
APLICAGOES Roberto Périgo

Nilze Silveira de Almeida
MATEMATICA — EDITORA
PAIVA MODERNA Manoel Rodrigues Paiva
CONEXOESCOM A | EDITORA
MATEMATICA MODERNA Féabio Martins de Leonardo
MATEMATICA - )
CONTEXTO & EDITORA ATICA Luiz Roberto Dante
APLICACOES
MATEMATICA: Rodrigo Balestri
INTERACAOE EDITORA LEYA Eduardo da Rocha Neto
TECNOLOGIA
QUADRANTE — . Diogo Prestes
MATEMATICA EDITORAATICA | Equardo Rodrigues Chavante

Fonte: Autor, 2017.

Analisando os contetdos dessas oito obras aprovadas pelo PLND 2018 nenhuma delas
aborda, de maneira formal ou explicita ou especifica, o assunto Célculo Diferencial e Integral.
Alguns apresentam o Célculo Diferencial e Integral em algumas partes dos livros, de maneira
sutil ou informativa, como:

» a nocdo intuitiva de limite no estudo de dizimas periodicas, na apresentacdo do

namero irracional e, no estudo de gréfico da funcdo logaritmica, na soma dos termos
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de uma progressdo geométrica infinita, na area de superficie esférica e no calculo de
area do circulo.

» a nocdo de derivada no estudo da variacdo da funcdo afim e quadratica e no
Movimento Uniformemente Variado, ao interpretar a velocidade como variagdo do
espaco num intervalo de tempo e aceleracdo como variagdo de velocidade num espaco
de tempo.

» estudo intuitivo de Integral ao determinar o valor da area sob o grafico de uma funcéo
afim.

» somente referéncias as nocées de limite e de integral ao calcular o volume da esfera.

Em nenhuma das colecbes hd uma abordagem das sequéncias convergentes ou
divergentes, limites de funcGes reais de variadveis reais, a apresentacdo de derivada como um
“limite especial” e a integral como resultado de somas infinitas.

N&o precisa nem levantar o questionamento sobre a auséncia de calculo que
necessitam do conhecimento de técnicas para determinar limites ou derivadas. Simplesmente
ndo ha, o que para o leitor que conhece a estrutura curricular de matematica do ensino médio
proposta pelo governo, ndo é nenhuma novidade, ja que tudo que ndo estd na Base Comum
Curricular, ndo se encontra nos livros do PNLD.

3.2 Livros do ensino médio com Calculo Diferencial e Integral

Como vimos no capitulo 2, o Calculo Diferencial e Integral ja esteve presente no
curriculo escolar basico. Mas, durante as décadas de 60 e 70 foi extinto da educacdo basica e
ndo retornou oficialmente. Ainda encontramos alguns livros didaticos para o ensino médio
que abordam o Calculo Diferencial e Integral de maneira ndo muito formal.

Seguem abaixo, em ordem numérica (para cita¢des futuras), alguns destes livros onde
analisaremos: a forma de explanagdo do contetdo do Calculo Diferencial e Integral e se o
conteudo de limite presente no livro atende aos programas da EFOMM e Escola Naval.

1) Mateméatica — Contexto e aplicacbes — Volume 3 - Luiz Roberto Dante — Editora

Atica - 1999

2) Matemaética Aula por Aula — Volume 3 — Benigno Barreto Filho e Claudio Xavier da

silva— Editora FTD - 1998

3) Temas e Metas — VVolume 6 — Atual Editora
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4) Fundamentos da Matematica Elementar — VVol. 8 — Diversos autores - Atual Editora -

1999

5) Colecdo NocGes da matematica — volume 8 — Moderna Editora

Os livros didaticos numerados por 1 e 2 sdo publicacdes em trés volumes, contendo
outros assuntos. Ja os demais 3, 4 e 5 séo livros de cole¢Bes que possuem assuntos especificos
por volumes, isto €, hd um volume especifico para o Calculo Diferencial e Integral.

O livro 1 (contexto e aplicacdes de Luiz Roberto Dante — Volume 3) e o livro 2
(Matematica Aula por aula — Volume 3) apresentam os contetdos do Calculo de forma basica,
tanto na teoria quanto nos exercicios e ndo possuem uma linguagem formal para o assunto. Os
livros trazem uma quantidade pequena de exercicios e sem dificuldades mais acentuadas. N&o
consta em ambos o tépico Integral. Quanto ao assunto limite, ndo apresentam a ideia formal,
exibem poucas propriedades, ha falta de alguns limites fundamentais, falta o teorema da troca,
o0 teorema do confronto e falta falar sobre assintotas & graficos de fun¢Bes. SAo materiais
didaticos que ndo se aproximam da necessidade de um aluno que se prepara para 0S CONCursos
da EFOMM e da Escola Naval.

O livro 3 (Temas e Metas) apresenta a teoria em linguagem simples e sem
demonstragfes. Existem muitos exercicios, sendo uma parte de fixacdo do contedo e outra
que exige uma atencdo especial por parte do aluno. Ainda existem muitos exercicios
resolvidos e de forma detalhada. Apresenta os conteudos limite, derivada e integral. Quanto
ao assunto limite, ndo aborda o teorema da troca, faltam alguns limites fundamentais, nao
apresenta o teorema do confronto e ndo fala sobre assintotas a graficos de funcbes. Contudo,
consiste em material didatico que ndo se aproxima da total necessidade de um aluno que se
prepara para os concursos da EFOMM e da Escola Naval. No entanto serve para ser usado
como uma bibliografia complementar.

O livro 4 (Fundamentos da Matematica Elementar — volume 8) apresenta a teoria bem
detalhada e numa linguagem elevada. Apresentam as demonstracdes das proposicdes e
teoremas. Quanto ao assunto limite, faltam alguns limites fundamentais do nimero irracional
e, o limite fundamental do logaritmo natural e abordagem sobre as assintotas a graficos de
funcbes. Foi desenvolvido visando atingir alunos que se preparam para CONcursos e assim
atende parcialmente as expectativas de quem se candidata nos concursos da EFOMM e Escola
Naval.

O livro 5 (Colecdo Nocoes da Matematica — Volume 8), dentre os analisados, é o que
apresenta o Caélculo Diferencial e Integral em quase sua totalidade. Assim, ele se destaca por

ser 0 mais abrangente no assunto: as definicbes sdo rigorosas e claras, apresenta as
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demonstragfes necessarias, possui muitos exercicios resolvidos e propostos, exercicios do
bésico até o nivel avancado e o melhor de tudo é que a linguagem é conveniente a um bom
entendimento mesmo para um estudo individual. Quanto ao assunto limite, faltou a
abordagem sobre as assintotas & graficos de funces. E ideal e aconselhavel aos candidatos

que querem sucesso nas questdes de Limite da EFOMM e Escola Naval.

3.3 Livros de Célculo Diferencial e Integral usados no curso de formacdo EFOMM e

Escola Naval

Através dos relatos dos 10 alunos participantes da pesquisa, vimos na se¢do 2.4 que oS
livros adotados no curso de formacdo da EFOMM e da Escola Naval sdo: Calculo, de James
Stewart e Calculo de Louis Leithold(volume 1 e 2).

Esses livros sdo classicos quando se fala de Calculo. Enfatizam a compreensao dos
conceitos, apresentam os contetdos através de uma linguagem clara, realizam resolucdes de
exercicios de forma detalhada, oferecem muitos exercicios propostos com progressao
cuidadosamente planejada dos conceitos basicos até problemas complexos e desafiadores.

Assim, sdo obras que atendem perfeitamente as expectativas dos candidatos aos

concursos da EFOMM e Escola Naval.
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4 UM BREVE ESTUDO DE FUNCOES

No intuito de elaborar um material de estudo de limites de funcGes reais de variavel
real para alunos candidatos aos concursos da EFOMM e da Escola Naval, ndo poderiamos
deixar de apresentar este breve estudo de fungdes.

Este capitulo se faz necessario e é de fundamental importancia nesse trabalho uma vez
que se apresenta de forma direcionada a preparacdo dos concursos citados e com a didatica
inerente para as aulas de um curso preparatorio e ainda com a preocupagdo que existem
alunos que n&o tiveram um bom conhecimento de fungdes.

Essa didatica diferenciada do curso preparatério se da pelo exiguo tempo disponivel na
preparacdo dos alunos e entdo busca transmitir os conhecimentos apresentando todos 0s
conceitos, de forma resumida e muito repetitiva, principalmente através de uma enorme
quantidade de exercicios direcionados e assim somente formata o aluno para responder as
questdes nos exames dos concursos.

Dessa forma esse breve estudo de fungdes apresenta-se no formato citado no paragrafo
acima, trazendo tudo sobre funcbes de forma sucinta e com a finalidade de facilitar o estudo

do que abordaremos mais adiante: Limites de funces reais de variavel real.

4.1 Introducéo as Funcoes

4.1.1 Par Ordenado

Chama-se par ordenado todo par de nimeros reais onde a ordem em que eles sdo
apresentados é essencial. Assim, dados dois numeros a e b, podemos formar com eles um par
ordenado e indicamos por (a, b) ou (b, a) tal que (a, b) = (b, a). Entdo, como exemplo, o par
ordenado (3, 7) é diferente do par (7, 3).

4.1.2 Produto Cartesiano
Dados os conjuntos A = {1, 2} e B = {a, b, c}, vamos formar os pares ordenados que 0
primeiro elemento pertenca ao conjunto A e o segundo elemento pertenga ao conjunto B.

Observe o0 esquema em que cada flecha representa um par:
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Figura 5 — Diagrama de flechas

Fonte: Autor, 2017

Figura 6 — Formacao de pares ordenados

Conjunto A Conjunto B Par ordenado

a (1,a)
1 < b (1. b)

c 1,0

a

b

C

(2, )
(2,b)
(2, ¢)

Fonte: Autor, 2017

O conjunto formado pelos pares ordenados na tabela é denominado PRODUTO
CARTESIANO DE A POR B e o indicamos por A x B e lemos informalmente “A cartesiano
B”. Desta forma, temos entdo: A X B = {(1, a); (1, b); (1, ¢); (2, a);(2, b); (2, ¢)}.

SeA={ }ouB={ }entdioAxB={ }.

Logo, sejam dois conjuntos A e B ndo vazios, 0 conjunto de todos os pares ordenados

(x,y)comx € Aey e B é chamado de produto cartesiano entre os conjuntos A e B e assim

AxB={(x,y)/xe Aey e B}.

4.1.3 Relacéo

Sejam dois conjuntos quaisquer A e B. Uma RELACAO R de A em B é um
subconjunto do produto cartesiano A x B.

Considere o produto cartesiano citado anteriormente A x B = {(1, a); (1, b); (1, ¢); (2,
a);(2, b); (2, ¢)}. Alguns subconjuntos de A x B séo:

Ri=d

R,=AxB

Rs={(2, b)}

Rs={(1, ¢); (2, a);(2 ¢)}

Rs={(1, a); (1, ¢); (2, a); (2, b); (2, ©)}
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4.1.4 Conceito, dominio, contradominio e imagem de uma funcgéo

Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, e f uma relagcdo de A em B. Diz-se que f é
uma de funcéo de A em B se, e somente para todo X e A existir em correspondéncia um Gnico
y € B tal que (X, y) € f.

O conjunto A denomina-se dominio de f e pode ser indicado com a notacdo D(f). Uma
funcdo de dominio A, diz-se que ela esta definida em A.

O conjunto B denomina-se contradominio de f e pode ser indicado com a notacao
CD().

Se x é um elemento qualquer de A, entdo o Unico y de B associado a x é denominado
imagem de x pela funcéo f ou valor da funcdo f em x e serd indicado com a notacao f(x),
onde se 1é comumente f de x. Seguindo a definicéo é facil perceber que y = f(x).

O conjunto de todos os elementos de B que sdo imagem de algum elemento de A
denomina-se conjunto imagem de f, e pode ser indicado por Im(f).

Assim, uma funcdo estd bem definida quando sdo conhecidos D(f), CD(f) e a lei de
correspondéncia y = f(x). Essa lei também é chamada de lei de formacdo da funcdo. E
comum, entretanto, darmos apenas a sentenca aberta y = f(x) para nos referirmos a uma

fungéo f.

4.1.5 Gréfico de uma Funcdo Real

Se o dominio de uma funcdo f € o conjunto dos nimeros reais assim como 0 seu
contradominio, dizemos que esta funcdo f é uma funcdo real de variavel real e iremos
representar por f: R > R.

Por exemplo, a fungdo f, de reais em reais, ou seja, f : R — R, definida por f(x) = x* é
uma funcao real.

A imagem de qualquer elemento x do dominio real da funcéo f(x) = x® é obtida
elevando ao cubo cada elemento X. Veja a sua representacdo geométrica no plano cartesiano
do gréfico 4.

Podemos fazer uma representacdo geométrica de uma funcgdo real de variavel real
assinalando num sistema de coordenadas cartesianas 0s pontos (x; y) com x pertencente ao

dominio de f e y tal que y = f(x). Estes pontos formam o traco ou o gréafico da funcéo f.
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Grafico 4 — funcdo f(x) = x°

Ty

—_— b W 4

-t

A b L o

Fonte: Autor, 2017

4.2 Funcdes sobrejetiva, injetiva e bijetiva

Uma funcdo f: A — B ¢é dita Sobrejetiva ou Sobrejetora se, e somente se, para todo
elemento y pertencente a B, existe um elemento x pertencente a A tal que f(x) = y. Ou ainda,
se 0 conjunto imagem de f for igual a B, ou seja Im(f) =B.

Assim se f € uma funcdo sobrejetiva de A em B, podemos dizer que: f é uma
sobrejecdo de A em B.

Como exemplo, seja a funcdo f de A em B, com A={-1, 0, 1, 2} e B={0, 1, 4},
definida por f(x) = x. Note que a funcéo f é sobrejetiva pois, para todo elemento y e B, existe
o elemento x e A tal que f(x) =y = x°.

Uma funcdo f: A — B é dita Injetiva ou Injetora se, e somente se::

1) Para todo X; e X, elementos de A, se X3 # X, entdo f(x1) = f(X2).
2) Para todo x; e x, elementos de A, se f(x1) = f(x2) entdo x; = X,.

Assim se f € uma funcéo injetiva de A em B, podemos dizer que: f € uma injecdo de A
em B.

Como exemplo, seja a funcao f de A em B, com A={0, 1, 2, 3} e B={1, 3, 5, 7, 9},
definida por f(x) = 2x + 1. Note que a funcdo f é injetiva pois, dois elementos distintos de A
tem imagens dois elementos distintos de B.

Uma funcdo f : A — B é dita Bijetiva ou Bijetora se, e somente se, para todo elemento
y pertencente a B, existe um Unico elemento x pertencente a A tal que f(x) = y.

A defini¢do acima é equivalente a: uma funcdo f de A em B é Bijetiva se, e somente

se, f é sobrejetiva e injetiva.
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Assim se f é uma funcdo bijetiva de A em B, podemos dizer que: f € uma bijecdo de A
em B.

Como exemplo, seja a funcdo f de A em B, com A={-2, -1, 0, 1} e B={0, 1, 2, 3},
definida por f(x) = x + 2. Note que a funcéo f € bijetiva pois, f é injetiva e sobrejetiva, ou seja,
para todo elemento y pertencente a B, existe um Unico elemento x pertencente a A tal que

fX)=y=x+2.

4.3 Funcdes Elementares

4.3.1 Funcéo afim

Uma funcéo f : R —> R é chamada de afim quando existem constantes reais a e b tais

que
f(x)=ax+Db
paratodo x € R.

O grafico de uma funcdo afim € uma reta.

Para mostrar que o grafico de uma funcéo afim f(x) = ax + b é uma reta, basta mostrar
que trés pontos quaisquer desse grafico sdo colineares. Assim sejam 0s pontos
P1 = (X1, axy + b), P2 = (Xp, axz + b) e P3 = (X3, axs + b) da funcdo afim f(x) = ax + b e vamos
mostrar que a maior das trés distancias entre pares desses pontos € igual a soma das outras
duas. Para isso, suporemos que as abscissas X1, X2 € X3 Sa0 tais que X; < X» < X3. A formula

para calcular a distancia entre dois pontos nos permitem dizer que:

dP,,P,) = \/(xz —x, ) +a*(x, —x, )" =(x, —x, N1+a®

dp,,P,) =\/(x3 —x, ) +a% (X5 =X, )* =(Xy =X, N1+a?

dP,,P,) = \/(x3 —x, ) +a?(x; =%, ) = (x5 —x, N1+a?

Dai segue-se que d(P,,P,)=d(P,,P,)+d(P,,P,).

Note que, supondo que na funcdo afim f(x) = ax + b as abscissas X; € X, sdo tais que
X1 < Xp. Entéo se:
» a >0, temos que ax; < ax; e ax; + b < axy + b, dai f(x;) < f(x2) e a funcéo afim é
denominada crescente.
» a <0, temos que ax; > ax, € ax; + b > axy + b, dai f(x;) > f(x;) e a funcdo afim é

denominada decrescente.
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Grafico 5 — funcéo afim coma <0 Grafico 6 — funcdo afimcoma >0

i

N

Fonte: Autor, 2017 Fonte: Autor, 2017

T

a

Admitindo funcGes reais de varidveis reais, geometricamente a funcdo afim que possui
b = 0 é chamada de funcao linear e a reta que a representa passa pelo ponto (0, 0).
Quando uma funcéo linear possui a = 1 ela € chamada de func¢ao identidade e a reta que
a representa passa pelo ponto (0, 0) e é bissetriz dos quadrantes impares. A reta sera a
bissetriz dos quadrantes pares se a = —1.

Uma funcdo que possui a = 0 é chamada de funcéo constante, seu grafico passa pelo

ponto (0, b). A taxa de varia¢do das imagens é sempre igual a zero.

Grafico 7—um exemplo  Grafico 8 — fungdo identidade Gréfico 9 — um exemplo
de funcao linear y de funcéo constante.
ly ‘w
""" : 05bje
1 " 1
0 ' 0 ' 0 }
Fonte: Autor, 2017 Fonte: Autor, 2017 Fonte: Autor, 2017

4.3.2 Funcdo quadratica

Uma funcéo f : R — R é chamada de funcdo quadréatica quando existem ndmeros reais

a,bec,coma=0 taisque

f(x) =ax’ + bx + ¢

paratodo x € R.
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O gréfico de uma fungdo quadrética é uma parébola, que tem a reta da equagédo

. . : . b A
X :-£ como eixo de simetria e o seu vértice no ponto V(X,,Yy,)=V|-—,-— |, onde
2a 2a 4da

X, é 0 chamado x do Vvértice, y, é o chamado y do vértice e A = b* — 4ac.
A concavidade da pardbola é voltada para cima se a > 0 ou voltada para baixo se
a < 0. A parébola intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, ¢). O ponto V(Xo, Yo) é

chamado veértice da parabola.

Gréfico 10 — funcao quadréaticacoma <0

y
a<o

\

Yv

(0,¢)
X2/

Fonte: Autor, 2017

Graéfico 11 — funcéo quadraticacoma >0

a>0

Fonte: Autor, 2017

Segue na tabela abaixo a parabola de uma funcdo quadratica em relacdo ao valor de

seu discriminante (A) e o sinal do seu termo de maior grau(a).



Tabela 3 — Parabola em func¢io do valor de “A” e do sinal do coeficiente “a”

. a>0 a<0

DeAIta 'IA; r?g::z??é?iggo concavidade (boca) || concavidade (boca)

(4) P voltada para cima || voltada para baixo

Possui duas raizes z[ \
A>0 reais e distintas
A=0 Possu! dugs raizes E f /; i
reais e iguais
A<O N<',iO possui \ \/ /\
raizes reais /

4.3.3 Fun¢do modular

Fonte: Autor, 2017

Uma funcdo f: R — R é chamada de fun¢do modular quando

f(x) = | x|

paratodo x € R, ou seja:

ﬂm=|ﬂ={

X, para x>0
-X,para x<0
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Observe abaixo que o gréafico de f(x) = |x| consiste em duas semirretas que passam

pela origem e acima do eixo X, uma delas tem inclinacdo 1 e a outra —1.

Gréfico 12 — fungdo modular f(x) = | x |

y/

0 X

Fonte: Autor, 2017

Note que para f : R — R tal que f(x) = |x| da definicdo teremos sempre

Im(f) = R..
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A partir do grafico da funcdo modular f(x) = | x| podemos tracar outros gréficos,
veja:

» O grafico da funcdo g(x) = |x| + k com k € R corresponde ao grafico da funcéo
f(x) = | X | transladado para cima, se quando k > 0 ou para baixo, se quando k < 0. O
valor do deslocamento é o valor absoluto de k.

» O gréfico da funcdo h(x) = |x-m| com m e R corresponde ao gréafico da fungéo
f(x) = |x| transladado para a direita (quando m > 0) ou para a esquerda (quando
m < 0). O valor do deslocamento é o valor absoluto de m.

» O grafico da funcdo p(x) = |x-m| + k com m e k € R corresponde ao grafico da
funcdo f(x) = |x| transladado para a direita (quando m > 0) ou para a esquerda

(quando m < 0), seqguido de um translado para cima (quando k > 0) ou para baixo
quando (k < 0).

4.3.4 Funcéo exponencial

Seja a um namero real positivo diferente de 1. A funcdo f: R — R* é chamada de

funcdo exponencial de base a, e indicada por

f(x) = a*
para todo x e y € R. E definida de modo a ter as seguintes propriedades fundamentais:
1) a*.a'=a*""
2) a'=a
3 x<yo {ax <a’,quandoa > 1
a’ <a*,quandod <a<1

As restricbes a > 0 e a # 1 citadas sdo necessarias, pois:
> Se a=0e o valor de x é negativo entdo o valor de a* é uma indeterminagcao.
» Se a<0eovalor de x é uma fracéo irredutivel com denominador par entdo o
valor de a* ndo existe no conjunto dos niimeros reais.
> Se a =1 paratodo valor de X teremos que a*= 1.
O gréafico da funcdo exponencial f(x) = a* aparece diante de uma das situagGes:
a > 1(funcdo crescente) ou 0 < a < 1(funcédo decrescente).
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Grafico 13 — funcéo exponencial f(x) = a*coma> 1

0, 1

L
0 .4

Fonte: Autor, 2017

Graéfico 14 — funcéo exponencial f(x) =a*com0<a<1

N

OO |
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Fonte: Autor, 2017

Uma funcéo pode ser chamada de “fungéo do tipo exponencial™.

4.4 Fungdo composta

Dadas duas funcbes f: A— Beg: B — C, chamamos de funcdo compostadegef a
funcdo g o f : A—> C definida por
(9 0 H)(x) = g[f(x)]
para todo x € A.
Note que pode ocorrer g o f = f 0 g, mas, de um modo geral go f = f o g, ou seja, a
composicdo de funcBes € uma operacao que ndo admite a propriedade comutativa.

Veremos a seguir um exemplo da fungdo composta.

Dadas as fungdes f(x) = 2x + 1 e g(x) = | x | com x um ntmero real.

Assim a fungio composta f o g é dada por: f o g (x) = f(g(x)) = f(| x|) = 2| x| +1.
E a fungdo composta g o f é dada por: g o f (x) = g(f(x)) = g(2x + 1) = |2x +1].

* Segundo Lima(2013, p. 72): Uma funcdo g: IR —IR é do tipo exponencial quando se tem g(x) = ba*
para todo x € IR, onde a e b sdo constantes positivas.
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4.5 Func0es trigonométricas

4.5.1 Funcgéo seno

Uma funcdo f : R — R € chamada de funcdo seno quando podemos associar um
namero real X a um valor real sen X, para todo x € IR. Escrevemos f(x) = sen x.

Segundo Antar Neto(1985, p. 51), na figura abaixo a ordenada P, do ponto
P(cos x, sen x) denomina-se seno do numero real x, e a abscissa P, do ponto P(cos X, sen X)

denomina-se cosseno do ndmero real x.

Figura 7 — Circulo trigonométrico

>
0|cos x P2 X

Fonte: Desenvolvido pelo Autor baseado em Antar Neto(1985 p. 51), 2017
O grafico da funcéo seno é a sendide.
Gréfico 15 - funcéo f(x) = sen x
Ay

1

0.5

i

32 - -2 w2 3nf2

Fonte: Autor, 2017



4.5.2 Funcéo cosseno
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Uma funcdo f : R — R é chamada de funcdo cosseno quando podemos associar um

namero real X a um valor real cos X, para todo x € R. Escrevemos f(x) = cos X.

Veja a representacdo do cosseno de x na figura 5.

O gréfico da fungdo cosseno € a cossendide.

Gréfico 16 — fungao F(x) = cos X

A

Ly

32 - M2

-

Fonte: Autor, 2017

4.5.3 Funcéo tangente

Uma fungdo f: R — {ngkn,keZ}—) R é chamada de funcdo tangente quando

podemos associar um numero real x a um valor real tg X, ou seja, f(X) = tg x para todo

XxeR- {ngkn,keZ}.

O gréfico da funcdo tangente é a tangentoide.

Grafico 17 — fungéo f(x) = tgx

r

= N oo

Ly

32 - -2

-6

2 T 32

Fonte: Autor, 2017
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4.5.4 Funcéo cossecante

Uma fungdo f: R — {kn, ke Z}—> R é chamada de fungéo cossecante quando podemos

associar um namero real x a um valor real cossec X, ou seja, f(xX) = cossec x para todo
XxXeR- {kn,keZ}.

Na funcgéo cossecante temos que o conjunto imagem é Im(f) = J—oo, —1] U [1, +oo[.

Grafico 18 — funcéo f(x) = cossec x

b2 = ov oo

-

3a/2

Fonte: Autor, 2017

4.5.5 Funcéo secante

Uma funcdo f : R — {g+kn,keZ}—> R é chamada de funcdo secante quando
podemos associar um namero real x a um valor real sec X, ou seja, f(x) = sec x para todo
T
XxeR- {EJrkn,keZ}.
Na fungdo secante temos que o conjunto imagem € Im(f) = ]—o0, —1] U [1, +oo].

Graéfico 19 — funcéo f(x) = sec x
Ay

I A T

-3n/2 -2 /2 3n/2

' ' ' '
o0 =a) = [l

Fonte: Autor, 2017
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4.5.6 Funcéo cotangente

Uma fungdo f: R — {kn, k eZ}—) R é chamada de funcéo cotangente quando podemos
associar um numero real x a um valor real cotg x, ou seja, f(x) = cotg x para todo
XxXeR- {kn,keZ}.

Na funcéo cotangente temos que o conjunto imagem Im(f) € o conjunto dos nimeros

reais.
Graéfico 20 — funcéo f(x) = cotg x

N

2 = N oo

3n - /2 n 3nf

Fonte: Autor, 2017

4.5.7 Funcdes trigonomeétricas periddicas

Uma funcdo f : R — R é dita periddica de periodo t se existe um nimero real t > 0 tal
que f(x +t) = f(x) para todo x real. O menor valor de t que verifica essa condicdo é chamado

periodo de f.
Exemplos de fungbes periddicas ja conhecidas sdo as fungdes trigonométricas seno,

cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente.
Vamos mostrar que a fungdo seno definida para todos os valores reais é uma funcgéo

periddica de periodo 2x, ou seja, para todo nimero real x e para todo nimero inteiro k, segue
que sen(x) = sen(x+2mn) = sen(x+4n) =...= sen(x+2km).
Note que, pela formula do seno da soma de dois arcos, temos
sen(x + 2km) = sen(x) . cos(2kmn) + cos(x) . sen(2km).
Como k é um namero inteiro entdo cos(2kn) = 1 e sen(2kr) = 0. Dai, segue que
sen(x + 2km) = sen(x) . 1 + cos(x) .0 = sen(x).

Portanto a funcgdo seno é periodica de periodo 2.


https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
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Segue na tabela abaixo as outras fun¢Ges trigonométricas periodicas e seus respectivos

periodos e as demonstra¢Bes deixaremos a cargo do leitor.

Tabela 4 — FuncgGes trigonométricas periodicas e seus respectivos periodos

FUNCAO | PERIODO
Cosseno 21
Tangente T
Secante 21
Cossecante 21
Cotangente T

Fonte: Autor, 2017

4.6 Funcdes inversas

Seja f: A — B uma funcéo real.
Dizemos que uma funcéo g : B — A é a inversa de f quando g(f(x)) = x e f(g(x)) =y,
paratodo x € Aey e B. Podemos escrever g = f .
Assim g é inversa de f se, e somente se, f é inversa de g.
Note que:
s f é injetiva, pois se f(x;) = f(xz) entdo por definicdo g(f(x1)) = g(f(xz2)). Mas como
g(f(x1)) = x1 e g(f(x2)) = x2 entdo x; = X, para todo x; e X, pertencentes a A.
% f é sobrejetiva, pois dado y € B, por definicdo, existe x € A tal que g(y) = x. Entdo
f(x) =f(a(y)) =v.
Concluimos assim que f é injetiva e sobrejetiva entdo é uma correspondéncia
biunivoca entre A e B, ou seja, é 0 que chamamos de bijecdo entre A e B. Assim podemos

afirmar que: f possui inversa se, e somente se, f € uma bijecéo.

Assim se f possui inversa entdo:
» D(f") =B = Im(f)
> Im(fY) =A=D(
> y = f(x) se, e somente se, X = f(y)

> O gréafico de f* é simétrico do grafico de f em relagdo a reta y = x.

Estudaremos algumas funcdes inversas de fungdes elementares e trigopnométricas.
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4.6.1 Funcéo raiz quadrada

A funcéo f : R. — R, definida por f(x) = x* é invertivel e sua inversa é a funcéo

f1:R, > R. tal que f* (x) = vx . Veja abaixo os graficos de fe f.

Grafico 21 — funcdes f(x) = x% e f1(x) = Vx
A f(x) = x°

1 (x) = Vx

et

Fonte: Autor, 2017

4.6.2 Funcdo logaritmo

Definimos a funcéo logaritmo g : R+ — R dada por g(x) = loga X, para cada a > 0 e
a # 1, aquela que associa a cada x € R+ 0 nimero real log, X, chamado de logaritmo de x na
base a.

Vimos anteriormente em 4.2.4 que para todo nimero real aondea>0ea# 1, a
funcdo f : R — R, dada por f(x) = a* é crescente se a > 1 ou decrescente se 0 < a < 1.
Podemos observar assim que a fungdo exponencial f(x) = a* € uma correspondéncia biunivoca
entre R e R,. Assim essa fungdo f possui uma inversa e essa inversa € a fungdo logaritmo
g="f"

Veja abaixo o esboco dos graficos de f e g = f* como ficam quando a > 1 e quando

O<ax<l1.

Gréfico 22 — fungdes f(x) =a*e ' (x) = log, x coma>1

f(x) = a*

//// \
0 / %

Fonte: Autor, 2017
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Gréfico 23 — funcdes f(x) =a*e f* (x) = log,x com0O<a<l1

Yy
f(x) = a*

1o\ —
\f_ (x)= loga/}sx

0 \_ X

Fonte: Autor, 2017

4.6.3 Fungéo arco seno

A funcdo f(x) = sen x, quando restrita ao dominio [—E,E} e ao contradominio [-1, 1],

2 2
é invertivel e sua inversa é a funcdo f*: [-1, 1] —» [—gﬂ definida por f(x) = arc sen x.
Veja abaixo o esboco dos gréficos de f e f* como ficam.
Grafico 24 — funcdes f(x) = sen x e f(x) = arc sen x

f1(x) = arc sen x

y
mf2[
f(x) = sen x
—7:5/2 0 :
| n2 X
-1—n/2

Fonte: Autor, 2017

4.6.4 Funcgéo arco cosseno

A fungdo f(x) = cos X, quando restrita ao dominio [0, 7]e ao contradominio [-1, 1], &
invertivel e sua inversa é a funcéo f: [-1, 1] — [0, 7] definida por

f1(x) = arc cos x

Veja abaixo 0 esboco dos gréaficos de f e f* como ficam.
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Gréfico 25 — fungéo f(x) = cos x no intervalo [0, ]

y\
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1

Fonte: Autor, 2017

<V

Grafico 26 — funcdo f (x) = arc cos x no intervalo [-1, 1]

/2

1 1 X

Fonte: Autor, 2017

4.6.5 Funcdo arco tangente
A funcdo f(x) = tg x, quando restrita ao dominio [—g,ﬂe ao contradominio R, é

invertivel e sua inversa é a funcdo f*: R — {—gﬂ definida por f(x) = arc tg x

Veja abaixo 0 esbogo dos graficos de f e f* como ficam.

Graéfico 27 — funcdes f(x) = tg x e £ (x) = arc tg x

f(x) =tg x
y/
_____________ n/2 ,
; ' 1 (x) = arc tg x
i 0 5
L : X
"""""" ! r —n/Zr

Fonte: Autor, 2017
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4.7 Operacdes com fungdes

Sejam duas fungbes: f: A > Reg: B — R, com A e B subconjuntos dos reais e

A N B = &, definimos as seguintes operac¢des com funcdes:

» Denomina-se soma f + g a fungdo (f + g) : A n B — R definida por

(F+9)(x) = f(x) + g(x).
» Denomina-se diferenga f — g a fungdo (f — g) : A n B — R definida por

(f-9)(x) = f(x) - 9(x).

» Denomina-se multiplicagdo por um escalar ¢ por f a fungéo cf : A - R definida
por (cf)(x) = c. f(x).

» Denomina-se produto f . g a funcdo (f . g) : A n B — R definida por
(f. 9)(x) = f(x) . 9(x).

f
> Denomina-se quociente Ta funcao (gj . {xe AnB/g(x) =0} — R definida por
g

Tl fX
(gj ®= 500
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5 ESTUDO DE LIMITE E A LINGUAGEM DO ENSINO MEDIO

Como vimos no capitulo 3, os livros didaticos de matematica destinados ao ensino
médio que abordam o assunto limite, fazem essa abordagem apresentando os contetdos de
forma bésica, ndo atendendo assim o0s anseios dos alunos que desejam aprofundar-se nesse
assunto.

Vale salientar ainda que os exercicios oferecidos por estas obras do ensino médio sdo
insuficientes na habilitacdo do aluno para resolver questdes classicas e criativas das provas
das escolas militares EFOMM e Escola Naval.

Assim, neste capitulo, abordaremos o assunto limite baseado nos programas dos
concursos da EFOMM e Escola Naval, ou seja, colocaremos 0s conteudos necessarios para
atender um aluno que deseja iniciar o estudo de limite e ter um bom desenvolvimento nas
resolucgdes das questdes propostas pelos concursos citados.

Estudaremos: Limite de funcdes; propriedades de limites de funcbes; fungdes
continuas; teorema da troca; teorema do confronto; limites infinitos; limites no infinito;

limites fundamentais; assintotas.

5.1 Limites de fungdes

5.1.1 Ideia intuitiva de Limite de uma funcéo
Como a ideia intuitiva de limite de uma funcdo € apresentada a alunos do ensino
médio nos livros didaticos?
Essa ideia intuitiva é apresentada ao aluno de forma elementar visando motiva-lo a
seguir estudando. A ideia € transmitida através de:
%+ Quadro de sucessdes numéricas
% Valores do dominio proximos de um valor fixo do dominio somente em
funcbes elementares.
% Velocidade instantanea aproximada pela velocidade média
Veremos a ideia intuitiva de limite de uma funcdo em trés exemplos:
Exemplo 1
Seja a funcéo f(x) = 3x + 2. Daremos valores para x que se aproximem de 2, pela sua
direita (valores maiores que 2) e pela esquerda (valores menores que 2) e calcularemos o valor

correspondente de f(x) = y:



Tabela 5 — Valores de x maiores que 2 e suas imagens na fungdo f(x) = 3x + 2

X f(x)=3x+2

2,4 9,2

2,3 8,9

2,1 8,3
2,04 8,12
2,02 8,06
2,01 8,03
2,001 8,003

Fonte: Autor, 2017

Tabela 6 — Valores de x menores que 2 e suas imagens na fungéo f(x) = 3x + 2

X f(x) =3x +2

1,4 6,2

1,6 6,8

19 1,7
1,96 7,88
1,98 7,94
1,99 7,97
1,999 7,997

Fonte: Autor, 2017

Graéfico 28 — funcéo f(x) = 3x + 2

0

Y

Fonte: Autor, 2017
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Note que, a medida que os valores de x se aproximam de 2(sem atingi-lo) por valores
menores que 2(pela esquerda de 2) ou por valores maiores que 2(pela direita de 2), os valores
de y=f(x) se aproximam de 8, ou seja, quando x tende a 2 (x—2) pela direita ou pela esquerda,
y=f(x) tende a 8 (y—8).

Assim podemos escrever que:
e O limite de f(x) quando x tende a 2 pela esquerda € igual a 8, e indicamos por:
Lim(3x+2)=8
X—>2
e O limite de f(x) quando x tende a 2 pela direita é igual a 8, e indicamos por:

Lim (3x +2) =8
X—2"

Estes limites sdo chamados limites laterais e, como sdo iguais, pela direita e pela

esquerda, entdo o limite da funcdo f(x) = 3x + 2 quando x tende a 2 pode se resumir de forma

unica:
Lim(3x+2)=8
X—2
Exemplo 2
2
Considere a fungdo f(x) =x——x3—6_
X j—

Note que a funcdo ndo € definida para x = 3, pois esse valor anula o denominador da
fracdo. Assim o dominio dessa funcédo € o conjunto {x € R | x = 3}.

Mas, suponha que precisamos saber o que acontece com essa fungdo quando os
valores de x se aproximam de 3.

Segue na tabela abaixo os valores para x que se aproximem de 3, pela sua direita
(valores maiores que 3) e pela esquerda (valores menores que 3) e calcularemos o valor

correspondente de f(x) =y:

Tabela 7 — Valores de x maiores que 2 e suas imagens na funcéo f(x)= > —*—° X3‘ 6
X —
x> —X-6
§ S X-3
3,5 55
3,2 5,2
31 5,1
3,01 5,01
3,001 5,001
3,0001 5,0001

Fonte: Autor, 2017



Grafico 29 — fungdo f(x) _X -x-6

x?—-x—6
X f(x) = e

2,5 45

2,8 4.8

29 49

2,99 4,99
2,999 4,999
2,9999 4,9999

Fonte: Autor, 2017

Fonte:

X—6

b4

6
5%

Autor, 2017

na vizinhanca da ordenada 5

2
Tabela 8 — Valores de x menores que 2 e suas imagens na funcéo f(x) = X -x-6

Xx—3
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Note que, @ medida que os valores de x se aproximam de 3(sem atingi-lo) por valores

menores que 3(pela esquerda de 3) ou por valores maiores que 3(pela direita de 3), os valores

de y=f(x) se aproximam de 5, ou seja, quando x tende a 3 (x—3) pela direita ou pela esquerda,

y=f(x) tende a 5 (y—5).

Assim podemos escrever que:

e O limite de f(x) quando x tende a 3 pela esquerda € igual a 5, e indicamos por:

e O limite de f(x) quando x tende a 3 pela direita € igual a 5, e indicamos por:

lim

X—3"

lim

x—3*

X?—X—6

X—-3

X?—x-6

X—-3

5

5
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Estes limites s&o chamados limites laterais e, como sdo iguais, pela direita e pela

Z_x-6

esquerda, entdo o limite da fungéo f(x)= X quando x tende a 3 pode se resumir de

forma Unica:

X—3 X_3

Exemplo 3

x?-8x Xx>4
Considere a fungdo f(x)=<-x+1 x<4.
-2 X=4

O que acontece com essa funcdo quando os valores de x se aproximam de 4?

Veja abaixo o gréafico dessa funcéo.

X’ -8 x>4
Gréfico 30 — funcéo f(x)=—-x+1 x<4

-2 x=4
y/

Fonte: Autor, 2017

Vé-se no grafico que f(4) = —2. E ainda que se x é proximo de 4 do lado direito, entéo
f(x) é proximo de —16, mas se x é proximo de 4 do lado esquerdo, entdo f(x) é préximo de —3.
Assim nesse exemplo nota-se que ndo é verdade que f(x) se aproxime de f(4) = -2
quando x se aproxima de 4. Entdo podemos concluir que o limite de f(x) quando x vai para 4

nao existe.
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5.1.2 Conceitos abstratos vindo da Analise Real no ensino médio: Vizinhanga de um ponto

Existe uma correspondéncia biunivoca entre 0os nimeros reais e 0s pontos de uma
reta, ou seja, a cada ponto da reta corresponde um unico numero real e, reciprocamente, a
cada numero real corresponde um ponto de uma reta.

Seja o intervalo aberto:

I={xe R | a<x<b}oul=]a,b[

onde a e b s&o nimeros reais e distintos.

Seja Xo um Umero real.

Se Xo pertence a I, esse intervalo é chamado de vizinhanga completa de X.

Uma vizinhanga completa de X, é indicada por V(Xo).

Figura 8 — Ponto X, no intervalo aberto ]a, b[

Xo

-
-

b X

o D

Fonte: Autor, 2017

Assim, o intervalo ]a, b[ é uma vizinhanca completa de X, Se e somente se Xo € ]a, b|,
ou seja, a< Xp <h.

Chamamos de vizinhanga completa simétrica de xo de raio §, com & € R, ao

intervalo aberto ]xo — 8, Xo + 8[ e indica-se por V(Xo,8).

Figura 9 — Ponto X no intervalo aberto ] xo— 8, Xo + & [

Xo
o - o N
< v =4

Xo—0 Xo+ O X
Fonte: Autor, 2017

Chamamos de vizinhanca reduzida de X e indicamos por V*(Xg), o valor da
diferenca entre a vizinhanca completa de X (V(Xo)) € 0 ponto Xg, Ou seja
V*(Xo) = V(Xo) = {Xo}-
Assim chamamos de vizinhanga reduzida simétrica de X, de raio 8 e indicamos por
V*(xo, 8) a seguinte diferenca:
V*(Xo, 8) = V(Xo, 8) — {Xo}-
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5.1.3 Defini¢do formal de limite de uma funcéo adaptada ao ensino médio

Diante da ideia intuitiva de limite de uma funcéo e do que é vizinhanca de um ponto,
iremos dar uma defini¢cdo de limite de maneira mais abstrata.

Para isso, considere o exemplo segundo Antar Neto (1985, p 71-74):

Exemplo
: A f - L x® —2x?
Considere a funcéo f : R — 2 — R, definida por f(x) =5
X -
x3-2x%2  x%(x-2) P ) L.
Para x # 2 temos que f(x) = = = x* e assim os pontos do grafico de

xX—2 x—2
f(x) sdo pontos de uma parabola, ou seja, o grafico de f(x) sdo pontos de uma parabola com

excecao daquele que tem abscissa Xo = 2.

3 2
Grafico 31 - fungio f(x)- X —2
x—-2
y
4 ...........
0 2 >

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Antar Neto(1985, p. 71)

Pela nocdo intuitiva de limite temos que limf(x)=4, ou seja, € possivel fazer f(x)

ficar tdo proximo de 4 quanto quisermos, bastando fazer x ficar suficientemente proximo de
2(note gue ndo desejamos que x fique igual a 2, mas muito proximo de 2).

Suponha que a distancia de f(x) até 4 seja menor do que 0,1, ou seja, que

4-01<f(x)<4+0,1
ou ainda, que | f(x) —4| <0,1.
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Note, graficamente, que para todo f(x) na vizinhanga de 4, devemos ter x dentro do
intervalo v4 — 0,1 < x < +/4 + 0,1, com x # 2.

2

Grafico 32 — funcéo f(x)= X2 g vizinhanca da ordenada 4
X —

4+0,1 [ ,

_ 0,1 [y

J4-01  J4+0,

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Antar Neto(1985, p. 71)

Assim, supondo, x = 2 podemos escrever f(x) = x? e assim a condicio | f(x) — 4| <0,1

pode ser escrita como |x?—4] <0,1.
Segue que —0,1<x*-4<0,1eainda 4-01<x*<4+0,1.

Tomando-se V4 — 0,1 < x <+/4 + 0,1, com X # 2 temos que

[f(x) - 4| <0,1

Mas, se desejarmos que a distancia de f(x) até 4 seja menor que 0,001, ou seja, que
|f(x) — 4] < 0,001, devemos escolher uma vizinhanga de 2 com raio bem menor. Mas é claro
que, por menor que seja a distancia que desejarmos de f(x) até 4, serd sempre possivel

encontrar uma conveniente vizinhanca de 2 que funcione bem.

Generalizando, diremos que se tornarmos qualquer nimero positivo € (por menor que
seja este valor), poderemos fazer \f(x) — 4] <g pois sera sempre possivel escolher uma

vizinhanca de 2 com raio & conveniente. Para essa vizinhanca teremos que: se |x-2/<§ €
X # 2, entdo [|f(x)-4/<e. A0 invés de escrever [x-2 <3 € X # 2, podemos escrever

0<|x-2<s.



62

Assim vamos estabelecer formalmente a defini¢do de limite de uma funcao.

Sejaf: A — R uma funcéo e seja X, um numero real. O nimero Xo pode pertencer ou
ndo ao dominio de f, mas suporemos que existe a0 menos uma vizinhanga reduzida de xo, que

esta inteiramente contida em A.

Dizemos que a funcdo f tende ao limite L quando x tende a X Se, para qualquer

ndmero positivo ¢, € possivel encontrar um ndmero positivo J, tal que
Se 0<|x—x,|<& ,entao |f(x)-L|<e.
Assim podemos escrever o texto acima como: XILrXr1f(x) =L, ou ainda, f(x) vai para L
0

guando X vai para Xo.
5.1.4 Unicidade do limite

Seja f : A — B uma funcéo para a qual existe o limite quando x tende a Xo. Prove que

esse limite é Unico, ou seja, prove que se XILrXrgf(x) =L, e )!errzf(x) =L, entdo L, =L,.
Demonstracao:
Faremos a demonstracdo com reduc¢éo ao absurdo.
Por hipoétese, f: A — B é uma fungéo para a qual existe o limite quando x tende a Xo.
Segue que, dado € > 0, existe:

> 81 >0talquese 0<[x—x,|<3,, tem-se que [f(x)-L,|<e.

» &;>0talquese 0<[x—x,|<8,, tem-se que [f(x)-L,|<e.
Suponha que L; # L, e considerando & = min{5,, 8,} atenderemos as duas condicdes, ou seja,
Se 0<|x—x,|<8,, tem-se que [f(x)-L,|<e € [f(x)-L,|<e.
Note que () — Ly [+[f () —L,| <2 Pela desigualdade triangular
\(f(x)—Ll)—(f(x)—Lz)\ <\f(x)—Ll\+\f(x)—L2\.

Dai,

(FO)—Ly)—(FO)-L,) <2¢ €L, —L,|<2e
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Mas sabemos que o valor de ¢ pode ser escolhido arbitrariamente, desde que seja positivo.

Assim escolheremos que ¢ =

Como |L, -L,|<2e entdo |L, L | <2.L2;L1, ou seja,

L. -L

Portanto temos um absurdo e assim L, =L,.

5.2 Propriedades dos limites de funcdes

Apresentaremos a seguir as propriedades dos

demonstracdes:

1) Se f € uma funcdo definida por f(x) = c onde ¢ € R, para todo x real, entdo XILr)pf(x) =C.

2) Se f é uma funcéo definida por f(x) = x, para todo x real, entdo XI

3)
4)
5)

6)

7)

8)

9)

Considerem as fungdes f e g tais que: XILT f(x)=L, e )!ern gx)=L,.

As seguintes propriedades sao validas:

lim [F(9+9(]= limf G0+ limg(9 =L, +L,
lim [F(0— 9691 = limf (9~ limgGo =L, L,
lim k[f (] =k limf(x) =kL, com k « IR

lim [F09.909] = imf () lim g6 = L, L,

lim f(x)
lim o) _ % =—comL,=0
g lim gl L,

lim [fo0]" :[ lim f(x)}n —[L,] comn e IN*

X=X X—>Xg

X—Xg

10) 1im [f69] =| lim f(<] = L. com n & IN*

L, —L,|<|L, -L,|

imf(x)=x,.

lim /f(x) = n\/ lim f(x) = t/L, paran par devemos ter Ly > 0

limites de fungdes sem as

Todas estas propriedades sdo demonstradas nos livros tradicionais de calculo ou de

analise real. Ndo sdo demonstradas aqui por ndo serem Uteis para o fim a que este material

didatico se propde.



64

5.3 Fungdes continuas

Séo funcBes em que seus graficos ndo apresentam interrupgdes para todo o dominio da
funcdo. Sdo muito importante para o estudo de limite.

De um modo formal podemos definir a funcdo continua em um ponto da seguinte
forma:

Sejaf: A > RcomA cReseaxy e A A fungio f é continua em x, se
limf(x)=f(x,).
Podemos escrever essa definicdo da seguinte forma, ou seja, as condi¢fes para ser

funcdo continua séo:

> Existe f(xo) considerando que X, € A
> Existe )!errzf(x)
> XIiﬁrxr(]f(x)zf(xo)
A teoria acima aborda a continuidade de uma fungdo em um ponto, mas podemos

ampliar essa definicdo para todo o dominio da funcéo. Ou seja: Uma funcdo f: A >R ¢

continua em um conjunto A se é continua em todo ponto de A.
Seguem abaixo algumas func¢des que sdo continuas:

Funcéo constante

Funcdo identidade

Funcdo afim

Funcdo quadratica

Funcdo polinomial qualquer

YV V. V V VYV V

Funcdo racional fracionaria, para valores do dominio onde a funcdo esta
definida

Func&o exponencial

Funcéo logaritmica

Funcéo seno, fungédo cosseno e fungédo tangente.

YV V V V

Funcéo cossecante, fungdo secante e fungdo cotangente.



Vejam a seguir graficos de algumas fungdes que séo continuas:

Gréfico 33 — funcéo polinomial f(x) = x* - 5x° + 2x* — 25
0P

20

-20

-40

-60

Fonte: Autor, 2017

Grafico 34 — funcdo trigonométrica f(x) = tan x

Ty
10

5
x
An-5uZ2n 32 -n -nf 1 1 3w 2 snY 3n

Fonte: Autor, 2017

Grafico 35 — funcgéo exponencial f(x) =2*

Iy

R = N - - Bt~ T

\

-

05 05 1 15 2 25 3 35
Fonte: Autor, 2017
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5.3.1 Propriedades da funcéo continua

Se f(x) e g(x) funcBes continuas no ponto a entdo também sdo fungdes continuas no

LLCI .
9(x)

ponto a as fungdes: f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) . g(x), kf(x) com k € R e m

g(a) = 0.
Quando as fungdes sdo continuas podemos trocar o simbolo que representa o limite

com a funcgéo, ou seja:
» Como as funcgbes trigonométricas sdo continuas entdo veja o exemplo

XILan [senf(x)]=sen XILan f(x).

» Como as fungdes exponenciais sdo continuas entdo veja:

1) Sef: R —-> Rdada por f=a"coma>0cea=1¢é continua em IR entdo

H X __ XILnQOX_
lima* =a =a

X—>Xq

Xo

- ~ R lim f(x)
2) se limf(x)=L entdo lima™ =a~" " =a"
—X

X—>Xg

» Como as func@es logaritmicas séo continuas entdo veja:

1) Sef: R, > Rdadapor f=a"coma>0ea=1Eécontinua em IR, entdo

lim log} = log;°.

X—>Xg

f(x)
=log:.

lim
H _ 9 H f(X) _ X—>XQ
2) Se )!LFIZ f(x)=L entédo leXO log;” =log,
> Se ler? g(x)=g(a) =b é uma funcéo continua em a e se f é uma funcédo continua em
-

b, entdo a funcdo composta fog € continua em a, ou seja,

lim(f 09) 60 =fllim g09)=flo(a)] = (o).

5.4 Teorema da troca

Vimos anteriormente na defini¢do de fungdo continua num ponto, que se uma funcéo é
continua no ponto Xo, temos que XILr)(nf(x) =f(X,).
0
Dai, observamos que para calcular o limite de uma fungéo continua em um ponto basta
achar o valor numérico da funcdo no ponto dado. Como exemplo veja que a funcdo

f(x) = 5x + 4 é continua em X, = 1 entdo Iximf(x) = IXLT 5x+4=f(1)=5.1+4=09.



67

Mas, se a funcdo ndo é continua no ponto Xo? Como calcular seu limite nesse ponto?

Nesse caso o célculo do limite ndo pode ser calculado de imediato, ou seja, se a funcéo
ndo é continua num ponto considerado teremos que usar um potente teorema que ajuda a
resolver uma grande quantidade de casos.

Segundo Antar Neto(1985, p. 95) o enunciado do Teorema da troca é: “Seja V*(Xo, 0)

uma vizinhancga reduzida de xo. Admitamos que f e g sejam funcdes tais que para todo

X € V*(Xo, 8) se tenha f(x) = g(x). Sendo assim, se XILI’p g(X)=L entdo XIern f(x)=L".

Assim podemos entender melhor o teorema da troca como a troca da funcéo f por g,

sem que isso altere o valor do limite.

Gréfico 36 — funcgdes f e g

YA
f(Xo) [~ '
; g(Xo) [ *
A
7N
9 V*(Xo, 8) d

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Antar Neto(1985, p. 95)

Observe no grafico acima que ndo nos interessam os valores numéricos de f(x,) e g(Xo)
e ainda que ndo precisam estarem definidos.

Logicamente que 0 caso de maior interesse nessa troca € que a funcéo g seja continua

no ponto Xo. Assim podemos dizer que XIern f(x)= XIern g(x) =9(x,)-

5.5 Teorema do Confronto

Esse importante teorema, também chamado por teorema do sanduiche, ajuda a
determinar limite de uma funcdo f num ponto X, sendo que essa fungéo esta entre duas outras
fungdes g e h que tem o mesmo limite no ponto Xo. Assim, pelo teorema do confronto, o
limite da funcdo f no ponto X, € 0 mesmo do limite das fun¢des g e h nesse mesmo ponto.

Enunciando formalmente o Teorema do confronto, segundo Antar Neto(1985, p. 147):

“Sejam g, f e h fungdes cujos dominios contém ao menos uma vizinhanca reduzida V* de Xo.
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Suponha-se que: para todo x € V* temos que g(x) < f(x) < h(x) e xIlﬁrxn g(x) = lerxn h(x)=L,

entdo limf(x)=L.”

X—=Xg

Grafico 37 —funcdes f,geh

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Antar Neto(1985, p. 95)

5.6 Limites infinitos

Dizer que a funcao f(x) tem limite infinito é equivalente a falar que o limite de f(x)
guando x se aproxima de um numero Xo ndo existe e que f(x) cresce ou decresce sem limites.

Representamos por:

limf(x) =+ ou )!Lrl]f(x):—oo

Exemplo:
. e « 1
Veja o grafico da funcéo f(x)= ”

1
Graéfico 38 — funcéo f(x)=—
X

yA

Fonte: Autor, 2017
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Note que quando x se aproxima de Xo=0 pela direita, f(x) vai para +o0 e quando X se
aproxima de xo=0 pela esquerda, f(x) vai para —. Ou seja Iiror) f(X)=+4o e Iiror]f(x) =—o0,
X—> X
O teorema a seguir € fundamental para o calculo de limites infinitos. Segundo
lezzi(1994, p.58):

Sejam f e g funcdes tais que !(Lr? f(x)=c comc=0e !(Lry g(x) =0 entdo:

1) Iim ) = +00 Se f(x) >0 quando x esta proximo de a.
=2 g(x) 9(x)

1) lim fx) =—00 Se ) < 0 quando x esta proximo de a.
=2 g(x) 9(x)

O teorema acima € valido parax - a" oux — a".

Segue abaixo uma tabela resumida com as propriedades dos limites infinitos:

Tabela 9 — Propriedades dos limites infinitos

Dados conclusdo
LLrQ f(X) = +oo IanQ g(X) =+ IXLT (F+9)(X) =+
lim () = =0 lim g( = - lim (F+g)() ==
LLrQ f(X) = 400 IXLT g(X) =+ IXLT (f.9)(X) =+
lim 169 =~ lim g() = — lim (F.6)() = +o0
lim () = +20 lim g( =~ lim (F.9)() =~
lim f(x) =~ lim g0 = +o lim (F.9)() =~

IXLT (f.g)(X)=+w se b>0

lim f(x) =+ limg(x)=b=0
X—a ( ) * x—>a g( ) IXI_)T (fg)(X):_oo se b<0
lim (f.g)(X) =+ se b<0
lim f(x) = —o0 limg(x)=b=0 e
X2 x-a lim (f.g)(x) = —0 se b>0
im 09 = += N
. 1
lim £(x) = o0 M o =0
lim f(x)=0 lim |—| =+
X—a X—>a f(X)

Fonte: Elaborado pelo autor com base em lezzi(1994, p. 69)

As propriedades ndo sdo validas para os casos da tabela a seguir:
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Tabela 10 — Propriedades ndo validas para limites infinitos

Dados concluséo
LLrQ f(X) = +oo IXLT g(x) =+ Ix'l? Ff-9)x)=?
lim f(x) =~ lim g() == lim (F-g)() =
LLrQ f(x) = —o0 IXLT g(x) =+ Ix'l? F+9)x)=?
lim () =+ (ou-=0) lim g(x)=0 lim (f.g)0) ="
iy 109+ i 6=~ im o=
i : [ f
i 00— ECES im o=

Fonte: Elaborado pelo autor com base em lezzi(1994, p. 70)

5.6.1 Assintota vertical

Assintota de um gréafico de uma funcdo é uma reta que a medida que um ponto desse
grafico se move ao longo da curva(gréfico), a distancia desse ponto a reta se aproxima cada
vez mais de zero.

A assintota € denominada vertical quando a reta é expressa pela equacdo x = k, com

k € IR, se a0 menos um dos limites a seguir acontece:

lim ) =00 ou lim f(x) = o0

x—k*

Como exemplo, podemos observar o grafico 38 o qual mostra que quando x — 0"

temos f(X) — +o0, assim como quando x — 0~ temos f(x) — —o.
5.7 Limites no infinito

Dizer que a funcdo f(x) tem limite no infinito € equivalente a falar que o limite de f(x)
quando x vai para o infinito vai para um nimero ou para o infinito. Representamos conforme
tabela a seguir.

Tabela 11 — Limites no infinito

Xlir+n f(x)=L XILT f(X) =400 XILr+n f(X)=—o
Xll[nf(x)zL Xﬂxrp f(X)=— Xﬂxrp f(X) =40

Fonte: Autor, 2017
Segue abaixo uma tabela resumida com as propriedades dos limites no infinito:
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Tabela 12 — Propriedades dos limites no infinito

Dados conclusdo
XILTO f(X) = +o0 XILTO g(X) = +o0 XILTO (fF+g)(X) =+
lim £ == lim g(x)=—oc lim (f +g)(x) =0
lim () = +0 1im g = +o0 lim (F.9)() =+
lim () = +o0 lim gx) = lim (F.9()=—
lim ()=~ lim g( = lim (F.9)00 =+
XILTO f(X) = +o0 XILTO gx)=b=0 X'L’;‘l (f.g9)(xX)=+x se b>0
XILTO (F.g)(X)=—-o0 se b<0
XILTO f(x) = —0 XILTO gx)=b=0 X'LDl (F.g)(X)=+00 se b<0
X'LEQ (f.9)(x)=—c0se b>0

i — lim —=0
X'LTO f(X) = +o0 x>+ f(x)
i =_ lim —=0
Jim f(x) = —oo v fi(x)
) ) 1
lim f(x)=0 lim |——| = +o
X—>+00 X—>+00 f(X)

Fonte: Elaborado pelo autor com base em lezzi(1994, p. 85)

As propriedades ndo s&o validas para os casos da tabela abaixo:

Tabela 13 — Propriedades ndo validas para limites no infinito

Dados concluséo
X'LQE‘O f(X) = +o0 XILTO g(X) = +oo XILTO f-9)x)="?
lim f(x) =~ lim g(9 == lim (F-9)(0 ="
Xllm f(X) = +o0 XILTO g(X) = —0 XI_|)rin F+g)(x)="?
1im () =+ (ou-ox) lim g =0 lim (f.9)(x)="
lim f(x) = +oo (ou -o0) lim g(x) =+o0 (OU - ) _ f
X0 X0 lim | —(x)="?
X—>+00 g

Fonte: Elaborado pelo autor com base em lezzi(1994, p. 85)
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5.7.1 Assintota horizontal

A assintota é denominada horizontal quando a reta € expressa pela equacdo y = K,

com k € IR, e se a0 menos um dos limites a seguir acontece:

lim f(x)=k ou lim f(x)=k

X—>+00

Como exemplo podemos observar o grafico 38 o qual mostra que quando x — +o

temos f(x) — 0, assim como quando X — —oo temos f(x) — 0.
5.8 Limites Fundamentais

Alguns tipos de limites podem ser usados para resolver outros limites, e assim sdo

chamados de limites fundamentais. Veja na tabela a seguir:

Tabela 14 — Limites fundamentais

senx

Limite fundamental trigonométrico lim ——=1
X

lim 1+1j e

X—>Fo0 X

1 x+k
lim 1+—j =e (ke2
X

X—>+0

: 1Y
Limite fundamental do nimero irracional e iim 1+mj =e (ke2

lim (1+x)§ —e

X—0

X=X X=X

f(x)
lim 1+i =e selim f(x) =+
f(x)

X—>too

(x)
lim [1+— =e se lim f(x) =+
X—>Fo0 f(X)

X

=Ilna

Limite fundamental do logaritmo natural Ix'_[E] <

Fonte: Autor, 2017

No ensino médio ndo ha demonstracbes ou justificativas mais formais para tais
propriedades citadas. Alguns autores usam argumentos geometricos para calcular, por
senx

exemplo, lim ——.
x—0 X
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5.9 Assintota obliqua

Uma assintota obliqua é uma reta cuja equacdo € dada pory =ax + b coma =0 e que
o gréafico de uma funcao f(x) se aproxima dela.

o [f() -ax-Db
Para que y = ax + b seja uma assintota obliqua, devemos ter: lim g =0.
> J1+al

Como o denominador ¢ constante os limites serdo nulos se: lim [f(x) -ax -b]=0.
X—>*oo

Assim, vamos encontrar os valores de “a” e “b” da equacdo y = ax + b.

» Achando o a
Note que Lim [(f(x)- (ax+b)] =0 € assim Lim f(x)- Lim (ax+b)=0.

Segue que Lim f(x)= Lim ax+ Lim b (dividindo ambos os membros por X)

Obtemos que Lim mz Lim &4+ Lim b e Lim UG
X

—~= Lim a+0.
X—+too X X—>+oo X X—>+oo X—>+o X X—>+too
. f(x . . f(x . f(x
Logo a= Lim Q,ou seja, a= Lim fx) oua= Lim fx)
X—>+o0 X X—>+00 X X—>—00 X

. f(x
Portanto a = Ilmﬁ.

X—>Fo0 X

» Achandoob
Note que Lim [(f(x)- (ax+b)]=0€ Lim f(x)- Lim (ax+b)=0.

Segue que Lim f6)= Lim ax+ Lim beé Lim f(x)=

X—>* X—* >I<_~I>rp ax+ b
Logo b= Lim 09~ Lim ax— Lim [f(-ax]
Portanto b = Lim [f(x)-ax].
: ] x 1
Exemplo: Analise as assintotas da fungdo f(x) =X+—
X
1 x*+1
Note que f(X) =x+—= .
X X
X +1 . x*+1 . . .
Como lim =+ e lim = —oo entdo x = 0 é assintota vertical.
x—0" X x—0" X

. X%+ X% +1
Como lim =-we lim

X—>—0 oy

= +o00 entdo ndo ha assintota horizontal.

X—>+00 X
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2 2
Como a= Ixim m= IXim X +1:1 e b= Lim X +1

—>to0 X —>to0 X2 X—>+oo X

-x=0 entdo y = x é

assintota obliqua.

. 1

Grafico 39 — funcdo f(x)=x+—
X

Y/

Fonte: Autor, 2017
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6 O ASSUNTO LIMITE NAS PROVAS DE MATEMATICA DA EFOMM

Atualmente a prova de matematica da EFOMM possui 20 questdes de maltipla escolha
com 5 alternativas e apresenta uma boa abrangéncia do programa solicitado pela banca
examinadora, pois aborda quase todos os contetdos do programa, buscando sempre questdes
que exigem um bom preparo dos candidatos.

6.1 Limite na prova da EFOMM

O assunto limite aparece em todos os concursos de selecdo da EFOMM, a partir de
2000, com excec¢do o ano de 2008, como mostra a tabela abaixo que relaciona o biénio que
aconteceram 0s concursos com as respectivas quantidades de questdes sobre limites presentes
nas provas.

Vale lembrar que o primeiro ano do biénio se refere ao ano que foi realizada a prova

teorica e as demais etapas do concurso e o segundo ano se refere ao ingresso na EFOMM.

Tabela 15 — Quantidade de questdes de limite nas provas da EFOMM de 2000 a 2017

ANO QUANTIDADE DE QUESTOES
2000-2001
2001-2002
2002-2003
2003-2004
2004-2005
2005-2006
2006-2007
2007-2008
2008-2009
2009-2010
2010-2011
2011-2012
2012-2013
2013-2014
2014-2015
2015-2016
2016-2017
2017-2018

RN RRRRr R R RrRr N Wk R R

Fonte: Autor, 2017

Assim, podemos observar que, limite € um assunto muito abordado nesse concurso,
atingindo a marca de aproximadamente 6,67% das questdes propostas no periodo citado na

tabela acima.
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6.2 Resolugdes das questdes sobre limite nas provas da EFOMM de 2000 a 2017.
Seguem as resolugbes comentadas das questdes de limite presentes nas provas da

EFOMM de 2000 a 2017 e as respostas encontradas estdo de acordo com os gabaritos oficiais.

1) Prova EFOMM 2000-2001

Das afirmativas abaixo:

l.Se lim f(x)=+c € lim g(x)= oo, €ntdo lim (f.g)(x) =+

X—>-+00 X—>+00

Il Se lim f(x)=+c € lim g(x)=—o0,entdo lim (f.g)(x) =+

X—>-+00 X—>+00

HI.Se [im f(x)=—c € lim g(x)=—co,entdo lim (f.g)(x) =+

X—>-+00 X—>+00

IV.Se lim f(x)= -+ entdo lim i=+oo

X—>+00 X—>+00 f(X)

S4o incorretas:
(A) llelV
(B) le IV
C)lllelVv
(D) apenas a 1l
(E) Il elll
Resolucgéo:
A propriedade do produto de fungGes abaixo ajuda a resolver os itens I, 11 e 111.
Se lim f(x)=L e lim g(x)=M entdo
lim [f09g0)1= lim (f.9)0) = lim f(x). lim g(x)=LM
Observacédo: As propriedades de limites sdo validas quando substituirmos x—a por X—+oo
OU pPOr X—»—oo
As solugdes corretas sao:

) Se dim f(x)=+c € lim f(x)=+00, lim (f.g)(x)=LM = (+0).(+) = +0

X—>+00 X—>+00

(verdadeira)

1) Se lim f(x)=+wc € lim f(x)=—-o, lim (f.g)(X)=LM = (+c0).(-0) = —o (falsa)

X—>+00

) Se lim f(x)=— €  lim f(x)=—o, lim (f.g)(x) = LM = (=o0).(=o0) = +o0

X—>-+00 X—>+00

(verdadeira)

i lim 1 1 0
IV)Se lim f(x)= entdo lim =X = =0 (falsa
) Se lim, ()= e S lim () +oo (falsa)

Resposta: Letra A



2) Prova EFOMM 2000-2001

O valor de l_lm (1+§] é:
(Aye”

(B)e*

Ce

(D) €

(E) e’

Resolucéo:

X—>+00

: 3Y . 3
Para calcular Lim (l+— faremos uma mudanca de varidvel, ou seja, —
X

X

x = 3y. Observe que quando X —+oo temos que y —+oo.

Segue que,

Lim (1+§j = Lim (1+l
X—>+0 X y—>+o© y

Resposta: Letra E

3) Prova EFOMM 2000-2001

O valor de Lim X—_Zé:

=2 3/3x -5 -1
(A1
(B) 2
(C)3
(D)4
(BE)5

Resolucéo:

Vamos calcular Lim

X—2
2 3f3x 51

Sabemos que: (a — b)(a® + ab + b%) = a® — b®.
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1 .
=— € assim
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Fazendo a=3/3x—5 e b=1, podemos racionalizar o denominador do limite multiplicando

por (3 3x—5)2 +33x -5 +1.

x-2  (/3x=5[ +33x-5+1_ (X‘Z)[(i/3x—5)2 +3/3x~5 +1}

Assim, : =
Y3x-5-1 (i/sx—5)2+%/3x—5 +1 3x-5-1
(x - 2)[(3{/3x — 5)2 +3/3x -5+ 1}
- 3(x-2) -
_("{/3x—5)2+§/3x—5+1
3 .
x-2 [/ =B) +¥Bx—5+1_1+1+1
Segue que LiMm ————= Lim = =1.
g e N a5 1 o 3 3

Resposta: Letra A

4) Prova EFOMM 2000-2001

3_ 2_
O valor de Lim 3x 34X 2X+2 é:
x>l 2x® —3x°+1

2
A) 35

®) 2

(©)

Njlw galw w

(D

(E) 2

Resolugéo:

33 —4x? —x+2
2x% —3x%+1

Vamos calcular Lim
X—1

3 _ 2
Note que em Lim AT —x+2

e > , fazendo x = 1 e usando as propriedades de limite de
x> 2% —-3x° +1

uma funcdo encontraremos que o limite € uma indeterminacgéo 0/0.
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Observe que x = 1 & raiz do polinbmio do numerador e também € raiz do polindmio do
denominador. Assim estes polindmios sdo divisiveis por (X — 1) e podemos fatora-los da
seguinte forma:
) 3x3—4x> —x+2 = (x - 1)(3x* - x - 2)
1) 2x° —3x% +1= (x — 1)(2x* —x — 1)

3x3—4x2—x+2_Lim (x—l)(3x2—x—2)_ (3x2—x—2)

: . 0
Assim Lim = — Lim —2
SUa3 -3+l o1 (x-1)f2x—x-1) 1 (2x*-x-1) 0

Assim numerador e denominador sdo divisiveis novamente por (x — 1) e podemos fatora-los
da seguinte forma:
) 3x* -x-2 =(x - 1)(3x + 2)
1) 2x° —x-1= (x — 1)(2x + 1)
3 —4x*-x+2 _ . (3x2-x-2) L (x-1)3x+2)

- L' frd - Y N
A e a1 Y (o x—1) T (x—D2xeD)

: (3x+2) _31+2 _5

1 (2x+1)  21+1 3

Resposta: Letra B

5) Prova EFOMM 2001-2002

5Xx

-1.,.
e:
X

Calcule XLl%n €
(A) e®

(B)O

Ce

(D)1

(E)5

Resolugéo:

e -1

Vamos calcular Lim
x—0 X

5x X

] . . a
Para calcular Lim vamos usar o limite fundamental Lim

X—0 X Xx—0

=Ina, paratodoa>0

ea=l.
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Para isso, faremos uma mudanca de variavel, ou seja, 5x =y e assim x =% Observe que

quando x —0 temos que y —+0.

Segue que,

e’ -1
y

5X y y _
Lim & 1= Lim © 1=Lm1{e 1J=LM15LW[

x—0 X y—0 y y—0 y—0 y—0

J:S.Ine:5.1:5

Resposta: Letra E

6) Prova EFOMM 2002-2003

ﬂ+m—ﬂ—mé_

Calcule Lim
x—0 X

(A) —oo
(B)0
€1
(D) 2
(E) +o0

Resolucéo:

V142X —+/1-2x
. )

Vamos calcular Lim
x—0

Vamos multiplicar o numerador e denominador por ~1+2x ++/1—2x..

V142X —v1-2x V1+2x +41-2x . . 142X 142X
) =Lim =
X V142X +41-2x %0 x(\/1+2x +J1—2x)

Assim, Lim
x—0

= Lim ax =

=0 x(V1+2x ++1-2x)

=Lim 4 =
x50 14 2% +4/1-2x

4
2

Resposta: Letra D



81

7) Prova EFOMM 2003-2004

Calcule  Lim [log(x +1) - log x]:

(A) +o
(B) 0
©1
(D) -1
(E) oo

Resolucéo:

Vamos calcular Lim [log(x +1) - log x]-

Note que log(x +1)-log x = Iogx—+1.
X

x 1
Assim Lim [log(x +1)-log x]= Lim IogX—+1:Iog Lim x_+1:|0g Lim XX =
X—>+00 X—>+00 X

X—>+00 X X—>+00

) 1
=log Lim X —lo —log1=0
g 1 g 1 g

X—>+0

Resposta: Letra B

8) Prova EFOMM 2004-2005

3 Ey?
O valor de Lim 3x 35X ng+1 é:
x>l 2x® —3x° +1

(A1

(B)

C)e
3

(D) 2

g 4
® 3
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Resolucéo:

33 —Bx% +x+1
Vamos calcular Lim 5 5
x>l 2x° —3x° +1

3 Ey2
Note que Lim e 35X tx+1=9. Assim numerador e denominador sdo divisiveis por
> 2x° —=3x° +1 0

(x — 1) e podemos fatoré-los da seguinte forma:
) 3x® —5x2 +x +1 = (x — 1)(3x* — 2x — 1)
1) 2x° —3x% +1= (x — 1)(2x* —x — 1)

s e R B
Assim numerador e denominador sdo divisiveis novamente por (x — 1) e podemos fatora-los
da seguinte forma:
) 3x* —2x-1 =(x—1)(3x + 1)
) 2x* —x-1= (x —1)(2x + 1)

3 —5x? +x+1 L (Bx2-2x-1) . (x-1)3x+1)

Assim LM = 2 1 Sl (o x—1) o (k-1 ox+1)

. (3x+1) 31+1 4
= LIm = =—
LU (2x+1) 2.1+1 3

Resposta: Letra E

9) Prova EFOMM 2004-2005

. . ¥Y2x+6-2
Determine Llrln —1.
X—. X i

(A)
(B)

(©)

(D) 1
(E)e

NP WIFr ok
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Resolucgéo:

3 —
Vamos calcular Lim —2X+612
X—>. X —

Sabemos que: (a— b)(a® + ab + b%) =a® — b®.

Fazendo a =3/2x+6 e b=2, podemos racionalizar o denominador do limite multiplicando

por (3\/2x + 6)2 +23/2x +6 +4.

A, Y2x+6-2 {2x+6) +24/axr6+4 2x+6-8 )
x-1 (?{/2X+6)2+23</2x+6 +4  (x-1) (3\/2x+6)2+23«/2x+6+4}
_ 2(x-1) _
(x—1)| ({/2x+6) +23/2x+6 +4}
) 2
(/2x+6) +232x+6+4
2%+ 6 -2 2 2 2 1

= Lim — =

X=1 2 (/2x+6) +8/2x+6+4 4+4+4 12 6

Segue que Ix_irln

Resposta: Letra A

10) Prova EFOMM 2004-2005

Calcule l;"ll (%}M :
(A) —©

(B) +

(C) /3

(D)0

J3
B =



Resolucgéo:
2x5-3
. 1 )x3+2x
Vamos calcular Lim (—j .
X—>+00 \/§
2x5-3 i 2x8-3
. 1 \xP+2x 1 ) xove x342x
Note que Lim (—J =(—j :
o /3 3
2x® 3
. 2x° -3 w3 y8 .
Segue que Lim = = Lim X —* = Lim
a4 +2X X—>+00 X 2X X—>+00
x* X

2x%-3 - 2x5-3

ASS|m le (i]m _(ij xalrpw x3+2x _(ij+w
X—>+90 \/§ \/é \/g '

1 ) 1 +00 .
Como 0<—=<1, entdo | — | Vvali para zero.
2x%-3
. 1 )xP+2x
Portanto Lim (—] =0
X—>+00 \/5

Resposta: Letra D

11) Prova EFOMM 2005-2006

(5)-()

O valor do limite Lim S
X—2

X°—4
w-Y%

(B) - ¥

(C) 0

D) ¥,
EFA

84



Resolucgéo:

Vamos calcular Lim w

X—>2 X2 _4

2—-X
Note que Lim M Clim Xy =2 L =
o2 x4 o7 (x=2)(X+2) 22X (X=2)(Xx+2)
-1 -1 1

= Lim = ==
o2 ox(x+2) 22(2+2) 16

Resposta: Letra B

12) Prova EFOMM 2005-2006

O valor do limite Lim {& _11} é:
X—1 X —

w-Y
® -%

(C) 0

©®) ¥,
€ Y

Resolucéo:
Vamos calcular Lim {& _l}.
X—1 X—l
Note que Lim x-1 = Lim Vx-1 Jx+1 Clim— Xt 1
O x—1 [ 0T x—1 x4l O (x—DWx+1) <t Jx+1 2

Resposta: Letra E



13) Prova EFOMM 2006-2007

sen°2x .
é:

O valor do limite Lim
Xx—0 4X

(A1
(B)3
(C) 4
(D) 6
(E)8

Resolucgéo:

sen°2x ..
—c
4x

O valor do limite Lign

5

Note que )I;lgn

Usando o limite trigonométrico fundamental Lim

X—0

sen 2X .
=Lim
2X y—0 y

temos Lim
x—0

. > 1 .
Assim Lim Sen 52X ==.2° Lim
Xx—0 4X 4 Xx—0

Resposta: Letra E

14) Prova EFOMM 2007-2008

Analise as afirmativas abaixo

l. Lim (‘/5_1] _1

a—l a -1 2

2
1. Lim[x k+X]:ek

x—0 k_X

sen” 2x 1
= Lim =,
4x° =0 4

seny

T:

~2°1=8

séen
X

=1 emLim
Xx—0

Sén

im(Z.
0

2X

2X

;

86

, fazendo 2x =,
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. Lim | 812X [ _q
x>Z T
2 | X——
2

Assinale a alternativa correta:

(A) apenas a afirmativa Il € falsa

(B) apenas a afirmativa Il é verdadeira
(C) as afirmativas | e 11l sdo verdadeiras
(D) as afirmativas Il e 111 séo falsas

(E) as afirmativas | e Il s&o falsas

Resolucéo:
I) Verdadeira.

Vamos calcular Lim (\/5 _11J
a—) a P

Note que Lim

a—l

N -

= Lim
a-1

Ja-1)_ . Va-1ia+1_ . a-l 1
_aal a-1 \/_+1 a—l (a 1)(\/54_1) a—l a+1_

I1) Verdadeira.

Vamos calcular Ix_irg] (x t X j .

1 1

) /k+x (KX \x . 2X  \x

Not Lim| x =Lim| ——| =Lim|1+—— | .
Oeque Xx—0 [ k_XJ x—0 (k_xj Xx—0 ( k_Xj

1
Usaremos a propriedade fundamental Iy_iron (1+ y)§ =

. 2X
Para calcular Lim [1+
X—0

x ., . 2X .
. j faremos uma mudanca de variavel, ou seja, % =y eassim
—X —X

X = 2ky Observe que quando x — 0 temos que y —0.
+y

1 2+y

JX = Lim (1+ y)2k+yy = Lim [(1+ y)i} -

y—0

Il
@D
=N

Segue que Lim [1+ 2x
x—0 k —X
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1) Falsa.
Vamos calcular Lim tan 2x .

o7 | x= T

2
2sen 2X

) 2 . (2tan2 ) . (2sen?2 1
Note que Lim [ 82X | _ |y [ 218N 2X )y [ €OS X | _ |y [ 25EN2X =

ws® T U 2X—1 wE |l 2X—7 T U 2X—m CO0S 2X

X_E 2 2 2

) (Zsen ZXJ ) ( 1 j
= Lim .Lim
Hg 2X—T Hg C0s 2X

: - : . 1 1
Assim calculando os limites acima separados temos que Lim =—=-1.
cos2x,) -1

T
X—=
2

Para calcular Lim

U1
X—>—
2

[ZSen 2X

> j vamos fazer a substituicdo 2x — © =t observando que quando
X—T

x—>g entdot — 0.

Sequeque  Lim [Zsen ZXJ _Lim (Mj _Lim (2(sen t.COS 7t +Sen 7. cos t)j _

2X —T t—0 t t—0 t

T
X
2

_Lim 2.sent.(-1) _ o Lim sent _
t—0 t t—0 t

-2

=Lim

X—>

Logo Lirp

X—>=

tan 2x .R(ZSenZXJLim( 1 ):(_2),(—1)=2.

2X — T 'Hg COS 2X

X ——
2

Resposta: Letra A

15) Prova EFOMM 2009-2010

Seja f uma funcao de dominio D(f) = R — {a}. Sabe-se que o limite de f(x), quando x tende a
a, é L e escreve-se lim,_,, f(x) = L, se para todo ¢ > 0, existir 6 > 0, tal que se 0 < |x —al<§
entdo |f(x) - L|<e.
Nessas condicOes, analise as afirmativas abaixo:
x* -3x+2
: ——se x=#1
l. Seja f(x) = X—1 ’Iogo Limf(x) =0.
3 se x=1



x*-4se x<1
. Na fungéo f(x)=< 1 se x=1,tem-se Lim f(x) =-3.
3-x se x>1

89

M. Sejam f e g fungdes quaisquer, pode-se afirmar que xLi[,n (f.g)" (x) = (LM)",

nelN se Limf(x)=L € Limg(x)=M.

Assinale a opgdo correta:

(A) apenas a afirmativa | é verdadeira

(B) apenas as afirmativas Il e 111 sdo verdadeiras
(C) apenas as afirmativas | e 11 sdo verdadeiras
(D) apenas a afirmativa Il é verdadeira

(E) as afirmativas I, Il e 111 sdo verdadeiras

Resolucéo:
1) Falsa.
2
Note que Lim X o2 Lim x=Dx-2) Lim (x-2) =-1.
Xx—1 X — 1 Xx—1 X — 1 Xx—1
I1) Falsa.

Note que LIm3-x=2 e Lim x?-4=-3.

x—1" x—1"

Assim Lim 3—x =2 Lim x? —4 =-3 e portanto n&o existe Lim f(x).

x—1" x—1"

I11) Verdadeira

X—a

Note que Lim (f.g)" (x)={ lim (f.g)(x)} =| limf(x) img(x) | =(LM)

Resposta: Letra D
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16) Prova EFOMM 2010-2011
Analise a fungdo a sequir.
—_4 , X =2
2
-9, X=2

X2
f(X)= X —
3p

Para que a funcdo acima seja continua no ponto x = 2, qual deve ser o valor de p?

» %

B)1
€3
(D) -1
(E) -3
Resolucéo:
2

Vamos calcular Lim 2 4

X2y — 2

2 —
Note que Limx—4: Limw: Limx +2=4.

X22 o} — 2 X—2 X — 2 X—2
x* —4
Como f é continua no ponto x = 2 entdo Lirzn 5 = f(2) =4.
X—> X —

Segue que f(2) =3p —5eassim 4 =3p — 5 e portanto p = 3.
Resposta: Letra C

17) Prova EFOMM 2011-2012

(\/x+a—\/5J 6
X

O valor do Lim
x—0

1
(A) N

(B) Va
1

2\a
(D) 2Va
(E) 0

(©)



Resolucgéo:
Vamos calcular Lim (—Mj.
X—> X

(Jx+a-+a _ (Jx+a-+a Jx+a++a
Note que Lim| ——— [=Lim .

x—0 X x—0 X \/m+\/g

Lt -1 1

>0 [x+a++a Ja+da 2Va

Resposta: Letra C

18) Prova EFOMM 2012-2013

O valor do Lim (1— 21 }é:
x—0"

X X" +X
(A)—2

(B) -1

€0

(D)1

(E) 2

Resolucéo:

] 1 1
Vamos calcular Lim | = — 5 )
x-0" X X +X

. (1 1 .
Note que LIim (—— > jz Lim (
x->0" \ X X +X x—0*

Resposta: Letra D

19) Prova EFOMM 2013-2014
A Unica alternativa INCORRETA é:

(A) Lim (3x* ~5x +2)=4

. (x?*+2x-3) 4
B) Lm| —— [=—
()Hl( 4x -3 j 7

i(;:;j =t (x(xx+ 1))

|

=Lim

x—0

X
x(\/x+a +\/5)

91
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2
(2x?—x+2
C) Lim|————=| =4
()Hl( 3X—-2 J

. [ x*-4
(D) Lum( 2—2xj_2

X—2 X

X° +2x% —3x+2 _
X° +4x+3

© |
Resolugéo:
(A) Correta
A funcéo f(x) = 3x? — 5x + 2 é polinomial do 2° grau e assim é continua em todos os reais,
entdo lim,_,, f(x) = f(2) e assim lim,_,, f(x) =lim,_,(3x? — 5x + 2) = f(2) = 3(2)% —
52+4+2=4

(B) Correta

2
Como a fungdo f(x) = xT+2x=3 ¢ continua em x = —1, entdo
4x -3
x%+2x -3 (—1)2—2.(—1)—3_4

xll‘lllfm:x‘i@l(W):f(‘l): D=3 7
(C) Incorreta

2 J—

Como a fungdo f(x) = % é continuaem x = 1, entdo
X_

_ C(2x%2—x 42 2(D)2-1+42

fim £ &) —Llifi(g,c—_z) ==y =0

(D) Correta

Note que lim,_, ("2—‘4) =lim,_, (S22 = jim,_, (£2) =22 =2

x2-2x x(x—2) 2

(E) Correta

3 2
Como a fungéo f(x) = 3\/X +22X —3X+2 ¢ continua em x = —2, entdo
X +4x+3
. .3 x4 2x? —3x+2 1 (-2)° +2(-2)* -3(-2) + 2
s’ f& oo \/ X2 +4x+3 f=2) (-2)* +4(-2)+3

Resposta: Letra C
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20) Prova EFOMM 2014-2015
. (x+1Y* . ) .

Sabendo-se que alellm [x—lj pode-se afirmar que o angulo 6, em radianos, tal que
tg 6 =Ina-1, pode ser:
A) T
(A) i
B) -
(B) 42

3n
c) 2
©) 1

®) 5

7T
(E) 5

Resolucgéo:

X
) x+1

Vamos calcular Lim (—J )
X—>+00 X _l

. . 1Y
Nesse caso devemos usar o limite fundamental: Lim (1+—j =e.

X—>+00 X

Note que X—+i 1+,

Assim Lim [XF2] = Lim [14—2 ]
X—>+00 X _1 X—>+00 X _1
: 2 Y g 2 1
Para calcular Lim 1+ﬁ faremos uma mudanga de variavel, ou seja, 1°v e assim
X—>+00 — X — y
X = 2y +1. Observe que quando X —+oo temos que y —>+o.

X +1)" 2\ 1)
Segue que Lim [—+j = Lim [1+—j Lim [1+=| =
X—>+00 X—l X—>+00 X—l y—>+o0 y

VT 1
= Lim (1+—J . Lim (1+—J==e2.1=e2. Entdo a = €%
Yy—>+oo y y—>+w y

Logotg6=Ina—1=Ine*-1=2—1=1. Portanto 6 = 45° = %

Resposta: Letra D



21) Prova EFOMM 2015-2016
2—+4-t &
— ¢

O valor de !_jgn
(A) 1
1
B) =
(B) 4

1
© 3

1
®) 5

(E) 2

Resolucéo:

Vamos calcular Lim 2_—t4_t

24—t
v

Note que Li
t—0

Lim . = Lim =
S0t 2+a-t) ©0 tl2+a—t)
TP S
00 2y Ja_t 2+2 4

Resposta: Letra B

22) Prova EFOMM 2016-2017
1+X

X2

Sobre a fungdo f(x) = , analise as afirmativas:

I) f(x) é continua em todo x € R
1) Jim 09 = Jim 19
1)) !(ig(]) f(X) = +o0

Ent&o pode-se dizer que:

(A) todas as afirmativas sdo verdadeiras

(B) todas as afirmativas séo falsas

(C) Somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras
(D) Somente as afirmativas | e 111 sdo verdadeiras

(E) Somente as afirmativas Il e 111 séo verdadeiras
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Resolucgéo:

1) Falsa.

Para x = 0 a funcdo f(x) ndo € continua pois f(0) ndo esta definida.

I1) Verdadeira.

Note que Lim 1+—2X = Lim [iz+£j: Lim i2+ Lim l:0+0:O
oro oo | X7 X Xk Xk

I11) Verdadeira.

Note que em Ix_ir(')n 1+—2X quando x — 0, tem-se 1 + x — 1 e x> — 0. Note ainda que x* > 0.

X
Assim quando x esta proximo de zero temos 1+2X > 0. Logo Li%n 1+—2X = o0,
X >0 X

Resposta: Letra E
23) Prova EFOMM 2016-2017

5x° —10x?

~ — X#2 . p .

Para que a funcdo f(Xx) = X—2 seja continua, para todo valor de x, qual sera

K, X=2
o valor de k?
(A) 2
(B) 10
(C) 20
(D) 40
(E) 50
Resolucgéo:
Para que f seja continua devemos ter Lim f(x) =f(2) =k.

3 2 20y
Assim Lim £ = Lim 2% 0% _ i SXXX=2) _ i sy2 200

X—2 X—2 X — 2 X—>2 X — 2 X—2

Como f(2) = Lim f(x) =20 € f(2) = Lim f(x) =k, entdo k = 20.

Resposta: Letra C
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24) Prova EFOMM 2017-2018
Os valores de A, sabendo-se que a funcdo abaixo é continua para todos os valores de x, sera
A’X—A, x>
F() = Xl
4, x<3

(A) 1 ou -%

(B) 1 ou—2
(C)2o0u4

3
D)2ou =
(D) 4

4
E)—1ou —
(E) 3

Resolucéo:

Note que o Unico ponto de descontinuidade da funcdo é x = 3, assim é necessario e suficiente
que: £(3) = lim_ 3+ f (x) = limyz- £(x) = limys f(X) = 4.
Segue que, A3 - A =4 < 3A%?— A—4 =0, resolvendo a equagdo do 2° grau obtemos:

A=-1 ou A=i
3

Resposta: E
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7 O ASSUNTO LIMITE NAS PROVAS DE MATEMATICA DA ESCOLA NAVAL

Atualmente a prova de matematica da Escola Naval possui 20 questdes de multipla
escolha com 5 alternativas e costuma abordar todos os assuntos do programa. Trata de varios
assuntos que se relacionam numa mesma questéo e apresenta um grau de dificuldade superior
as da EFOMM.

7.1 Limite na prova da Escola Naval

O assunto limite foi explorado em todas as provas de matematica dos concursos de
selecdo da Escola Naval no periodo de 2000 a 2017, seja abordando somente limite ou em
conjuntos com outros assuntos.

A tabela abaixo relaciona o biénio que aconteceram 0S concursos com as respectivas
quantidades de questdes sobre limites presentes nas provas.

Vale lembrar que o primeiro ano do biénio se refere ao ano que foi realizada a prova

tedrica e as demais etapas do concurso e o segundo ano se refere ao ingresso na Escola Naval.

Tabela 16 — Quantidade de questdes de limite nas provas da Escola Naval de 2000 a 2017

ANO QUANTIDADE DE QUESTOES
2000-2001
*2001-2002
*2002-2003
*2003-2004
2004-2005
*2005-2006
2006-2007
*2007-2008
*2008-2009
*2009-2010
**2010-2011
2011-2012
2012-2013
2013-2014
**2014-2015
2015-2016
*2016-2017
*2017-2018

WWNIANRIRIN R R R R R RN N -

Fonte: Autor, 2017

* EXiste uma questdo que envolve derivada e/ou integral e ndo sera resolvida

** Existem duas questdes que envolvem derivada e/ou integral e ndo serdo resolvidas
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Assim, podemos observar que limite é um assunto muito cobrado, atingindo a marca

de aproximadamente 8,6% das questdes propostas no periodo citado na tabela acima.

7.2 Resoluces das questdes sobre limite nas provas da Escola Naval de 2000 a 2017.
Seguem as resolugdes das questdes de limite presentes nas provas da Escola Naval de
2000 a 2017. As respostas encontradas nas resolucfes estdo de acordo com o0s gabaritos
oficiais.
N&o aparecem nas resolucdes abaixo as questdes que envolvem limite com o
conhecimento de derivada e/ou integral, ou seja, ndo foram resolvidas as questdes assinaladas

na tabela da pagina anterior com as marcacoes (*) e (**).

1) Prova Escola Naval 2000-2001
Seja y = f(x) uma funcdo real cujo gréfico esta representado abaixo. Nas proposicdes abaixo,

coloque C na coluna a direita quando a proposicao for certa e E quando for errada:
A

4 F------- -

v

)] f(x) é positiva e continua ¥V x € [4, 5] ( )
) f0)=f(-4)=0ef(2)=2 ()
") f@)>0ef(x)=3 Vxel3,5] ()
IV)  f(x) é crescente V X € ]—o0, =3[ U ]0, 2[ U ]5, oo ( )
V) IXILn3 fx) =3 e IXiLn2 fx) =2 ()

Lendo a coluna da direita de cima para baixo encontramos:
A) EEECC
B) ECECE
C) EEECE
D) CCEEE
E) CCCCE



Resolucgéo:

Vamos analisar cada afirmativa:

I) Errada. Para x = —4 a funcao ¢ nula.

I1) Errada. f(2) = 4.

I11) Errada. f'(4) ndo esté definida, pois hd uma descontinuidade na funcdo neste ponto.
IV) Correta. Uma funcéo é crescente se, e somente se, temos que X1 > X< f(X1) > f(Xy).
V) Correta. Basta aplicar a definigéo de limite.

Resposta: Letra A

2) Prova Escola Naval 2001-2002

1
Qual o valor do lim (cotg x) '"x?
x—0"

A)e
1
B) —
e
C)0
D) -1

Resolucgéo:
1 1

Seja Ixig(‘) (cotg X)"* =y . Atribuindo In nos dois membros obtemos IXiLn0 In (cotgX) "* =Iny.

1

Assim Iny = lim In (cotg x) ""* = lim Ii In (cotg ) = lim In(cotgx) _
X—> x>0 |n X X—>

In x 0

Usando a regra de L"Hbpital obtemos:

(- cossec? x)

. In(cotg X . cotg X .
Iny = lim In(cotg) _ i £O19 =lim .x.(— cossec’ x):
x—0 |n X x—0 x—0 COtg X
X
. 2 senx 1 . X 1
=lim .x.(— COS Sec x): —lim x ———=-lim . =
x>0 cotg X x>0 COS X Ssen-Xx x>0 cos X sen X
. X . 1 . g
=—lim lim =-1.Dai Iny=1lee’=vy.

x>0 sen X -0 Cos X

1
Portanto Iing (cotgx)nx =y = l.
X—> e

Resposta: Letra B



3) Prova Escola Naval 2002-2003

1
Se !(ILTA (cotgx)"* =p, entdo:

1
A)0<p<=
(A)0<p 3

1 1
B = <p<—
()3 P<3

1
C) =<p<l1
()2 P
(D)1<p<?2

(E)2<p<3

Resolucéo:

1

Seja !(ILT(]) (cotgX) "* = p . Atribuindo In nos dois membros obtemos !(ILT(]) In (cotg X) " * = Inp.

1
. . 1 .
Assim Inp = lim In (cotg X) "* = lim ——In (cotg X) = lim
x—0 x—0 In X

Usando a regra de L"Hopital obtemos:

(~cossec? x)

. In(cotgx) . cotgx .
Inpzllm&:hm g = lim
x—0 In x x—0 1 x—0 Cotg X
X
. 2 . senx 1 . X
=lim .x.(— cossec x): —lim x ———=—lim : =
x>0 cotg X x>0 oS X sen‘Xx x>0 cos X sen X
. X . 1 . ;
=—lim im =—1.Dai Inp=1lee’=p.

x-0 sen x *~0cos X

1

= 1
Logo Iirr(l) (cotgx)"x =p = 1. Mas como e = 2,7 entéo% <p <§'
X—> e

Resposta: Letra B

4) Prova Escola Naval 2003-2004

Olim( t 1 Jéiguala:
oL 2-Vx ) 3-3x)

In(cotgx)
X—0 |n X )

x(-cossec? x)=

1
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(A)O
B L
()16

1
C) —
()12

1
(D) 5

(E) 1

Resolucéo:

Vamos calcular o lim 1 - 1
Sl 2-+5) 3-¥Yx))
Seja §/x =y.Assim /x =y? e J/x = y°.

Seguequelim[ ! 1 j.=|im{ t 1 ]:
oL 2-Vx) 3L-¥x)) =il20-y?) sf-y?)

i 1 1 i 30 y) =2 y+y?)
o 20—y +y+y?) 3R-yNi+y)) orel-y)i+yNi+y+y?)
i 3+3y-2-2y-2y° i 1+y-2y? B
o1 G(1-y)1+ y)(1+y+y2) o1 61—y )1+ y)(1+y+y2)
(1-y)(1+2y) i (1+2y?) 142 1

=i _ _ -t
lel6(1—y)(1+y)(1+y+y2) XILnl6(1+y)(l+y+y2) 6.23 12

Resposta: Letra C

5) Prova Escola Naval 2004-2005

n-1
O valordo lim 1—1+1—i+...+(_1)1 é igual a:
w379 27 3"

3
A) 2

3
®) 2

1
©-3
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3
®) -5

4
(B) 3

Resolucéo:

n-1
Vamos calcular o lim [1—£+1—i+...+(_1) J

n—+o0 3 9 27 3n—1
n-1
SejaS:1—£+l—i+...+(_12l (D
3 9 27 3"
Multiplicando ambos os membros por 3 obtemos 3S = 3—1+%—%+
_1)n—1 ) 3 1 (_1)n—1
Segue que (I)+ (I =4S=3+( .Dai, S=—+=. .
g q () ( ) 3n7]_ 4 4 3!’171
n-1 n-1
Logo lim 1_1+1_i+._.+(_121 = lim §+1-(_1)71 =
N>+ 3 9 27 3" ool 440 3"
n-1
— lim S+ lim L. lim )

n—+ 4 N4 4 No+w 3”*1

n-1
Note que lim 1 =0.

N—>+% 3“‘1

n-1
Entio lim (1—%+1—i+...+(_1)_ ]: lim S fim <. lim

n—-+o0 n—-+oo 4 n—+oo 4 n—+o0

Resposta: Letra B

6) Prova Escola Naval 2006-2007
O valor do lim [(Inx).In(x -1)] &:

(A) +o0
(B) €
(O)n
(D) 0
(E) -1

(_22_1 ()

3
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Resolucgéo:

vamos calcular lim [(In x).In(x -1)].

x—1*

Note que lim [(In x).In(x-1)]= lim In(xl-l)'
x—1* x—1*
Inx
Usando a Regra de L'Hopital em lim M obtemos:
x—1*
Inx
1
E—— 2
fim D o x=1 e X(nx)
x—1* L x—1* 1 1 -1 1—X
In x (In x)2 X
2
Usando a Regra de L"Hopital em lim x(lln—x) obtemos:
x—1" —X
% (In X 1.(In x)* + x.2.In xt
lim XY _ i X — lim [ (Inx)? ~2In x|=0
x-1" 1—X x—1* -1 x-1*

Resposta: Letra D

7) Prova Escola Naval 2011-2012

Calculando-se lim (cotg x)*" obtém-se:
x—>0"

(A) oo
(B) 0
(C)e
(D) -1
(B) 1

Resolucéo:

Vamos calcular lim (cotgx)*™.

x—0"

Seja lim (cotg X)**"* =y . Atribuindo In nos dois membros obtemos lim In (cotg X)*"* = InYy.
x—0" x—0"

sen x

. . In X
= lim sen x.In (cotgx) = lim In(cotgx) _
x—0"

AssimIny = lim In (cotg X) :
x—0" x—>0" COSSECX 0

Usando a regra de L"Hopital obtemos:
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In (- cossec? X)

. cotg X . . senx
Iny = lim g = lim tg®x.cossec X = lim =0

x>0° - COSSEC X . COtg X x—0" x-0° C0S°X
Dai,Iny=0ee’ =yentdoy=1.

Resposta: Letra E

8) Prova Escola Naval 2012-2013
Os numeros reais a, b, ¢, d, f, g, h constituem, nesta ordem, uma progressdo aritmética. Se

y

s 1 a a’° N
dA _ ¢ 2 , . ) &(1 .
e = |lim |1+—=| , onde A é a matriz |1 b b°|e h:Z Z , entdo o valor de
1 d d? "

(b — 29g) vale:

1
A) -3

21
®) -1

49
©-2

15
®) 6

31
B 25

Resolucéo:

y

9

1) Vamos calcular Iyim [1+Ej .
—>+0 y

: 2)° y 2 :
Para calcular Lim |1+ — | faremos uma mudanga de variavel, ou seja, —=>e assim
Yy—>+© y y

—~

y = 2t.Observe que quando y —+oo temos que t —+o.

Segue que,
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Yy <t t t |g 2

9 9 .
Lim (1+zj = Lim [1+1j9 = Lim KMEJ} :{ Lim (1+}]} =e
y—>+0 y t—+o0 t t—+0 t t—+o0 t

2) Achando det A.
A b 2 . 2 z
Temos e = lim |[1+=| e lim |1+=| =e?®
y—>+o© y Y>>+ y

2

Segue que e*™A =e%e assim det A = 2
1 a a’

3) Calculandodet A=det|1 b b?|
1 d d?

Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua transposta entdo

1 1 1
det A=detA'=det| a b d |
a? b? d?

Como A' é uma matriz de Vandermonde entio det A =det A' =(b—a)d—a)d—b).
Assim det A=(b—a)d—a)d-b)= é

4) Calculando os termos b e g da progressdo aritmética de termos a, b, ¢, d, f, g, h, nessa

ordem.

Supondo que r seja a razdo dessa progressdo aritméticaentdob=a+r,d=a+3reh=a+ 6r.

Assim (b—a)(d—a)(d—b):(a+r—a)(a+3r—a)(a+3r—a—r)=r.3r.2r=§.

2 1
Segue que 6r° ==,logo r==
gueq 9 g 3

a1 1011 ) e
Como h= Z(Zj = el +4—4 +E +... € uma soma de uma progressdo geometrica infinita de
n=3
1
razio Lentioho 2 - 64 1 4 1
4 l1-q ;1 643 48
4
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Como h ¢é o sétimo termo da progressdo aritmética (a, b, c, d, f, g, h) cuja razédo é %entéo

segue que h =a+ 6r e assim i=a+6.1.Dai,a:—§.
48 3 48
Logob:a+r:—%+1=—E eg:a+5r:—§+5.1:—E.
48 3 48 48 3 48
Portanto (b — 29) = —7—9—2 _B :—7—9+§:—4—9
48 48 48 48 48

Resposta: Letra C

9) Prova Escola Naval 2013-2014

. ... Sen2x-cos2x-1, .
O limite lim é igual a:

T COSX-Senx

(A) V2
(B) -2

V2
©~

¥
0 -2

(E) 0

Resolucgéo:

. Sen2x-cos2x -1
Vamos calcular lim .
Hg COS X -Sen X

. Sen2x-cos2x-1 .~ 2Sen X.Cos X - (Zcoszx -1)-1 . 25en X.C0S X - 2c08°X +1-1
lim = lim = lim =
x>%  COSX-senX - COs X -sen X ot COS X -sen X
. -2cos x(cos x-sen x) . n N2
= lim ( )_ lim (-2c0s x)=—2.c0s — = 2.~~~ =—/2
x>t COS X -sen X o 4 2

Resposta: Letra B
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10) Prova Escola Naval 2013-2014

1

1+ex se x<0

Sabendo que a funcgéo real f(x)= é continuaem x =0, x € R, qual o

2
X"+X-—a
——— se x>0

X+2

?

2
valor de 3, onde b = (0)
b 4

(A) 8
(B) 2
(€)1

1
©) -

(E) -8
Resolucéo:

Se a fungdo f € continua em x = 0 entdo lim f(x) =f(0), ou melhor,
lim f(x) = lim f(x) =f(0).
x—>0" x—0"

1) Vamos calcular Iirr(l)f f(x).
X

1
lim f(x) = lim (1+ eXJ,e note que quando X se aproxima de zero pela esquerda, lvai
X

x—0" x—0"
L 1
para —oo e assim e* vai para zero. Entdo lim f(x) = lim {1+ ex ] =1+0=1
X—0" x—0"

2) Vamos calcular Iirr(lr f(x).
X

0°+0-a_

2 —
lim f(x) = lim X +x-a :—E. Note que f(0) = a
x—>0" x->0" X+2 2 +2 2

Como lim (9 = lim f(x) =f(0) entéo, 1=_% ea=-2.
1?2 1
Segue que b=—=~,
gueq 4 4

Portanto 2 = _TZ - -8.

4
Resposta: Letra E



11) Prova Escola Naval 2014-2015

J1+sen x —~/1—sen x .

O valor de Lim
X—0 2X

(A) —
1
(B) >

(C)0
(D) 1
(E) 2

Resolucéo:

V1+sen x —+/1—sen x
2X '

Vamos calcular Lim
X—0

. _+/1+senx —+/1—sen x J1+sen x ++/1-sen x
Vamos multiplicar )|(_II£)T] or

2x Jl+senx +/1-senx
Assim,
Lim Jl+senx —+1-senx +l+senx ++1-senx . l+senx—(L-senx)
%0 2X Vl+senx ++/1—senx % 2x/1+senx ++/1—senx
. 1+senx—1+senx . 2sen X
=Lim = Lim =
>0 oxJ1+sen X ++/1—senx X0 2x+/1+sen X ++/1—sen x
= Lim 21X ! = Lim 22X Lim ! _11o
>0 X Jl+senx ++/1—-senx 0 X *20 /1isenx ++/1—senx 2

Resposta: Letra B

12) Prova Escola Naval 2014-2015

X—>+00

X—a

N |-

108

) . (x+aY) i .
Sabendo que a é uma constante real e que Lim | —— | =eentdo o valor da constante a é:

4
(A) 3

3
®) 3
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1
©3

1
®) 5

3
®

Resolucgéo:

X
) X+a

Vamos calcular Lim (—j )
X—>+00 X — a

. . 1Y\
Nesse caso devemos usar o limite fundamental: Lim (1+ —J =e.

X—>+00 X
a
X+a 1+
Simplificando a fracdo ~—— por x obtemos — X
X—a a
1- =
X
X X ) a X
. . X+a . . X—>-+e0 X
Assim Lim |Z2—%| = Lim |—X.| =| Lim —X.| = .
X—>+0 X —a X—>+00 a X—>+00 a a X
1-- 1-—- Lim [1-2
X X X—>+0 X

X
. a . .a 1 .
Para calcular xLlﬂn (1+—] faremos uma mudanga de variavel, ou seja, —=—e assim
* X X 'y

x = ay.Observe que quando X —+oo temos que y —>+oo,

Segue que,

2\ 1\ 1Y 2 1Y a
Lim (1+—j = Lim (1+—j = Lim (1+—j =| Lim (1+—] =g
X—>+© X y—>+x© y y—>+o0 y y—>+x© y

X
. a . . a 1 .
Para calcular 1_|m [1——) faremos uma mudanca de varidvel, ou seja, — == =g assim
—>+0 X x y

x = —ay.Observe que quando X —+oo temos que y ——oo.

Segue que,

. a) . 1YY 1Y | . 1Y .
Lim |1-—| = Lim |1+= = Lim ||1+= = Lim |1+= =g
X—>+00 X y—+o© y Yy—+© y Yy—+o0 y
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Logo, Lim

X—>+00 X —a L. 1 a X e*a
o (7T x

X X

) X+a ) X+a

Como Lim (—J =ee Lim (—j —e® entioe®=el.
X—+00 X — a X—>+00 X _a

X
: a
x Lim |1+— .
(x+a) el x) e

Portanto 2a=1¢e a =%

Resposta: Letra C

13) Prova Escola Naval 2015-2016

tgx-X  X—senx
x-senx  tg’x

Calculando Lir(‘)n{ }encontra—se:
X—>

® +
®
©>
©
® <

Resolucgéo:

tgx-x , X—senx
x-senx  tg’x

Seja l_%n{ }: K. Pela propriedade de soma de limite temos que

.| tgx-x X-—senx : tgx-x . [ Xx—senx
K=Lim g + 3 :le( g ]+le — |
x>0 | X -sen X tg°x x>0\ Xx-senx ) x>0 tg°x

: . - . [ x—senx
Seja K3 = Lim tgx-x e K; = Lim| ——— | Vamos calcular K;e K; separadamente.
x>0 X -sen X =0 | tg’x

Note que K; e K sdo da forma % e assim podemaos aplicar a regra de L"Hopital.
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2
Segue que Ky = Lim L9X-X ) i [SECTX1) i [ 2SECX.SECX.tgX )
x>0 (x-senx/) x>0 {1l-cosx ) x>0 sen x

:Lim(z :Lim[ 23 j:%:Z.
x=0 | COS°X 1

X—0
Segue que K, = Lim | 502 | = Lim % = Lim 21-COS S
o0 [ tgPx ) 0 | 3tg*x. sec?x ) 0 | 3tg’x. (1+tg’x)

1 senx 1
cos% X COS X Sen x

. 1-cos x 1. . sen X 1. . sen X . cos°X
:—le o i :—le > 3 2 :_le 2 =
320 L tg°x+tg'x ) 30 (2tgx.sec” Xx+4tg°x.sec°x ) 6x0 tgx(1+2tg x)

1. . sen X . Cos°X 1. . cos>x I 1
=M senx = oM Toaie |~ 6 775
(1+2tgzx) 1+2tg°x 1+2.0
COS X
Logo, K= K;+ K, = 2+%:%

Resposta: Letra B

14) Prova Escola Naval 2015-2016
V1+x —(1-2ax)

2

No limite Lim
x—0 X

, 0 valor de a pode ser determinado para que tal limite exista.

Nesse caso, o valor do limite é:
1

A) - =

(A) i

1
®) 7

1
©35

1
®) -3

(E) 0

Resolugéo:

J1+x —(1-2ax)

X2

, calculando esse limite.

Vamos calcular o valor de a para que exista Lign
X—>
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Comecaremos por multiplicar numerador e denominador do Li%n u1+x—g1—2ax)’ por
X—> X

V14X +(1-2ax).

Assim,

Lm\/l+x—(l—2ax) 1+X +(1—2ax)_Lim 1+x—(1-2ax)*

x>0 x° Vlex+(t-2ax) 0 X2+ x + (1 2ax))|

o lex—(l-dax+4a®x?) . lex-l+dax—4a’x? . x+dax—4da’x’

=Lmm =LIm
0 Wi+ x +(1-2ax)]  *% x[Vi+x +(@-2ax)] *% x*[V1+x +(1-2ax)]
X(1+ 4a) — 4a°x*>

=Hiy X2 [V1+ X +(1—2ax)]

Note que se (1 + 4a) for zero o limite existe. Assim se 1 + 4a = 0 devemos ter a = —%.

Assim,

2
1+ 4a) — 4a2x’ 0_4(_41J X -2 1
X(1+4a)—4a°x _ Lim — Lim 4 __1

Im
X0 2 _ x—0 x—0 X 8
XE[VL+ X + (1 28] x{ 1+ x +(1_2(_41JXH itx+l=o

Resposta: Letra D

15) Prova Escola Naval 2016-2017

Sendo k= Lim

X—>+00

(xz +5x+4

5 ,entdo In(2k) + log 5 é igual a:
X*=3X+7

1

(A) (1—mlln 2+9
1

(B) [1+mjln 2+7
1

(C)(l—mjln 2-9

1
(D) (1+MJM 2+9
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1
(E) (1+mjln 2-7

Resolucéo:

X—>+00

Vamos calcular k = Lim >
X®=3X+7

NG +5x+4]X

. . 1Y)
Nesse caso devemos usar o limite fundamental: Lim (1+ —j =e

X—>+00 X
. X% +5x+4 1
Ou seja, vamos reescrever ————— =1+—.
X —=3X+7 h
Acsi 1 x®+5x+4 X? +5X+4-x*+3x -7 8x -3
ssim teremos que — =————-1= 5 =— .
h x°-3x+7 X°=3x+7 X*=3X+7

2 X _ X
Segue que k= Lim w = Lim (1+28X—3j .
x>0 | X2 —3x+7 X0 XT=3x+7

Observe que quando X —>+oo temos que —;

. 8x 8
vai para — = —,uma vez que (-3) do
X°=3x+7 X X

numerador e (—3x + 7) do denominador ndo interfere no resultado.

2 X _ X X
Assimk= Lim | X740 _ iy (1+28X—3J ~ Lim [1+§j
Xore (X7 =3X+7 Xt X" —=3X+7 Xk X

: 8Y y 8 1 :
Para calcular Ix_lm (1+— faremos uma mudanca de variavel, ou seja, —=—e assim
—>+00 X X y

x = 8y.Observe que quando X —+co temos que y —>+o.

Segue que,

8" 1\ T
Lim (1+—] = Lim (1+—j ={ Lim [1+—) } =8
X—>+00 X Yy—>+0 y Yy—>+00 y

x?2 +5x+4]X

X—>+00

Portanto k = Lim 5
X —=3X+7

= Lim (1+ §j =e®
X—>+00 X
Vamos calcular agora In(2k) + log 5.

10

In(2k) + log 5 = In(2e®) + log 5= In 2 + In €% +log ; =In2+8+log10-log2 =

=In2+8+1—-log2=1In2+9 —log 2.
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Efetuando a mudanga para a base “e” de log 2 teremos: log 2 = _||n120
n
Portanto,
_ _ in2 _ 1
In(2k) +log5=In2+9-log2=In2+9-—==1In2/ 1-—— |+9
In10 In10

Resposta: Letra A

16) Prova Escola Naval 2016-2017

Considere a 0 menor arco no sentido trigonomeétrico positivo, para o qual a funcédo real f,

definida por
tg X~+/1+ cos X
, sex=0
f(x) = sen 2x
cos a , sex=0

seja continua em x = 0. Sendo assim, pode-se dizer que a vale?
3n

A) —

(A) 1

(B) o
5n

(€) N
T

(D) Py

E)y &
(E) 2
Resolucgéo:

Para que a funcdo f seja continua em x = 0 devemos ter Ix_lgn f(X)=cosa

sen X
———+1+cosx

) ] ] X~+/1 X .

Assim Lim f(X) = Lim tgxvl+cosx _ i cosx =
x>0 x>0 sen 2X x=>0  25en X.cos X

. n x 1 A1 X

= Lim € J1+cosX,—MM = leLgsz
x=0 coS X 2Sen X.cosx x>0  2cos‘ X

_ ~1+cosO Q

2cos’ 0 2

Segue que J_jgn f(X) =cosa e cosa = 72
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Logo como a o menor arco no sentido trigonométrico positivo entdo a = 45° = =

4
Resposta: Letra E

17) Prova Escola Naval 2017-2018
Sejam g e f fungBes reais, determine a area da regido limitada pelo eixo y, por

g(x) =— |x-3|+4e pela assintota de f(x) =3/x® —x? e assinale a opg&o correta.

13
A)

40
(B) o
(€)7

81
®) ¢

(E) 9

Resolucgéo:

Considere Ay a area solicitada e limitada por:
» Eixoy
> Grafico da fungdo g(x) = — |x — 3| + 4
> Assintota da funcio f(x) = 3/x° — x?

1) Vamos encontrar o grafico da funcéo g:

YN Graficodafuncio  Y]' Grafico da funcio Y)N Gréfico da fungio
d(x) =x -3 . r(x) = |x - 3] t(x) = —| x - 3|
3
0 3 X 0 3 X 0 X
-3 -3

Gréfico da funcdo
' g =—|x-3[+4
4
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2) Vamos encontrar a assintota da funcéo f:
A funcédo f(x) =3/x® —x? nédo admite assintota horizontal, ou seja:

Lim f(xX) =+ooexgi_m f(X) =-©

X—>+00

A fungdo f(x) = ¥/x® — x? ndo admite assintota vertical, ou seja:
Lim f(x) =}a’*-a’e IRe Lim f(x) =Y/a® —-a® eIR,paratodo a € IR.

Entdo a assintota de f é obliqua, ou seja, € uma reta da equagdo y = ax + b onde m=0(do
contrario seria assintota horizontal).
Vamos entdo calcular a e b.

» Achandooa

Como a= Lim @ entédo

X—>too X

o f(x o 3xE—x? . x®  x? ) 1
a= Lim (_)= Lim — = Lim 3—-—= Lim 31-—=1
X—>+o0 X X—>to0 X X—>Fo0 X3 X3 X—>to0 X

» Achandoob

Como b= Lim f()- Lim ax= Lim [f()-ax] entdo

b= Lim (/x®-x?-x),fazendo k=3/x®-x2 e p=x.

X—>to0

3 3
Assim b= Lim (/x*-x*-X) = Lim (k-p)= Lim —zk : 2"
X—>t0o0 X—>to0 X—>to0 k + kp + p
3_ 3 3_ 2_ 3
Dai XLim %: XLi[ﬂ Xz = -
K kot (G T f o K x?
JNE -1 1

= Lim = Lim =—=

X—>%o0 2 X—>%00 2 3
(x%/l—ll +x231/1—£+x2 {i/l—lJ +?i/1—1 +1
X X X X
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. . . . 1
Dai, conclui-se que a assintota e y = x —g.

3) Vamos encontrar a base maior, a base menor e a altura do trapézio ABCD:
A area a ser calculada € do trapézio ABCD onde AD é a base menor, BC a base maior e a
altura do trapézio é a distancia entre asretasy =x + 1 e y = x — 1/3, ento:

—=Base menor (AD) é a distancia do ponto A=(3, 4) ao ponto D=(0, 1), assim

AD=./(3-0)% +(4-1)? =3/2.

= Base maior (BC) é a distancia do ponto B=(11/3, 10/3) ao ponto C=(0, —1/3), assim

BC:JGU$2+GU$2:£%§n

= Aalturah é adistanciaentreasretasr. -x+y—1=0es: -x +y + 1/3 = 0. Seja 0 ponto
P=(Xo, Y0)=(1, 2) daretar e a=—1, b=1 e c=1/3 na reta s. Dai,

4
laxo+by,+c 3 242

3 _22
) va’ +b? J2. 3
Grafice da funcio Azsintota

gz =—|z-3]|+4 l
y=X-=

A 3
4\4@/ JE—
E

Equacdo da reta Equacéo da reta

y:X+1 \Dl /y:—X+7

1 0 3 T
_Uc
3

d,

4) Vamos achar a area S do trapézio ABCD:

(11JE+3J§J2g§ (2%55J2g§ 80
Dai. S = _ _9 _40
2 2 2 9

Resposta: Letra B

18) Prova Escola Naval 2017-2018
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3/ 2 _3 x?—2—|x-2
Se A= Lim (x+3) \/5, B = Lim ‘ ‘ <2 e C=Lim(x-1)’sen L = |
x—0 X x—0 X x—1 (X—l)

ento o valor de A**~ C ¢ igual a:

A o

(B) é_ =
©%

0) -1
03!
Resolucéo:

1) Calculando o valor de A

3 3
Note que: a—b __ 20 rasendo a =3/(x+3)* e b=%/9, teremos que

a’ +ab+b?
(3“ (x+3) )3 _(%f (x+3f -9

a—b=3/(x+3)° -39 = _

(3037 ) (Yoo W) RBF  Yocea) + oo + 36

N X?+6x+9-9 _ X2 + 6X
3&/(X+3)4+3§/9(x+3)2+‘°{/9_2 '{/(x+3)4+?§/9(x+3)z+?{/9_2
X% + 6%
3/ 2 _3 3 4 3 2 3[92
Segue que A = Lim (X+3)3 “/§:X|_j£n \/(X+3) +\/51(X+3) +\/9_:
= Lim X(x+6) - Lim X +6 _
({oceay +fabray +¥87) 7 flxa) +3folxaf 447
6 6 2 332_2%

G G
2) Calculando o valor de B
‘XZ—Z‘—|X—2|

X

Seja B= Xl_jgw

Note que como X tende a zero entdo nas vizinhangas de zero temos:
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> Xx’— 2 é negativo, ou seja, X*—2 < 0 e assim | x*— 2| =—x? + 2

> X— 2 6 negativo, ou seja, X —2 < 0 e assim |x— 2| =—x +2

—X*+24+4X-2 . —XxX’+X
m p—

= Lim =

Assim,
B = Lim
Xx—0 X x—0
—Lim XD i oxh1-1
x—0 X X—0

3) Calculando o valor de C
Seja C = Lim (x -1)’sen % .
x—1 (X _1)

Note que: -1 <sen

(x-17

2 -2 —|x-2 X242 (=
‘X ‘ I |:Lim X“+2-(=x+2) _

X x—0 X

Multiplicando a inequago acima por (x — 1)° obtemos —‘(x —1)9‘ <(x -1y 11 < ‘(x —1)9‘.

Pelo Teorema do confronto temos: Lim —‘(x —1)9‘

Segue que 0 < Lim(x -1)gsen(

Entdo C = Lim(x -1)°sen %
x—1 (X —l)
3) Calculando o valor de A*®- C

23/9

Vimos que: A =

Entdo A®-C = [

9 3°

Resposta: Letra A

< Lim(x -1’ 1 im (x-1)

,B=1e C=0.

2%/5]3_0_8.%/3_6_8.32 8

(X _1)3 T xol
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos que podemos argumentar sobre a necessidade de aplicacdo do Caélculo
Diferencial e Integral no ensino médio, entre outras justificativas apresentadas, a cobranca nos
concursos das escolas publicas e militares;: EFOMM e Escola Naval.

Sabemos que esta argumentacdo ndo € a principal, porém é o viés que norteou esta
pesquisa.

Concluimos que ndo ha material didatico sobre Célculo Diferencial e Integral,
direcionado para o ensino médio que dé conta em preparar alunos para resolverem questfes
gue envolvem limites de funcdes reais que aparecem nas provas de matematica dos concursos
citados.

Na maioria dos cursos preparatorios, livros de célculo, usados nos primeiros semestres
de cursos universitarios sdo amplamente consultados por professores e alunos.

Ficou claro que os alunos que realizam exames para as escolas militares citadas na
pesquisa ndo adquirem maturidade matematica para a total compreensdo do topico que
apresentamos. Na maioria dos casos, 0s alunos sdo adestrados a resolver as questdes. Macetes
e técnicas sdo apresentados ao longo do curso de preparacdo de modo que o aluno decora qual
técnica algébrica serd usada para cada tipo de limite apresentado.

Este material fruto de um questionamento pessoal, sobre 0 engessamento de décadas
dos concursos militares serve de apoio a alunos de ensino médio que prestardo tais concursos.

Esta pesquisa abre caminhos para que outros colegas interessados no assunto possam
completa-la, como por exemplo, analisando as questBes que envolvem derivacbes e
integracGes nas mesmas instituicdes. Acreditamos ser de grande valia para o publico que se

envolve nesses concursos publicos militares.
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APENDICE A - PESQUISA PARA A DISSERTACAO DE MESTRADO

PESQUISA PARA A DISSERTACAO DE MESTRADO

Meu nome é José Carlos Silva. Sou professor da rede Estadual do Rio de Janeiro
(Matricula 09283078) e da Rede Municipal de Nova Iguacu (Matricula 7097801). Estou em
fase de conclusdo do PROFMAT — Mestrado profissional em Matematica, realizado na
PROPGPEC do Colégio Pedro Il — Unidade de S&o Cristovao. Nessa fase estou escrevendo

meu TCC — Término de Conclusdo de Curso com o seguinte assunto:

“Limites de funcoes reais de variavel real no ensino médio: Um estudo visando 0s
concursos da EFOMM e Escola Naval”

Tendo como objetivo enriquecer este trabalho com a visdo dos discentes desta

conceituada instituicdo, solicito respeitosamente respostas as perguntas abaixo:

Nome:

1 EFOMM [ Escola Naval

1) Vocé estudou calculo diferencial e integral na sua escola onde concluiu o ensino médio?

[0 SIM. Nome da Escola: 0 NAO

2) Responda somente se a sua resposta anterior foi NAO.

Como aprendeu o célculo diferencial e integral para seu bom desempenho no exame em que

foi aprovado?

3) Na sua opinido qual é a necessidade ou objetivo da presenca do calculo diferencial e

integral no exame de admissdo dessa instituicdo?

4) O estudo do célculo diferencial e integral apds o ingresso na instituicdo parte do principio

que todos os alunos dominam? Quais bibliografia(s) usada(s) no curso de formacao?

Meus contatos: Tel. / Whatsapp(21) 997181195 / Email: jcsavro@gmail.com
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APENDICE B - REGRA DE L'HOPITAL

Alguns limites de quocientes de funcbes ndo podem ser determinados apenas com o

conhecimento do limite de cada funcao.

)

Ao tentarmos calcular um limite do tipo Lim ) as vezes ocorre que
X—a gX

L|m f(x)= L|m g(x)=0, eassimo Lim 09

¢ uma forma de indeterminacéo do tipo 9
X—>a g(X) 0

Assim, se Lim —=~ f(x)

: . .0 L .
HM % é uma forma indeterminada do tipo 0 ndo ha como dizer o valor

de Lim 09 , somente sabendo-se que L|m f(x)= le g(x)=0. O L|m

pode ser um
X—>a g(X)

fx)
(x
valor real ou pode néo existir.

H4 outras formas indeterminadas além de %

0

001 1001 00 — 00, ) O'w € o

o
Vimos no capitulo 5 que nesse caso, era necessario aplicarmos alguns artificios para
calcular o limite.
Apresentaremos a seguir um teorema, conhecido pelo nome de regra de L Hopital

. ) ~ . . 0 )
gue é um método para solucdo de formas indeterminadas 0 e —. As outras formas
o0

indeterminadas podem ser transformadas em indeterminacdes do tipo % e 2 por meio de
o0

transformacdes algébricas simples.

Teorema (Regra de L"Hoépital)

“Sejam f e g funcBes derivaveis em um intervalo aberto I, exceto possivelmente em

umpontoa € I. Se le f(x)=0,, L|m g(x)=0, g(x)= 0 parax € I-{a} e Lim (( ))
X—a g X

existe

0u € too, entdo Lim 09 ) Lim m
X—a g(X) X—>a g (X)

O mesmo vale se a for substituido por a*, a”, + o e —oo, OU Seja, 0 mesmo vale para
limites laterais e limites no infinito. No caso de limites no infinito o intervalo | deve ser do

tipo (b, o) para x—o0 e do tipo (—oo, b) para x—>—oo.
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APENDICE C - QUESTOES DE LIMITES DAS PROVAS DA ESCOLA
NAVAL RESOLVIDAS POR REGRA DE L'"HOPITAL

As questdes de limites das provas da Escola Naval que apresentamos a seguir fogem
completamente a compreensdo do aluno do curso preparatorio quanto a resolugdo com as
técnicas e propriedades de limites, mesmo aquele visto como excelente.

No gabarito oficial destas questbes, ndo ha solucBes por artificios puramente
algébricos.

Através de contato realizado com professores de cursos preparatorios, todos
apresentam as solucgdes via regra de L"Hépital.

No capitulo 7 sdo apresentadas as resoluces dessas questfes utilizando a regra de
L"Hépital.

2) Prova Escola Naval 2001-2002

1
Qual o valor do lim (cotg x) '"x?
x—0"

A)e
1
B) —
e
C)0
D) -1

3) Prova Escola Naval 2002-2003

1
Se !(i_rp) (cotgX)'"* =p, entdo:

1
A)0<p<Z
(A)0<p<

1 1
B = <p<—
(B) S <p<3

1
C) —<px<1
()2 p

(D)1<p<?2
(E)2<p<3



6) Prova Escola Naval 2006-2007
O valor do lim, [(Inx).In(x -1)] &:

(A) +oo
(B) e
(€)1
(D)0
(BE) -1

7) Prova Escola Naval 2011-2012

Calculando-se lim (cotgx)*"* obtém-se:
x—0*

(A) oo
(B) 0
Qe
(D) -1
(E) 1

13) Prova Escola Naval 2015-2016

tgx-X  X—senx
x-senx  tgx

Calculando l_lgn{
7
A) L~
(A) 3
13
B) =°
(B) 5
5
c) 2
( )2
13
D) =2
(D) 2

7
B 5

} encontra-se:
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