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RESUMO

RIBEIRO, Bruno da Silva. Matematica Recreativa: uma experiéncia baseada em clubes.
2018. 61 f. Dissertagdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pés-Graduagio,
Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

Este trabalho discorre sobre atividades elaboradas e desenvolvidas com alunos do ultimo ano
do Ensino Fundamental utilizando Matematica Recreativa. A pesquisa versa sobre a
importancia do tema e os motivos que nos fizeram escrever sobre o assunto, mostrando o que ¢
realmente a Matematica Recreativa, seus principais autores € o ganho pedagogico em sala de
aula. Descrevemos a experiéncia cultural da Russia e a aplicagdo dessa metodologia em um
blog desenvolvido pelo Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada (IMPA) no Brasil
conhecido por Clubes. Discutimos a viabilidade e os caminhos para constru¢do de um Clube
em escolas publicas e privadas. Concluimos esta pesquisa com um estudo sobre Olimpiadas de
Matematica e como a Matematica Recreativa é apresentada nas competi¢des. As atividades
propostas em classe para o aprendizado e a fixa¢do de alguns temas importantes para os exames
olimpicos também sdo apresentadas.

Palavras-chave: Matematica Recreativa; Clubes de Matematica; Olimpiadas.



ABSTRACT

RIBEIRO, Bruno da Silva. Recreational Math: a club-based experience. 2018. 61 f.
Dissertacao (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de P6s-Graduacao, Pesquisa, Extensao
e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de
Janeiro, 2018.

This paper dissertation elaborates and developes activities with students of the last year of
Elementary School using Recreational Mathematics. The research deals with the importance of
the theme and the reasons that made us write about it, showing what Mathematics is really
about, its main authors and describes pedagogical gains in the math classrooms. We describe
the cultural experience in Russia and the application of the methodology in a blog developed
by the National Institute of Pure and Applied Mathematics (IMPA) in Brazil known as Clubs.
We discussed the feasibility and the ways to build a Club in public and private schools. We
conclude this research with a study on Mathematical Olympiads and how Recreational
Mathematics is presented in competitions. The activities proposed in class for the learning and
fixation of some important subjects for the Olympic exams are also showed.

Keywords: Recreational Mathematics; Mathematics Clubs; Olympics.
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1 INTRODUCAO

As reformas curriculares no ensino brasileiro propdem mudangas nos contetdos e,
consequentemente, na metodologia de ensino da Matemética. Uma das finalidades destas
mudancas € a apresentacdo de uma Matematica mais significativa. Para Lins (2004) a produgéo
de significado esté relacionada ao que o estudante efetivamente aprende de dado conceito ou assunto
abordado.

Entendemos que essa forma de ensino é benéfica para o Processo de Ensino e
Aprendizagem, gerando excelentes resultados. Defendemos algumas ideias para alcangar esse
objetivo, tais como:

e Abordagem Historica da Matematica;

e Utilizacdo de Jogos e Materiais Concretos;

¢ Resolugdo de Problemas do Cotidiano;

e Uso e Disseminacdo de Laboratdrios de Matematica;
e Exploracdo de Atividades Ludicas e Recreativas.

Acreditamos ser natural que os estudantes sintam mais prazer quando estdo envolvidos
em atividades que permitam a descoberta. Isto é definido como Heuristica. Para isso, 0s alunos
precisam de estimulo e desafios. Uma forma de desenvolver essas atividades € através da
Matemaética Recreativa.

Em varias palestras e congressos, por exemplo, os Simpdsios de Formacdo de
Professores de Matematica, notamos que muitos professores ou licenciandos em Matematica
também se sentem mais atraidos por uma pratica docente similar. Entretanto, a sensa¢ao de ndo
estarem preparados e a falta de material disponivel sdo os grandes obstéaculos.

Neste trabalho, apresentamos alternativas para que o leitor possa descobrir novas fontes
de pesquisas e materiais para utilizacdo em sala de aula. Vale ressaltar que todas as atividades
desenvolvidas foram pensadas e elaboradas com alunos do Gltimo ano do Ensino Fundamental
(92 ano) do Colégio Pedro Il em S&o Cristovao. Por esse motivo, usamos uma linguagem
Matematica adequada a idade dos estudantes, evitando, no primeiro momento, o uso de
formulas e demonstracdes.

No Capitulo 2, apresentamos a ideia de Matematica Recreativa construindo com o leitor
a nossa propria ideia sobre o tema. Destacamos 0s principais autores da area e escrevemos em
linhas gerais sobre o ganho pedagdgico quando trabalhamos com este assunto nas aulas de
Matematica.



A seguir, exibimos um exemplo de aplicacdo bem-sucedida da Matematica Recreativa
realizado na Russia, intitulado Circulos Matematicos. Tal projeto, apresentado no Capitulo 3,
serviu de inspiragdo para a elaboracdo de um programa semelhante nas escolas publicas e
privadas do Brasil.

No Capitulo 4, um questionamento natural surge desta contextualizacdo historica: é
possivel construir nas escolas publicas os Clubes de Matematica? Podemos dar uma finalidade
ao estudo da Matematica via Clubes?

Atividades propostas contidas no Capitulo 5 descrevem problemas aplicados em duas
turmas de nono ano do ensino fundamental do Colégio Pedro Il, Campus S&o Cristdvéo Il. Sdo
exemplos de atividades que visam agucar a criatividade dos professores que desejam trabalhar
com Clubes de Matematica em suas escolas. Neste capitulo, além de apresentarmos o0s
problemas, discutimos suas soluces e comentamos uma destas por conter um desenvolvimento
fora do convencional esperado por alunos.

Concluimos o trabalho incentivando o professor de Matematica a adotar a préatica de
resolucdes de problemas em suas escolas, usando a ideia de Clubes e estabelecendo conexdes

com diversos ramos do universo desta disciplina.
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2 AMATEMATICA RECREATIVA

Neste capitulo, apresentaremos a Matematica Recreativa. Nele abordaremos fatos
historicos relacionados ao tema, o seu papel na evolucdo de algumas teorias importantes da
Matematica, principais autores e divulgadores e os valores pedagogicos da Matematica

Recreativa para o ensino e aprendizagem da Matemaética na Educacéo Bésica.

2.1 Sobre a Mateméatica Recreativa

Segundo o professor Norte Americano Singmaster (1992, p. 57), “[...] Matematica
Recreativa é a Matematica que € divertida, popular e com uso pedagdgico”. Isto é, entendemos
como problemas (ou atividades) compreensiveis para o leigo interessado e usados como uma
forma de fazer a Matematica Pura ser compreensivel. Essas atividades resultam, por exemplo,
de jogos, problemas, desafios, competicGes e de situacbes com que 0 ser humano se depara no
dia a dia.

Existem diversos grupos de pesquisas que desenvolvem atividades em recreacdo
Matematica. Seus trabalhos sdo divulgados em publicacdes especializadas e em congressos
internacionais. Para Santos (2014) a Matematica Recreativa é a base da Matematica “Sérial”,
podendo ser observado, por exemplo, nos problemas populares que deram origem a Teoria das
Probabilidades e a Teoria dos Grafos. No entanto, ainda segundo Santos, o importante ndo é
tentar definir a Matematica Recreativa. As definices tendem a limitar o assunto, e a
Matematica Recreativa, na sua génese, é muito ampla no campo da Matematica. Embora possa
servir de ponte para a descoberta de conceitos muito importantes, a utilidade ndo é a sua
preocupacdo: engenhosidade, criatividade e beleza nas resolucbes é o que importa. H& quem
diga, de forma simplista, que a Matemaética Recreativa € o assunto que engloba quebra cabegas
e jogos matematicos. Entretanto, a sua abrangéncia vai além destes exemplos vindos do senso

comum.

Ao longo da pesquisa percebemos que a Matematica Recreativa se ocupa mais com a divulgacéo de resultados e
a parte ludica da disciplina. Ela d& oportunidade a préatica de diferentes pensamentos e raciocinios que sdo inerentes
a prépria Matematica como o Aritmético, 0 Geométrico e o Combinatério. Assim, quando adjetivamos uma
Matematica por “Matematica Séria” estamos nos afinando a muitos que a definem como Matematica Pura ou a
Matematica pela Matemética, isto é, a Mateméatica exposta através de seu modelo formalista e estruturalista. E a
parte da Matematica que se preocupa com o conhecimento e o dominio da estrutura sobre a qual um assunto reside,
sua formalizagdo, na axiomatizagdo e consequentemente na justificativa baseada na logica aristotélica e em como
os resultados sdo demonstraveis. O arcabouco da Analise na Reta € um bom exemplo do que chamamos aqui de
Matematica Séria.
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A recreacdo Matematica pode ser uma atividade com caréter ludico e pedagdgico, com
ou sem fator de competicdo. A procura da solucdo de um problema nem sempre exige um
grande conhecimento de Matematica. E nesse momento que a recreago atrai a curiosidade dos
gue ndo se interessam pela matéria e os convida a pratica do raciocinio l6gico-dedutivo e

consequentemente ao estudo da disciplina.
2.2 O Surgimento da Matematica Recreativa

O Papiro de Rhind é um documento egipcio que data de 1650 a.C. O papiro foi
adquirido por Alexander Henry Rhind, de Aberdeen (Escocia), em 1858 em Luxor, Egito.
O Museu britanico incorporou-0 ao seu patriménio em 1865, permanecendo em seu acervo até
os dias atuais. O Papiro € um dos mais conhecidos documentos Matematicos da antiguidade.
Nele encontramos problemas criativos e ludicos. No Papiro, seu escriba Ahmes detalha a
resolucdo de 85 problemas, muitos dos quais sdo praticos, envolvendo distribuicdo de péo e
calculo de areas ou volumes. O Problema 79, extraido de SILVA (2004, p.37), chama a atencéo

de alguns pesquisadores, como Singmaster e Silva, da area de Matematica Recreativa. Vejamos:

Problema 79 do papiro de Rhind: Um homem tinha sete casas, cada casa tinha sete gatos,
para cada gato havia sete ratos, para cada rato havia sete espigas de trigo e cada espiga tinha
sete medidas de gréo. Quantas coisas (casas, gatos, ratos, espigas e medidas de gréo) ele

possuia?

Solucdo. Como sdo 7 casas e em cada casa temos 7 gatos, entdo teremos 7 X 7 = 49 gatos.
Para cada gato ha 7 ratos, ou seja, 49 x 7 = 343 ratos. Para cada rato ha 7 espigas de trigo,
totalizando 343 x 7 = 2401 espigas. Finalmente, cada espiga possui 7 medidas de grao.
Gerando 2401 x 7 = 16807 grdos. O problema pede o valor da soma 7 + 49 + 343 +
2401 + 16807 resultando em 19607.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Egito
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Alexander_Henry_Rhind&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/wiki/Egito
https://pt.wikipedia.org/wiki/Museu_brit%C3%A2nico
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Figura 1 - Papiro de Rhind

Fonte: <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2002/icm202/Papiro.htm>. Acesso em: 12/01/2018

Segundo o professor Silva (2004), obviamente, este problema néo retrata uma situacao
real, trata-se de um problema recreativo, destinado a ensinar divertindo. Este ndo é, sequer, a
mais antiga manifestacdo deste género.

Os babilénios também propuseram problemas sem sentido no mundo real; resolviam
problemas quadraticos nos quais a area de um retangulo era adicionada a diferenca entre o
comprimento e a largura do mesmo. Isso claramente n&o tinha significado préatico. Por exemplo,
o tablete de argila BM 13901, que se encontra no Museu Britanico, contém o seguinte problema,
extraido de Roque (2012, p. 22): “Encontrar o lado de um quadrado cuja &rea, somada com 0

lado, é igual a 0,45.”

Ainda para Silva (2004), estas e outras curiosidades, fazem parte das Recreacdes
Matematicas. Elas podem parecer elementares e sem importancia. Entretanto, o que dizer da
Teoria das Conicas, tdo elaborada, desenvolvida pelos gregos na Antiguidade? Tratava-se de
uma curiosidade, para puro prazer dos praticantes, mas, anos mais tarde, Kepler descreveu as
oOrbitas planetarias a custa de elipses, elipses estas que estavam disponiveis desde o tempo de
Apolénio. Podemos exibir muitos outros exemplos da Matematica “Séria” que comegam por
ser recreativas, como as construcdes geometricas, a Teoria dos NUmeros e as resolucdes de
equacoes.

Para Singmaster (1992), a Matematica Recreativa é tdo antiga quanto a propria
Matematica. Os jogos de azar e 0s jogos de estratégias parecem ser da mesma época que a
civilizagdo humana. A matematica dos jogos de azar teve seu desenvolvimento na ldade

Moderna por Fermat e Pascal na década de 1650, 0 que deu origem a Teoria das Probabilidades.
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Uma das maiores motivacdes para a Algebra foi a resolugio de equacdes. Embora a Geometria
tenha suas origens em préticas topograficas, 0s gregos a trataram como um jogo intelectual e
grande parte de seus trabalhos deve ser considerado de natureza recreativa. Devido a sua longa
historia, a Matematica Recreativa € um ideal veiculo de comunicacdo dos aspectos histéricos e

culturais de Matematica.

2.3 A Matemética Recreativa na Atualidade: Principais Autores e Divulgadores
2.3.1 Martin Gardner

O maior divulgador da Matematica Recreativa, como mostra Machiavelo (2014), foi o
norte americano Martin Gardner (1914-2010). Nascido em Tulsa, Oklahoma, Gardner graduou-
se bacharel em filosofia em 1936 na Universidade de Chicago. Desde crianca gostava de
quebra-cabegas € jogos. No inicio dos anos 50 mudou-se para Nova lorque e em 1956 escreveu
seu primeiro artigo na revista Scientific American sobre flexagonos2.0 artigo teve um néimero
expressivo de leitores. Por isso, o editor sugeriu a Gardner escrever uma coluna periddica
chamada Mathematical Games. Devido ao grande sucesso, foi lancado em 1959 o livro

intitulado The Scientific American Book of Mathematical Puzzles and Diversions.

Figura 2 - The Scientific American Book of Mathematical Puzzles and Diversions

| THE SCIENTIFIC
AMERICAN BOOK 0F
Mathematical
Puzzles &
Diversions

Paraderss an¢ Pagertzding Mosdiae
Variations and Unemonics, Fallacies,
Braie- Toaawrs, Magx Squarma, Tegulog
tal Corioaities, Prodability and Parioc

Tricks, and 3 warely of anclent d wew
gamaz 3ad pestiana frao Puomineed,
N, ad the Tower of Mangl b Four
Dmeasony’ Tchtacktze AN with mathe-
ratcy comewntares by Nr. G

Fonte:< https://www.amazon.com/Scientific-American-Mathematical-Puzzles-Diversions/dp/BO006 AX7FE>.
Acesso em: 13/01/2018

2 Sd0 estruturas geomeétricas construidas com fitas de papel colorido, tesoura e fita gomada cujas dobras sucessivas
resultam em poligonos. Estudados por Arthur H. Stone, tais estruturas revelam propriedades muito interessantes.
Os mais conhecidos sdo os hexaflexagonos e os tri-hexaflexagonos


https://www.amazon.com/Scientific-American-Mathematical-Puzzles-Diversions/dp/B0006AX7FE
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Apesar de ser apaixonado pelo assunto, Gardner nunca mais estudou Matematica depois
do Ensino Médio. Segundo o professor Machiavelo (2014) a razéo pelo sucesso dos seus artigos
é pelo fato que a Matematica envolvida trata fundamentalmente de ideias. E claro que, na sua
natureza, a Matematica tem associado a si alguns métodos. Mas o que é realmente
entusiasmante e capaz de tirar o sono de uma pessoa é a complexidade de tais ideias. Para
despertar interesse nas pessoas, € importante escolher contextos surpreendentes e bem-
humorados. Era isso o que Gardner fazia.

Seus artigos, além de serem extremamente cuidadosos e carregados de ideias
interessantes, sdo enquadrados de forma inteligente e variada. Por vezes, motivos
aparentemente muito distintos sdo ligados através da Matematica e isso mostra ao leitor a
enorme importancia da disciplina. Muitos matematicos confessaram ter ganho o seu gosto pela
disciplina lendo os artigos de Martin Gardner na Scientific American. Richard Guy, notavel
matematico britdnico, como mostra Machiavelo (2014), disse que “Gardner trouxe mais
Matematica para milhdes do que qualquer outra pessoa”.

Em 22 de maio de 2010, Martin Gardner faleceu. Desde 1993 é realizado, em Atlanta,
nos Estados Unidos, um encontro de Matematica Recreativa em sua homenagem. Trata-se do
Gathering for Gardner (G4G)3. Um encontro semelhante acontece em Portugal nos anos
impares. A Recrational Mathematics Colloquium (RCM). O primeiro (2009) e o segundo
(2011) foram realizados na Universidade de Evora. O quinto RCM foi realizado em janeiro de
2017 na Universidade de Lisboa.

Figura 3 - Martin Gardner (1914 - 2010)

Fonte: <https://www.amazon.co.uk/Martin-Gardner/e/BO00AP8X8G>. Acesso em: 13/01/2018

30 leitor é convidado a acessar: http://www.gathering4gardner.org/ para maiores informacées acerca do G4G.


http://www.gathering4gardner.org/
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Também sdo conhecidos como matematicos recreacionistas: Lewis Carrol, Edouard
Lucas, Sam Lloyd, Henry E. Dudeney. Atualmente no Brasil os trabalhos de lan Stewart e

Malba Tahan sdo os mais divulgados.

2.3.2 lan Stewart

lan Stewart (1945 - ) ¢é autor de diversos livros de divulgacdo Matematica. Professor da
Universidade de Warwick, Inglaterra, o proprio relata que, desde seus 14 anos, comprou um
caderno e comecou a fazer anotacGes sobre Matemaética. Porém, ndo eram sobre a Matematica
escolar e sim sobre tudo que ele encontrava de interessante em relacdo a Matematica que ndo
era ensinada na escola, preenchendo rapidamente um segundo caderno, como consta em Stewart
(2004). Ainda segundo o autor, “a Matematica ndo se resume ao que vocé aprendeu na escola.
Melhor ainda: a matematica que vocé nao aprendeu na escola é interessante. Na verdade, boa
parte dela é divertida, especialmente se vocé ndo precisa fazer uma prova ou acertar calculos”.
No fim, os cadernos transformaram-se em seis. Dando origem ao livro: Almanaque das
curiosidades matematicas.

Stewart € conhecido mundialmente por contribuir com a popularizagdo da Matematica.
Assim como Gardner, publicou durante anos na Scientific American, em que tinha uma coluna
semanal chamada Nature and New Scientist. Em uma de suas obras, Stewart diz que o seu maior
objetivo é instigar a imaginacdo dos leitores, mostrando muito os aspectos divertidos e
intrigantes dessa ciéncia. Sua maior felicidade residia em que, apds a leitura de seus textos, as
pessoas tivessem vontade de “fazer” Matemaética, vivenciar a emocao da descoberta e se manter
informado sobre avancos importantes. Sejam eles de dois mil anos atras, da semana passada ou
de amanha. (Stewart, 2004).

2.3.3 Malba Tahan

Um dos maiores divulgadores da Matematica no Brasil foi o escritor e professor Julio
César de Melo Sousa (1895 — 1974). Seu trabalho era focado no ensino da Matematica de uma
forma divertida e diferente, ndo apenas utilizando férmulas. Em seus livros percebemos que o
autor sempre propunha desafios matematicos, agucando a criatividade e incentivando a
descoberta. Para Lima (2012), suas obras eram livros de divulgacéo, escritos num estilo claro,
simples e agradavel, com maior foco na Histdria da Matematica e em topicos elementares da

matéria.
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Figura 4 - Jalio César de Melo Sousa (1895 — 1974)

Fonte: <https://orientalistasdelinguaportuguesa.wordpress.com/julio-cesar-de-mello-e-souza/>. Acesso em:
20/01/2018.

Com o pseudébnimo de Malba Tahan, Jalio escreveu a sua obra mais famosa: O

Homem que Calculava. Traduzido para outros idiomas, o livro conta a historia de Beremiz

Samir, um jovem ficticio, que resolve, com extrema habilidade, inGmeros problemas de

Matematica. Segundo Lima (2012), “O Homem que Calculava” muito fez para estimular a arte
de resolver problemas, aumentar o amor pela Matematica e destacar 0s seus aspectos nobres.

Julio César ficou famoso pelos seus livros de recreacfes matematicas e fabulas passadas

no Oriente. Ao todo foram 51 livros de matemaética e 69 contos. Com destaque para Matematica

Divertida e Curiosa, Mil histdrias sem fim, A caixa do futuro e Salim, o magico. Lecionou no

Colégio Pedro 1l e defendia o uso de jogos nas aulas. Por esses motivos, alguns pesquisadores

dizem que ele foi o precursor da Educacdo Matematica no Brasil e no dia 6 de maio, dia do seu

nascimento, € comemorado o dia nacional da Matematica.

2.4 Valores Pedagogicos da Matematica Recreativa

A Matematica estd fortemente presente nos curriculos escolares. Das disciplinas
curriculares € uma das que adquirem um maior impacto social, sobretudo pelo fraco
desempenho dos alunos. Com o intuito de justificar esse baixo desempenho, muitos jovens
alegam que a disciplina é pouco motivadora, aborrecida e que ndo passa do uso de formulas e
regras pré-estabelecidas. Acreditamos que uma maneira de mudar esse ponto de vista é atraves

da matematica recreativa.


https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Mil_hist%C3%B3rias_sem_fim&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=A_caixa_do_futuro&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Salim,_o_m%C3%A1gico&action=edit&redlink=1
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Segundo Singmaster (1992), a Matematica Recreativa é um tesouro de problemas que
fazem a diversdo em Matematica. Um problema vale mais que mil exercicios. Ndo ha maior
experiéncia de aprendizagem do que tentar resolver um bom problema. A Matematica
Recreativa fornece muitos problemas dessa natureza e quase todos podem proporcionar 6timas
reflexes e solugdes. Por isso, ela também é um tesouro de problemas para investigacoes
estudantis.

Tais problemas podem surgir da realidade, o que mostra que a Matematica esta sempre
nos rodeando. Basta sabermos olhar. A utilidade pedagogica da Matematica Recreativa vem da
natureza da prépria Matematica, que ndo se resume a uma aplicacao de formulas nas atividades
propostas. A Matematica é composta de ideias estruturadas que exigem raciocinio l6gico no

processo de ensino e aprendizagem.
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3 OS CIRCULOS RUSSOS E O CLUBE DE MATEMATICA

Este Capitulo tem por objetivo mostrar um aspecto cultural da Russia no
desenvolvimento da Matematica Escolar, os famosos Circulos Matematicos. Discorreremos
sobre o trabalho realizado pelos professores do Departamento de Matematica da Universidade
Estadual de Moscou (Lomonosov). Escrevemos também, sobre os grupos de estudos
americanos e europeus e, por fim, os Clubes de Matematica da OBMEP, um blog desenvolvido
pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), baseado na ideia dos Circulos
Matematicos que busca disseminar o estudo da disciplina pelas escolas publicas e privadas do
Brasil.

3.1 Da Experiéncia Russa: descrevendo um estilo de trabalho

Os Circulos Matematicos sdo uma tradi¢do de mais de cem anos na Russia. Devido ao
alto numero de alunos com grande habilidade em Matematica e em raciocinio logico,
professores da antiga Unido Soviética convidaram um grupo de jovens para realizar reunides
semanais nao obrigatorias, feitas em horario extracurricular, com o intuito de resolver uma série
de problemas. A ideia central dos encontros era mostrar que o estudo da Matematica podia gerar
0 mesmo entusiasmo que praticar um esporte em equipe, sem ser, obrigatoriamente,
competitivo. Atualmente, outros paises na Europa e também os Estados Unidos adotam a
pratica e realizam esses encontros.

Diferentemente dos grupos de estudos americanos e de outros paises na Europa, 0s
Circulos Matematicos Russos sdo dirigidos por professores universitarios ou por alunos de pés-
graduacdo, e ndo por professores do Ensino Médio. Muitos consideram parte do seu dever
profissional mostrar os motivos que os fizeram estudar ainda mais Matematica. Os professores
agucam a curiosidade dos seus alunos e convidam-nos a aprofundar seus conhecimentos na
disciplina. O resultado vai além dos encontros na escola. Por isso, € comum estudantes de um
mesmo circulo viajarem juntos no fim de semana para resolverem ou discutirem problemas,
construindo uma relacéo de intimidade e cooperativismo s6 obtido, normalmente, em equipes
esportivas. Na visdo dos professores, dois pontos sdo de importante destaque na tradicdo de

atividade extracurricular de matematica na Russia:

19) Os encontros sdo caracterizados por um didlogo intenso e espontaneo entre

estudantes e professores, em que cada aluno, se possivel, é orientado individualmente;
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29) A aprendizagem comeca cedo. Em geral, equivalente ao sexto ano do Ensino

Fundamental das escolas brasileiras (11 ou 12 anos).

3.1.1 Sobre os Encontros do Circulo da Matematica

Inicialmente, os estudantes recebem uma lista com alguns problemas. Os alunos podem
resolvé-los em qualquer ordem. Se alguém tiver uma pergunta ou quiser discutir uma solucéo,
simplesmente levanta a méo e o professor ira atendé-lo. Todos podem resolver os problemas
oralmente, porém o ideal é que tenham algumas notas escritas. Diversas vezes, algum estudante
consegue a resolucdo de um determinado exercicio, mas, devido a sua imaturidade, nédo
consegue escrevé-la ou até mesmo explica-la. Nesse momento, a tarefa do professor é ajudar a
traduzir suas ideias para a escrita.

H& um pequeno intervalo, para quem precisar, no meio da sessao. Antes (ou até mesmo
depois) do intervalo, sdo discutidas as solu¢cdes do encontro anterior com a turma toda. O
professor leva apenas vinte minutos para explicar as resoluc@es no quadro. Todo tempo restante
é destinado para a resolucdo dos problemas pelos estudantes e para a discussao individual com
o professor. Caso algum aluno termine todos os problemas iniciais é dada uma nova lista com
mais problemas. No final do encontro, a lista com problemas adicionais é dada para qualquer
aluno que a peca.

E normal que alguns estudantes n&o consigam resolver muitos problemas. Por isso, é
importante que durante o encontro o professor converse com cada um para falar sobre os
problemas ou simplesmente para dar uma sugestdo. Caso ndo consiga resolver todos 0s
problemas durante a sessdo, 0 aluno pode resolvé-los em casa e discutir suas solugdes no
proximo encontro. Entretanto, ndo h& exercicios obrigatorios para casa. A evolugcdo de cada
estudante é anotada em um diario especial, no qual os problemas solucionados sdo marcados
com um sinal de mais. Os professores usam esses registros para medir o sucesso de cada
encontro, ja que eles fornecem uma indicagdo de quais problemas sdo mais dificeis e quais

necessitam de uma sugestdo ou indicagéo para os estudantes.
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3.1.2 Selegéo dos Problemas Russos

A prética adotada em um Circulo Matematico € diferente da utilizada em sala de aula.
Durante as aulas regulares, o professor explica a teoria, mostra alguns exemplos de determinado
assunto e, a seguir, resolve alguns exercicios. Os encontros de um circulo ficariam muito
entediante se todos os problemas fossem de um Unico assunto. Além disso, um aluno que ndo
perceba qual ¢ o assunto “chave” ndo resolveria nenhum problema. Em contrapartida, se um
professor comeca uma sessao explicando como resolver determinado problema, como 0s outros
sdo semelhantes, deixamos menos espaco para a criatividade dos alunos, visto que € sé
reproduzir a ideia inicial. Descrevemos um conjunto tipico de problemas que pode ser utilizado
em um encontro.

O primeiro exercicio é muito simples. Pode ser resolvido de varias maneiras diferentes.
Uma solucdo pode ser através de muitos célculos, outras despertam a criatividade e
proporcionam uma ideia interessante. Um bom problema desse tipo é o seguinte: O que é maior,
a soma dos cinquentas primeiros nimeros naturais impares ou a soma dos cinquenta primeiros
nUmeros naturais pares? E de quanto seria a diferenca? Outros tipos de problemas interessantes
80 0s que possuem uma resposta intuitivamente 6bvia, mas errada. Por exemplo: E possivel
que o produto ab seja divisivel por ¢? quando nem a nem b forem divisiveis por ¢? A solugéo
aparentemente seria “ndo”. No entanto, ab pode sim ser dividido por c¢?, ou até por ¢1°°.

O importante é que todo conjunto de problemas tenha um assunto especial em que
aproximadamente metade dos exercicios sejam destinados a ele. O ideal é que esse assunto
tenha sido cobrado em pelo menos um dos problemas na lista do encontro anterior. Assim, no
meio da sessdo atual, quando a resolucdo da lista antiga for apresentada, este problema sera
discutido e os alunos terdo um novo olhar para a lista do dia. O conjunto de problemas deve
conter alguns exercicios repetitivos. A ideia central é repeti-los, mas com roupagem diferente.

Por exemplo:

1. Ha torneiras de agua na cantina da escola. Cada uma delas pode ser aberta ou
fechada. De quantas maneiras pode ter gua corrente na cantina?

2. Quantas cadeias de zeros e uns é possivel formar, de modo que cada cadeia
contenha 10 digitos?

3. Existem 10 magcés crescendo em uma arvore. De quantas maneiras alguém pode

colher algumas delas?
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4. Depois da escola, 12 estudantes decidiram se dividir em 2 grupos, um para explorar
a cidade e o outro para assistir uma aula sobre ciéncia da computacéo. De quantas
maneiras eles podem se dividir?

5. A cantina da escola tem sempre 0os mesmos n itens diferentes. Pedro quer escolher
um lanche diferente a cada dia; ele pode comer de 0 a n itens diferentes de cada

vez. Por quantos dias ele consegue fazer isso?

Esses cinco problemas usam a mesma ideia fundamental. Alguns alunos resolvem os
exercicios como se fossem novos, mas sempre ha alunos que conseguem perceber a esséncia
do problema e criam comparacdes.

Para alunos iniciantes, é essencial o uso de jogos matematicos entre os problemas
iniciais nos primeiros encontros. Os jogos ajudam a ensinar muitas ideias as criangas. Por vezes,
eles criam uma estratégia errada para vencer o jogo. O ideal € que o professor jogue com esse
aluno adotando a ideia do aluno e perca para ele. No momento em que o estudante fizer um
movimento inadequado o professor pode sugerir o movimento correto e corrigi-lo. Dessa forma,
o0 aluno vence o jogo, mas percebe que sua estratégia nao funciona.

Toda lista de exercicios possui alguns problemas geométricos. Pode ser um problema
de geometria classica que tenha como pré-requisito apenas conhecimentos basicos, pode ser um
quebra-cabecas simples ou um problema de dobraduras. A ideia central é que o aluno néo fique
entediado durante o encontro.

Segundo Dorichenko (2011), o objetivo do Circulo ndo é explorar problemas de um
determinado tipo ou dominar uma colec¢ao de fatos, mas interessar os estudantes de Matematica,
mostrar que a Matematica é uma ciéncia linda e encantadora, ensinad-los a raciocinar e a
distinguir uma solucgéo de algo que néo € solucéo.

Uma excelente coletanea de problemas, utilizada pelo departamento de Matematica de
Moscou, pode ser encontrada no livro “A Moscow Circle: Week-by-Week Problem Sets” (Um
Circulo Matematico de Moscou: Conjuntos de Problemas de Semana a Semana). Dois outros
livros conhecidos em Circulos Matematicos bastante utilizados sdo “Mathematical Circles”
(Russian Experience) e “A Decade of the Berkeley Math Circle (The American Experience)”.
Ambos os livros sdo organizados por topicos, enquanto o livro adotado pelo departamento de

Matematica de Moscou é por encontros.
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Figura 5 - Livros de Circulos Matematicos

MSRI Mathamaticat Crcles Uineary

A Decade of the
Berkeley Math Circle
The American Diperiende,

Fonte: <http://www.ams.org/notices/201209/rtx120901275p.pdf>. Acesso em: 12/03/2018

3.1.3 Final de um Circulo

Ao término de um ou dois anos, 0s estudantes recebem um certificado de “Pequeno
Cientista Matematico”. Na verdade, os conhecimentos e as habilidades adquiridas valem mais
que qualquer certificado. A participacdo em um circulo ndo traz nenhum beneficio formal.
Diversos alunos sdo aceitos em escolas com uma maior énfase em Matematica e iniciam um
estudo mais aprofundado da disciplina. Como a carga horaria da disciplina é suficientemente
grande e dificil, poucos alunos frequentam os circulos em uma escola com énfase em

Matematica.
3.2 Os Clubes de Mateméatica da OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) organiza
diversos projetos visando a divulgacdo da matematica. O Clubes* é mais um desses projetos.
Baseado no conceito dos circulos Russos, o site oferece um ambiente onde os alunos dos
Ensinos Fundamental e Médio podem desenvolver atividades de forma ampla e divertida.
Também s@o desenvolvidas gincanas regionais e nacionais, debates de filmes, resolucdo de
problemas, jogos e atividades com softwares de Geometria Dinamica. A participacdo ndo é

apenas de alunos das escolas publicas. Alunos de escolas particulares, professores e

4 http://clubes.obmep.org.br/blog/


http://clubes.obmep.org.br/blog/
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universitarios também podem fazer parte do projeto. Além de disseminar o estudo da

matematica, o Clubes tenta desmitificar as ideias preconcebidas da disciplina.

Figura 6 - Clubes de Matematica da OBMEP

Clubes de Matematica da OBMEP

Disseminando o estudo da matematica

Inicio Sobre os Clubes  Forum restrito  Biblioteca dos Clubes  Ludoteca dos Clubes  Videoteca dos Clubes  Competiges

Mural de Avisos Salas de Atividades Salas de Estudo Salas de Problemas Salas para Leitura Dividas ?  * Equipe*

Fonte: <http://clubes.obmep.org.br/blog/>. Acesso em: 15/04/2018.

Todas as atividades sdo desenvolvidas no proprio blog e no forum de discussdes. Nesses
ambientes, os participantes podem trocar experiéncias com estudantes de outras regides do pais,
estudar alguns contetidos que ndo constam na grade escolar e, é claro, desenvolver a Matematica
de forma divertida, aumentando a curiosidade e o interesse pelo estudo.

Na intencdo de construir uma parceria com os professores de Matematica, o blog
convida os docentes a orientar varios Clubes nas escolas onde lecionam. Como o préprio nome
diz, o orientador conduzira os alunos nas atividades propostas, sanando eventuais duvidas.
Além do crescimento matematico dos estudantes, o professor podera ter acesso a diferentes
materiais didaticos para utilizar em suas aulas. Buscando um melhor acompanhamento do

Clube, algumas informacdes sdo necessarias para os organizadores do blog. Sao elas:

horério e local dos encontros;
orientador das atividades;
possibilidade de reproducao de material para os participantes;

acessibilidade a Internet; e

o b~ w0 D

disponibilidade para a realizagdo de outras atividades organizadas pela OBMEP.

O orientador notara que no blog ha atividades de carater mais geral. Por exemplo,
resolucdo de problemas e desafios, noticias, videos, indicagdes de livros e sites, provas de
competi¢cdes olimpicas entre outras. Ja no forum séo desenvolvidas atividades de carater mais
especifico, tais como: gincanas, discussdo e resolucdo de problemas mais especificos,

aprendizagem e utilizacdo do GeoGebra e do LaTeX.


http://clubes.obmep.org.br/blog/
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3.2.1 O que ha no blog?

O Clubes disponibiliza para os participantes quatro salas: atividades, leitura, problemas
e estudos; cada uma com sua caracteristica especifica. Todo material pode ser acessado por
professores para que possam utiliza-los em suas escolas. Os que sdo orientadores de um clube
podem acessar o Forum para discutir essas atividades, esclarecer possiveis davidas e sugerir
novos exercicios. Periodicamente, gincanas e concursos sdo propostos para os Clubes, através
destas salas.

Semanalmente, o blog publica trés problemas para os Clubes. Os problemas semanais
sdo divididos em trés categorias: probleminha, problema e problemé&o (ou desafio). Os Clubes
podem acessar 0 Forum restrito e participar das resolucdes. Apos trés dias, os moderadores do

site postam dicas para os problemas propostos.

Figura 7 - Problema Semanal

as nos caixas eletrénicos =

E I:l
1 *=*Problemo, Contagem Por OBMEP_bsr

Ha 10 pesscas em um banco & apenas 3 caixas eletrénicos. De quantas maneiras essas pessoas podem
formar filas diante dessas maquinas? (&dmita a possibilidade de haver filas vazias.)

o

Rednam seus Clubes e tentem resolver o problema,
Mas se ndo conseguirem, ndo faz mal: a partir do dia 05, proxima quinta-feira, deem uma passadinha na Sala
de Problemas do Férum e procurem pela dica para este problema,
Resolvido o problema, postem suas solugdes no Blog para que todos tenham acesso a elas,
Bons estudos!

Fonte: <http://clubes.obmep.org.br/blog/2018/04/filas-nos-caixas-eletronicos/>. Acesso em: 15/04/2018.

A solucdo dos moderadores e as solucGes de alguns clubes participantes sdo divulgadas

posteriormente no blog.


http://clubes.obmep.org.br/blog/2018/04/filas-nos-caixas-eletronicos/
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Figura 8 - Solucbes de um problema

Probleminha: Algarismo Final

Problema

Qual o algarismo das unidades do produto de nimergs impares 1-3:5.7...2013 7

Solucao 1

Como 5 & um dos fatores da multiplic !:__,:!:., temos que ¢ produto € mualtiple de 5, logo o algarismo das unidades do produto & 0

Se fosse 0, teriamos que o produto € par, ou seja, um dos dos fatores da multiplicagde € par, mas isto ndo ccorre.

Lego o algarismo das unidades desse produto & o nimero 5.

Solucdo enviada pelo Clube Os Pitagoricos.
Solucao 2

Observe que qualquer ndmero impar ao ser multiplicado por 5 sempre resulta num produto cujo dlitimo algarismo é 5.
Deste modo, como todos os nimeros da multiplicagdo citada sdo impares e um deles € o 5, entdo o algarismos final do

produto & 5.

Solugdo elaborada pelos Moderadores do Blog.
Fonte: <http://clubes.obmep.org.br/blog/probleminha-algarismo-final/>. Acesso em: 15/04/18.

Através da sala de estudos, os integrantes do Clube podem encontrar materiais que 0s
ajudam na resolucdo dos problemas do blog. Além de proporcionar um amadurecimento na
escrita Matematica, os participantes encontrardo roteiros de estudos, pequenos artigos para
complementar o assunto e conexdes com outros problemas.

Para os mais jovens, o Clubes disponibiliza a Ludoteca. Um ambiente onde 0s
estudantes encontram atividades ludicas, jogos, passatempos e aplicativos. Tudo para aprender
brincando e se divertindo. Além da Biblioteca, onde ha biografias de grandes matematicos,
pequenos textos e curiosidades, a Videoteca é outro local para adquirir conhecimento com
pequenos videos de Matematica. Com destaque para a série “Isto ¢ Matematica” da Sociedade

Portuguesa de Matematica (SPM).


http://clubes.obmep.org.br/blog/probleminha-algarismo-final/
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Figura 9 - Ludoteca do Clubes

Ludoteca: Sala de Jogos e Passatempos

Sala de Jogos e Passatempos

@ Para ter acesso a um jogo ou passatempo,

— : basta clicar sobre seu titulo.

m Boa diversdo!

® zo048 #/ Eototal é...

®/ A caleuladora quebrada #/ Ponte escura

®/ Acenda e apague aluz #/ Qual aidade do seu cérebro?
#/ Achando os divisores #/ Um desafio legal!

#/ Ccalculo mental

®/ Colhendo laranjas

#/ Desafio — Grupos de dois

Fonte: <http://clubes.obmep.org.br/blog/jogos-e-passatempos/>. Acesso em: 15/04/18

Pudemos acompanhar a evolugéo do blog ao longo dos anos. Em 2017, foram mais de

200 problemas.

Figura 10 - Problemas 2017/2018

Todos os problemas do Blog e suas solucoes
2017 — 2018

%

-

Aqui estarao os problemas postados no nosso Blog em 2017 e 2018 e suas solucoes.

Para conhecer um problema, basta clicar sobre seu titulo e bom proveito!

Fonte:<http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-de-problemas-todos-os-problemas-do-blog-2017/>. Acesso em:
15/04/18
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4 A ORGANIZACAO DE CLUBES NAS ESCOLAS PUBLICAS

Este Capitulo tem por finalidade mostrar ao leitor como é possivel montar um Clube de
Matematica em uma escola publica. Os possiveis obstaculos podem ser superados com a
criatividade das atividades propostas pelo professor organizador. Escrevemos também, sobre

uma breve experiéncia baseada no conceito de Clubes com alguns alunos do 92 ano do Ensino

Fundamental do Colégio Pedro Il em Sé&o Cristovédo na preparacdo para algumas Olimpiadas de

Matematica.

4.1 O Conceito de Clubes de Matematica

No Brasil, além do blog apresentado no Capitulo 3, existem diversos projetos intitulados
Clubes de Matemaética, cada um com suas particularidades, funcionando dentro de suas
propostas e de seus objetivos, todos desenvolvendo atividades para melhorar o ensino e
aprendizagem da Matematica. A maioria esta diretamente associada a uma instituicdo de nivel
superior. Contudo, a criacdo dos primeiros Clubes de Matematica, segundo Morgado (1996),
ocorreu nos Estados Unidos nas décadas de 1930 e 1940. Para o autor, tais Clubes foram criados
com o intuito de serem auxiliares poderosos na propaganda da Matematica, no fortalecimento
do convivio entre os interessados nesta disciplina e também por poderem contribuir para
resolver algumas dificuldades na aprendizagem da Matematica.

Morgado (1996) também aponta que em Portugal, na década de 1940, a ideia americana
da criacdo dos Clubes de Matemaética ganhou forca com o apoio incondicional da Sociedade

Portuguesa de Matematica:

Assim, logo na primeira reunido de estudos, realizada, [...], em junho de 1941, a
Comissdo Pedagodgica (da Sociedade Portuguesa de Matematica) chamou a atengdo
para a criagdo de Clubes de Matematica, defendendo: ‘a difusdo do gosto pelo estudo
da Matematica por meios extra-escolares, tais como a criacdo de Clubes de
Matematica.’

O primeiro Secretdrio geral da S.P.M., Anténio Monteiro, empenhou-se
entusiasticamente na criagdo de Clubes de Matematica.

No artigo intitulado Clubes de Matematica (Gaz.Mat., n(o) 11 (1942), pp. 8-12),
depois de se referir a importancia do papel desempenhado pelo Clubes de Matematica
nos Estados Unidos, no desenvolvimento do gosto pela Matematica, Antonio
Monteiro diz o seguinte:

A luz desta experiéncia, estamos no direito de pensar que a criacio de Clubes de

Matematica, na maioria das nossas escolas secundarias e superiores, é susceptivel de
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determinar uma corrente vital interesse pela matematica, entre 0s jovens estudantes,
que contribuirda de uma maneira eficaz para o ressurgimento das matematicas
portuguesas. [...] E claro que a criagio desses Clubes dependera em grande parte do
interesse e espirito de iniciativa de professores e estudantes. [...] Nas escolas em que
houver um grupo, muito embora pequeno, de pessoas capazes de fundar um Clube de
Matematica, estou certo que elas arrastardo atras de si a grande maioria dos estudantes
interessados pela matematica, na medida em que a atividade do Clube corresponder
as inspiracdes culturais atualmente existentes entre essas camadas. (MORGADO,
1996, p.1).

Analisando este pequeno fato histérico, entendemos que um Clube é um espaco
estruturado para o desenvolvimento da Matematica, cujo principal objetivo é a criacdo de
atividades educativas que possibilitem a discussdo e a reflexdo, propondo aos estudantes
situagBes problemas, para que eles, por meio da prépria atividade, se apropriem do
conhecimento matemaético.

Ap06s o entendimento do objetivo geral do Clubes de Matematica, precisamos explicar
como o professor (ou qualquer outra pessoa interessada em divulgar a Matematica) pode

organizar um grupo como este em uma escola.

4.2 Organizagao de um Clube

Um Clube pode ser organizado em qualquer escola, o ideal € que ndo haja exames de
admissao para 0s estudantes e o Unico pré-requisito seja a vontade de aprender. Os encontros
podem ocorrer em salas de aula ou em laboratérios de Matematica em horarios ndo utilizados
pela grade curricular ordinaria da escola. Recomendamos que 0s encontros sejam semanais e
que a duragéo seja de pelo menos uma hora. Entretanto, algumas atividades podem exigir mais
tempo, ndo ha problemas em dividi-las em etapas. Para algumas atividades ou resolugdes de
problemas é necessario que os alunos tenham um certo grau de conhecimento matematico. Por
isso, sugerimos que os participantes de um mesmo clube apresentem um mesmo estagio
cognitivo, que muitas vezes pode ser entendido como pertencer ao mesmo ano escolar.

Para Cedro (2004), o Clube é um espaco organizado para promover a aprendizagem dos
sujeitos orientados pela acao intencional do professor. Por isso, é importante, se possivel, que
as atividades elaboradas e planejadas sejam discutidas e debatidas com outros professores. O
importante € sempre relacionar atividades ludicas com o saber matematico. De acordo com
Moura (1996), as atividades ladicas mostram aos alunos e aos professores que 0 acesso ao

conhecimento pode ser prazeroso, sem ser um fardo.
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H4 assuntos que certamente chamam mais atengdo dos alunos a participar de um Clube.
O importante é que os estudantes percebam que os temas relativos as atividades realizadas no
clube sdo diferentes daquelas realizadas em uma sala de aula regular. Os problemas nao fazem
parte de um contetdo especifico e o professor valoriza a diversidade das solugdes. O problema

a seguir € um exemplo simples que pode ser explorado em um Clube:

Problema com dobradura: Uma folha de papel retangular foi dobrada conforme a

figura. Calcule a medida do angulo x.

Figura 11 — Problema com dobradura

Fonte: O autor, 2018.

Acreditamos ndo ser necessario uma formacdo especial para que o docente seja
orientador de um Clube. Porém, o conhecimento de determinados assuntos da Matematica é
importante para que o orientador justifique as solugdes dos problemas frente aos alunos. O
professor deve ter como objetivo, no desenvolvimento das atividades, criar situagfes que
possibilitem aos alunos a partilha de significados, apropriando-se de ideias matematicas
intrinsecas as atividades. Nesta perspectiva, a atividade é planejada com o intuito de promover
a aprendizagem do contetdo pelo estudante. Para tanto, as situacdes desencadeadoras de
aprendizagem adquirem um carater ladico, por meio da utilizacdo de jogos ou por situaces
problemas, transformando-os em recursos metodoldgicos.

A permanéncia dos alunos nos Clubes ¢ um grande obstaculo nas escolas publicas.
Como os encontros ndo sdo obrigatorios, a composicdo do grupo de estudantes pode sofrer
muitas variacdes, com alguns alunos novos aparecendo todo o tempo e outros desistindo.
Entretanto, o importante é que o Clube consiga ter um nucleo: um grupo de alunos que
participem regularmente das aulas. Esses estudantes “contaminam” uns aos outros com seu
entusiasmo, o0 que é excelente para atrair novos membros.

O professor precisa compreender que ha alunos que ndo podem frequentar todos 0s
encontros. Apesar de o trabalho regular ser um pré-requisito importante para o estudo da

Matematica, no Clubes o mais importante € o interesse.
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Outro ponto extremamente importante é a sequéncia das atividades exploradas nas
aulas. Como podemos ter alunos novos em um encontro qualquer, as atividades propostas néo
devem ser totalmente dependentes de encontro anteriores. Isto ndo significa que as atividades
ou os problemas sejam faceis, pois até exercicios simples podem deixar os estudantes
pensativos durante horas. Embora o Clube ndo trabalhe com um assunto especifico, hd questdes
que sdo mais técnicas e na maioria das vezes, o professor, antes de iniciar as atividades, tem a
necessidade de rever parte do contetdo do problema.

Muitos educadores e profissionais que trabalham com Educacdo sabem que a maioria
dos gestores de escolas publicas precisa investir a pouca verba que recebem em diversos setores
da escola, fato este que faz com que a organizagdo de um laborat6rio de Matematica ou mesmo
uma simples sala de estudos ndo seja uma prioridade. Uma alternativa para contornar esta
situacdo € a confeccdo de objetos didaticos com materiais de baixo custo.

Como o gestor de um clube pode se orientar com relagéo a isto? Recomendamos a esses
profissionais que pretendem orientar um Clube de Matematica dois excelentes livros para

confeccdo de materiais geométricos.

Figura 12 - Livros sobre a confec¢éo de materiais com baixo custo

Quebra-cabecas
geomeétricos

¢ formas planas
T vdcsn

\

Fonte: <http://www.eduff.uff.br/index.php/livros/>. Acesso em: 30/04/2018

Ambos os livros apresentam observacdes detalhadas de como confeccionar, por meio
de materiais de baixo custo, 0s quebra-cabegas geométricos, poliedros através de dobraduras de
papel, planificagdes, estruturas com palitos de madeira, canudos de plasticos, barbantes entre
outros.

Segundo Kaleff (2003), uma das prioridades dos projetos que visam a melhoria do

ensino de Matematica, em particular o de Geometria, consiste exatamente no desenvolvimento



31

de recursos didaticos pouco dispendiosos e que atendam as necessidades da comunidade de
professores.

4.3 Olimpiadas de Matematica como Fomentadores para a Criagdo de Clubes

H& muitas Olimpiadas de Matemaética em nivel nacional e internacional, sendo a mais
prestigiada a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, em inglés), que é a mais antiga
dentre as Olimpiadas cientificas. A IMO aconteceu, pela primeira vez, no Brasil em 2017, em
sua 58?2 edic&o, no periodo de 12 a 23 de julho, com mais de 100 paises participantes.

Entretanto, a IMO é para somente seis dos melhores estudantes do Ensino Médio
(equivalente ao ensino brasileiro) de cada um dos paises que tomam parte da competicdo. Os
alunos devem resolver seis problemas em dois dias consecutivos, em uma prova de quatro horas
e meia por dia. A Olimpiada Internacional de Matematica € muito importante por uma série de

razoes:

1. encontrar estudantes talentosos de Matematica;

2. capacitar muitos estudantes a desenvolver o pensamento matematico apropriado
desde cedo;
consiste num grande desafio e motivacdo para os melhores estudantes;

4. os melhores competidores sdo convidados a estudar nas mais prestigiadas

universidades do mundo.

Contudo, fica claro para professores de Matematica de escolas publicas que a IMO tem
influéncia sobre uma parcela muito pequena dos seus estudantes. 1sso nao ocorre s6 no Brasil,
mas em todo o resto do mundo. Entendemos que as Olimpiadas de Matematica, assim como as
Olimpiadas Esportivas, deveriam atrair o maior numero de participantes possivel, com o intuito
de mostrar-lhes que a Matematica pode ser interessante, Gtil e mesmo divertida.

Nessa perspectiva, trés olimpiadas chamaram nossa atencéo: A Olimpiada Internacional
Canguru de Matematica, a Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras (OIMSF) e a
Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas (OBMEP). A seguir, descrevemos
cada uma delas para que o leitor tenha uma ideia de como estes eventos podem incentivar na

organizacgéo dos Clubes.
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4.3.1 Olimpiada Internacional Canguru de Matematica

Com a finalidade de disseminar a Matematica entre os mais variados grupos de
estudantes, ao fim do ultimo século, muitos paises consideraram a ideia de usar competicoes
matematicas. Segundo Gregor Dolinar, o atual presidente da Associacdo Canguru Sem
Fronteiras (AKSF), em 1991, os professores André Deledicq e Jean Pierre Boudine, inspirados
pela Competicdo Australiana de Matematica, comegaram um concurso semelhante na Franga,
denominando-o de Canguru Matematico. A prova, consistindo em sua maioria de exercicios
simples e atrativos de Matematica, na forma de multipla escolha, foi um grande sucesso. Como
consequéncia, em 1993 foi realizada uma reunido em Paris, na qual foi proposta a varios paises
europeus a organizacdo de uma prova mais abrangente denominada Canguru Europeu. A ideia
foi recebida com entusiasmo e, em 1994, no Conselho Europeu em Estrasburgo, 0s
representantes de 10 paises fundaram a AKSF. Esta associacdo, responsavel pela organizacéo
do Canguru, foi formalizada e registrada em 17 de janeiro de 1995, em Paris, sendo o professor
André Deledicq o seu primeiro presidente.

Ainda segundo Gregor Dolinar, desde 1993, os representantes de todos os paises
membros se reinem num encontro anual, no qual os problemas das provas do Canguru para o
ano seguinte sdo escolhidos. Atualmente mais de 50 paises fazem parte da AKSF, incluindo o
Brasil. Apds o encontro, os representantes dos paises traduzem os problemas para suas proprias
linguas, adaptando, caso necessario, 0s enunciados. Ha paises que substituem eventualmente
algum problema que julgam inacessivel por questfes de curriculo.

Estudantes de todas as idades, dos 7 aos 18 anos, podem participar do evento, em seis
diferentes categorias etarias, resolvendo 24 ou 30 questbes de multipla escolha relativamente
mais acessiveis em 90 minutos. Os resultados dos estudantes de diferentes paises ndo séo
comparados; isto seria contrario ao espirito do Canguru. Assim, 0s problemas e a regras sdo
internacionais, mas 0 concurso em cada pais é organizado independentemente e cada pais tem
seus proprios vencedores. No Brasil, por exemplo, ndo ha vencedores oficiais. Cada escola

recebe os resultados de seus estudantes e ndo ha comparacao entre escolas.
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4.3.2 Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras (OIMSF)

Essa € uma Olimpiada diferente das outras. A OIMSF é uma competicdo internacional
de Matematica em equipes e interclasses para estudantes do Ensino Fundamental e Médio das
escolas publicas e privadas. A Olimpiada Internacional Matematica sem Fronteiras € uma secao
brasileira do evento internacional Mathématiques sans Frontiers criado e 1990 pela Académie
de Strasburg, Franca.

A prova ¢ feita em conjunto e cada turma pode participar com uma Unica equipe. O
exame € dissertativo e uma das questdes em todas as provas terd seu enunciado em Lingua
Estrangeira (Espanhol, Francés e Inglés), a ser escolhido pela classe e sua solugdo devera ser
apresentada no mesmo idioma estrangeiro escolhido. Os alunos podem usar anotacdes e livros
de Matematica, dicionarios, calculadora ndo-programavel, além do material j& comum na
escola. E proibido consultar a internet ou qualquer pessoa fora do grupo de alunos. O principal
objetivo dessa Olimpiada é o trabalho em equipe. As turmas que se destacam sdo premiadas
com credenciamento em competi¢des internacionais pelas quais a Rede POC — organizadora no

Brasil da Olimpiada Internacional Matematica sem Fronteiras — é responsavel pela selecéo.
4.3.3 Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP)

Em 2005, a fim de estimular o estudo da Matematica, foi criada a Olimpiada das
Escolas Publicas. A OBMEP é um projeto nacional realizado pelo Instituto Nacional de
Matematica Pura e Aplicada (IMPA) com apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM).
Em 2017, mais de 18 milhGes de alunos participaram da Olimpiada e, nesse mesmo ano, as
escolas particulares foram convidadas a fazer parte do projeto.

Além de estimular o estudo da Matematica, os organizadores pretendem contribuir para
a melhoria da qualidade da Educagédo Baésica, possibilitando que um maior nimero de alunos
brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade e incentivando o aperfeicoamento
dos professores das escolas publicas. Para isso, além do blog Clubes de Matematica apresentado
no capitulo anterior, a OBMEP oferece outros projetos em paralelo com a Olimpiada: o Portal
da Matematica e o programa OBMEP na Escola:

O Portal da Matematica disponibiliza videoaulas com contetdo de Matematica que
cobre grande parte do curriculo escolar do 62 ano do Ensino Fundamental ao 32 ano do Ensino
Médio.

O projeto OBMEP na Escola é voltado para os professores das escolas publicas. O

programa visa estimular atividades extraclasse com o uso dos materiais da olimpiada, tais como
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provas e Bancos de Questfes. Professores de todo o pais sdo habilitados e preparados para
desenvolver essa atividade em sua escola.

Ap0s identificar jovens talentos, a OBMEP, através do Programa de Iniciacdo Cientifica
(PIC) e do Programa de Iniciacdo Cientifica e Mestrado (PICME), incentiva seu ingresso em
universidades, nas areas cientificas e tecnoldgicas.

O PIC é realizado por meio de uma rede nacional de professores em polos espalhados
pelo pais, e também no férum virtual. Tem como objetivos despertar nos alunos o gosto pela
Matematica e pela ciéncia em geral e motiva-los na escolha profissional por carreiras cientificas
e tecnoldgicas. Ao longo de suas edi¢cbes, a OBMEP ja ofereceu a mais de 47 mil alunos a
oportunidade de estudar Matematica por 1 ano, com bolsa do Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPQ).

Ja 0 PICME oferece aos estudantes universitarios que se destacaram na OBMEP a
oportunidade de realizar estudos avancados em Matematica simultaneamente com sua
graduacdo. Os participantes recebem as bolsas por meio de uma parceria com o CNPq
(Iniciacdo Cientifica) e com a CAPES (Mestrado).

4.4 Olimpiadas: Uma experiéncia baseada no conceito de Clubes

Durante o ano letivo de 2017, alguns alunos do 92 ano do Ensino Fundamental do

Colégio Pedro Il em Sdo Cristovdo mostraram um grande interesse em participar da 132
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e pediram, se possivel,
para que 0S preparassem para a prova, com aulas ou material de apoio. Apresentamos a eles
outras Olimpiadas e lecionamos alguns topicos importantes para as provas. As aulas ocorriam
duas vezes na semana com duragdo de 90 minutos e com dois grupos distintos, um deles na
parte da manha e outro a tarde. Ndo houve nenhum tipo de exame de admissdo e cerca de 25
alunos frequentaram as aulas.

Ap0s a apresentacdo da Olimpiada Internacional Matematica Sem Fronteiras (OIMSF),
realizamos algumas atividades em grupo para observarmos como os estudantes se comportavam
com esse tipo de avaliagdo. As primeiras atividades consistiam na resolucdo de problemas e,
depois de conseguirem atingir alguma resposta, os grupos explicavam sua solucdo para os
demais colegas.

Essas atividades foram importantes para que o grupo de alunos conseguisse construir
uma organizagdo do trabalho em equipe, desenvolvendo coopera¢do mutua durante a realizacéo

das atividades. No momento de explicar suas solugdes, os alunos identificaram pontos em que
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poderiam detalhar mais a explicacdo para que a compreensdo do leitor ficasse mais facil.
Mostramos aos estudantes que ha problemas em Matemética que ndo possuem solugdo e provar
que € impossivel resolvé-los também é uma solucdo. Um bom exemplo € o problema das Sete
Pontes de Konigsberg. As Sete pontes de Konigsberg, € um famoso problema historico
da Matemética resolvido por Leonhard Euler em 1736, cuja solugdo negativa originou a teoria
dos grafos. O problema consiste na possibilidade de cruzar as sete pontes numa caminhada

continua sem passar duas vezes por qualquer uma delas.

Figura 13 - As Sete Pontes de Konigsberg.

Fonte: <https://pt.slideshare.net/Riolnfo2009/oficina-analytics-ricardo-costa>. Acesso em: 30/04/2018

Também propusemos aos alunos a resolucdo de problemas em uma lingua estrangeira
(na maioria das vezes em inglés ou espanhol), visando a preparagdo para a prova da OIMSF.
Em sua primeira participacéo, o grupo de alunos alcangou um segundo lugar, conquistando a
medalha de prata.

Em seguida, as atividades foram sempre baseadas nas resolucGes de problemas da
OBMEP. Sempre havia necessidade de revisar alguns contedos de modo a permitir a
compreensdo plena de algumas etapas na resolucdo dos problemas. Para que pudéssemos
resolver uma maior quantidade de exercicios olimpicos, apresentados aos estudantes 0s
seguintes contetidos: Principio Fundamental da Contagem, topicos de Geometria Plana e as
Progressdes Aritméticas e Geométricas. Todos os conteudos apresentados foram explanados
evitando ao maximo o uso de formulas e sempre através de atividades ladicas.

O resultado desses encontros culminou com duas atividades apresentadas no Festival de
Matematica do Colégio Pedro Il no ano de 2017 (FESTMATCP2), projeto educativo

desenvolvido pelo Departamento de Matematica do proprio colégio.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_grafos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_grafos
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Figura 14 — Cartaz do FESTMAT

FESTIVAL DA MATEMATICA DO COLEGIO PEDRO I

Fonte: <https://www.cp2.912.br>. Acesso em: 30/04/2018

Figura 15 - Atividades FESTMAT desenvolvida com alunos do Clubes

@ RAZAO AUREA Do

Mbaa e Exvema Razdo Esoral e

T B

Nuvers n30 130 etferar. movdanhar n3e 150 conet, continenie: N30 130 circulot
© 50m o Jatha0 M0 € CONINUO € Nem O 10 WD e inha refo ™~

T o Ny« TR

Abvicace 1 Construndo 0 Fractl 0egrau oenras.

Avcade 1 Construg3o da espral Jurea com a sequencia de Fibonacs

Avicade 2 Construnco 0 NdnQuUio o Serpensid i oy
treno (rvwers

Abviaade X Constnundo o cando Trsecsdes oA COD Ancade 22 Mios ¢ werdades da rclo urea

LA G
Mara L

Sobeced Sy AsunGS Cars mwich | iobe Marc | jolle Victor, Lesndrs | Mara Fecsands, Mamews

Fonte: O autor, 2018.

Todos os alunos que frequentaram os encontros foram premiados na OBMEP e na
Olimpiada Internacional Canguru de Matematica, alguns com medalhas e outros com mencao

honrosa.
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5 USANDO A MATEMATICA RECREATIVA EM UM CLUBE

Este Capitulo tem por objetivo apresentar algumas das atividades realizadas com os
alunos do 92 ano do Ensino Fundamental do Colégio Pedro Il, no Campus Séo Cristévéo I,
durante a preparacdo para as Olimpiadas. Tais atividades serviram também como problemas

geradores ja que propiciaram explicacdes tedricas.

5.1 Utilizando Fractais no aprendizado de Progressdes Geométricas

Durante o estudo de sequéncias numéricas, destacamos dois tipos de sequéncias
relevantes aos problemas olimpicos: Progressdes Aritméticas (P.A) e Progressdes Geométricas
(P.G). Apos o estudo das ProgressGes Aritméticas, em que foi apresentado aos estudantes a
escrita usual dos termos de uma sequéncia (a4, a,, ... , a, ...), decidimos continuar o estudo das
sequéncias apresentando as Progressfes Geométricas. O estudo foi dividido em atividades
pequenas e utilizamos alguns elementos da geometria fractal.

Antes, no entanto, apresentaremos algumas nocdes do que séo fractais. Sdo conjuntos
cuja forma é extremamente irregular ou fragmentada. As principais caracteristicas que
permitem definir um fractal sdo a auto similaridade e a extrema “irregularidade”. Por auto
similaridade, podemos entender como uma figura que mantém a mesma forma e estrutura sob
uma redugdo e ampliagdo de escalas. Ja a “extrema irregularidade” esta associada a rugosidade
ou fragmentacao (Mandelbrot (1983)).

5.1.1 Atividade 1: Construindo o cartdo fractal Degraus Centrais

Uma breve apresentacdo da Geometria Fractal, sugerimos aos alunos uma construgéo

de um dos mais interessantes fractais: o Cartdo Degraus Centrais.
Figura 16 - Cartdo Fractal Degraus Centrais
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Fonte: Autor, 2018.
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Entregamos aos alunos o material necessario (folha e tesoura) e instrugdes com o passo

a passo da construgao.

Figura 17 - Passo a Passo

Fonte: Autor, 2018.

Mediamos a atividade indo a mesa dos estudantes e ajudando-os na construcdo do
cartdo. A seguir apresentamos o termo geral da Progressao Geométrica a partir do cartdo

construido. Note que as conclusdes advém de uma atividade que contextualiza o estudo.

5.1.2 Atividade 2: Termo Geral da Progressao Geométrica

Pedimos aos alunos que anotassem a quantidade de degraus que foram construidos de

acordo com os numeros de cortes no papel.

1° corte — 1 degrau
2° corte — 2 degraus
3° corte = 4 degraus

4° corte — 8 degraus

Recomendamos que fosse utilizado a escrita apresentada em sequéncias numeéricas,
onde os indices representam a quantidade de cortes e o0 valor do termo a quantidade de degraus

gue o corte acrescentou.
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a, =1
a, =2
az =4
a, =8

Todos os integrantes da sala de estudos perceberam que o préximo corte (proximo
termo) seria ag = 16 e 0 seguinte ag = 32. Contudo, pela limita¢do dos objetos utilizados fica

impossivel a constru¢do. Nesse momento, definimos o que é uma Progressdo Geometrica.

Progressdo Geomeétrica é toda sequéncia onde cada termo, a partir do segundo, € igual ao
produto do termo anterior por uma constante. Essa constante é chamada de razdo da
progressao.

Assim, quando perguntados qual seria, por exemplo, o décimo termo, facilmente,
compreenderam que podemos escrever a,, = 2 - aq. Mas, para descobrir 0 aq deveriamos
encontrar 0 ag € assim sucessivamente. Da mesma forma como Gauss (matematico, fisico e
astrbnomo alemdo) teve uma ideia brilhante para o célculo da soma dos termos de uma

Progressdo Aritmética (P.A) mostramos uma técnica para calcular 0 a,,.

al = 1

a, =2-a4

a3 - 2 " az

ag - 2 - a8

a10 - 2 - ag
Multiplicando as equagdes, encontramos:

al-az-ag-----ag-alo=1-2-a1-2-a2-----2-a8-2-a9
Simplificando os termos semelhantes:
a=1:2-2-+-2:2=2°

9 fatores
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Em seguida, pedimos para que encontrassem o valor dos termos a;, € a,,. Todos
estavam convictos que haviam descoberto uma formula para os termos dessa sequéncia: a,, =
2"~1 Dissemos que estavam corretos, entretanto precisivamos provar esse fato. O que
acabamos de fazer era uma conjectura. Para provar esse fato, basta seguirmos com 0 mesmo

procedimento anterior

a1:1
a2:2'a1
a3:2'a2

Ap-1 =2 Ap

ap =2 an_1
Multiplicando as equacdes, encontramos:
Ay 0y Az Ay Ap=12"a;°2 Ay "2 Ap_p' 2" Ap_y
Simplificando os termos semelhantes:

Ap=1-2-2---2-2=2""1

n-1 fatores
Encerramos essa atividade praticando esse método com mais trés exemplos de
Progressdes Geomeétricas.
A proxima atividade consiste em calcular a quantidade de degraus que ha no fractal
quando ¢ efetuado o quinto corte. Para isso, pedimos para que 0s alunos calculem a seguinte
soma: 1+ 2 + 4 + 8 + 16. Apo6s chamar a atencdo para o fato de que as parcelas formam uma

P.G., dissemos a eles que ha outra forma para efetuar a adigéo.

5.1.3 Atividade 3: Soma de Termos Consecutivos em Progressdo Geométrica
Seja S a soma:
S=1+2+4+8+16
O método consiste em duas etapas:

1%) Multiplicar todas as parcelas pela razdo. Dessa forma, todas as parcelas do

nosso exemplo serdo dobradas. Obviamente, a soma também ficara dobrada:

2:S=2+4+8+16+ 32
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2%) Calcular a diferenca 2 - S — S:
2:5-S=2+4+8+16+32)—(1+2+4+8+16)
S=31

Em seguida, pedimos para que eles, sozinhos, utilizassem esse 0 método para calcular a
soma: 2+ 6+ 18+ 54 + 162. Todos, sem excecdo, perceberam que se tratava de uma
progressdo geométrica de razdo 3 e encontraram o valor 242. Praticamos esse procedimento
mais duas vezes e, por fim os alunos concluiram que o resultado obtido na soma dos termos da

Progressdo Geométrica é:

(Gltimo termo X razio) — (primeiro termo)

Soma = —
razao — 1

Ressaltamos que esse denominador ndo apareceu no primeiro exercicio porque vale 1.
Obviamente que o resultado final é de extrema importancia, pois evita uma perda de tempo no
momento de efetuarmos as contas. Entretanto, o objetivo ndo é simplesmente descobrirmos uma
férmula para usarmos nos exercicios. O maior ganho é fazer com que os alunos entendam como
é possivel calcular essa soma utilizando técnicas algébricas.

Antes de iniciar a proxima atividade, informamos aos alunos que a folha utilizada na

construgéo do cartdo fractal era 21 cm por 30 cm.

Figura 18 - Medidas da Folha A4

27 m

Fonte: O autor, 2018.
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5.1.4 Atividade 4: Limite da Soma de Termos Consecutivos em Progressdo Geométrica

Nessa atividade pedimos aos alunos que medissem a altura de um degrau de cada corte
e depois calculassem a soma dessas alturas. VVoltamos ao inicio da construcdo do cartdo para o
calculo das alturas. Facilmente eles notaram que ao dobrarmos a folha ao meio seu

comprimento passou a ser 15 cm e, como o primeiro corte ao ser dobrado foi até a outra

extremidade da folha, a altura do primeiro degrau erade 7,5 = 175 cm.

Figura 19 - Altura do primeiro Degrau

wo g1

Fonte: Autor, 2018.
Seguimos essa mesma ideia para calcular a altura do proximo degrau.

Figura 20 - Altura do segundo Degrau

15
£ P 1
w,
v 15
— Ccm
2

Fonte: O autor, 2018.

Ao terminarmos o terceiro procedimento os alunos perceberam que as alturas estavam

~ ra = ~ 1
em Progressdo Geométrica de razéo -.
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Figura 21 - Altura do terceiro Degrau

Fonte: Autor, 2018.

. 15 15 15 15 .
O que estdvamos querendo calcular era a soma: St ottt Conduzimos a
explanagdo para que os estudantes entendessem que, ao analisarmos o cartdo ainda dobrado,
essa soma vai aumentando a cada degrau adicionado, chegando cada vez mais proximo de 15.

Estamos calculando o limite dessa soma.
Para isso, utilizaremos o mesmo método de somas finitas. Tal método pode ser

empregado se sabermos de antemdo que se trata de uma série convergente. Chamemos a soma

de S:

5—15+15+15+15+
2 4 8 16

Multiplicar todas as parcelas pela razdo. Dessa forma, todas as parcelas passam a valer

a metade. Obviamente, a soma também ficara igual a metade de S.

=T tgtetn

S 15 15 15 15
2 4 8

Calcular a diferenca S — g

S (15 15 15 15 > (15 15 15 15 )

S A T T Zte Tttt
S 15
27
S=15

Encerrado esse calculo, pedimos para que usassem o método anterior para calcular o

limite da seguinte soma:
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S=1+2+4+8+-

Ao utilizar o mecanismo o resultado encontrado foi —1. A seguinte pergunta foi feita
aos alunos: “Como ¢ que vocés somam uma infinidade de nimeros positivos e encontram um

resultado negativo? ”’

Em seguida, explicamos de maneira mais adequada para os estudantes que:

12) O método s6 funciona quando a soma converge;
29) A soma sO converge quando a razdo estd entre —1 e 1.
As demonstracGes das afirmagdes acima encontram-se em livros de Anélise. Para
encerrar, resolvemos alguns problemas de “limite da soma de termos em P.G.”.

Todas essas atividades (construcdo do cartdo, termo geral, soma dos termos e limite da

soma) foram repetidas com o Cartdo Fractal Triangulo de Sierpinski.

Figura 22 - Cartdo fractal Triangulo de Sierpinski construido com os alunos em sala

Fonte: O autor, 2018.

5.2 Utilizando a Torre de Hand6i no Aprendizado de Recorréncias

Durante uma aula de correcdes de provas anteriores da OBMEP, nos deparamos com
um problema do qual a maioria dos alunos ndo compreendeu bem a solucéo divulgada no site
da Olimpiada. Decidimos apresentar alguns topicos novos para que 0s estudantes conseguissem
entender a solucdo do problema. O assunto abordado foi recorréncias em sequéncias numéricas
e o que dificultou a compreensdo da solugdo foi, possivelmente, a pouca énfase ao raciocinio

recursivo. A ideia é desenvolver conceitos de recorréncia que vao além das Progressdes
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Aritméticas e Geométricas, poténcia ou fatorial. O trabalho desenvolvido ndo teve o objetivo

de resolver recorréncias, o pensamento recursivo foi o foco das atividades.

5.2.1 Atividade 5: Resolvendo a Torre de Hanoi

A Torre de Han6i é um dos mais famosos "quebra-cabega” da Matematica. Consiste em
uma base contendo trés torres, em uma das quais sdo dispostos alguns discos uns sobre 0s
outros, em ordem crescente de didametro, de cima para baixo. O nimero de discos pode variar.

O problema consiste em passar todos os discos de uma torre para outra qualquer,
obedecendo duas regras:

1%) Mover apenas um disco por vez;
2%) Um disco com diametro maior nunca pode ficar sobre um disco com diametro
menor.
O vencedor do jogo € 0 que consegue resolver o problema com a menor quantidade de

movimentos possivel.

Figura 23 - Torre de Hanoi com 3 discos

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

Fonte: Autor, 2018.

Pedimos aos alunos que resolvessem a Torre de Handi com 1 e com 2 discos e anotassem
a quantidade de movimentos. Se possivel, que escrevessem com a notacédo feita atraves das
sequéncias numéricas, onde os indices representavam a quantidade de discos e o valor do termo
a quantidade de movimentos.
Sem dificuldades eles escreveram:
1 disco —» 1 movimento
2 discos = 3 movimentos

Usando a escrita ensinada em sequéncias:

a1:1


https://pt.wikipedia.org/wiki/Quebra-cabe%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%ADrculo
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a, =3
Nesse momento, deixamos eles manipularem a Torre tentando resolver o jogo com 3
discos. A intengdo era que eles chegassem a um consenso de qual era a quantidade minima de
movimentos. Obviamente, eles sabiam que seria um ndmero maior que 3. Depois de um certo
tempo os alunos responderam: 7 movimentos. Dissemos que estavam corretos e que a nossa

sequéncia estava:

a, =1
a, =3
az =7

O prdéximo passo era resolver o jogo com 4 discos.

Figura 24 - Torre de Handi com 4 discos

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3
Fonte: Autor, 2018.

O interessante foi perceber que os alunos criaram varias estratégias e conjecturas na
tentativa de encontrar a resolucéo e que sozinhos perceberam que algumas nao estavam certas.
Depois de um certo tempo, alguns alunos encontram 15 como resposta, mas nao tinham certeza.
Resolvemos o problema com eles e mostramos a solugéo do problema com 15 movimentos,

deixando nossa sequéncia da seguinte maneira:

a, =1
a, =3
az =7
a, =15

Ao ser proposto o0 jogo com 5 discos, um aluno disse que a resposta eram 31

movimentos. Perguntado porque esse nimero, ele disse que a sequéncia construida tinha um
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padrdo de construcdo que o levou a concluir o 31. Mais uma vez, afirmamos que o aluno estava
correto, mas que isso deveria ser provado.
Voltamos ao momento em que as Torres estavam com 4 discos. Mostramos a eles que

para resolver esse problema, sem perceber, eles passaram por 3 etapas:

1%) Deslocar os 3 discos menores para outra Torre;

Figura 25 - Resolvendo a Torre de Hanoi

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3
Fonte: O autor, 2018.

2%) Mover o disco maior;

Figura 26 - Resolvendo a Torre de Hanoi

L4

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

Fonte: O autor, 2018.

3% Mover os 3 discos menores para a Torre onde esta o disco maior;
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Figura 27 - Resolvendo a Torre de Hanoi

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3
Fonte: O autor, 2018.
Eles conseguiram entender que para resolver o problema com 4 discos, primeiro

resolvemos para 3 discos, realizamos mais um movimento e depois resolvemos, novamente, o

problema para 3 discos. Ou seja,
ag,=az+1+a; = a, =2a; + 1.
E que podemos usar essa ideia para generalizar o problema:
a, = 2a,_1+1

Dissemos aos estudantes que essa era uma formula de recorréncia. Tal formula fica bem
definida quando conhecemos um termo qualquer. Por comodidade, geralmente, usamos o
primeiro termo:

{an =2a,,+1
a1 = 1

De fato, eles perceberam que ja estavam usando as formulas de recorréncia durante o
estudo das Progressdes Aritméticas e Geomeétricas. Entretanto, nesse estudo eles deveriam
construir a recorréncia para depois utiliza-la.

Na resolucdo da Torre de Hanoi, encontramos uma Recorréncia de Primeira Ordem.

Recorréncia de Primeira Ordem € toda recorréncia que expressa o termo a,, em funcéo de

Ap_1-
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5.2.2 Atividade 6: Resolvendo Problemas por Recorréncias

Apbs a resolucdo da Torre de Hanoi, propusemos aos alunos resolver outros problemas

que possuiam solugdes via recorréncias. O primeiro problema foi o seguinte:

Problema 1: Em uma bancada ha 4 lampadas, cada uma pode estar ligada ou desligada.
Quantas séo as configuracgdes possiveis de tal maneira que ndo haja lampadas adjacentes
ligadas?

Figura 28 - Bancada com 4 lampadas

5 2] 2] ]
Fonte: O autor, 2018.

Este problema pode ser resolvido escrevendo todas as solucbes possiveis. E foi o que
pedimos aos alunos. Quando um problema parenta ter valores numéricos pequenos, uma boa

inciativa € descrever algumas solucdes.

Solugdo: Vamos separar 0s problemas em casos.
12) Nenhuma lampada acessa: 1 solugéo

Figura 29 - Todas lampadas apagadas

Fonte: O autor, 2018.

29) Apenas uma lampada acessa: 4 solucdes

Figura 30 - Apenas uma lampada acessa

Fonte: O autor, 2018.
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3% Duas lampadas acessas: 3 solucbes

Figura 31 - Duas lampadas acessas

Fonte: O autor, 2018.
Totalizando 8 solugdes.

Um problema razoavelmente simples no qual todos conseguirem chegar a solugdo sem
maiores dificuldades. Modificamos o enunciado do problema (trocando de 4 para 10 lampadas)

e pedimos para que os alunos tentassem resolver o novo problema.

Problema 2: Em uma bancada ha 10 lampadas, cada uma pode estar ligada ou desligada.
Quantas séo as configuracdes possiveis de tal maneira que ndo haja lampadas adjacentes
ligadas?

Figura 32 - Bancada com 10 lampadas

Fonte: O autor, 2018.

Pedimos aos alunos que, antes de resolver o problema, construissem uma sequéncia
onde os indices representassem a quantidade de lampadas e os termos o numero de solucGes
com a restricdo do enunciado. Assim, ja tinhamos a, = 8 e pedimos que encontrassem 0s
valores as, a, € a,.

Para encontrar a,, devemos imaginar uma bancada com apenas uma lampada. Seguindo
a restricdo do enunciado, essa lampada pode estar acessa ou apagada. Portanto, teriamos duas
solucdes.

a1 = 2
Para o0 a,, a bancada tem 2 lampadas e teremos 3 soluc¢des. Com isso,

a2=3.
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Figura 33 - Solucdes para 2 lampadas

Fonte: O autor, 2018.

Para encontrarmos o valor de a5, teriamos 3 lampadas e 5 solugdes. Portanto,
as = 5.

Figura 34 - Solugdes para 3 lampadas

Fonte: O autor, 2018.

Ficando com a seguinte sequéncia:

a, =2
a, =3
a; =5
a, =8

Uma parcela dos alunos percebeu qual era a regra de construcéo dessa sequéncia e que
ja haviam visto em outro momento. Mais uma vez, 0 que estadvamos criando ainda era uma
conjectura. Precisdvamos provar que a regra era valida para todos os termos da sequéncia.

Pedimos que eles voltassem a bancada com 10 lampadas e que dividissem o problema
em duas partes:

1%) A primeira lampada esta acessa;
2%) A primeira lampada esta apagada.
Portanto:

a,o = solucao com a 12 acessa + solugdao com a 12 apagada
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Pela restricdo imposta no enunciado, se a primeira lampada estiver acessa,
obrigatoriamente a segunda deve ficar apagada. Dai, concluimos que o problema passa a ser
um novo problema, com a mesma restricdo do anterior, com 8 lampadas. Da mesma maneira,

se a primeira estiver apagada, o problema passou a ser um novo problema com 9 lampadas.
a10 = a8 + ag

Podemos generalizar essa solucdo para n lampadas e mostrar que essa recorréncia vale

para todos os termos da sequéncia.
An = Ap—2 + ap—1

Assim, teremos:

a1=2
a2:3
a3:5
a4:8
a5:13
a6:21
a7:34
a8:55
a9:89
Ao = 144

Explicamos aos alunos que perceberam uma certa familiaridade com essa sequéncia que
ela é muito parecida com a famosa sequéncia de Fibonacci. Por isso, eles desconfiaram de ja
terem visto a mesma em um outro momento.

Na resolucédo desse problema encontramos uma Recorréncia de Segunda Ordem.

Recorréncia de Segunda Ordem é toda recorréncia que expressa o termo a,, em funcéo de
An-1 € Aan_2

Todas essas atividades tinham a finalidade de possibilitar aos alunos uma maior

compreensdo na resolugdo de um problema da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas



53

Publicas. Esse problema foi proposto para alunos do nivel 2 (82 e 92 anos do Ensino

Fundamental) e nivel 3 (Ensino Médio) na prova da segunda fase de 2014.
5.2.3 Atividade 7: Resolvendo o problema da OBMEP

Quadro 1 - OBMEP 2014

Problema:

Fabio gosta de brincar em escadas, subindo ou descendo

seus degraus da seguinte maneira:
* comega no degrau de namero 1;

* a cada movimento ele sobe ou desce um ou dois degraus

e, ao subir ou descer dois degraus, ndo pisa no degrau

intermediario;
* pisa em todos os degraus exatamente uma vez.
Por exemplo, em uma escada com trés degraus ele pode brincar de duas maneiras

diferentes: 1-2-3, 1-3-2; com quatro degraus ele pode brincar de quatro maneiras diferentes:
1-2-3-4, 1-2-4-3, 1-3-2-4 ¢ 1-3-4-2.

(a) Fabio pode brincar de seis maneiras diferentes em uma escada com cinco degraus.

Escreva essas seis maneiras.

(b) Explique por que sempre é possivel terminar a brincadeira no degrau de nimero 2 em

qualquer escada com dois ou mais degraus.

(c) Ha 31 e 68 maneiras diferentes de se brincar em escadas com nove e onze degraus,
respectivamente. De quantas maneiras diferentes Fabio pode brincar em uma escada com

doze degraus?

Fonte: OBMEP, 2014.

Como a maioria dos problemas da OBMEP, os primeiros itens séo, na nossa opiniao,

razoavelmente simples e, em geral, sugerem solugdes particulares para os itens futuros.
Resolucgéo do item a:

1-2-3-4-5, 1-2-3-5-4, 1-2-4-3-5, 1-2-4-5-3, 1-3-2-4-5, 1-3-5- 4-2
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Resolucgéo do item b:

Basta ele subir pelos degraus impares até o mais alto dos impares e em seguida ir para
0 mais alto dos pares e descer pelos degraus pares.
Os estudantes, ap6s as aulas de recorréncias, j& montaram uma sequéncia com 0s

degraus e o nimero de solugdes.

a, =1
a, =1
az =2
a, =4
as =6

Explicamos aos alunos que a construcdo dessa sequéncia, por recorréncia, nao era téo
simples e que o enunciado nos “dava” uma dica para uma possivel resposta. Nele, foi pedido o

valor de a,, e nos foram informados os valores dos elementos a,; = 68 e aq = 31.
Resolucgéo do item c:

Do mesmo modo como resolvemos o problema das lampadas, vamos dividir o problema

em dois casos:
19) Fabio fez os movimentos 1-2
Nesse caso, 0 problema passou de doze para onze degraus. Pelo enunciado, a,; = 68.
29) Fabio fez os movimentos 1-3
Nesse caso, temos duas opgoes:

e Fabio pode subir os degraus impares e voltar pelos pares, parando no degrau 2.
Dando uma possivel solugéo. (Esse foi o objetivo do item b.)

e Fabio pode fazer 1-3-2-4, tornando o problema para nove degraus. Pelo

enunciado, aq = 31.

Portanto, a,, = aq+a;; +1 = a,, = 100. Podemos generalizar e encontrar a
recorréncia da sequéncia: a,, = a,_3 + a,_1 + 1.
Mais importante que obter a resposta do problema, foi a construcdo do pensamento

recursivo. As atividades de recorréncia ocorreram no contra turno da manha. No mesmo dia,
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durante uma aula regular de resolugdo de problemas com equacbes do segundo grau, um

exercicio no livro texto chamou a atengdo dos alunos.

Em uma festa todos os convidados se cumprimentam com um aperto de méos. Se houve 45
apertos de maos, quantas pessoas estavam na festa?

Duas alunas fizeram a seguinte pergunta: “Professor, posso resolver por recorréncia? ”.

Perguntadas como seria a solucéo, elas escrevem a sequéncia numeérica abaixo:

a; =0
a, =1
a; =3
a4=6
a5:10
a6:15
a7:21
a8:28
a9:36
a10:45

Obviamente, os indices representam a quantidade de pessoas e o valor do termo a
guantidade de apertos de maos. Quando perguntadas qual era a recorréncia da sequéncia elas
responderam: “E um pouco parecido com o problema das diagonais dos poligonos. Toda vez
gue acrescentamos uma pessoa, ela apertara a mao de todos que ja estavam e, em seguida, temos
que somar os apertos ja existentes.”. Por isso, elas concluiram que a;, = aq + 9. E interessante
notar aqui que a solucdo proposta pela aluna é inusitada no sentido de utilizar um raciocinio
recursivo no lugar da solugdo combinatdéria normalmente apresentada por muitos professores

de Matematica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como finalidade apresentar parte do trabalho desenvolvido com
alunos do ultimo ano do Ensino Fundamental. Durante o desenvolvimento dos assuntos, foi
evitado, sempre que possivel, apresentacdo de férmulas sem uma devida justificativa ou
explicagdo. Isso porque, quanto no exercicio do magistério, estamos convictos que uma
linguagem demasiadamente rebuscada dificulta a compreenséo e consequentemente, afasta o
estudante da Matematica. Além disso, as formulas prontas podem afastar as criatividades das
solucdes.

Dificilmente, apds serem apresentados a Matematica, os estudantes permanecem
indiferentes a ela. Pelo contrario, dois sentimentos opostos sdo desenvolvidos: paixao, por parte
de uma minoria, e aversao, por parte da maioria.

Muitas aversdes poderiam ser evitadas se, antes de ensinar determinado contetido, 0s
professores dedicassem alguns minutos do seu tempo para relatar aos jovens estudantes como
comegou o estudo desse assunto. A Matematica ndo pode ser apresentada de forma fria, sem
uma ligacdo com a realidade histdrica e humana vivida anos atras. E necessario mostrar aos
alunos que o desenvolvimento das Ciéncias Exatas tornou possivel os avan¢os tecnoldgicos no
mundo de hoje.

Estamos convictos que a Matematica deve ser ensinada de maneira recreativa, lidica e
com o uso de materiais concretos. Para que se torne uma fonte de prazer intelectual e conquiste
cada vez mais alunos. Acreditamos também, que os contetdos devem ser transmitidos de forma
mais natural, deixando a descoberta dos resultados para os alunos e o professor atuando como

um simples mediador das atividades.
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