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RESUMO

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre as se¢oes conicas (elipse, parabola
e hipérbole) em diferentes perspectivas, construir com o software de geometria dindmica,
Geogebra, Objetos de Aprendizagem para auxiliar e modelar algumas aplicagoes resul-
tante das propriedades que cada curva possui. Mais precisamente, sao abordados os
aspectos historicos mais relevantes, a descricdo de cada cOnica com base na definicdo
focal, os lugares geométricos a partir da Equacao Geral do Segundo Grau, as equacgoes
das conicas com base na definicdo de excentricidade e as suas parametrizacoes. Também
¢é analisado sob diferentes abordagens as propriedades refletoras das conicas envolvendo
retas tangentes e normais, finalizando o trabalho com uma visao geral sobre o Geogebra

e a descrigao do processo de construcao de cada Objeto de Aprendizagem.

Palavras-chave: Conicas, Geogebra, Objetos de Aprendizagem



ABSTRACT

The objective of this work is to study the conic sections (ellipse, parabola and hyperbola)
in different perspectives, to construct with the software of dynamic geometry, Geogebra,
Learning Objects to aid and model some applications resulting from the properties that
each curve has. More precisely, the most relevant historical aspects are addressed, the
description of each conic based on the focal definition, the geometric places from the
General Equation of the Second Degree, the equations of the conics based on the definition
of eccentricity and their parametrizations. It is also analyzed under different approaches
the reflective properties of the conics involving tangent and normal lines, finalizing the
work with an overview about Geogebra and the description of the process of construction

of each Learning Object.

Keywords: Conics, Geogebra, Learning Objects



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — A solugao grafica da duplicacdo docubo . . . . . . . ... ... .. ... 17
Figura 2 — Conicas baseadas no angulo do vértice docone . . . . . . . .. ... ... 18
Figura 3 — Sintomas das conicas . . . . . . . . .. ..o 18
Figura 4 — Conicas baseadas no plano secante variavel . . . . . . . .. .. ... ... 19
Figura 5 — Elementos da elipse sobre a reta focal e ndo focal . . ... .. ... ... 23
Figura 6 — Simetria de £ em relagdo a reta focal . . . . . . ... ... ... ... .. 24
Figura 7 — Simetria de £ em relagdo ao centro . . . . . . . .. .. ... 25
Figura 8 ~ Elipse £ : @m0 4 Wow)® —q 27
Figura 9 — Elipse & : (‘T—bﬁo)Q + (y_aZO)Q =1. . . 28
Figura 10 -Elementos da Hipérbole sobre a reta focal e nao focal . . . . . . . . . .. 30
Figura 11 -Simetria da Hipérbole em relacao a reta focal e nao focal e ao centro . . 32
Figura 12 Hipérbole # ; =20 _ sl —q 34
Figura 13 Hipérbole 7 ; U7 _ le=ol® —q 00 35
Figura 14 -Elementos e Simetria da Pardbola em relacao a reta focal . . . . . . . .. 36
Figura 15 Pardbola P : (y —yo)? =4p(z — o) - - . . o o o oo i 39
Figura 16 Pardbola P : (x —20)> =4p(y —Yo) - -+« « v v v i 40
Figura 17 -Sistema de eixos ortogonais ajustando F' sobre OX . . . . . . ... ... 45
Figura 18 Pardbola y = (1/4p)x® . . . . . . .. . 49
Figura 19 -Elipse (z/a)? 4+ (y/b)* =1 . . . . . . .. 50
Figura 20 -Hipérbole (z/a)®* — (y/b)* =1 . . . . . . . ... ... . ... ... .. 52
Figura 21 Retas perpendiculares . . . . . . . . . ... ... . 55
Figura 22 Tangente a Pardbola . . . . . . . . .. .. .. ... ... 60
Figura 23 Tangente a Elipse . . . . . . . . . ... .. 61
Figura 24 Tangente a Elipse . . . . . . . . . . .. .. ... 62
Figura 25 Luz visivel no Espectro eletromagnético. . . . . . . .. .. .. ... ... 63
Figura26 Reflexdoda Luz . . . . . . . . . ... o 64
Figura 27 Propriedade refletora da elipse . . . . . . . . .. .. ... .. ... .. .. 65
Figura 28 Propriedade refletora da hipérbole . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 65
Figura 29 Propriedade refletora da pardbola . . . . . . . . ... ... ... .. ... 66
Figura 30 Divisao harmonica . . . . . . . . . .. .. oL Lo 67
Figura 31 ‘Tangente a elipse e o conjugado harmoénico . . . . . . . .. ... .. ... 70
Figura 32 Normal a elipse e o conjugado harmoénico . . . . . . . . .. .. ... ... 71
Figura 33 “Tangente e normal a hipérbole e o conjugado harmoénico . . . . . . . .. 73
Figura 34 ‘Tangente e normal a parabola e o conjugado harménico . . . . . . . . .. 75
Figura 35 Radio Telescopio . . . . . . . . . . .. 76

Figura 36 -Coletor solar ou fogao solar . . . . . . .. .. . ... ... .. ... ... 7



Figura 37 Fonte de luz no foco refletindo paralelamente ao eixo principal . . . . . . 7

Figura 38 Refletor eliptico odontolégico . . . . . .. .. . ... ... ... ... .. 78
Figura 39 -Aparelho de Radioterapia . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 78
Figura 40 Litotriptor - tratamento para calculo renal . . . . . . ... .. ... ... 79
Figura 41 Telescopio - Esquema dos espelhos . . . . . . . ... ... .. ... ... 79
Figura 42 Telescopio Cassegrain - espelhos parabdlicos e hiperbdlicos . . . . . . . . 80
Figura 43 Interface do Geogebra com sua configuracao padrao . . . . . . . . . . .. 83
Figura 44 Interface do Geogebra com a Janela 3D, Planilha e CAS . . . . . . . .. 84
Figura 45 Janela CAS . . . . . . . . . . 84
Figura 46 Janela Planilha . . . . . . . . ... .00 oo 85
Figura 47 Elipse centrada na origem . . . . . . . . . . ... ... ... 87
Figura 48 Hipérbole centrada na origem . . . . . . . . . . .. .. ... ... .... 88
Figura 49 -Conicas elaboradas no Geogebra - versao smartphone . . . . . . . . . .. 90
Figura 50 Pardbola com vértice na origem . . . . . . . . . . ... ... ... ... 90
Figura 51 -Janela de didlogo - Controles deslizantes . . . . . . . ... .. ... ... 91
Figura 52 Elipse com controles deslizantes . . . . . . . . .. ... ... ... .... 91
Figura 53 Elipses variando os controles . . . . . . .. .. . ... ... L. 92
Figura 54 Hipérbole com controles deslizantes . . . . . . . .. ... ... ... ... 93
Figura 55 Pardbola com controles deslizantes . . . . . . . ... ... .. ... ... 94
Figura 56 Interface da Construgao das Segoes Conicas segundo Menécmo . . . . . . 95
Figura 57 Interface da Construcao das Se¢oes Conicas segundo Apoloénio . . . . . . 97
Figura 58 -Objeto de Aprendizagem - Conica em funcdo da excentricidade . . . . . . 98
Figura 59 -Criacao de uma nova ferramenta - Raio Refletido . . . . . . . .. . . .. 101
Figura 60 -Aplicagdao - Raio Refletido . . . . . .. .. .. ... ... ... ... ... 101
Figura 61 Lugar geométrico - elipse . . . . . . . . .. .. ... L. 103
Figura 62 Lugar geométrico - hipérbole . . . . . . .. .. .. ... ... .. 104
Figura 63 Lugar geométrico - pardbola . . . . . . .. ... ... .00 105
Figura 64 Equacao Geral do Segundo Grau - interagindo com os coeficientes . . . . 106
Figura 65 -Aberragao esférica em imagens do Hubble . . . . .. ... ... ... .. 107
Figura 66 Prototipo do Telescoépio Newtoniano . . . . . . . . ... ... ... ... 108
Figura 67 -Esquema da Optica do Telescépio Newtoniano . . . . . . . . . ... ... 110
Figura 68 Razdo Aurea - Quadrado, Elipse e Hipérbole . . . . . .. ... ... ... 111

10



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Equacgoes Cartesianas das Conicas com centro na origem

Tabela 2 — Equagoes Cartesianas das Conicas com centro em (xq, yo)



SUMARIO

1 Introducgao

2 Aspectos historicos

2.1 Os primordios das conicas . . . . . . . . .. ..o

2.2 A influéncia das Conicas de Apoloénio . . . . . . . . . ... ... ... ...

A matematica das Conicas

3.1 As abordagens e seus aspectos . . . . .. ...

3.2 AElipse . . . . .
3.2.1 Forma canénica da Elipse . . . . . . . ... ... L.
3.2.2  Elipse £ com centro na origem e reta focal sob OX . . . .. .. ..
3.2.3 Elipse £ com centro na origem e reta focal sob OY . . . . ... ..
3.2.4 'Translacao dos eixos coordenados . . . . . . . ... .. ... ....
3.2.5 Elipse £ com centro em (xg,yo) e reta focal paralela a OX . . . . .
3.2.6 Elipse £ com centro em (zg,yo) e reta focal paralela a OY . . . . .

3.3 A Hipérbole . . . . . ..
3.3.1 Forma candnica da Hipérbole . . . . . ... ... ... ... ....
3.3.2 Hipérbole H com centro na origem e reta focal sob OX . . . .. ..
3.3.3 Hipérbole H com centro na origem e reta focal sob OY . . . .. ..
3.3.4 Hipérbole H com centro em (xg, ) e reta focal paralela a OX . . .
3.3.5 Hipérbole H com centro em (zg,yo) e reta focal paralela a OY . . .

3.4 A Pardbola . . . ... ..
3.4.1 Forma canénica da Pardbola . . . . . . . ... ... 0.
3.4.2 Parabola P com vértice na origem e reta focal sob OX . . . .. ..
3.4.3 Pardbola P com vértice na origem e reta focal sob OY . . . . . ..
3.4.4 Pardbola P com vértice em (xg, o) e reta focal paralela a OX . . .
3.4.5 Pardbola P com vértice em (xg, o) e reta focal paralela a OY

3.5 Equacao Geral do segundo grau . . . . . . ... ..o
3.5.1 Equagao Geral do segundo grau com B=0e AC' >0 .. .. .. ..
3.5.2 Equagao Geral do segundo grau com B=0e AC <0 . .. .. ...
3.5.3 Equagao Geral do segundo grau com B=0e AC=0 . ... ...

3.6 Excentricidade das conicas . . . . . . ... Lo

3.7 Parametrizacdo das Conicas . . . . . . . . . . . ...
3.7.1 Equagbes paramétricas da pardbola . . . . . .. ...
3.7.2 Equagoes paramétricas da elipse . . . . . . . ...

3.7.3 Equagoes paramétricas da hipérbole . . . . . . .. ... ...

14

17
17
20



4 Propriedades e aplicagoes das conicas 54

4.1 Retas tangentes e normais as conicas . . . . . . .. ... 54
4.2 Intersecao entre uma coOnica e umareta . . . . . . . .. ... 54
4.3 Caracterizacao da reta tangente a conica . . . . . . . . ... ... ... .. 59
4.4 Propriedade refletora das conicas . . . . . . .. ..o 63
4.5 Divisao harmonica, tangentes e normais as conicas . . . . . . . . .. .. .. 67
4.6 Aplicagoes das Conicas . . . . . . . . . . .. 76
5 A geometria dinamica e suas aplicagoes 81
5.1 O Geogebra e sua interface . . . . . . . .. ... Lo 82
5.2 Abordagens das conicas com o Geogebra . . . . .. ... 85
5.3 Insercao direta da equacao da conica no Geogebra . . . . . . .. .. .. .. 85
5.4 Construindo as segdes conicas segundo Menécmo . . . . . . . . . . .. ... 94
5.5 Construindo as se¢oes conicas segundo Apoloénio . . . . . . . . . . ... .. 96
5.6 Interacdo dinamica da excentricidade das conicas e da reta diretriz . . . . . 97
5.7 Criagao da ferramenta raio incidente e refletido . . . . . . .. . .. .. .. 99

5.8 Lugar geométrico das conicas construido por meio do rastro ou dobraduras 102

5.9 Equacgao do segundo grau e a interacao dinamica dos seus coeficientes . . . 104
5.10 Construcao do esquema optico do telescopio newtoniano . . . . . . . . .. 106
5.11 A razao durea como vértices da elipse e da hipérbole . . . . . . . ... .. 110
6 Consideragoes finais 113
REFERENCIAS 115

13



14

1 Introducao

Secdes cOnicas sao as curvas obtidas a partir de determinados cortes realizados por
um plano em um cone duplo. Dependendo de como o plano intersecta o cone, podemos

ter uma elipse (ou ciculo), uma pardbola ou uma hipérbole.

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre as se¢oes conicas (elipse, pa-
rabola e hipérbole), implementar a construgao delas com geometria dindmica através do
Software Geogebra produzindo Objetos de Aprendizagem (OA)! e modelar algumas apli-

cacoes resultante das propriedades que as curvas possuem.

Esse tema para ser melhor compreendido por alunos do ensino médio, exige um forte
apelo geométrico além do algébrico. Utilizar uma ferramenta adequada para esbocar as
curvas, modificar, obter suas formas dinamicamente, verificar suas propriedades e cons-
truir aplicagoes, levou-nos a escolha de uma ferramenta de Geometria Dindmica. Existem
varias ferramentas (Cabri, Sketchometry, Cinderella, desmos, etc.) capazes de auxiliar no
estudo das segoes conicas, dentre elas, o software livre Geogebra. Além de ser gratuito
existem outras caracteristicas relevantes para esta escolha, mas a principal é a facilidade
em produzir, interagir e compartilhar os materiais produzidos na Internet, ampliando as

possibilidades de uso para o ensino e aprendizagem.

Desenvolvemos ao longo do estudo a construcao de Objetos de Aprendizagem que
facilitassem a visualizacdo e compreensao das propriedades inerentes as conicas e, além
disso, que possibilitassem construir modelos para algumas aplicagoes, em particular, os

esquemas de funcionamento de telescopios refletores.

Diante disso, adicionamos um estudo sobre as propriedades de reflexdo das conicas
determinando suas tangentes e normais e demonstrando tais propriedades sob diferentes

abordagens.

A principal contribuicao deste estudo é o protocolo de construcao dos Objetos de
Aprendizagem de forma simples, permitindo que alunos e professores possam verificar as
propriedades dessas curvas através da criacao, reproducao e interacao desses objetos em

seus dispositivos eletronicos (smartphones, tablets e computadores).

O uso de tecnologias digitais como ferramenta pedagogica auxiliar vem sendo cada
vez mais mencionadas em pesquisas académicas voltadas para educagao. Cabe aos do-

centes buscar formas de conhecé-las para poder inserir e aprimorar seu uso no ensino.

1Objeto de aprendizagem (OA) é uma unidade de instrucdo/ensino reutilizdvel. De acordo com o
Learning Objects Metadata Workgroup, objetos de aprendizagem (Learning Objects) podem ser definidos
por "qualquer entidade, digital ou nao digital, que possa ser utilizada, reutilizada ou referenciada durante

o aprendizado suportado por tecnologias [26]".
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As diferentes tecnologias disponiveis mudam nao s6 nossa rotina, mas o ritmo de vida,
influenciando até mesmo as formas de pensar, aprender, produzir [10].

Tendo em vista que a educacao é um produto cultural, a postura ativa do professor
¢ de crucial importancia para a ensino e aprendizagem, sendo imprescindivel o seu envol-
vimento com as Tecnologias da Informagdo e Comunicagao (TIC), onde os dispositivos
eletronicos sao manipulados facilmente pelos alunos de forma natural. Sé o uso das TIC
nao garante o sucesso para a aprendizagem, mas de forma articulada pedagogicamente
podem gerar bons resultados ao processo ensino-aprendizagem. De acordo com Pierre
Lévy [15]:

“A multimidia interativa ajusta-se particularmente aos usos educativos.
[...] quanto mais ativamente uma pessoa participar da aquisi¢do de um
conhecimento, mais ela ird integrar e reter aquilo que aprender. Ora,
a multimidia interativa, gracas a sua dimensdo reticular e nao-linear,
favorece uma atitude exploratéria, ou mesmo lidica, face ao material a
ser assimilado. E portanto, um material bem adaptado a uma pedagogia
ativa. (1993, p. 40)”

Apesar da polémica por falta de um amplo debate, a Lei 9.394/96 (Lei de Diretrizes
e Bases da Educagao Nacional) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) inseriram
em seus textos uma vasta literatura direcionada ao uso de recursos tecnolégicos e suas
possiveis contribui¢oes para a melhoria do processo ensino/aprendizagem. Observemos

aqui o que diz o texto incluso nos PCN sobre os recursos tecnolégicos:

"em suas diferentes formas e usos, constituem um dos principais agen-
tes de transformacao da sociedade, pelas modificagbes que exercem nos
meios de producgdo e por suas consequéncias no cotidiano das pessoas.
O uso desses recursos traz significativas contribui¢ées para se repensar
sobre o processo de ensino e aprendizagem de Fisica e Matemaética a
medida que relativiza a importancia do calculo mecénico e da simples
manipulacdo simbdlica, uma vez que por meio de instrumentos esses
célculos podem ser realizados de modo mais rapido e eficiente [5]."

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira, no capitulo 2, faremos um
curto histérico apontando a origem das seg¢oes conicas, os seus principais personagens e a

influéncia que elas exerceram em diversas areas do conhecimento cientifico e tecnolégico.

No capitulo 3, estudaremos as se¢Oes cOnicas separadamente com enfoque na defi-
nigao focal como é abordado na maioria dos livros. Faremos ainda uma anélise sobre os
lugares geométricos a partir da equacao geral do segundo grau. Esse tratamento promove
a unificagdo dessas curvas. Em sequéncia, demonstraremos uma equacao unificada em
funcao da excentricidade, distancia focal e distancia a reta diretriz. Incluimos também
um breve estudo sobre a parametrizacao das conicas. Apesar de ndo abordarmos neste
estudo a rotagdo, os objetos de aprendizagem construidos podem apresentar as mudancas

sofridas nas equagoes mediante uma rotacgao efetuada sobre a conica.

No capitulo 4 apresentaremos as propriedades de reflexdo das conicas e suas res-

pectivas aplicagoes tecnologicas. Para isso, usaremos uma abordagem para determinar as
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retas tangentes e normais as conicas por meio da intersecdo em um unico ponto e, além
disso, mostraremos uma analise para caracterizar a tangente em cada conica. Faremos
também uma abordagem nao usual envolvendo divisao harmonica para determinar as
tangentes e normais as conicas bem como a demonstracao de sua propriedade refletora.
Terminaremos o capitulo com alguns exemplos das aplicagoes tecnoldgicas presentes no

nosso cotidiano.

No capitulo 5, apresentaremos o Geogebra e seus ambientes mais relevantes para o
objetivo desse estudo e faremos as construgoes dos objetos de aprendizagem utilizados nas
abordagens dos capitulos anteriores. Construiremos as se¢oes conicas usando o ambiente
3D do Geogebra, produziremos animagoes para gerar os seus respectivos lugares geométri-
cos no plano, abordaremos dinamicamente os aspectos algébricos e geométricos das curvas
de forma separada e de forma unificada. Construiremos o protétipo (modelo/esquema)
de um telescopio refletor além de abordar a importancia da exatidao na fabricagao de
um espelho em formato de uma conica mencionando o problema ocorrido na produc¢ao do
espelho do Telescopio Espacial Hubble. Ressaltemos que na maioria dos casos as cons-
trugoes podem ser realizadas no Geogebra para smartphone e tablet. Para isso, usaremos
mais comandos em modo texto para facilitar a construgao. Ao final mostraremos uma
relacdo entre a razao durea na elipse e hipérbole resultado da investigacao de curvas com

geogebra.

No capitulo 6, faremos as consideragoes finais, relatando as vantagens e desvantagens
em usar o geogebra como ferramenta mediadora no processo construtivo do objeto e,
consequentemente, no processo de aprendizagem. Apontaremos o que nao foi abordado

com indicagoes para estudos futuros.
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2 Aspectos histoéricos

2.1 Os primoérdios das conicas

O estudo de segoes conicas remonta ao século IV a.E.C., quando Menécmo (~380-
320 a.E.C.), as obteve no estudo do problema de médias proporcionais duplas. Dizemos

que x e y estao em média proporcional dupla em relacao a dois segmentos de reta a e b se

o que equivale ao conjunto de equagoes

2 =ay, Y =br e xy=ab.
As duas primeiras sdo equagoes de parabolas e a terceira é a equacao de uma hipérbole.

Por volta de 440 a.E.C., Hipécrates de Chios havia mostrado que a duplicacao do
cubo (ou problema de Delos) era equivalente ao problema de encontrar x e y em média

proporcional dupla em relacdo a a e b, tais que b = 2a. De fato, nesse caso temos

72
v = yy® = bx = 227,
a

A duplicacao do cubo fica assim reduzida ao estudo da intersecao de duas dessas

conicas (Figura 1).

22 = ay

Figura 1: A solucao grafica da duplicagao do cubo
Fonte: Elaborada pelo autor

Desde o tempo de Menécmo era conhecido que uma secao de um cone de base circular

por um plano perpendicular a uma de suas geratrizes produzia curvas diferentes de acordo
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com o angulo do vértice do cone: elipse, parabola ou hipérbole para angulos agudo, reto
ou obtuso, respectivamente (Figura 2). Cada conica era obtida de um tipo diferente de

cone. Logo, as conicas surgem com tratamento sintético mas fragmentadas [6].

A 20

Angulo Agudo Angulo Reto Angulo Obtuso
ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

O [ A\

Figura 2: Conicas baseadas no angulo do vértice do cone
Fonte: Elaborada pelo autor

O matematico e astronomo Apolonio de Perga (262-190 a.E.C.) foi o primeiro a
dar um tratamento unificado as conicas. Ele obteve as trés curvas interceptando um
cone obliquo de base circular por um plano secante varidvel: uma pardbola, para um
plano paralelo a uma das geratrizes; uma elipse, para um plano secante interceptando
apenas uma das folhas do cone; e uma hipérbole, para um plano interceptando as duas
folhas (Figura 4). Apolénio obteve propriedades caracteristicas (ou sintomas?) dessas trés

curvas que, em nota¢do moderna, onde a e p sao parametros (Figura 3), se traduzem nas

equacoes:
y? =pa (paréabola); (1)
Yy’ =pr — P2 (elipse); (2)
a
y* = pr + P2 (hipérbole). (3)
a
P TN e P e T T
@’ p=16 a=64
:\/jgx‘b‘,LuNAZZIE ® / ;ifr::t :g chede)
.7 = /—\
. Parabola : (lgual)
o yase 1 ' =px
:-(y::x‘;):,'lazuyhzse,l :zllp:t:)x fF;I:;)

ED ED 5 o B 1 i g S g B 9 &

Figura 3: Sintomas das conicas
Fonte: Elaborada pelo autor

2pode-se entender como sintomas de uma curva uma caracterizacio algébrica de deducdo geométrica,
isto é, na linguagem moderna, uma relagdo caracteristica entre a ordenada e a abscissa de um ponto

arbitrdrio da curva[l4].
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Dessa caracterizagdo provém a terminologia, pardabola (= comparagao), hipérbole

(= excesso) e elipse (= deficiéncia) [17].

&
o £ &
& 2 s
& & &
/
ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

N
/N

Figura 4: Conicas baseadas no plano secante variavel
Fonte: Elaborada pelo autor

Sabe-se que Fuclides tornou-se sindonimo de Geometria por sua amplamente conhe-
cida obra Os Elementos, enquanto a maior parte das obras de Apolonio desapareceram.
O que sabemos dessas obras perdidas devemos a Pappus de Alexandria (séc. IV E.C.),
que fez uma breve descricao de sua grande producado matematica. Infere-se que os tra-
tados de Apolonio continham uma Mateméatica bastante avancada e inclusive muito do
que conhecemos hoje como Geometria Analitica. Felizmente, o tratado As Cénicas, sobre
se¢oOes conicas, suplantou todas as obras existentes na antiguidade. O mesmo é composto

de 8 livros, sete dos quais sobreviveram.

Embora Apoldnio fosse um astronomo notével e tivesse escrito sobre mul-
tiplos assuntos matematicos, sua fama se deve principalmente a Secoes
Cénicas, uma obra extraordinaria, gracas a qual seus contemporaneos
lhe deram o cognome de O Grande Gedometra [8].

Embora haja dificuldade em resumir mediante a amplitude e a profundidade da
obra, acredita-se que foi Apolonio quem introduziu os nomes elipse e hipérbole. A palavra
parabola deve-se provavelmente a Arquimedes; até entao o cone utilizado era de uma so
folha. Introduzindo o cone duplo (de duas folhas), Apoldnio apresenta a hipérbole como
uma curva de dois ramos, que nos é familiar; as propriedades das curvas nao diferem
conforme sejam obtidas em cones retos ou obliquos; embora Apolonio nao se reportasse
a um sistema de eixos (em Geometria Analitica ditos cartesianos), via de regra, utilizava
um par de didmetros conjugados como equivalentes aos eixos obliquos; Apolonio conhecia
a hipérbole equilatera como também as assintotas de uma hipérbole; o matematico de

Perga descreve um profundo estudo sobre tangentes e normais a uma conica [17].
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2.2 A influéncia das Conicas de Apolonio

A influéncia de Apoldonio sobre Ptolomeu é inegavel. Ptolomeu foi astronomo e ged-
grafo e fez observagoes em Alexandria de 127 a 151 E.C. A contribui¢do mais importante
de Ptolomeu foi uma representacao geométrica do sistema solar, com circulos, epiciclos e
equantes, que permitia predizer o movimento dos planetas com consideravel precisao, e

que foi usado por mais de 1300 anos até o Renascimento, no século XVT [18].

Ademais, As Conicas de Apolonio tiveram forte influéncia nos estudos de Kepler.
Em 1609, Kepler edita a Astronomia Nova, onde apresenta a principal lei da astronomia:
os planetas descrevem orbitas elipticas em torno do Sol, com o Sol ocupando um dos focos.
A proposito, a palavra foco é devida a Kepler e provém da forma latinizada focus, cuja
acepcao ¢é fogo, lareira.

Outra aplicacio pratica de As Conicas aparece na obra Os dois principais sistemas
(1632), de Galileu, em que desprezando a resisténcia do ar, a trajetéria de um projétil
¢ uma pardbola. Ademais, Galileu se reporta a componente horizontal e a componente

vertical de uma parabola.

A obra de Apolonio foi marcante para o desenvolvimento da geometria. Em muitos
aspectos, seu trabalho foi uma antecipagao da geometria analitica de René Descartes, que
viria a ser desenvolvida no século XVII. Diferentemente da geometria analitica, onde um
sistema de coordenadas ¢é fixado, nas Conicas, o sistema de coordenadas era definido a

posteriori através do uso de retas de referéncia [4].

Na geometria de Apolonio uma curva definia uma equacao, enquanto na geometria
analitica sdo as equagoes que definem curvas. A geometria da Grécia antiga trabalhava
com poucos exemplos de curvas, todas elas geradas a partir de circulos e retas. A inexis-
téncia de uma teoria algébrica desenvolvida impediu maiores avancos da teoria de Apolonio

na direcao de uma teoria nos moldes da geometria analitica.

Séculos mais tarde, a obra de Apolonio teria importantes aplicagoes nos estudos
de astronomia na teoria mecanica de Isaac Newton. Segundo Carl B. Boyer [4]: "foi a
Matemaética Pura de Apoldnio que permitiu, cerca de 1.800 anos mais tarde, os Principia
de Newton, este, por sua vez, deu aos cientistas de hoje condi¢oes para que a viagem de

ida e volta a Lua fosse possivel".

Trata-se de um exemplo notavel de como uma teoria matematica produzida a partir
de motivagdes puramente filoséficas e estéticas pode se revelar fundamental para o avanco

global da ciéncia e da técnica [17].

Depois de Galileo Galilei (1564-1642) revolucionar com a fisica experimental e a
astronomia telescépica, o conhecimento das propriedades refletoras das conicas permitiu
construir os telescépios refletores com a combinacao de espelhos parabdlicos, hiperbdlicos

e elipticos, ampliando a observacdo do macrocosmo.
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Em 1668, Newton construiu um telescopio refletor, usado atualmente em todos os
observatorios profissionais, com um espelho curvo parabdlico ao invés de uma lente, como
nos telescopios refratores de Galileo e Kepler. O telescopio de Galileo, construido em

1609, era composto de uma lente convexa e uma lenta concava [18].
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3 A matematica das Conicas

3.1 As abordagens e seus aspectos

Pierre de Fermat (1601-1665), usando da teoria de equagoes de Frangois Viéte
(1540-1603), aplicou sistematicamente a linguagem algébrica para obter as demonstragoes
dos teoremas enunciados por Pappus na sua descricao da obra de Apolonio. Fermat
revelou que todos os lugares geométricos discutidos por Apolonio poderiam se exprimir na
forma de equacgoes algébricas com duas varidveis, cuja a analise, usando a teoria de Viete,
produziria as propriedades fundamentais do lugar geométrico assim como a natureza da

sua construcao.

Os estudos e andlises de Fermat deram lugar a sete equagoes que ele podia obter
como formas irredutiveis a partir da seguinte equacao geral do sequndo grau com duas

varidveis:

Az? + Bay+ Cy* + De+ Ey+ F =0 (4)

Segundo os valores dos coeficientes desta equagao, Fermat classificou os lugares
geométricos obtidos na seguinte nomenclatura: reta, hipérbole equilatera, par de retas
concorrentes, parabola, circulo, elipse e hipérbole axial [7]. Creditou-se a Fermat a apli-
cacao da rotagao de eixos para reduzir uma equacgao do 2°grau a sua forma mais simples
[24].

Nas secoes 3.2, 3.3 e 3.4 descreveremos a elipse, hipérbole e parabola por meio de
uma abordagem proposta por Philippe de La Hire no século XVII. Em seu estudo Nouwvelle
méthode en géometrie pour les sections et les superficies coniques de 1673, considerou cada
tipo de curva separadamente, comecando com propriedades caracteristicas e introduzindo
cada curva a partir de sua defini¢ao focal. De acordo com Bordallo [3], os trabalhos de La
Hire sobre as cOnicas apesar de nao se resumiram a isso, infelizmente, deixou para historia
das conicas essa contribuicao, a sua fragmentacao, podendo as vezes ser interpretada como

trés curvas que nao sao pertencentes a uma mesma familia.

Na secao 3.5, faremos um estudo com descricao e analise dos lugares geométricos da
Equacao Geral do Segundo grau descrita na equacao (4). Nesta abordagem, teremos uma,

andlise unificada das curvas.

Na secao 3.6, apresentaremos um estudo das conicas onde deduziremos uma equacao
geral dependente de trés parametros: a excetricidade, a distdncia focal e a distancia
relativa a reta diretriz. Esta também é uma abordagem unificada e talvez a mais simples

e abrangente.
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Finalmente, na secao 3.7, fizemos uma parametrizacdo das conicas a fim de usar

numa das construgoes do protdtipo (esquema 6ptico) do telescopio refletor.

3.2 A Elipse

Definicao 3.1 Uma elipse £ de focos Fy e F» € o conjunto de pontos P do plano cuja
soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia

entre os focos 2c = 0, ou seja, 0 < ¢ < a e d(Fy, Fy) = 2c,
E={P|d(P,F)+d(P F) =2a.}

Antes de demonstrar a equacao da elipse a partir da sua definicdo apresentaremos os seus
elementos principais e algumas observagoes decorrentes das relagoes entre esses elementos.
Como ja exposto na definicao, F} e Fy s@ao os focos da elipse e a reta ¢ que os contém
é a reta focal. A intersecao desta reta com a elipse, determina dois pontos A; e A,,
chamados de vértices da elipse sobre a retal focal. O segmento A; A, tem comprimento
2a e é chamado de eizo focal da elipse. A reta nao focal ' é perpendicular a ¢ e passa
pelo centro C'. Ao intersectar a elipse, determina os pontos B; e By chamado de vértices
nao focais, cujo segmento BBy = 2b denomina-se eixo nao focal. O centro C' da elipse é

o ponto médio dos segmentos citados (Figura 5):
e cizo focal A1As = 2a e portanto, CA; = CAy = a;
e distancia entre os focos F1Fy = 2¢, portanto C'F} = C'F, = ¢;

e cixo nao focal B;By = 2b e portanto, CB; = CBy = b.

Figura 5: Elementos da elipse sobre a reta focal e nao focal
Fonte: Elaborado pelo autor
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Note que F1Fo N E = @. De fato, se P € FiF,, entao P ¢ &£, pois 2¢c = d(Fy, F,) =
d(P, Fy) + d(P, F») < 2a.

Note também que se d(A;, F}) = d(As, F3) = z, entdo © = a — ¢. De fato, como A;
e A, estdao na intersecao da elipse com a reta focal e CA; = C Ay = a combinado com

CF, = CF, = ¢, segue que
20 = d(Ay, Fy) +d(F1, Fy) +d(Ay, Fy) =24+ 2c+x =20+ 2c =z =a—c.

Como a reta nao focal ¢ é a mediatriz do segmento I Fy, e By e By estdo na intersecao de
¢ com a elipse, entao d(By, F1) = d(Bs, F1) = d(Bs, F3) = d(By, F») = a. Pelo Teorema
de Pitdgoras, By e By sdo os pontos de ¢/ que distam b = v/a? — ¢? do centro C da elipse
5.

7 C 7’ . . . Y . .
O namero e = — é a excentricidade da elipse £ e estd compreendido no intervalo
a
0<e<l.

Observagao 3.1 A elipse £ é simétrica em relaciao a reta focal, a reta nao focal e ao

centro.
el
B
2/ P
Ay f1 c lo \2 A, £

B, P

Figura 6: Simetria de £ em relagdo a reta focal
Fonte: Elaborado pelo autor

De fato, se P € £ e P’ é o simétrico de P em relagdo a reta focal (Figura 6), entdo
FPQ = F,P'Q e F1PQ = F1P'Q. Em particular, |FyP| = |F1P'| e |F,P| = |FyP'|, logo

% = d(P,F)) + d(P,F,) = d(P', F}) + d(P', F;) = P' € €.

Se P € £ e P" é o simétrico de P em relagao ao centro (Figura 7), entdo os triangulos
PCF, = P'"CF, e F;CP = F>,CP". Em particular, |F}P| = |FyP"| e |Fy,P| = |FyP"|,
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portanto
2a = d(P, Fl) —f-d(P, FQ) = d(P”,Fl) —f-d(PH,FQ) — P e&.

El

p" B,

Figura 7: Simetria de £ em relagdo ao centro
Fonte: Elaborado pelo autor

A simetria em relagdo a reta nao focal se verifica de maneira analoga.

Finalmente, se a excentricidade da elipse é nula, entao teremos um circulo de centro

C e raio a. De fato, se

C:0<=>C:0<:>F1:FQZC@EZ{P|CZ(P’C>:G}

e=—
a

3.2.1 Forma canédnica da Elipse

A partir da definicdo, vamos obter sua equac¢do em relacdo a um sistema de ei-
xos ortogonais OXY para alguns casos especiais e sempre que mencionarmos OX e OY

estamos nos referindo a este sistema de eixos coordenados.

3.2.2 Elipse £ com centro na origem e reta focal sob OX

Para este caso, os focos e os vértices de elipse € sdo F; = (—¢,0), F» = (¢,0),
Ay = (—a,0), Ay = (a,0), By = (0,—b) ¢ By = (0,b), onde 0 < ¢ < aeb=+a?—c% Se
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o ponto P(z,y) estd na elipse &£, entao

d(P,F) +d(P,Fy) = 2a <= \/(z + )2 + 42 + \/(x — ¢)2 + 12 = 20 <=
Ve +e)?+y2=2a—/(x—c)?+y? <=
(z+e)P+y*=4a® —da/(zr — )2+ 2+ (v —)* + 9 <=
2?4+ 2zc+ A 4y = 4a® — da/(z — )2+ y2 + 27 — 22+ P 4 9P =
dac = 4a® — day/(x — )2 + y? =
interseca® — cx = ay/ (v — ¢)2 + y? <=
(a® — cx)? = a*((x — ¢)* + 9*) <=
a* — 2d%cx + Aa? = a®(2? — 2wc + P 4y =
(a® — A)a? +d*y? = a* — a’® = a*(a* — &) <=
v’a? + a’y? = a’b’ =
2?2

Rigorosamente, precisamos mostrar que se (z2/a?) + (y?/b*) = 1, entdo a®> —cx > 0 e
2a — \/(z + )2+ y? > 0. De fato, sendo 0 < ¢ < a e a® = b* + %, temos:

T
<SS+ L =l=2"<d = |r|<a= —a<z<a

2

—dl—cx>d’—ca>ad®*—a’ = a®—cx > 0.

Temos ainda que,
x
Tl 4 sl =P = P+ <0=

(x+c)+y =24+ 2cx+ 2 +y? <a®+2a* +a® — b+ y* < 4a®
= \/(z+¢)? + y? < 2a.

Portanto a equacao da elipse na sua forma canénica com centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo OX é de fato:
2 2

T Y

3.2.3 Elipse £ com centro na origem e reta focal sob OY

Para o caso em que os focos e os vértices de elipse sao F; = (0, —c), F» = (0,¢),
Ay = (0,—a), A2 = (0,a), By = (=b,0) e By = (b,0), onde 0 < ¢ < a e b = va? — 2.
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Desenvolvendo como no caso anterior, podemos verificar que a equacao desta elipse é:

33'2 y2
a =L (6)

3.2.4 Translagao dos eixos coordenados

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O = (xg,%0) um ponto do plano e
OXY o sistema de coordenadas cujos eixos OX e OY sao paralelos aos eixos OX e OY e
tém o mesmo sentido destes eixos, respectivamente. Designamos por (Z,7) as coordenadas
do ponto P no sistema de eixos OXY e por (z,y) as coordenadas de P no sistema de

eixos OXY. A relagdo das coordenadas nos dois sistemas de coordenadas é dada pelas

{:p = T+ x (7)

férmulas [7]:

y = Y+
v A v A
y0+b ———————————————————— -oBZ
Ayl Ifl ]_:2 LA -
\ 0 L X
Wb |t LT
b By S
Q Q >
0 |6 | + —T— X
s 8 g 8
Figura 8: Elipse & : (171950)2 + (y;‘go)z =1.
Fonte: Elaborado pelo autor
3.2.5 Elipse £ com centro em (x¢,,) e reta focal paralela a OX
Como O = (xg,99) é o centro, £ : y = yo é a reta focal e Fy = (x9 — ¢, o)

e [y = (zo + ¢,y0) sdo os focos da elipse (pois d(Fy,0) = d(F3,0) = ¢), um ponto
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P = (z,y) = (T + x0,7 + yo) (Figura 8) pertence a elipse se, e somente se,
d(P, F1> + d(P, FQ) = 20 —

d((T + 20,7 + o), (o — ¢, y0)) + d((T + 20,7 + Yo), (To + ¢, %)) = 2a <=
2 2

d((T,7), (—c,0)) + d((Z,7), (¢, 0)) = 2a = % + 'Z—Q — 1=
(ZE ;2‘7:0)2 + (y _beO)2 — 1 (8)

Portanto, essa é forma candnica da equagio da elipse £ com centro no ponto (xg, yo)

e eixo focal paralelo ao eixo OX.

3.2.6 Elipse £ com centro em (zg,,) e reta focal paralela a OY

v A v A
Yo+ a oo © AQ
Yo+ foooooooe L < F2
Bl I -BQ -
i 0 § X
Yo—C foommmae- N\ ¢ F i
Yo—a |- E ——————————— ° E
i Ay l
0) © S -
! + X
& g

Figura 9: Elipse & : (m_bﬁo)Q + <y—gO>2 =1.

Fonte: Elaborado pelo autor

De forma anéloga como no caso anterior, verifica-se que O = (xg,yo) é 0
centro, ¢ : x = xy ¢ a reta focal, F; = (xo,y0 — ¢) e F» = (x0,90 + ¢) sao os focos da

elipse (pois d(Fy,0) = d(F»,O) = ¢), um ponto P = (z,y) = (T + 0,y + yo) (Figura 9)

pertence a elipse se, e somente se,

d(P, Fl) +d(P,F2) = 204 <—
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d((T + 20,7 + o), (Zo, Yo — ¢)) + d((T + 20, T + Yo), (0, Yo + ¢)) = 2a <=

(). 0.~ + d(@.7). 0,0) =20 = = + L — 1

(z —beo)2 N (y _a2y0)2 _q (9)

Mais adiante, faremos a construgao no Geogebra das elipses aqui apresentadas bem
como daremos enfoque a construgao e verificagdo da Equagao do segundo grau (4) com
B=0e AC > 0.

3.3 A Hipérbole

Definicao 3.2 Uma hipérbole H de focos Fy e F» é o conjunto de pontos P do plano
para os quais o modulo da diferenca de suas distancias a Fy e Fy € igual a uma constante

2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0:
H:{P‘ |d(P,F1)—d(P,F2)|:2a}, 0<a<c, d(Fl,FQ):2C.

Como ja apresentado na definicao, F} e Fy sao os focos da hipérbole e a reta que
os contém é a reta focal. A intersecdo da hipérbole H com a reta focal ¢ consiste de

exatamente dois pontos, A; e Ay, chamados vértices da hipérbole.

Note que se P € { — F| Fy, entdo P ¢ H. De fato, se o ponto P pertence a semirreta
de origem Fj que nao contém Fy e d(P, F}) = z, entdao P ¢ H, pois

|d(P, Fy) — d(P, )| = |z — (x + 2¢)| = 2¢ > 2a.

Por outro lado, se P pertence a semirreta de origem F» que nao contém F e d(P, F») = x,
entdo P ¢ H, pois

|d(P, Fy) — d(P, F5)| = |(z + 2¢) — x| = 2¢ > 2a.
Seja entao A; € F1Fy N H tal que d(Ay, F1) =z e 0 <z < ¢. Como d(Fy, Fy) = 2¢, temos
|d(Ay, Fy) — d(As, Fy)| = 2a <= |z — (2c — 2)| = 2a

|20 — 2¢| = 2a <= 2¢ —2x =2a <= =c—a.
Logo, o ponto A; de F}F,, distante ¢ — a de F}, pertence a hipérbole H. Analogamente,
o ponto A de FiF5, distante ¢ — a de F5, pertence a hipérbole H.

O segmento A; Ay é denominado eizo focal da hipérbole e seu comprimento é d(A;, As) =
2a.
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O ponto médio C' do eixo focal Ay Ay é centro da hipérbole (Figura 10). O centro C'

¢ também o ponto médio do segmento F} Fy delimitado pelos focos:

_A1+A2 _F1—|—F2

C2_2

Observe ainda que d(C, Fy) = d(C, Fy) = ce d(C, Ay) = d(C, As) = a.

A reta ¢ que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal ¢ é a reta nao focal
da hipérbole. Como ¢’ é a mediatriz do segmento FiFy, a hipérbole nao intersecta a reta
nao focal ¢, pois, se P € (', terfamos |d(P, F}) — d(P, F3)| = 0 # 2a.

O segmento By B,, perpendicular ao eixo focal que tem ponto médio C' e compri-

2

mento 2b, onde b? = ¢® — a?, é denominado eiro nao focal da hipérbole, e By e By sdo os

vértices imaginarios da hipérbole (figura 10).
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Figura 10: Elementos da Hipérbole sobre a reta focal e nao focal
Fonte: Elaborado pelo autor

A excentricidade da hipérbole H é e = ¢/a. Note que e > 1, pois ¢ > a.

O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo cujos lados tém Ay, Ay, By e By
como pontos médios. As retas m e n que contém as diagonais do retangulo de base sao as
assintotas de H. Elas passam pelo centro da hipérbole e tém inclinagao +b/a em relagao
a reta focal. Assim, ¢ e ¢/ sdo bissetrizes das assintotas.

As diagonais do retangulo de base da hipérbole H tém comprimento 2c. De fato,
usando o Teorema de Pitagoras, a distancia do centro C' de H a qualquer vértice do

retangulo de base ¢ igual a c.
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Uma hipérbole é equildtera se o comprimento do eixo focal for igual ao comprimento
do eixo nao focal, isto é, a = b. O retdngulo de base de uma hipérbole equilatera ¢ um

quadrado e as assintotas se intersectam perpendicularmente.

Duas hipérboles sao conjugadas se o eixo focal de cada uma é o eixo nao focal da
outra. Duas hipérboles conjugadas possuem o mesmo retangulo de base, o mesmo centro,

as mesmas assintotas e os focos estdao a uma mesma distancia do centro [7].

Observagao 3.2 A hipérbole é simétrica em relagao a reta focal, a reta nao focal e ao

centro.

De fato, se P € H e P’ é o simétrico de P em relacao a reta focal, entao
APFQ = AP FQ e APF,Q = AP F,Q

Em particular, |Fy P| = |F\P'| e |F,P| = |F1P/|.
Logo,
|d(P', F\) — d(P', Fy)| = |d(P, F}) — d(P, Fy)| = 2a = P' € H.

De maneira anédloga verifica-se a simetria em relagdo a reta nao focal.

Com relacao ao centro a simetria também é verificada. De fato, se P € He P" éo

simétrico de P em relagao ao centro, entao
AFlc’P = AFQCPH € APCFQ = APHCFl
Em particular, |FoP| = |F1P"| e |F1P| = |F>P"|.
Logo,
|d(P", Fy) —d(P", Fy)| = |d(P, F) — d(P, F3)| = 2a = P" € H.

3.3.1 Forma canénica da Hipérbole

Assim como fizemos para elipse, vamos obter a equacao da hipérbole em relacao a
um sistema de eixos ortogonais OXY no caso em que a reta focal é o eixo OX, bem como

para a reta focal no eixo OY.

3.3.2 Hipérbole H com centro na origem e reta focal sob OX

Para este caso, os focos e os vértices da hipérbole H sao F} = (—¢,0), Fy = (¢,0),

Ay = (—a,0), A2 = (a,0), By = (0,—b) e By = (0,b), onde 0 < a < ceb=+/c?—a?% Se
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Pll

Figura 11: Simetria da Hipérbole em relagdo a reta focal e nao focal e ao centro
Fonte: Elaborado pelo autor

o ponto P(z,y) estd na hipérbole H, entao

d(P,Fy) —d(P,F;) =2a  (ramo direito de H)
|d(P,F1)—d(P7F2)|:2(I<:> ou
d(P, Fy) — d(P, F5) = —2a (ramo esquerdo de H).

\/(x +c)? 4+ y? — \/(SL' —¢)?+y?2=2a (ramo direito de H)
<~ ou
\/(x +c)2 4 y? — \/(:c —¢)?+y%? = —2a (ramo esquerdo de H).

Fazendo o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da elipse, chegamos a con-

clusao que

2 2

P=(z,y) € H = (* — a*)z® — a®y* = a*(* — a*) <= V*2* — a*y* = a’b*

CL’2 y2

Esta tltima equacao é a forma canodnica da equagdo da hipérbole H com centro na
origem e reta focal coincidente com o eizo OX. Como as assintotas de H sdo as retas que
passam pela origem (centro) e tém inclinacdo £(b/a) em relagiao ao eixo OX (reta focal),

suas equacgoes sao bx —ay = 0 e bx + ay = 0.
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3.3.3 Hipérbole H com centro na origem e reta focal sob OY

Neste caso, os focos e os vértices da hipérbole H sao F; = (0,—c), F» = (0,¢),
Ay = (0,—a), Ay = (0,a), By = (=b,0) e By = (b,0), onde 0 < a < ceb=+/c? —a? Se
o ponto P(z,y) estd na hipérbole H e fazendo o desenvolvimento de maneira aniloga ao

caso da hipérbole anterior, chegamos a conclusao que

2 ZE2

HL T o (11)

a? b2

As assintotas de H sdo as retas que passam pela origem (centro) cujas equagoes sao

axr —by =0 e ar + by = 0.
3.3.4 Hipérbole H com centro em (zg,0) e reta focal paralela a OX

Como o centro O = (z9, yo) pertence a reta focal, temos que £ : y = yo é a equagao

cartesiana da reta focal (Figura 12). Além disso, como

d(FhO) = d<F2a O) = ¢,

temos que F| = (xg — ¢, y0) € Fo = (xo + ¢,90) s@o os focos da hipérbole; os vértices sao
Ay = (29— a,y) e Ay = (o + a, yp); a reta nao focal ¢’ = x = x¢; os vértices imaginarios
sd0 By = (o, Y0 — b) € Ba = (20, yo + b); as assintotas sdo as retas y — yo = £2(z — o),
ou seja, b(x — x9) —aly —yo) = 0 e b(x — xg) + aly — yo) = 0.

Seja P = (z,y) = (T + x0, Y + yo) um ponto pertencente a hipérbole, onde

T =T+ T e Yy=Y-+Y

sao suas coordenadas no sistema OXY, e T e ¥ sao suas coordenadas no sistema OXY

obtido o sistema OXY para a nova origem O = (g, 1). Portanto,
PeH < |d(P,F) —d(P, F3)| = 2a —

|d((T + 20,7+ ¥0), (0 — ¢, 40)) — d((T + 20,7 + Yo), (2o + ¢, %0))| = 2a <=

d((7,7), (=¢,0)) = d((7,9), (¢, 0))| = 20 < "Zz - Zb/z =1+

(z — 3170)2 (y — Z/o)2 _
a2 B b2 =1 (12)

Portanto, essa é forma canonica da equacao da hipérbole H com centro no ponto

(70,90) e reta focal paralela ao eixo OX, onde b* = ¢ — a®.
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Figura 12: Hipérbole H : & aﬁo) W bzo) = 1.

Fonte: Elaborado pelo autor
3.3.5 Hipérbole H com centro em (zg,1,) e reta focal paralela a OY

Procedendo como no caso anterior, o centro O = (zg,yo) pertence a reta focal,

temos que ¢ : x = xy é a equagao cartesiana da reta focal (Figura 13). Além disso, como

d(Fl,O) = d(FQ, O) = C,

temos que F| = (zg,y0 — ¢) e Fo = (x0,y0 + ¢) s@o os focos da hipérbole; os vértices sao

Ay = (x9,yo — a) e Ay = (x0,Y0 + a); a reta nao focal ¢/ =y = yo; os vértices imaginarios
b

sao By = (zg — b,yo) e By = (xo + b, yo); as assintotas sdo as retas @ — xg = £—
a

ou seja, a(x — xg) — by —y0) =0 e a(z — xo) + by — yo) = 0.

(¥ — o),

Seja P = (x,y) = (T+x0,J+yo) um ponto pertencente a hipérbole, onde x = T+ zg
e y = Y + yo sao suas coordenadas no sistema OXY, e T e i sdo suas coordenadas no
sistema OXY obtido o sistema OXY para a nova origem O = (z9, ). Portanto,
(y —w)* (2 —20)?

a2 - b2 = 1. (13)

Portanto, essa ¢ forma canonica da equagao da hipérbole H com centro no ponto

(w0, 10) e reta focal paralela ao eixo OY, onde b? = ¢? — a®.
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Figura 13: Hipérbole # : W=l _ (z=20)® _ 1,

Fonte: Elaborado pelo autor

Mais adiante, faremos a construgao no Geogebra das hipérboless aqui apresentadas
bem como daremos enfoque a construcao e verificacdo da Equagdo do segundo grau (4)
com B=0e AC < 0.

3.4 A Parabola

Vérios mateméticos estudaram as propriedades da parabola, como Arquimedes (287-
212 a.E.C) que calculou a area delimitada por uma reta e uma parabola, e Galileu Galilei
(1564-1642) provou que a trajetéria de um projétil é uma pardbola. A propriedade re-
fletora da parabola é a mais explorada nas aplicagbes praticas, como na modelagem de
espelhos para telescopios, antenas parabodlicas e fardis refletores. Isaac Newton (1642-

1727) desenhou e construiu o primeiro telescopio refletor parabélico.

Definicao 3.3 Seja L uma reta e F' um ponto nao pertencente a L. Uma pardbola P
de foco F' e diretriz L € o conjunto de pontos do plano cuja distancia a F ¢é igual a sua

distancia a L:

P = {P|d(P,F) =d(P,L)}.

A reta focal ¢ da pardbola P é a reta que contém o foco e é perpendicular a diretriz. O

ponto V' da parabola P que pertence a reta focal é o vértice de P. Se A é o ponto onde
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L intersecta ¢, entdao V é o ponto médio do segmento AF. O nimero 2p = d(F,L) é o
parametro da parabola P. Note que d(V, F) =d(V, L) = p.

L
B' |
S ! P
A m VA iuQ \‘.F e
('p:o) i ,/I(pro)
B
I i L] P

Figura 14: Elementos e Simetria da Parabola em relagao a reta focal
Fonte: Elaborado pelo autor

Observagao 3.3 Toda pardbola é simétrica em relacio a sua reta focal.

De fato, seja P uma parabola de foco F', vértice V', diretriz L e reta focal ¢ (Figura
14). Seja P € P e seja P’ o ponto simétrico de P em relagao a reta £. O segmento
PP’ 1 / intersecta a reta focal £ num ponto () que é o ponto médio do segmento PP’
Como os tridngulos PQF e P'QF sdo congruentes (LAL), segue que d(P, F') = d(P', F).
Além disso, d(P, L) = d(Q, L) = d(P', L), pois BPQA e AQP'B’ sao retangulos. Logo,
d(P',F)=d(P,F)=d(P,L)=d(F', L) e portanto, ' € P.

3.4.1 Forma canonica da Parabola
Obteremos as formas candnicas da parabola em relagao a um sistema de coordenadas

OXY. Trataremos os casos em que o vértice da parabola é a origem e a reta focal é um
dos eixos coordenados.

3.4.2 Paribola P com vértice na origem e reta focal sob OX

Dividiremos em dois casos. O primeiro caso é quando o foco F' estd a direita da

diretriz £. Como o vértice da pardbola P é a origem V = (0,0), temos que o foco é o
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ponto F' = (p,0) e a diretriz é a reta L : x = —p, onde 2p = d(F, L). Logo,

P=(z,y) € P<=d(P,F)=d(P,L)
= @—pP+yr=|z+pl
= (z-p)+y = (z+p)
= x? = 2px + p* + y? = 2 + 2px + p?
= — 2px + y? = 2px
— y? = 4px. (14)

O segundo caso o foco F' estd d esquerda da diretriz L. Neste caso, o vértice da parabola
P éaorigem V = (0,0), o foco é o ponto F' = (—p,0) e a diretriz é a reta L : x = p, onde
2p =d(F, L). Logo,

P=(z,y) € P<d(P,F)=d(P L)
= (z+p)?+y* =z —pl
= (z+p)+y’=(z-p)’
= o+ 2px + p? + P = 2® — 2px + p?
= 2px + y* = —2px
= y? = —4dpu. (15)

3.4.3 Parabola P com vértice na origem e reta focal sob OY

Procedendo de maneira analoga, dividiremos em dois casos. O primeiro caso é
quando o foco F' esta acima da diretriz £. O vértice da pardabola P é a origem V = (0, 0),

o foco é o ponto F' = (0,p) e a diretriz é a reta L : y = —p, onde 2p = d(F, L). Logo,

P =(z,y) € P <= d(P,F) = d(P,L)
= P+ (y—p)P=Ily+rl
= P+ y-p’=y+p’
— 22+ yP—2py+p’ =9+ 2py + P
— x? — 2py = 2py
= 2% = dpy. (16)

O segundo caso é quando o foco F' esta abaizo da diretriz £. O vértice da parabola P é

a origem V = (0,0), o foco é o ponto F' = (0, —p) e a diretriz é a reta L : y = p, onde
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2p = d(F, L). Logo,

P=(z,y) € P<=d(P,F)=d(P,L)

Vet + (y+p)?=ly—0pl
2+ (y+p)°=(y—p?
vy + 2oy +p* =y — 2py + p°

<

x® +2py = —2py
2 = —dpy. (17)

[ A

Agora obteremos a forma candnica da parabola P quando o vértice estiver no ponto
V = (z0,y0). Trataremos os casos em que a reta focal é paralela ao eixo OX e o caso
em que é paralela ao eixo OY. De forma analoga ao que fizemos anteriormente para a
elipse e a hipérbole, iremos considerar o sistema de eixos ortogonais OXY com origem
O =V = (zo,40) e os eixos OX e OY que tém a mesma direcdo e o mesmo sentido dos

eixos OX e OY respectivamente.

3.4.4 Parabola P com vértice em (x¢,) e reta focal paralela a OX

Caso I. O foco F estd a direita da diretriz £. No sistema de coordenadas OXY, (Figura
15) a equacdo da pardbola é P : 52 = 4p7; o foco é F = (p,0); o vértice ¢ V = (0,0); a
diretriz é £L:T = —pearetafocal 6 /:5=0. Comox =T+ 29 ey =T+ o, & equacio
da parabola P é:

(y — 90)2 = 4p(z — x0) (18)

e seus elementos sdo: o foco F' = (xo + p, yo);

o vértice V = (xq, yo);

a diretriz L : x — xg = —p, ou seja, L : x = x¢ — p;

a reta focal £ :y —yo =0, ou seja, £ : y = yo.

Caso II. O foco F esté d esquerda da diretriz £. No sistema de coordenadas OXY, a
equagao da pardbola ¢ P : 52 = —4pT; o foco é F = (—p,0); o vértice ¢ V = (0,0); a
diretriz é £ : T = p e a reta focal é £ : 7 = 0. De modo andlogo, x =T +x¢ e y = T + ¥o,
a equagao da parabola P é:

(y — 3/0)2 = —dp(z — x0) (19)

e seus elementos sao: o foco F' = (xg — p, yo);
o vértice V.= (x0,%0);
a diretriz L : © — x¢g = p, ou seja, L : x = x¢ + p;

a reta focal £ :y —yo =0, ou seja, £ : y = yp.
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Figura 15: Pardbola P : (y — yo)? = 4p(z — x0)
Fonte: Elaborado pelo autor

3.4.5 Parabola P com vértice em (x¢,y,) e reta focal paralela a OY

Caso I. O foco F estd acima da diretriz £. No sistema de coordenadas OXY, (Figura
16) a equacio da parabola é P : T2 = 4py; o foco é F = (0,p); o vértice ¢ V = (0,0); a
diretriz é £L: 7 = —pearetafocal 6 /: T =0. Como x =T+ 29 e y =7 + o, a equacio
da pardbola P é:

(x = 20)* = 4p(y — yo0) (20)

e seus elementos sao: o foco F' = (x,y0 + p);
o vértice V- = (o, Yo);
a diretriz £ : y = yo — p;
a reta focal £ : x = xy.
Caso II. O foco F estd abairo da diretriz £. No sistema de coordenadas OXY, a equacao
da parébola é P : % = —4py; o foco é F = (0, —p); o vértice ¢ V = (0,0); a diretriz é
L:J=pearetafocal 6 /:T=0. Comox =T+ x5 ey =7+ Yo, a equacio da parabola
P é:

(x = 0)* = —4p(y — o) (21)

e seus elementos sao: o foco F' = (xg,yo — p);

o vértice V.= (xo,%o);
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a diretriz £ : y = yo + p;

a reta focal £ : x = .

y A vy 1o
o “\F:(x(byo—’—p)
®-- y ) b
—————————————————————————————————— \. — -
' P = (T + 20,5+ %)
Vi ‘ -
Yo 0] T X
Yo—p [ ! Lr
: X
O o ) -

Figura 16: Pardbola P : (x — z0)* = 4p(y — vo)
Fonte: Elaborado pelo autor

3.5 Equacao Geral do segundo grau

Como ja apresentamos, os estudos e analises de Fermat deram lugar a sete equagoes
que ele podia obter como formas irredutiveis a partir da seguinte equacao geral do segundo
grau com duas varidveis Az?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F = 0. Aqui, faremos uma andlise dos

referidos lugares geométricos com vistas a contrui-los no Geogebra no capitulo seguinte.

3.5.1 Equagao Geral do segundo grau com B =0 e AC > 0

Considerando a equagao da elipse (8), cujo centro é o ponto (zg, o) e reta focal

paralela ao eixo OX:

(93 - 330)2 (?J - yo)2
a? + b2

Fazendo o desenvolvimento, obtemos a equagao b*z? + a?y? — 20%zox — 2ayoy + b*x3 +

=1 (22)

a*y2 —a?h* = 0, notando que esta equagao ¢ da forma Az?+ Bry+Cy*+ Dx+Ey+F = 0,
com A=0? B=0,C =a* D= —-20xy, E = —2da%yy e F = b*x2 + a*y? — a®b?. Logo

podemos concluir que B = 0, bem como A e C' tém o mesmo sinal.
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De modo andlogo, vale também para a equagao da elipse com centro no ponto (g, yo)

e reta focal paralela ao eixo OY'.

Podemos fazer a seguinte proposicdo [7]: se os coeficientes A e C' da equagao do

segundo grau

A> +Cy* + Dz + Ey+ F =0 (23)

tém o mesmo sinal, entao a equacao representa um dos seguintes conjuntos:
e uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;
e um ponto;
e 0 conjunto vazio.
Ressaltemos que os dois tltimos conjuntos sao chamados casos degenerados da elipse.

De fato, dividindo a equagao (23) por AC, temos:

LA S N A
I X _
c AT Act T ac? T Ac
ou ainda,
x2+%x+y2+%y:_ F
C A AC
completando os quadrados, obtemos:
x2+%x+%+y2+%y+% _ P D? N E?
C A AC  4A%2C  4AC?

que pode ser escrito como

D \? E )2
(z+2)  (v+sm) D+ ACE*—4AC’F _ M
C A 4A2C3 4A208
onde M = C?D? + ACE? — 4AC?F. Analisando o valor de M, temos trés casos:

(24)

D E

— 51 —%), pois A e C' tém mesmo

e Se M =0, a equagao (24) representa o ponto (
sinal.

e Se M > 0 podemos escrever a equagao (24) na forma:

(+5)  r#)

i + i = 1. (25)
4A2C? 4AC3
Sendo AC' > 0, a equagdo (25) representa uma elipse com eixos paralelos aos eixos
coordenados e centro no ponto (—%, —%)

L < O
14202 7 % LaACs

e Se M < 0, a equagao (25) representa um conjunto vazio pois <

0.
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3.5.2 Equacgao Geral do segundo grau com B=0e AC <0

Consideremos a equagao da hipérbole cujo centro é o ponto (xg,yo) e reta focal

paralela o eixo OX:

_ 2 _ 2
CETSNVETD o
a b?
Fazendo o desenvolvimento, obtemos a equagao b?x? — a?y? — 2b%xox + 2ayey + b2 —
a’y? — a®v? = 0, que é da forma Az? + Bxy + Cy* + Dz + Ey + F = 0, com A = b2,

B=0,C = —d* D =20zy, E = —2ayy e F = b*z% — a*y? — a®b*. Logo concluimos que

B =0, A e C tém sinais opostos.

E facil verificar que ocorre o mesmo quando desenvolvemos a equaciao da hipérbole
de reta focal paralela ao eixo OY.

Podemos fazer também a seguinte proposicao [7]: se os coeficientes A e C' da equagao

do segundo grau
A’ 4+ Cy* 4+ Dx+Ey+F =0 (27)
tém sinais opostos, entao a equagao representa um dos seguintes conjuntos:
e uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados ou
e um par de retas concorrentes.

Vamos supor que A > 0 e C' < 0. Dividindo a equagao (27) por AC' organizando,

podemos obter:
(2 + 22)  (P+Ey) F

—-C A AC
completando os quadrados, temos
D)? 2, B)° 2 2
(t+5) (+%) F D2 E

—C A T AC  4A2C  4AC?

(e+2) (P+£) 44cF-cD?— AR

-C A 4A2C?
Portanto, a equacao (28) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos coordenados
se 4ACF — CD?* — AE? # 0. No caso em que 4ACF — CD? — AE? = 0, teremos um par

de retas concorrentes cujas equacoes sao:

Y750~ N o "4

Neste caso, costuma-se chamar caso degenerado da hipérbole [7].

(28)
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3.5.3 Equacao Geral do segundo grau com B=0e AC =0

Consideremos a equagao da pardbola com vértice no ponto V' = (z, yo) e reta focal

paralela ao eixo OX:
(y — y0)* = 4p(x — xo) ou (y — y0)* = —4p(x — x0).
Fazendo o desenvolvimento e depois agrupando obtemos as equagoes
y? — dpx — 2yoy + dpxo + yg =0 ou y*+4pr — 2y — dpxo + yg =0. (29)
Note que esta equacao é da forma
Ar* + Bay +Cy* + Dx+ Ey+ F =0

com A=0,B=0,C=1,D=Fdp, E = 2y e F = y2 + 4prs. De modo andlogo,
podemos determinar a equacao da parabola de vértice V' = (xg,yo) e reta focal paralela

ao eixo OY

(x—x0)* =4ply —yo) ou  (z—=z0)>=—4p(y — yo)

obtendo as equagoes
22 — dpy — 2xox + dpyo + :L’% =0 ou x®+4dpy — 2xox — dpyo + xg =0 (30)
e mais uma vez esta equacgao é da forma
Ax?> + Bey+Cy* +Dr+ By +F =0

comA=1 B=0,C=0,D=-2xy, E=F4pe F =y} £ 4pxy.
Em resumo, no primeiro caso, tivemos A = B =0 e C' # 0. No segundo, A # 0 e
B = (C = 0. Concluimos que para um caso qualquer, B=0e¢ AC = 0.

De maneira reciproca, podemos enunciar a seguinte proposicao [7]: Seja B = 0, a

equagao do segundo grau passa a ser
A+ Cy? + Dz +Ey+F =0

Se A=0e C #0, a equagao representa um dos seguintes conjuntos:
e Se D # 0, entao serd uma parabola com reta focal paralela ao eixo OX;
e Se D=0¢ E?—4CF > 0, entdo sera um par de retas paralelas ao eixo OX;

e Se D=0¢ E? —4CF = 0, entdo serd uma reta paralela ao eixo OX;
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e Se D=0¢e E? —4CF < 0, entdo serd um conjunto vazio;

De modo anélogo, se C'=0e A # 0, basta trocar os termos paralelo(s) ao eixo OX
por paralelo(s) ao eixo OY. De fato, se A = 0 e C # 0, a equagao Ax? + Cy? + Dx +
Ey+ F' = 0 pode ser escrita:

I
yro¥rtetTt e

. Basta completar os quadrados que obteremos

ctT o T wer T

e além disso se tivermos D # 0, a equagao pode ser escrita na forma:

( LB )2 D E? —ACF
YTaoc) T e \"T Taco
que representa a equacao de uma parabola com reta focal paralela ao eixo OX e além

disso, o vértice e o foco sao respectivamente iguais a:

s (EP-4CF B b (EP-4CF-D* B
“\"1cD T a2C © P 1CD "o )

Se D = 0, entdo a equacao passa a ser escrita da forma Cy? + Ey + F = 0 e esta

representa os seguintes conjuntos:
e Se £? —4CF > 0, teremos duas retas paralelas ao eixo OX tais que

y_—E+\/E2—4CF ey —E—+VE?—4ACF
n 20 N 20 ’

e Se E? —4CF = 0, uma reta paralela ao eixo OX tal que

E

yz—%;

e Se B2 —4CF < 0 teremos o conjunto vazio.

Os trés conjuntos analisados acima sao chamados de casos degenerados da parabola.

3.6 Excentricidade das coOnicas

Uma outra abordagem é tratar as se¢oes cdnicas (pardbola, elipse e hipérbole) como
o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja razao de suas distancias a um ponto fixo F'

(foco) e a uma reta fixa d (diretriz) é igual a uma constante positiva e (excentricidade). E
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possivel através desta abordagem mostrar que as curvas pertencem a uma mesma familia,

podendo ser obtidas a partir de determinados parametros.

Para ser mais preciso podemos enunciar o seguinte teorema e depois realizar a sua

demonstragao:

Teorema 3.1 Sejam dados uma reta v, um ponto F' fora desta reta e um nimero real
e > 0, o conjunto formado por todos os pontos P do plano tais que d(P, F) = e.d(P,r)
serd uma:
(a) pardbola quando e = 1;
(b) elipse quando 0 < e < 1;
(c¢) hipérbole quando e > 1;

A reta r é chamada de diretriz, o ponto F' é chamado de foco e niimero real positivo
e ¢ a excentricidade.

Demonstragao. (a) Vamos comegar analisando quando e = 1, ou seja, a equagao
d(P,F) =ed(P,r)= d(P,F)=d(P,r)

coincide exatamente com a defini¢ao da parabola (o conjunto formado por todos os pontos
do plano tais que a distancia de um destes pontos a um ponto fixo F' é igual a distancia
deste mesmo ponto a uma reta fixa r).

(b) Se 0 < e < 1 e dados uma reta r e um ponto F' fora dela, teremos dois casos: i) F
estd a esquerda de r ou ii) F estd a direita de r. Nas duas situagdes é possivel escolher
um sistema de eixos ortogonais conveniente de tal modo que o ponto F' esteja sobre o eixo

OX e que a reta r seja paralela ao eixo OY (fig. 17).

Figura 17: Sistema de eixos ortogonais ajustando F' sobre OX
Fonte: Elaborado pelo autor

Analisemos o primeiro caso. O segundo caso, a analise é semelhante. Vamos supor
que F' = (¢,0),com ¢ > 0earetar:x=dcomd > c. Considerando um ponto P = (z,y)

e observando que a distancia de P a reta r pode ser a mesma que a distancia de P ao
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ponto (d,y) da reta r, entdo podemos escrever

d(P,F)=ed(P,r)=

V=02 4y -0 =c\/(w—d? + (y ~)* =

V=242 =clz—d = (z—c)*+1y*=e(z—d)?=
2 — 2cx + A +y? = e*2? — e*2dx + 2d* =
(1—e*)a?+2(e?d — )z +y* = *d* —

2

Sendo 0 < e < 1, entdao 1 — e > 0. Arranjando os termos e completando o quadrado

teremos

2(e?d — ¢)x

1o+ 2555

)+y2—62d2—c2:>

(- o+ G0 vy e - es T S

ed — c)>2 s 2P — 2 —etd? + e*? + e*d? — 2ede + A N

=)

e?(d — c)? + e?(d — c)? =1 (31)

(1) (1—e?)
esta equacgao representa uma elipse com centro (', semieixos a e b tais que

[ (c—e€*d) a:e(d—c) . b e(d —c)
C_<(1—62)’0>’ (1—e?) ’ (1—e2)

como d > cel—e? >0, temos os semieixos a > 0 e b > 0. Dai podemos concluir que

a? 1

21— e2

2

sa—ad=V=d=V+d=a>0b

(c) Se e > 1, o procedimento ¢ andlogo ao que fizemos em (b) com a seguinte observagao:

agora 1 —e? < 0= ¢e?—1>0 e aequacio (31) pode ser modificada para

< (e*d — c)>2
T
(1-e) ¥
e?(d —c)? e*(d—c)? ! (32)
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que representa a equacao de uma hipérbole, terminando a demonstracao.

d—
Se substituirmos na equagao da elipse (31) o ponto P = (a,0) = (“, 0), que
—e

representa um dos seus vértices, teremos

e(d—c) (2d—c)\”

_ 22 — 2
1 ee(d—cl) € =1l=ed—ec+e’d—c=ed—ec=
1—¢2

2d = :\F
(& c=e d

como admitimos em (b) d > ¢ > 0, segue que 0 < e < 1. Por outro lado, ainda temos
d= £ tal que asretas r:x = —er' 1 x = —£ representam as diretrizes da elipse.
Fmalmente lembrando que d(P F) = e.d(P, 7") F = (¢,0) e P = (a,0), entdo podemos

escrever
C C

—c=e(d—a)=a—c=e(——a)=- —ea=>

a—c=eld—a)=>a—c= 6(62 a) = S ea

c c(l1+e) c
atae=-+c=ea(l+e)=c(l+e)=e=—""-==e=—.

e a(l+e) a

No caso da elipse, a > ¢ e consequentemente 0 < e < 1.

c & . . . . . . ,
Note que e = /= = — = a = Vcd, ou seja, a medida do semieixo maior da elipse é

a
representada pela média geometrica da distancia focal e a distancia do centro a diretriz.

De maneira anéloga, poderiamos tomar o ponto F' = (0, ¢) e a reta diretriz t : y = d
P .. c . . c .
que chegariamos a mesma excentricidade e = — e as retas diretrizes y = &—. De igual
e

a
modo, o mesmo valeria para a hipérbole.

3.7 Parametrizacao das Conicas

Faremos nesta secao uma breve descricao de como parametrizar as conicas tendo
em vista que usaremos estas parametrizagoes na construcao do esquema optico dos teles-
copios refletores. Listaremos as equacoes cartesianas e apresentaremos algumas formas
de parametriza-las. Sem grandes detalhes, faremos a substituigdo do vértice(parabola) e
centro(elipse, hipérbole) com origem em (0,0) para (xo, yo)-

Nas se¢oOes anteriores deste capitulo demonstramos as equagoes com centro na origem
do sistema cartesiano ortogonal XOY e também com centro em (xg,yo). Nas tabelas

abaixo, listamos estas equacoOes cartesianas com base em seus centros e retas focais.
A circunferéncia é um caso particular da elipse para a = b = r, resultando nas
seguintes equagoes: x? + y* = r? com centro na origem e (z — z¢)? + (y — yo)? = r? com

centro em (g, yo).
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Tabela 1: Equagoes Cartesianas das Conicas com centro na origem

Conica Reta focal em OX | Reta focal em OY
Parabola y? = 4dpx % = 4py
Elipse Zz—kzzzl ?j—l—cy;:l
Hipérbole zj—ygzl Zi—gzl

Tabela 2: Equagoes Cartesianas das Conicas com centro em (o, yo)

Conica Reta focal paralela ao eixo OX | Reta focal paralela ao eixo OY
Parabola (y — yo)? = 4p(x — x0) (z —x0)* = 4p(y — yo)
Bipe | ol Wowl oy | ol o)
Hipérbole (= ;29170)2 _ W —beO)Q =1 y —a2y0)2 _ _;)23;0)2 =1

3.7.1 Equacgdes paramétricas da parabola

Em todas as equagoes que constam nas duas tabelas anteriores, teremos que fazer
uma escolha para x e obteremos o valor de y, ou ao contrario. Queremos agora calcular
a partir de um dado nimero, os valores de z e y ao mesmo tempo, ou seja, x = f(t)
e y = ¢g(t), onde t serd um numero real chamado pardmetro. Se fizermos a simples
substituicao de x por t na equacao da parabola x* = 4py (com vértice na origem e reta

focal coincidente com o eixo OY'), obteremos a seguinte parametrizagao da parabola:
1 teR. (33)

No entanto, a forma apresentada nao ¢ a Unica maneira de realizarmos esta para-

metrizacao. Vejamos como podemos fazer isso mais adiante.

Tomemos por exemplo, o ponto P = (x,y) que estd na pardbola da figura (18) e
suponha que desejemos associar o z e y com o angulo t. E facil ver que tg(t) = y/x
e podemos escrever y = z - tg(t). Como y = (1/4p)x?, teremos x = 4p - tg(t) e logo

chegaremos a seguinte parametrizagao:

x = 4p tg(t
pig(t) t;«élm+g, kel (34)
y =4ptg?(t)
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Figura 18: Pardbola y = (1/4p)x?
Fonte: Elaborado pelo autor

Faremos de modo anédlogo ao descrito na segao (3.2.4) com a equagao (7), a trans-

lagao da pardbola com vértice na origem para um vértice em (zg,yo). Portanto, teremos

as seguintes equacoes:

1.

Equacao paramétrica da pardbola com vértice em (zg,y), reta focal pa-

ralela ao eixo OY e concavidade voltada para cima:

x = 4p tg(t) + zo

t#lm—i—g, kel (35)
y = 4p tg*(t) + vo

. Equagao paramétrica da pardbola com vértice em (zy,yy), reta focal pa-

ralela ao eixo OY e concavidade voltada para baixo:

x=4p tg(t) + x
pig(t) + o t#kn+Z, kel (36)
y=—4Ap tg*(t) + yo

. Equagao paramétrica da parabola com vértice em (zy,y), reta focal pa-

ralela ao eixo OX e concavidade voltada para direita:

v = 4p tg*(t) + o

t;ék;7r+g, ke (37)
y =4p tg(t) +yo

. Equacao paramétrica da pardbola com vértice em (zy,yo), reta focal pa-

ralela ao eixo OX e concavidade voltada para esquerda:

x = —4p tg*(t) + xo
y = 4p tg(t) +yo

t;«élm—i—g, kel (38)
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3.7.2 Equagées paramétricas da elipse

Analogamente ao que fizemos com a parabola, usando a equagao cartesiana da

elipse com centro na origem e eixo maior sobre OX

2 2
T Y
a b
substuindo x por t, teriamos uma parametrizacao para elipse. Neste caso, y seria repre-

sentado por duas equacoes dependentes de ¢, ou seja:
< t2> teR. (39)

O interessante seria que y fosse descrito por uma equagao. Podemos contornar esta
situagao do seguinte modo: considere a figura (19) e iremos associar x e y ao angulo t.

Basta observar na mesma figura que cos(t) = x/a e sen(t) = y/b, e que resulta na seguinte

parametrizagao:
x = a cos(t)
teR. (40)
y = b sen(t)
A Y

Figura 19: Elipse (z/a)? + (y/b)* =1
Fonte: Elaborado pelo autor
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De fato, lembrando que a relacao fundamental da trigonometria pode ser represen-
tada por (cos(t))? + (sen(t))? = 1, basta substituir cos(t) = z/a e sen(t) = y/b que
teremos a citada equagao cartesiana da elipse.

Se usarmos a equacao cartesiana da elipse com centro na origem e eixo maior sobre

oYy

podemos concluir, de maneira analoga, a seguinte parametrizagao para elipse:

7= beos(?) teR. (41)

y = a sen(t)

Continuando, se a elipse estiver com centro em (zo, yo), podemos aplicar o mesmo racio-

cinio que aplicamos para a parabola anteriormente e teremos dois casos:

1. Equagao paramétrica da elipse com vértice em (xg, 1) e reta focal paralela

ao eixo 0OX:

r=acos(t)+x
(#) + 20 teR. (42)
y = b sen(t) + yo

2. Equacgao paramétrica da elipse com vértice em (¢, 1) e reta focal paralela

ao eixo OY:

z=>bcos(t) +x
(t) + 20 teR. (43)

y = a sen(t) + yo
3. Observando que a circunferéncia é um caso particular da elipse quando a distancia
focal se anula, ou seja, C' = 0 e disso obtemos a = b = r. Logo podemos escrever:

Equacao paramétrica da circunferéncia com centro em (zo, yo):

x=r1rcos(t)+x
(t) + 2 teR. (44)
y =1 sen(t) + yo

3.7.3 Equagoes paramétricas da hipérbole

O mesmo procedimento ocorre com a hipérbole e nao faremos mais as duas pa-
rametrizagoes que fizemos anteriormente. Usaremos a equacgao cartesiana da elipse com

centro na origem e eixo maior sobre OX

2 2
v
a b2
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e de acordo com a figura (20) podemos associar x e y com o angulo t. Note que cos(t) =
a/x, o que nos leva a x = a- sec(t). Por outro lado, tg(t) = y/b e dai obtemos y = b-tg(t).

Logo uma parametrizacao para hipérbole por ser representada por:

Figura 20: Hipérbole (z/a)* — (y/b)* =1
Fonte: Elaborado pelo autor

x = a sec(t)

t#kw+g, ke (45)
y="btg(?)

De fato, se dividirmos por cos?(t) a relagao fundamental da trigonometria, podemos chegar

na seguinte identidade:

cos®(t)  sen?(t) 1
= = 14 tg*(t) = sec?(t) = sec?(t) — tg*(t) =1
cos?(t) * cos®(t)  cos*(t) +ig7(t) = sec(t) = sec’(t) — tg°(1)

uma vez que sec(t) = x/a e tg(t) = y/b, chegaremos de volta a equagao cartesiana da

hipérbole.

Finalizando, se a hipérbole estiver com o centro em (xg, ), podemos proceder do

mesmo modo que fizemos com a elipse e aqui também teremos dois casos:

1. Equagao paramétrica da hipérbole com vértice em (zg,y,) e reta focal

paralela ao eixo OX:

r =a sec(t) +x
(t) + 20 t%kﬂ+g ke (46)
y=>btg(t)+yo
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2. Equacao paramétrica da hipérbole com vértice em (x¢,y,) e reta focal

paralela ao eixo OY:

r=atg(t)+x
9(t) + 2o tAkn+ s, kel (47)

y = b sec(t) + yo 2
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4 Propriedades e aplicacoes das coOnicas

A elipse, a parabola e a hipérbole sao usadas em diversas aplicagoes por pos-
suirem uma caracteristica importante: a propriedade refletora que elas possuem. Esta
propriedade esta relacionada com a emissao de ondas eletromagnéticas e mecanicas e os

respectivos focos dessas coOnicas.

No entanto, para mostrar essa propriedade é preciso saber como determinar as retas

tangente e normal a uma conica.

4.1 Retas tangentes e normais as conicas

As retas que intersectam as conicas em dois pontos sao denominadas retas secantes.
Lembrando que a reta secante que passa pelos pontos P e () atinge uma posicao limite
quando @) se aproxima a uma distancia infinitamente pequena de P. Quando essa distancia

tende a zero, dizemos que a reta é tangente a conica no ponto P.

Existem algumas formas de se determinar a tangente que toca um certo ponto P
de uma conica bem como a normal que passa nesse ponto. A primeira forma usa a
intersecao entre uma reta e uma conica, a segunda forma estabelece uma caracterizacao
usando a ideia de ponto exterior e interior a curva e uma terceira forma nao usual faz

uma abordagen utilizando a divisao harmonica.

4.2 Intersecao entre uma conica e uma reta

No capitulo anterior mostramos que a equagao geral de uma determinada conica

pode ser expressa da forma
Az? + Bay + Cy* + Dx + By + F = 0.

Usaremos as conicas sem rotagao (B = 0), as suas retas focais serdo coincidentes com o
eixo OX, a origem O(0,0) tanto serd o centro da elipse e da hipérbole, como também o
vértice parabola. Sejam ainda a, b, ¢ e p niimeros reais positivos. As equacoes da elipse,

hipérbole e parabola nessas condi¢oes sao respectivamente:

2 2 2 2
Zz Yy Z y 2 _
?_Fb?fl, ?—ﬁfl e Yy~ = 4pz.
Seja P(x,yo) um ponto da cdnica. Tratando inicialmente os casos triviais, teremos:
se neste ponto a reta tangente for vertical, a equagao da reta serd x = xy = +a (elipse ou

hipérbole) ou = = xg = 0 (pardbola) ; se horizontal, y = yo = £b (elipse). Em qualquer
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outro ponto P(zg,yo) da conica, a equagao de uma reta que passa por P e faz um dngulo

6 com o eixo OX é

Y — Yo = m(xr — x). (48)

Recordemos da geometria analitica que m = tg(0) é o coeficiente angular da reta. Sendo
a e 3 os Angulos que as retas r e s fazem, respectivamente, com o eixo OX (Figura 21),
podemos escrever, m, = tg(a) e mgs = tg(8). Uma condi¢do para que uma reta r seja
perpendicular (ou normal) a reta s é que o produto entre seus coeficientes angulares seja

igual a —1, ou ainda, tg(«) - tg(f) = —1, logo
m?" . ms = —1‘ (49)

De fato. Observando na Figura 21, o Teorema do Angulo Externo garante que f = a —l-g

A Yy

sty —yo=ms(x — x9)

Figura 21: Retas perpendiculares
Fonte: Elaborado pelo autor

e podemos escever tg(f3) = tg(a + g) Aqui nao é possivel usar a relagdo da soma de

T
dois arcos para a tangente, visto que tg(—) nao estd definida. Porém, lembrando que

cos(3) =1 e sen(5) = 0, podemos fazer da seguinte forma

-~ sen(a+ z) sen(a)cos(z) + Sen(z)cos(a)
t9(3) =tgla+ J)=— 2 = e T

2 cos(o + 5) cos(a)cos(g) - sen(g)sen(&) tg(a)
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Se fizermos na equacao geral da cOnica a substuicdo direta da equacao da reta,
obteremos uma equacio quadratica da forma A’z?+B'z+C" = 0 que pode ser resolvida em
r. Esta equacdo tém no maximo duas solucoes. Calcule o discriminate A = B2 — 4A'C".
Se A > 0 teremos dois pontos de intersecao e a reta é secante a conica. Se A < 0, a reta
nao toca a conica. O caso de interesse aqui ¢ quando a reta intersecta a cOnica num so

ponto. Para isso devemos impor duas condic¢oes:

B/
24"

DA=0 e ii)ag= (50)

As condigoes impostas levam a uma equacao na incégnita m. Depois de agrupado os

termos, interessa-nos apenas os valores de A’ e B’ e fazer valer a segunda condicéo.

Tangente e normal a elipse

Substituindo a equagdo da reta (48) diretamente na equacio da elipse b*z* +a?y? =

a®b* e realizando um relativo esforgo algébrico, chegaremos ao seguinte resultado [23]:
(b? + a*m?)x® + 2a*m(yo — mxo)x + a*(yo — mag)® — a®b* = 0

Da equacao acima ¢é facil ver que A’ = b + a®>m?, B’ = 2a*m(yo — mxy). Substituindo na,

segunda condigao (50), temos:

B’ 2a’m(yo — mao) a’*m(yo — mag)

= —— = e = —
o 2A' 2(b2? 4 a*m?) o (b2 4 a?m?)

desenvolvendo e cancelando as parcelas zoa?m?, teremos o valor do coefiente angular da

reta tangente

b2£L'0

— o1
10 (51)

m =

substituindo esse valor na equagao (48), a reta tangente a elipse no ponto P(xg, o) tem

equacao dada por

Lol | %Y _

te : .2 12

1. (52)

Vamos determinar os pontos em que essa reta tangente e normal tocam os eixos focal

(OX) e nao-focal (OY) para este caso. Quando y = 0, temos

CL2

r=— (53)

Zo
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e quando = = 0 temos

Y= %. (54)

Observando a condigao (49), a reta normal a tangente tem coeficiente angular

a*yo
L 55
L= (55)

substituindo na equagao (48) chegaremos a equagao da reta normal a elipse em P(zg, y):

2 2
a‘r b
Ne - rT Y _ @ (56)
Lo Yo
lembrando que para elipse a? = b? 4+ ¢2. Vamos determinar os pontos em que reta normal
a reta tangente em P(zg, o) tocal os eixos focal (OX) e nao-focal (OY') para este caso.

Quando y = 0, temos

e quando y = 0, temos
Yo

Tangente e normal a hipérbole

Semelhante ao caso da elipse, substituindo a equagdo da reta (48) diretamente na
equacao da hipérbole b%x? — a?y? = a?b? e efetivando os calculos, chegaremos ao seguinte
resultado [23]:

(b* — a*m?)2® — 2a*m(yo — mxo)x — a*(yo — may)® — a®b® =0
Da equacio acima podemos ver que A’ = b> —a?*m?, B’ = —2a*m(yo—may). Substituindo

na segunda condicao (50), temos:

B’ B —2a2m(yo — may) a2m(y0 — mxg)

24 2(2 — a?m?) = (b? — a?m?)

o =
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desenvolvendo e cancelando as parcelas —zya?m?, teremos o valor do coefiente angular da,

reta tangente

b2$0
m= ——
a~Yo

(59)

substituindo esse valor em (48), a equagao da reta tangente a hipérbole no ponto P(xq, 3o)

é dada por

) Tor Yoy
Fazendo o procedimento semelhante ao caso da elipse, a reta normal a hipérbole que passa

no ponto P(zg, o) tem coeficiente angular m, = —a?yg/b*zy e a equagao dada por:

ar by o,

ny —+—==c (61)
Lo Yo

lembrando que para elipse ¢? = a® + b%.
Semelhante ao caso da elipse, os pontos em que a reta tangente a hiperbole toca os

respectvos eixos focal (OX) e nao-focal (OY) sdo tais que x = a?/xg e y = —b?/yo. A

reta normal toca os mesmos eixos em x = c?xy/a? e y = —c?yo/b*.

Tangente e normal a parabola

Semelhante aos casos anteriores, substituindo a equagao da reta (48) diretamenta
na equacao da pardbola y? — 4px = 0 e novamente efetivando os calculos, chegaremos ao

seguinte resultado [23]:
2 2 2 2 _
m°z” + 2(myo — m xo — 2p)x + (yo — mao)” = 0.

Da equagao acima podemos ver que A" = m? B’ = 2(myy — m?zy — 2p). Substituindo na

segunda condigao (50), temos:

B 2(myy—mPzo — 2 —~ 2200 + 2
LB Amyo—mire—2p) g+ ity + 2
2A' 2m? m?

Ty —

desenvolvendo e cancelando as parcelas zom?, teremos o valor do coefiente angular da

reta tangente

2p
m=—

" (62)
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substituindo esse valor em (48) e lembrando que P(xg, 7o) ¢ um ponto da pardbola, por-

tanto yy2 = 4pxo e a equacio da reta tangente a parabola no ponto P ¢ dada por

ty: Yoy = 2p(x + x0) (63)

neste caso, essa reta toca o eixo focal (OX) em © = —z( e o eixo nao-focal (OY) em

y = 2pxo/yo. A reta normal a pardbola em P(xg,1o) tem coeficiente angular dado por

mi = —yo/2p (64)

cuja equagao pode ser representada por

np: 2p(y — Yo) = Yo(wo — ) (65)

esta reta toca o eixo (OX) em z = xg+ 2p e (OY) em y = (2p + 0)yo/2p.

No entanto, esta condigdo s6 é necessaria e suficiente para o caso da elipse. No
caso da parabola, se a reta for paralela a reta focal, a intersecao sera em apenas um
ponto mas nao sera tangente a parabola. Na Hipérbole, se a reta for paralela a uma das
suas assintotas, terd apenas um ponto de interse¢do também, mas nao serd tangente a

hipérbole.

4.3 Caracterizacao da reta tangente a conica

Uma condicao necessaria e suficiente para que uma reta seja tangente a uma conica
num ponto P dessa curva é que a reta, menos o ponto P, esteja totalmente contida na
regiao chamada exterior da curva [21]. Uma caracterizacao das tangentes a uma conica

de maneira mais precisa pode ser dada por meio das proposicoes 4.1, 4.2 e 4.3:

Proposicao 4.1 Seja P um ponto da pardbola de foco F e diretriz d e t a reta bissetriz
do angulo ZF PR , em que R é o pé da perpendicular a reta d passando por P. Temos que

t € a reta tangente a pardbola no ponto P como também é a mediatriz do segmento FR.

Demonstracao: Observemos que uma parabola divide os pontos do plano em duas
regides: Seja FF um ponto que nao pertence a parabola P. Se a distdncia de E ao
foco F' for maior que a distdncia de E a reta diretriz d, entdo o ponto é exterior a
pardbola [22]. Caso contrario, o ponto E é interior a pardbola. Sendo P um ponto da
parébola, no tridngulo APFR temos PF = PR (Figura 22). Assim, a reta t, bissetriz
do dngulo ZF PR, é também mediana e altura do triangulo APF R. Dai, conclui-se que
t é mediatriz do segmento F'R. Sejam () um ponto qualquer da reta t, distinto de P, e

S o pé da perpendicular a reta d passando por (), temos que QF = (QR. Note que QR
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é a hipotenusa do tridngulo retangulo ASQR, dai QF = QR > )S e portanto ) é um

ponto exterior a pardbola. Concluimos que a reta ¢ é tangente a parabola em P.

L

t/

P F

Figura 22: Tangente a Pardbola
Fonte: Elaborado pelo autor

Proposicao 4.2 Sejam uma elipse £ de diretriz d, com focos Fy e Fy e P um ponto de
E. Se a reta t € a bissetriz do angulo determinado pela semirreta ﬁ, oposta a semirreta
PE, e pela semirreta PR, entdo t é tangente a elipse em P.

Demonstracgao: Lembremos que a elipse £ é o lugar geométrico dos pontos £ que tem
a propriedade métrica, FF} + EFy = k (constante e positivo). Semelhante ao caso da
parabola, a elipse separa os demais pontos do plano em duas regices:

a) se EFy + EFy < k, entdo o ponto E é interior a elipse;

b) se EF} + EF, > k, entao o ponto E é exterior a elipse [22].

Logo, uma reta serd tangente a elipse £ no ponto P se, e somente se, intersectar £ em P
e, qualquer outro ponto E dessa reta distinto de P, tem-se EF} + EFy > k.

Seja P um ponto da elipse £ e tomemos uma reta ¢t que seja bissetriz do angulo pela
semirreta f’_}>%, oposta a semirreta f?l , e pela semirreta P?g (Figura 23). Afirmamos que
t é a tangente a elipse £ em P. De fato, dado um ponto () em ¢ distinto de P, seja S
o ponto da reta WQ tal que PS = PFj. Temos que o triangulo ASPF} é isoceles, logo
a reta t é a mediatriz do segmento SF; e SQ = QF;. Segue-se entao da desigualdade

triangular aplicada ao triangulo ASQF; que:

Portanto, () é exterior a elipse e a reta t é tangente a elipse em P.

Proposicao 4.3 Sejam uma hipérbole H de diretriz d, com focos Fy e Fy e P um ponto
de H. Se a reta t é a bissetriz do angulo determinado pelas semirretas PF, eP 9, entao

t é tangente a hipérbole no ponto P.
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Figura 23: Tangente a Elipse
Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstragao: Lembremos que a hipérbole H é o lugar geométrico dos pontos H que
tem a propriedade métrica, |HF, — HFy| = k (constante e positivo). Os dois ramos da
hipérbole dividem os pontos do plano em trés regioes:

a) uma regiao compreendida entre os dois ramos da hipérbole (exterior & curva) [22], ou
seja, o valor absoluto da diferenga |HFy — HF5| < k;

b) as outras duas sdo internas a cada um dos ramos da hipérbole e portanto vamos uni-
las de tal forma que qualquer ponto H que esteja em uma regiao dessas, tenha o valor
absoluto da diferenca |HFy; — HF,| > k. Logo, uma reta seré tangente a hipérbole H no
ponto P se, e somente se, intersectar H em P e, qualquer que seja o ponto H da reta
distinto de P, o valor absoluto da diferenca |HF), — HF5| < k. Sejam P um ponto da
hipérbole e ¢ a bissetriz do angulo determinado pelas semirretas 15—]71 e ]3—]?2 (Figura 24).
Afirmamos que t é tangente a hipérbole H no ponto P. De fato, seja () um ponto da
bissetriz t distinto de P e, considere um ponto A da semirreta ]ﬁl tal que PA = PF3.
Temos que |PFy — PFy| = |PF, — PA| = AFy, e portanto, AF} = k. Como o tridngulo
ASAPF, é iséceles, logo a reta t é a mediatriz do segmento AF,. Como () estd em ¢,
QA = QF; e temos que o triangulo ASAQ F; é também iséceles. Segue-se da desigualdade
triangular aplicada ao tridngulo ASAQF, que QA < QF, + AF) e QF, < AFy + QA.

Consequentemente temos,

QA — AF < QF < QA+ AF,
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o que equivale —AF; < QF) — QA < AFy, ou seja, |QF) —QA| < AF;. Como QA = QF,
e A} = k obtemos
QF — QFy| <k

para todo ponto () diferente de P. Portanto, £ menos o ponto P estd no exterior da

hipérbole e concluimos que a reta ¢ é tangente a hipérbole em P.

Figura 24: Tangente a Elipse
Fonte: Elaborado pelo autor
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4.4 Propriedade refletora das conicas

Herdo de Alexandria (século I d.E.C.) realizou importantes trabalhos em Matema-
tica e Fisica. As leis da reflexdo ja eram conhecidas naquela época e Herao apresentou e
demonstrou o seguinte principio: a luz, ao sair de um corpo F', refletir-se em um espelho
e atingir o olho O de um observador, faz de modo que percorre a menor distincia possivel
[20]. Em outras palavras, ele afirma que a luz propaga-se em linha reta, antecipando-se

ao que conhecemos hoje como principio da propagacao retilinea da luz.

Notemos que no estudo da Optica Geométrica um raio de luz é representado por
retas ou segmentos de retas orientados e os fendmenos sao observados macroscopicamente.
No entanto, a luz é uma onda eletromagnética, composta por um campo elétrico e um
magnético que viajam no vacuo a um velocidade muito préximo a 300.000km/s. De acordo
com a Teoria da Relatividade, essa é a velocidade limite e nada viaja mais rapido que a luz
no vacuo. Vale ainda destacar que no espectro de radiacdo eletromagnética (Figura 25),
a luz visivel é apenas uma pequena faixa cujos comprimentos de onda variam em média
de 400nm (para a luz monocromadtica violeta) até 700nm (para a luz monocromética
vermelha). Para a Teoria Quéntica, a luz tem natureza dual. Ora se comporta como
particula, como no caso do Efeito fotoelétrico, ora se comporta como onda, como no caso

do fenémeno da difracao.

Espectro visivel pelo olho humano (Luz)

Ultravio _ .fraverm elho
400 nm |450nm |500 nm [550 nm 600 nm |650 nm |700 nm 750 nm

I I ! I ! I

.
k q - t
Raios ‘ Raios Raios X Infravermelho Radar UHF ‘ Onda média Frequéncia
césmicos gama VHE  Ondacurta Ondalongd extremadamente
baixa
Micro-ondas Radio T
| | |
1fm 1pm 1A 1nm 1pum 1mm 1lcm im 1km ‘ 1Mm ‘
1

T T T T T
14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 4 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

I qpf® 95 997 192 ™ W 10° 20° 107 10° 10° 10* 107 107 107 110° 10' 1107 10° 120° 100° 10° 10
1

de onda (m)
T T T T T
10" 10%° 10" 10® 107 10" 10® 10" 10® 10" 100" 10 120° 10° 1007 10° 10° 110 10° 107
(1 Zetta-Hz) (1 Exa-Hz) (1 Peta-Hz) (1 Tera-Hz) (1 Giga-Hz) (1 Mega-Hz) (1 Quilo-Hz)

T
Frequéncia (Hz) 10 2 10?2

Figura 25: Luz visivel no Espectro eletromagnético
Fonte: https://goo.gl/DN2RPk

De acordo com a forma da superficie S, os espelhos podem ser planos ou curvos
(esféricos, parabodlicos, hiperbdlicos e elipticos). A superficie refletora é obtida através
do depdsito de uma pelicula de prata sobre uma das faces de uma lamina de vidro (para

proteger a pelicula).

Consideremos a reflexdao de um raio de luz numa superficie S (Figura 26). Seja RI
o raio incidente no ponto I da superficie S, o qual forma com a normal & superficie (N)
o angulo de incidéncia i. O raio refletido RR, que se individualiza apos a reflexao, forma

com a normal (N) o angulo de reflexdo 7.

A reflexao da luz é regida pelas seguintes leis:
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Figura 26: Reflexao da Luz
Fonte: Elaborado pelo autor

e 12 lei - O raio incidente (RI), o raio refletido (RR) e a normal (N) estao situados

no mesmo plano (sdo coplanares);
e 22 lei - O angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao, ¢ = r.
Numa superficie plana, um feixe de incidente F'I se comporta como se fosse apenas um

raio de luz sofrendo reflexdo por meio do feixe F'R (Fig. 26).

Propriedade refletora da elipse

A elipse tem a propriedade de que a bissetriz do angulo formado pelos dois focos
e por um ponto qualquer da elipse (como vértice) é perpendicular a uma reta tangente
a elipse messe ponto. Como consequéncia, qualquer rato luminoso ou onda sonora, que

incida na direcio de um dos focos, serd refletido pela elipse na direcao do outro foco.

A validade desta propriedade pode ser comprovada por meio da Proposicao 4.2

demonstrada anteriormente.

Propriedade refletora da hipérbole

que por sua vez é A hipérbole tem sua propriedade refletora bem parecida com a
elipse. Podemos dizer que a bissetriz do angulo formado pelos dois focos e por um ponto
qualquer da hipérbole (como vértice) é tangente a uma reta normal & hipérbole nesse
ponto. Igualmente ao caso da elipse, qualquer raio luminoso ou onda sonora, que incida

na direcao de um dos focos, serd refletido pela hipérbole na diregio do outro foco.

A validade desta propriedade pode ser comprovada por meio da Proposicao 4.3

demonstrada anteriormente.
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Figura 27: Propriedade refletora da elipse
Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 28: Propriedade refletora da hipérbole
Fonte: Elaborado pelo autor

Propriedade refletora da parabola

A propriedade refletora da parabola afirma que todo raio de luz que incide paralelo
ao eizo focal da parabola reflete numa diregio que passa pelo seu foco ou de forma equi-
valente podemos dizer que um raio de luz incidente e a reta tangente forma um dngulo

igual ao angulo formado entre essa tangente e o raio refletido. Podemos também dizer de
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maneira mais geral que todo raio que incide numa direcio que passa pelo foco ao tocar a

pardbola é refletido numa diregio paralela ao eixo focal e vice-versa.

Figura 29: Propriedade refletora da parabola
Fonte: Elaborado pelo autor

A validade desta propriedade pode ser comprovada por meio da proposicao (4.1)

demonstrada anteriormente.
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4.5 Divisao harmonica, tangentes e normais as conicas

Apresentaremos um outro método para obtermos a tangente (e a normal) em um
ponto P da conica usando a divisdo harmonica bem como a verificacdo da propriedade
refletora de cada conica. Vamos admitir que ao citarmos o segmento P() estamos falando

da sua medida, ou seja, a distdncia de P a Q.

Definicao 4.1 Sejam A, B, C' e D pontos distintos sobre uma mesma reta. Um segmento
AB é dividido harmonicamente por dois pontos C' e D (um interno e outro externo), na

mesma razao r > 0 quando
AC AD

BC - BD "

Dizemos que C' é o conjugado harmoénico de D com relagdo ao segmento AB, ou ainda,

que os pontos A, B, C' e D formam uma quadrupla harmoénica.

r>1

0<r<l1

A c=0 B

Figura 30: Divisao harmdnica
Fonte: Elaborado pelo autor

Sendo O o ponto médio do segmento AB, podemos observar na Figura 30 que o
ponto D estard localizado a direita de B se o ponto C' estiver entre O e B (r > 1).
Por outro lado, estara a esquerda de A se o ponto C' estiver entre A e O (0 < r < 1).
Se o ponto C' for o ponto médio, ou seja C' = O, podemos definir que o ponto D esta
no infinito. Observemos também que se forem dados o segmento AB e um ponto D fora
deste, é possivel, de igual modo, determinar o ponto C' interno que divide harmonicamente
o segmento AB. Se fixarmos os pontos C' e D, podemos dizer ainda que A e B também
formam um conjugado harmonico para o segmento C'D [16]. Uma consequéncia direta da,

Definicao 4.1 sao as Proposicoes 4.4 e 4.5:

Proposigao 4.4 Sejam O o ponto médio do segmento AB, C' e D seu conjugado harmo-

nico, para r > 1, teremos:
2 1 1

AB _ AC T AD

e ainda

Proposigao 4.5 Sejam O o ponto médio do segmento AB, C' e D seu conjugado harmo-

nico, para 0 < r <1, teremos:
2 1 1

AB _ AC  AD’
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Demonstracao:
AC_AD _ AC__ AD
BC  BD AB— AC  AD— AB

AC-AD — AC-AB=AD - -AB—- AC-AD
2AC-AD = AD - AB+ AC - AB

(2AC - AD = AD - AB + AC - AB) + (AC' - AD - AB)
2 1 1
= + )
AB ~ AC " AD

R

De modo semelhante podemos mostrar a relagao para 0 < r < 1:

AC _AD - AC____AD
BC  BD AB — AC  AD + AB
= AC-AD+ AC-AB = AD-AB+ AC - AD
= 92AC-AD = AD-AB — AC - AB
= (2AC-AD = AD-AB — AC - AB) + (AC - AD - AB)
2 1 1
=

AB ~ AC AD
Usando a Propsicao 4.4 é possivel mostrar a seguinte propriedade da divisao harmonica:

Proposigao 4.6 Se O ¢é o ponto médio do segmento AB, C' e D o conjugado harmoénico

de AB, entdo AO é a média geométrica dos segmentos OC e OD, ou seja,
AO* =0C - OD. (66)

Demonstracgao: De fato. Suponha que r > 1, temos que:

AC  AD N AO+0C AO+O0D
BC  BD OB—-0C OD-OB
= (AO+0C)-(OD - 0B) = (A0 +OD)- (OB —0C)

substituindo OB por OA, multiplicando as parcelas e cancelando os termos opostos,

obtemos

2A0% =20C - OD = AO* = OC - OD.

Tangente a elipse obtida por meio da divisao harmoénica

A definicdo de reta tangente e normal a um ponto qualquer das Conicas ja era

tratada por Apoldnio que os exprimiu em algumas proposi¢oes nos livros I e V [14].

Vamos considerar uma elipse com eixo focal coincidente com OX e centro em O(0, 0).

Sejam os vértices do eixo focal A;(—a,0) e As(a,0), os vértices do eixo nao-focal By (0, —b)
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e By(0,b) (Figura 31). Sem perda de generalidade, tomemos um ponto P(xg,yo) no
primeiro quadrante da elipse tal que, sua projegao no eixo focal seja o ponto C(xg,0) e,
sua projecao no eixo nao-focal seja o ponto C’(0, yo), entdo podemos enunciar as seguintes
proposicoes:

Proposigao 4.7 Se o ponto D(d,0) € o conjugado harménico de C(xo,0) com rela¢io ao

segmento Ay Ay, entdo ﬁ ¢ tangente a elipse em P(xq,yo).
De forma semelhante, ocorre com o ponto D'(0, h):

Proposicao 4.8 Se o ponto D'(0,h) € o conjugado harmonico de C'(0,yy) com relagio

~ H 7/ \ .
ao segmento By By, entdo PD' € tangente a elipse em P(xo,yo).

Demonstracao: Sendo A;As; = 2a, temos A10 = a, OC = z¢g e OD = d. Substituindo

2

na propriedade da divisdo harmonica (66), teremos a* = xg - d, ou seja,

d= (67)

De modo semelhante, B1O = b, OC" = yo e OD’' = h. Substituindo na propriedade da

divisao harmonica (66), teremos b* = g, - h, ou seja,
b2

T

h (68)
Com base na figura (31), temos que tg(a) = h/d. Relembrando da trigonometria que
tg(m — o) = —tg(a) = tg(0), entdo segue que
b2
o b2
tg(0) = —2 = - 220

a2 2
po a~Yo

Notemos que este resultado foi obtido anteriormente na expressao (51) e confirma
a validade da divisdo harmoénica como método para determinar a tangente. Observemos
ainda que os pontos A; e Ay (vértices da elipse), C' (projegdo do ponto tangente a elipse
sobre o eixo focal) e D (intersegao da tangente a elipse no ponto P com a reta focal) sdo
tais que C' e D dividem harmonicamente o segmento A; A, (eixo focal) [11]. Do mesmo
modo, podemos dizer que os pontos A; e A, dividem harmonicamente o segmento CD.

Assim, os pontos aqui citados constituem uma quadrupla harmonica (A, Ay; C, D).

A abscissa d = a*/xg e a ordenada h = b*/y, dos conjugados harmonicos D e D’

respectivamente, permitem chegar analiticamente aos seguintes resultados:
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D0, 1)

Bs(0,b)

, P(UEU, y[))
C (03 ’yo) """""""""""" i

Ay(—a,0) 0] C(x()l, 0)  Aya,0) DWN

Bl(ot 71))

Figura 31: Tangente a elipse e o conjugado harmonico
Fonte: Elaborado pelo autor

1. Quando xy = ¢, ou seja, estd em um dos focos da elipse, Fi(—c,0) ou Fy(c,0),

obtemos as retas diretrizes da elipse (e=excentricidade):

2

a a
r=d=+—=%+—;
c e
2. Quando o = 0, temos o ponto médio de AB, portanto d vai para o infinito e

y = h = £b representa uma das tangentes horizontais;

3. Quando xyg = =a, nao temos tangente e sim duas retas verticais x = d = a ou

r=d=—a;

Propriedade refletora da elipse obtida por meio da divisao harmo-

nica

Consideremos uma elipse com eixo focal coincidente com OX e centro em O(0,0)
(Figura (32)). Sejam os focos Fi(—c,0) e Fy(c,0), a reta normal a tangente passando
pelo P(xg,yo) e determinando sobre a reta focal o ponto C(x,,0). Podemos enunciar as

seguinte proposicao:

Proposicao 4.9 Se o ponto C(x,,0) € o conjugado harménico de D(d,0) com relagio ao

eixo I Fy, entdo % ¢ bissetriz do angulo formado pelos raios vetores F1 P e PFy;.
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P(an Yo)

_c/

Fi(—c,0) @ Ay, 0)  Fi(c,0) D(d,0)

Figura 32: Normal a elipse e o conjugado harmoénico
Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstragao: Sendo FiFy = 2¢, temos F10 = ¢, OC = z, e OD = d = a*/x.

2

Substituindo na propriedade da divisao harmoénica (66), teremos ¢* = z, - d, ou seja,

2 P

= =" =¢ (69)

x
L a?

onde e é a excentricidade da elipse. Sejam os raios vetores \y = F1P e \y = PFy e
lembrando da propriedade da elipse que F1 P + F»P = 2a. Além disso, P(xg,yo) é um
ponto da elipse e podemos ter b*x3 + a’y2 = a*b*. Segue-se que A\; + Ay = 2a, ou ainda,

2a — Ay = A\ e podemos obter

(20— X)? = M= (v0+0)+y)
= 33(2) + 2cx0 + 2 —|—y8
= x5+ 2cxo+F+ b — —2

2 _ 2
a®—b
= 23 s ) + 2cxg + a?

2
= m%(ﬁ) + 2cxg + @

_ ¢ 2
($oa +a)

efetuando as simplificagoes e as devidas substitui¢oes, chegaremos a duas equagoes para

0s respectivos raios vetores

A1:a+5x0:a+ex0 e /\2:a—Ex0:a—6x0 (70)
a a
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Notemos que F1C = c+x, = c+exge FC = c—xp, =cCc— e?xy. Se efetuarmos o produto
da excentricidade e pelos raios vetores A; e Ao, obteremos F1C e F,C respectivamente.

Usando a lei dos senos e observando a figura (32), temos para xy # +a:

sen(f)  sen(m — a) sen(6) c+ e’z a+ ex

RC  RP sen(m —a)  a-+exg a+ exg
por outro lado, temos

sen(0)  sen(a)  sen(d) c—e’xg a — exg
= = = € = e
C P sen(a)  a—ex a — exy

lembrando que sen(m — ) = sen(«) chegaremos a

SGZ?:<f)a) - j::;((?) = sen(f) = sen(f) = 0 =40

portanto, a reta nornal a elipse no ponto P(zg,yo) é bissetriz do dngulo formado pelos

raios vetores A; e Ay e isso comprova a propriedade refletora da elipse.

Tangente a hipérbole e sua propriedade refletora obtidas por meio

da divisao harmonica

Vamos considerar uma hipérbole com eixo focal coincidente com OX e centro em
0(0,0). Sejam os vértices do eixo focal A;(—a,0) e As(a,0). Sem perda de generalidade,
tomemos um ponto P(zg,yy) no primeiro quadrante da hipérbole tal que, sua projecao
no eixo focal seja o ponto C'(zy,0). Notemos que o procedimento é basicamente o mesmo
adotado para a elipse, inclusive os pontos adotados para o eixo nao-focal. Diante disto,
nao iremos realizar os mesmos calculos. O leitor atento que observar a figura (33) notard,
neste caso, a relacao intrinseca entre a elipse e a hipérbole. A mudanca ocorre trocando-se

a tangente d elipse no ponto P(xg,yo) pela normal a hipérbole e vice-versa.

Levando em conta as consideragoes acima, vamos enunciar as seguintes proposicoes:
Proposicao 4.10 Se o ponto D(d,0) é o conjugado harmdnico de C(xo,0) com relagao
ao segmento A1As, entdo ﬁ ¢ tangente a hipérbole em P(xo,yo).

e ainda
Proposigao 4.11 Se o ponto Q(x,,0) é o conjugado harmonico de D(d,0) com relagdo

ao eixo Iy, entao a reta %, normal a hipérbole em P(xo,vo), € bissetriz dos dangulos

ZFiPR e ZF5PS.

Demonstracgao: Sendo A;A; = 2a, temos A0 = a, OC = xg e OD = d. Substituindo

2

na propriedade da divisdo harménica (66), teremos o mesmo resultado da elipse, a® = x-d,
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F

T

Figura 33: Tangente e normal a hipérbole e o conjugado harmonico
Fonte: Elaborado pelo autor

ou seja,

(l2

d=—
Zo

aplicando a mesma propriedade da divisdo harménica (66) para os focos FjFy 2c,

FLO = ¢, OD = d = a*/xy, teremos OQ = x,, tal que ¢* = z,, - d, ou seja,

Observando a figura (33) e lembrando que P(zg,1y) ¢ um ponto da hipérbole, entdo

vzt — a*y? = a®b? ou b’z — a®b* = ay2. Segue-se que

tg(@) _ Yo _ Yoo _ y0$0b2 _ b2:13'0
ro—d x3—a% b2k —a??  a?y

O resultado acima pode ser verificado na expressao (59).

Sejam os raios vetores F1P = A\ = exg+a e FoP = Ay = exg — a obtidos de
modo semelhante ao caso da elipse, notadamente, observando a propriedade da hipérbole:
A1 — A2| = 2a. Observemos que F1D = ¢+ a?/xg e FyD = ¢ — a®/xy. Usando o mesmo
raciocinio do caso da elipse, ou seja, aplicando a lei dos senos, podemos concluir que
8 = . De fato,

sen(B)  sen(m —0) sen(() c+ %Z ae + g a (exg+a) a

D PP sen(m—0)  exg+a exgt+a x0(exgt+a) xo



74

por outro lado, temos

2

sen(f')  sen(0) _ sen(p) c— %Z _ae— o _ af(exg—a) a

D P sen(f)  exg—a erg—a xo(exo—a) xp
lembrando que sen(f) = sen(mw — ), temos que sen(3) = sen(f’), ou ainda, § = f’. Note
que as retas tangente e normal sdo perpendiculares em P e, ' 4+ o/ = /2 (oposto pelo
vértice), entdo  + o = 7/2 e portanto o« = «/. Concluimos que a reta normal em P é

bissetriz dos angulos ZF PR e ZF,PS, confirmando a propriedade refletora da hipérbole.

Tangente e normal a parabola obtida por meio da divisao harmo-

nica

Para os propositos desta abordagem, suponhamos que a parabola tenha também
dois vértices, A;(0,0) e Ag, e dois focos, Fi(p,0), (p > 0) e F; tais que, Ay e F» estejam
no infinito. Sejam os pontos D(d,0) a interse¢ao da tangente a pardbola com o eixo focal
e P(xo,%0), um ponto pertencente a pardbola, tal que sua projecao sobre o eixo focal OX

é o ponto C(z,0). Podemos enunciar as seguintes proposigoes:

Proposigao 4.12 Se o ponto Ay é o conjugado harmaonico de Ay com rela¢do ao segmento
CD, entao Ay € ponto médio de C'D e m é tangente a pardbola em P(xq,yo).

Considere ainda Q(z,,0) como a interse¢ao da reta normal a pardbola em P(zo, o), logo

podemos afirmar que:

Proposicao 4.13 Se o ponto Fi € o conjugado harmonico de Fy com relag¢io ao segmento
D@, entdo Fy € ponto médio de DQ), % ¢ normal d pardbola em P(xo,yo) e bissetriz do
angulo ZFPR.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, vamos supor que P(xg,yo) esteja no pri-
meiro quadrante. Por hipotese, (D, C; Ay, Ay) formam uma quadrupla harménica e A,
estd no infinito. Usando a relagao (4.4), A,(0,0) é ponto médio do segmento DC. Sendo
o ponto C(xg,0), é facil ver que o ponto D(d,0) é tal que d = —zy. Lembrando que P é
um ponto da pardbola, temos y2 = 4pxy, neste caso. Observemos agora a razdo entre os
dois segmentos PC' e DC' (ver Figura (34))

rc Yo Yo _ ¥ _ Apzo _2p

tg(6) = =7 = =0 -
9(9) DC  xy—(—x0) 2mo 2x0Yo 2ToYo Yo

este resultado foi obtido em (62) e representa o coeficiente angular da reta tangente a

pardbola em P(zg,yo) cuja equagao é representada por (63).
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Por outro lado, fica facil ver o coeficiente angular da reta normal passando em P com
base no resultado anterior, porém vamos usar a divisao harmoénica e mostrar a validade da
proposigao (4.13). De fato, por hipdtese, (D, Q; Fy, Fy) formam uma quadrupla harménica
e Fy estd no infinito. Usando a relagao (4.4), Fi(p,0) é ponto médio do segmento DQ).
Sendo o ponto D(—x,0), entdo o ponto Q(z,,0) é tal que x, = p+p— (—x¢) = zo + 2p.
Observando o sinal do angulo suplementar, o coeficiente angular da reta normal a parabola
que passa em P pode ser obtido a partir da razao entre os segmentos PC' e C'Q)

pPC Yo Yo

tgla) = ~ty(r —0) = 55 =~ =~

resultado ja obtido em (64), cuja equagao foi determinadada por (65).

Figura 34: Tangente e normal a parabola e o conjugado harmonico
Fonte: Elaborado pelo autor

Propriedade refletora da parabola obtida por meio da divisao

harmonica

Queremos mostrar que o angulo § = 6 de acordo com a figura (34). Para isso
ocorrer, basta mostrarmos que os segmentos DF' e F'P sao iguais, e portanto o triangulo
ADFP éisoceles. De fato, a distancia d(D, F') = /(p — (—x0))?, logo d(D, F') = x¢ + p.

Lembrando que y2 = 4pz, segue-se que

d(F,P):\/(p—xo)Q—i—yS:\/p2—2p:c0+a:§+4px0:\/(p+:c0)2:x0—|—p

além disso, a reta normal é perpendicular a tangente em P, portanto ¢é bissetriz do angulo

ZF\PR.
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4.6 Aplicagoes das Conicas

Os raios de luz e as ondas sonoras propagam-se no espago em linha reta e radialmente
a partir de sua fonte. Além disso, se a fonte estd muito distante de seu destino, essas
ondas chegam ao destino formando um feixe praticamente paralelo, como é o caso das
ondas de radio ou as luminosas provenientes de um corpo celeste distante (estrela, galéxia,
planetas, etc). Chegando em linha reta elas refletem num ponto de uma superficie suave
na mesma direcao que refletiriam num plano que é tangente a superficie nesse ponto. De
acordo com a lei da reflexdao, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Por
causa da relagao especial entre o foco de uma conica e suas tangentes, superficies refletoras
(espelhos, antenas, etc) com o formato de uma superficie de rotagao, geradas pela rotacao
de uma parabola em torno de seu eixo, ou de uma elipse ou hipérbole em torno de seu eixo

focal, tém propriedades refletoras que sao tteis em vérias aplicagoes tecnoldgicas [21].

Superficies refletoras parabdlicas (paraboléide)

As ondas de rddio frequéncia proveniente do satélite de uma emissora de TV, ao
encontrar uma antena receptora parabolica, incidem numa dire¢ao paralela ao seu eixo
focal e sera refletido na direcao do foco da superficie parabdlica. Isso justifica porque as
antenas que captam sinais do espago sao de formato parabdlico, pois é necessario capta-los
e concentra-los em um unico ponto para serem tratados, de acordo com o fim a que se
destinam. Os radios telescopios® (Figura 35), os fornos solares (Figura 36) sdo exemplos

de aplicagdes onde os raios incidem paralelo ao eixo focal e convergem para o foco.

Figra 35: Rédio elescpio
Fonte: https://goo.gl/QrenG8

30 observatério VLA (Very Large Array) no Novo México-USA, faz parte do NRAO (National Radio
Astronomy Observatory). Entrou ao servigo em 1980 e é um radiotelescépio composto por 27 antenas
paraboléides méveis de 26m de didmetro cada uma, dispostas num enorme Y com 2 bragos de 21Km e
outro de 19Km, e trabalha em comprimentos de onda de 1,3cm, 2cm, 6cm e 21cm.
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Figura 36: Coletor solar ou fogao solar
Fonte: https://goo.gl/sCjaqS

Por outro lado, os raios luminosos que irradiam de um holofote (Figura 37), lanterna
ou farol de um autmével refletem em sua superficie, de formato parabdlico, de forma que

os raios refletidos sejam paralelos [19].

Figura 37: Fonte de luz no foco refletindo
paralelamente ao eixo principal
Fonte: https://goo.gl/3qVptJ

Superficies refletoras elipticas (elipséide)

Uma onda sonora ou luminosa que irradia do foco de uma superficie refletora eliptica
reflete para o outro foco. Essa propriedade é usada na construgao de refletores odontolé-

gicos, ou ainda em aparelhos de radioterapia utilizados na medicina.

Os refletores de dentistas usam refletores elipticos (Figura 38) que tém como objetivo
concentrar o maximo de luz onde se esta trabalhando e também evitar que os raios

luminosos ofusquem a visao do paciente, causando um certo desconforto.

O aparelho de radioterapia (Figura 39) para tratamento médico emite raios cujo
objetivo é destruir tecidos doentes sem afetar os tecidos sadios que se encontram ao reder,
sendo assim eles se valem de espelhos elipticos para concentrar os raios em um determinado

ponto.
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Figura 38: Refletor eliptico odontolégico
Fonte: https://goo.gl/FnyKMx

Figura 39: Aparelho de Radioterapia
Fonte: https://goo.gl/T56Sv8

A técnica médica usada para eliminar o calculo renal é a litotripsia. Essa é uma
alternativa a cirurgia que permite tratar 80% das pedras nos rins, gragas a aplicagao de
ondas de choque de alta energia através da pele até o nivel em que a pedra é encontrada,
sem que o paciente tenha dor no momento de destrui-los. O aparelho por meio do qual
esses resultados sao alcangados é o litotriptor (Figura 40). Isso funciona fazendo com
que as ondas de choque sejam geradas por um eletrodo de vela localizado dentro de
uma camara de agua, essas ondas de choque sao concentradas por um refletor eliptico
que direciona e impacta diretamente no calculo, sem danificar o rim e assim eles sdo

fragmentados em um certo tempo.

Existem certas formatos de construgoes de salas que dao condigoes actusticas especi-
ais em auditorios, teatros, catedrais, como acontece na Catedral de S. Paulo em Londres
e no edificio do Capitélio em Washington, D.C. Elas sao projetadas num formato de parte
de um elipséide de modo que exista dois pontos, onde duas pessoas, uma em cada um
desses pontos (focos do elipséide), podem se comunicar em voz sussurrada, inaudivel no

restante da sala [21].
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Emissor de
Ultrassom

——

Refletor eliptico Pedra nos rins
Figura 40: Litotriptor - tratamento para calculo renal
Fonte: https://goo.gl/84it9C

Superficies refletoras hiperbélicas (hiperboléides)

Consideremos um espelho refletor com o formato de uma folha do hiperboldide
gerado pela rotagdo de uma hipérbole em torno de seu eixo focal, sendo que a parte
refletora esta do lado de externo do hiperboldide. Um raio de luz irradiado de uma fonte
A incide segundo uma reta que passa em um dos focos do espelho e, neste caso, o raio é
refletido numa diregdo que passa pelo foco da outra folha do hiperboldide [1].

.=JI:‘€l -

Objetiva - Espelho
primario (parabdliceo)

md:ha:]D

Espelhe secundario
(hiperbéliceo)

-5

Figura 41: Telescépio - Esquema dos espelhos
Fonte: http://www.telescopios.site /refletores.html

Alguns telescopios refletores (Figura 42) usam um espelho hiperbélico secundario,
além do refletor parabdlico principal (Figura 41), para redirecionar a luz do foco principal

para um ponto mais conveniente (ocular).

Esse tipo de telescopio foi proposto por Cassegrain em meados da segunda metade do
século XVII. Ele utiliza um segundo espelho refletor hiperbdlico com seu foco coincidindo
com o foco do espelho principal, de formato parabdlico. Seu objetivo é fazer com que a
imagem, ap0s ser refletida, seja formada na posi¢do do foco da outra folha do hiperboldide.
O famoso telescopio 6tico do observatério de Monte Palomar, que fica a 80 K'm a noroeste

de San Diego, na Califérnia, utiliza varias montagens do tipo de Cassegrain.
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Figura 42: Telescopio Cassegrain - espelhos parabdlicos e hiperbdlicos
Fonte: https://www.astroshop.pt

No proximo capitulo construiremos, com auxilio de um software de geometria dina-

mica (Geogebra), o esquema 6ptico do telescopio refletor newtoniano.
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5 A geometria dindmica e suas aplicagoes

O que é o Geogebra?

O GeoGebra é um software de matematica dinAmica reunindo Geometria, Algebra,
Célculo Diferencial e Integral, Planilhas, Gréficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos
Simbdlicos (CAS) em um tnico pacote facil de se usar. A partir da versao 5.0 também é

possivel trabalhar com geometria em trés dimensoes.

Criado por Markus Hohenwarter, objeto de sua tese de doutorado, o GeoGebra é
um software gratuito de mateméatica dinamica desenvolvido com o objetivo de auxiliar
a aprendizagem da matematica desde o ensino bdsico ao universitério [12]. O projeto
foi iniciado em 2001, na Universitat Salzburg, e tem prosseguido em desenvolvimento na

Florida Atlantic University.

Didaticamente, o GeoGebra tem a vantagem de apresentar simultaneamente repre-
sentagoes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si (por exemplo, geometria e
algebra, dai a origem do seu nome). Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra é uma exce-
lente ferramenta para criar ilustragoes a serem utilizadas em trabalhos académicos, como
também, investigar e/ou conjecturar propriedades matemadticas utilizando seus recursos

dindmicos e interativos.

Desenvolvido em JAVA, o GeoGebra é multiplataforma, podendo ser instalado em
computadores com Windows, Linux ou Mac OS. Além disso, esta disponivel para varios
dispositivos (notebooks, desktops, tablets, smartphones, etc) observando suas respectivas
arquiteturas (32 bits e 64 bits).

O GeoGebra vem ganhando popularidade no ensino e aprendizagem da matematica
em todo o mundo. Atualmente é utilizado em mais de 190 paises, traduzido para 58
idiomas, inclusive em portugués, possui uma comunidade de milhdes de usuarios e vem
sendo baixado por aproximadamente 300.000 usuarios mensalmente. Entre estes e outros
fatos, justifica-se porque, desde 2002, o Geogebra vem sendo premiado na categoria de
software livre educacional por diversos 6rgaos de paises como Austria, Suécia, Franca,

Alemanha, etc.

Esta utilizagao crescente obrigou a criacao de estabelecimentos como o Internaci-
onal GeoGebra Insitute (GII), que serve como uma organizacao virtual para apoiar as
iniciativas locais e difundir a utilizacdo dos seus recursos no ensino e aprendizagem da
matematica e areas afins. O GeoGebra possui um repositério online (GeoGebra Tube) no
qual vocé pode compartilhar construgoes, videos, applets e outros materiais relacionados
ao aplicativo [13].

Para compartilhar os trabalhos, bem como as ideias do seu desenvolvimento, o

usuario pode exportar diretamente do seu dispositivo para este repositorio, bastando criar
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uma conta em https://www.geogebra.org/ e efetuar login. Além disso, no GeoGebra Tube
vocé tem acesso a construgoes postadas por todos os usuarios, que podem ser baixadas

ou acessadas diretamente no seu navegador.

As possibilidades dindmicas que o Geogebra possui permitem realizar uma inves-
tigacao matematica baseada em quatro etapas: experimentar, conjecturar, formalizar e

generalizar o pensamento matematico [9].

E possivel experimentar dinamicamente os entes matematicos e as representagoes
algébricas e geométricas, perceber propriedades, compreender defini¢oes e construir con-
ceitos através das percepcoes obtidas. Na segunda etapa do processo, levantar conjecturas
relacionadas a primeira etapa, fazendo relagoes oriundas da experimentacao, vislumbrando
propriedades e relagcbes. Uma vez percebida a conjectura, pode-se enunciar como um re-
sultado a ser investigado, tanto em forma de pergunta como em forma de problema. A
terceira etapa é a formalizacao, consiste na demonstracao matematica da conjectura pro-
priamente dita ou a apresentar a sua contra proposicao da conjectura levantada. Por
ultimo, temos a generalizacao: depois de experimentar, conjecturar e formalizar o saber

matematico, é necesséario fazer a generalizagao do resultado [9].

5.1 O Geogebra e sua interface

Este trabalho nao tem como objetivo ser um tutorial do Geogebra. Existem na
Internet diversos videos e apostilas ensinando o seu funcionamento detalhadamente. Aqui
iremos apresentar superficialmente a sua interface com suas principais janelas. Mais
adiante, quando apresentarmos as propostas utilizando as se¢oes conicas neste trabalho,
faremos com bem mais detalhes, conduzindo a exploragao de outras possibilidades de

forma dinamica e interativa.

O GeoGebra apresenta a interface com sua configuracdo padrao na figura (43).
Porém, apresentamos aqui alguns objetos criados e a sua representacao nas janelas de
algebra e visualizagao.

@ Barra de Menus

A Barra de Menus disponibiliza opgoes para salvar o projeto em arquivo (.ggb) e
para controlar configuragoes gerais.

@) Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas concentra todas as ferramentas uteis para construir pontos,
retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre outros. Cada icone

dessa barra esconde outros icones que podem ser acessados clicando com o mouse em seu

canto inferior direito.

@) Janela de Algebra
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Figura 43: Interface do Geogebra com sua configuracao padrao
Fonte: Elaborado pelo autor

Area em que é exibida as coordenadas, equacoes, medidas e outros atributos dos

objetos construidos.
@ Barra de Entrada

Campo de entrada para digitacao de comandos ou colagem de comandos previamente

digitados.
®) Janela de Visualizacao

Area de visualizacao grafica de objetos que possuam representacao geométrica e
que podem ser desenhados com o mouse usando icones da Barra de Icones ou comandos

digitados na Entrada.
©) Mapa de Simbolos Especiais

Mapa com caracteres especiais e simbolos que nao existem no teclado para auxiliar

a entrada.
(1) Lista de Comandos

Listagem de comandos ja digitados. Uma espécie de memoria dos comandos que o

usuéario utilizou.
® Janela de Ajuda
Janela de Ajuda com todos os comandos e suas sintaxes organizados por temas

Temos ainda as barras e janelas da figura (44) que podem ser exibidas a partir do

menu Exibir

O Barra de Ferramentas 3D
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Figura 44: Interface do Geogebra com a Janela 3D, Planilha e CA
Fonte: Elaborado pelo autor

Uma vez selecionada a janela de visualizacao 3D, a barra de ferramentas muda

automaticamente para os elementos da geometria espacial
(0 Janela CAS - computagao simbdlica

Neste ambiente ¢ possivel resolver célculos simbdlicos (veja também a figura (45)).
Ele consiste em células com um Campo de Entrada na parte superior e exibi¢ao de saida
na parte inferior. Vocé pode usar esses Campos de Entrada da mesma maneira que a

Barra de Entrada normal.

O Gnorben .

- Lo e i e 4L

S SHECTE S S = Q

-5 -4 -3 -2 -1 @1 2 3 4 &
-1
_?.
_4..
=%
Figura 45: Janela CAS
Fonte: Elaborado pelo autor

@ Janela Planilha de Calculo

Por padrao, a exibicao de planilha é aberta ao lado da janela de visualizacao (figura
(46)). Assim como a janela 3D, a barra de ferramentas referente aos comando da planilha

é exibida na parte superior da janela do GeoGebra.

(2 Janela de visualizagao 3D
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Figura 46: Janela Planilha
Fonte: Elaborado pelo autor

A exibi¢ao da janela de visualizagdo 3D abre por padrao ao lado da janela de vi-
sualiz¢do normal e a barra de entrada e botoes referentes aos comandos sdao ativados
automaticamente.

(3 Janela de Protocolo de Construcao

Na janela de Protocolo de Construgao sao criados numa planinha todos os passos

da construgdo e um navegador para acessar/exibir cada passo.

5.2 Abordagens das conicas com o Geogebra

Nesta secao faremos as construcoes detalhadas das conicas. Abordaremos também
as possibilidades de construcao em dispositivos diferentes, insercao direta das equacoes,
manipulacdo com controles deslizantes e suas animagoes decorrentes, a habilitacao de
rastro gerando lugares geométricos, bem como, as sugestoes dadas aos professores e alunos

para alterar as configuracoes disponiveis.

5.3 Insercao direta da equacao da conica no Geogebra

Para inserir diretamente as equagoes das conicas no Geogebra basta seguir os passos

abaixo, salvando o arquivo ao terminar o ultimo procedimento.

Elipse centrada na origem e semieixos dados

Tomemos, em particular, uma elipse com semieixo maior igual a = 5 e semieixo

menor b = 3 centrada na origem O = (0,0) de um sistema cartesiano xOy:

1. Crie um arquivo novo (menu Arquivo — Novo). Na barra de entrada, digite no

campo de entrada: (x/5)72+(y/3)~2=1 e depois pressione Enter.
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Obs.: Quando envolver expressoes mais complicadas utilize parénteses a mais sem

economia.
Interagindo com o objeto criado

Note que, para estilizar a conica com outra cor, transparéncia, estilo da linha,
espessura, opacidade, etc, basta clicar com o botao direito do mouse (versao desktop
do Geogebra) sobre a equagao da conica na janela de dlgebra, ou sobre a curva na
janela de visualizacdo, depois acessar o menu propriedades. As abas sdo bastante

intuitivas.

Perceba que tanto na janela de algebra como na janela de visualizagao, o Geogebra

rotulou a equagao com uma letra (por exemplo, c: (x/5)* + (y/3)* = 1)

Quais sao os focos e vértices dessa elipse? Qual é a sua reta focal? Qual a sua

excentricidade? Confira no proximo item!

. Seja ¢ o rotulo da elipse. Digite no campo de entrada os seguintes comandos:
foco[c] e pressione Enter. Observe os pontos na janela de algebra e na janela
de visualizacdo. Faca o mesmo para os vértices, digite: vértice[c]. Depois faca:

Excentricidade([c].

Lembrando que na elipse a? = b?+c?, onde a, b e ¢ sdo respectivamente os semieixos

maior, menor e foco, confira o valor de ¢ = v/ a? — b2,

. Sejam os pontos A e B os focos gerados no comando anterior. Selecione a ferramenta
Ponto *" e clique sobre um ponto qualquer da elipse. Seja G o ponto gerado. Digite
no campo de entrada:

a) Segmento[A,G] e pressione Enter;

b) Segmento[B,G] e pressione Enter;

c) propriedade=Segmento [A,G] +Segmento [B,G] e pressione Enter.

Observe na janela de édlgebra (propriedade) é igual ao eixo maior, ou seja, 10.

. Digite agora a expressao (x/3)72+(y/5)72=1} no campo de entrada, depois pres-
sione Enter. Observe a letra que o Geogebra rotulou a equacgao e repita os mesmos
passos do item 2.

. Por ultimo, digite a expressao ((x-2)/3)~2+((y-1)/5)~2=1 no campo de entrada,
depois pressione Enter. O que ocorreu com o centro e o eixo focal? Observe a letra

que o Geogebra rotulou a equacgao e repita os mesmos passos do item 2.

Desconsiderando o estilo utilizado, o resultado deve ser semelhante ao da figura (47).
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Figura 47: Elipse centrada na origem
Fonte: Elaborado pelo autor

Hipérbole centrada na origem e semieixos dados

(
b

Tomemos de igual modo, em particular, uma hipérbole centrada na origem O =

0,0) de um sistema cartesiano xQOy, tal que os semieixos maior e menor sao a = 3 e
= 4.

1. Crie um arquivo novo (menu Arquivo — Novo). Na barra de entrada, digite no

campo de entrada: (x/3)72-(y/4)~2=1 e depois pressione Enter.

Interagindo com o objeto criado

Semelhante ao caso da elipse, o Geogebra nomeou a equag¢do com uma letra (por
exemplo, ¢ : (z/3)% — (y/4)* = 1)

Quais sdao os focos e vértices dessa hipérbole? E a sua reta focal? Qual a sua
excentricidade? E as assintotas? Execute o préximo item!

Seja ¢ o rétulo da hipérbole. Digite no campo de entrada: foco[c] e pressione
Enter. Observe os pontos na janela de algebra e na janela de visualizagao. Faca
o mesmo para os vértices, digite: vérticel[c]. Depois faga: Excentricidade[d]

pressione Enter. Faga o mesmo para: Assintotal[d] e pressione Enter.

Sabendo que na hipérbole ¢ = a? + b?, onde a e ¢ representam (neste caso) respec-

tivamente as abcissas do vértice e do foco, confira o valor de ¢ = ++v/a? + b2.
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3. Sejam os pontos A e B os focos gerados no comando anterior. Selecione a ferramenta
Ponto * e clique sobre um ponto qualquer da hipérbole. Seja E o ponto gerado.
Digite no campo de entrada:

a) Segmento[A,E] e pressione Enter;

b) Segmento[B,E] e pressione Enter;

c) propriedade=Segmento [A,E]+Segmento[B,E] e pressione Enter.

O valor que a aparece na janela de algebra (propriedade) é igual a 2¢ = 107

4. Digite agora a expressao (x/4) ~2-(y/3) ~2=1 no campo de entrada, depois pressione
Enter. O que ocorreu com a nova hipérbole? Observe a letra que o Geogebra rotulou
a equacao e repita os mesmos passos do item 2.

5. Por ultimo, digite a expressao ((x-2)/3)72-((y-1)/4)~2=1 no campo de entrada,
depois pressione Enter. O que ocorreu com o centro e o eixo focal? Observe a letra

que o Geogebra rotulou a equagao e repita os mesmos passos do item 2.

tcc elipse e hiperboles.ggb - + X

Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
.Aa ./-a J"'\”a L}J ®a ®J é"a X' ABC;J a—:z-o Q.a *
~ |anela de Algebra = [x] |~ Janela de Visualizagdo
=] -] £~ [LIETalcs

Cénica :

®c l78-y?=16

Ponto

® A=(-5 0

® B=(5 0)

® C=(-3 0)

® D=(3 0)

® E =(4.39, 4.28)

Reta 4

®f-4¢+3y=0
® g -dx-3y=0 i . .
Segmento : -2 -10
® h =432 :
® i=10.32

Entrada:|

Figura 48: Hipérbole centrada na origem
Fonte: Elaborado pelo autor

6. Digite agora a expressao ((y-2)/3)7~2-((x-3)/4)~2=1 no campo de entrada, depois
pressione Enter. Repita os mesmos passos do item 2.

Caso queira ocultar algum dos objetos da janela de visualizagao, clique com o botao

direito do mouse sobre o objeto, desative Exibir Objeto. Outra forma é usar a janela de

algebra clicando sobre um ponto & esquerda do objeto (exibir/ocultar).



89

Parabola com vértice na origem

Tomemos, por exemplo, uma pardbola com vértice na origem O = (0,0) de um

sistema cartesiano xQy, e uma parametro p = 2:

1. Crie um arquivo novo (menu Arquivo — Novo). Na barra de entrada, digite no
campo de entrada: y=(1/(4%2))*x~2 e depois pressione Enter.
A expressao, neste caso, tem a forma y = ﬁaﬂ, onde p é ordenada do foco. Confira

no item abaixo!

Interagindo com o objeto criado

2. Digite no campo de entrada: focol[c] e pressione Enter. Faca o mesmo para:

diretriz[c].

3. Clique na ferramenta Ponto e depois sobre um ponto qualquer da parabola. Digamos
que o ponto seja B. Digite no campo de entrada: Segmento[A,B], onde A ¢ o foco.
Pressione Enter. Depois digite no campo de entrada: Segmento[B, (x(B),-2)] e
pressione Enter. Note que —2 é a ordenada da reta diretriz. (Veja figura (50)).
As distancias aparecem nos valores dos segmentos. Eles sao iguais? Mova o ponto

B sobre a parabola e observe os tamanho dos segmentos.

4. Crie um novo arquivo ou oculte os objetos ja criados e refaca as operagoes com as
seguintes equagoes:
a) Digite x=(1/(4%2))*y~2 e Pressione Enter. Observe o que mudou.
b) Digitey=(-1/(4%2))*x"2 e Pressione Enter.
c) Digite x=(-1/(4%2))*y~2 e Pressione Enter.
d) Digite y-2=(1/(4*2))*(x-1) "2 e Pressione Enter. Observe o que mudou.

Até o momento nao percebemos o grande poder da geometria dinamica que o soft-
ware Geogebra oferece. As curvas geradas sdo estaticas. Inserimos valores fixos na
equagoes. Mais adiante mostraremos as possibilidades que professores e alunos podem

desfrutar desse excelente software.

E interessante notar que as imagens usadas nesta secao foram geradas em versoes
desktop. No entanto é possivel realizar as mesmas tarefas abordadas anteriormente com as
versoes para smathphones (fig. 49) e tablets. Aqui surge uma excelente oportunidade de
trabalhar com smartphone em sala de aula. A maioria dos alunos possui esses dispositivos

e sabem opera-los com extrema agilidade.
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> oo 0.64x7 4 1.78y7
A = Foco[c]
- A =(-40

@

Figura 49: Conicas elaboradas no Geogebra - versao smartphone
Fonte: Elaborado pelo autor

tcc hiperbole.ggb - + x
Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Reta f: Diretriz de c
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Figura 50: Parabola com vértice na origem
Fonte: Elaborado pelo autor

Elipse com centro (zg,y) qualquer e semieixos a e b variaveis

O poder da geometria dindmica estd fortemente ligado ao uso dos controles des-
lizantes e a possibilidade de anima-los. Porém, existem possibilidades de animacao de

alguns objetos matematicos sem a utilizacao desses controles.
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a==2
. . . —
Neste exemplo, iremos criar quatro (04) controles deslizantes ¥ que assumem o

papel de varidveis controladas pelo usuario manualmente ou animadas automaticamente.

Seguindo os passos abaixo, temos:

1. Digite no campo de entrada a equacao: ((x-x_0)/a)”2+((y-y_0)/b)~2=1} e de-
pois pressione Enter.
Note que aparece uma caixa de didlogo informando que serao criados os seguintes
controles deslizantes automaticamente: a, b, xq, yo.
Por padrao, o Geogebra cria cada controle com valor inicial igual a 1; o intervalo as-
sume valores (min, max) de —5 a 5; incremento de 0.1; tamanho do controle na tela
igual a 200 pixels; velocidade igual a 1 e repeticao, oscilando. Porém, caso queira
mudar esses valores, basta clicar com o botao direito do mouse sobre o controle e

editar as suas propriedades.

Criar Controles Deslizantes x |

272 Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b, x_ 0,y 0

| Criar Controles Deslizantes || Cancelar ‘

Figura 51: Janela de didlogo - Controles deslizantes

2. Qual a curva gerada automaticamente? Modifique os valores dos quatro controles
para: a =5, b =3, 10 =0 e yo = 0. Veja a figura (52).

GeoGebra - + x
Arguivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar. ..
A . [ I £ . 2
R | oAt POl 222 > P -
~ Janela de Algebra = X |~ Janela de visualizacao x]| f Feramentas Janela Ajuda Entrer..
T~ [T lelce] SIRIFINE [ol ]
— 1O [ | AN [ :
Conica z = z
® cilx-1R+(y-112=1 =1 4 i = janela de visualizacdo 5
Mdmero =
®a=1 a=1 5
®b=1 H 5
= Xg =0
® %=1 Yo=1 :
® y=1 . 2 q: a=s
b=1 c : 4
_._ . i Yo = 0
B
\ b=3 c 3 4
[ *
5 a 5 F] 1 0 1 2
-1
10 8 5 2 T 3
Entrada: +

entrada:|
Figura 52: Elipse com controles deslizantes
Fonte: Elaborado pelo autor

3. Seja c o rétulo da elipse. Digite no campo de entrada:
xvideos a) foco[c] e pressione Enter;
b) vértice[c] e pressione Enter;

¢) 0=(x_0,y_0) pressione Enter;
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d) x=x_0 pressione Enter;

e) y=y_0 pressione Enter:;

Caso queira modificar os estilos dos objetos, clique com o botao direito sobre o
mesmo e edite suas propriedades.

4. Modifique os valores dos quatro controles para: a =3, b =4, g =1 e yg = 1. (Ver
figura (53))
Depois, clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos controle e habilite

a op¢ao animar. Observe.

2

ci (x=2)"/4+(y—1)%/1

c: (x—2)?/25+ (y — 1)?/9 = 1;

Figura 53: Elipses variando os controles
Fonte: Elaborado pelo autor

5. Verifique que mesmo quando a < 0 e/ou b < 0 a curva ainda continua uma elipse.

Explique.

Hipérbole com centro (zg,yy) qualquer e semieixos a e b variaveis

a=2
Semelhante ao caso da elipse, iremos criar quatro (04) controles deslizantes 4

que assumem o papel de varidveis controladas pelo usuario manualmente ou animadas
automaticamente. Seguindo os passos abaixo, temos:
1. Digite no campo de entrada a equacao: ((x-x_0)/a)~2-((y-y_0)/b)~2=1 e sim-
plesmente copie a equagao da se¢do anterior e mude o sinal (-), depois pressione
Enter.

2. Qual a curva gerada automaticamente? Modifique os valores dos quatro controles

para: a = 2.6, b=2, 190 =1 e yo = 1. Veja a figura (54).

3. Seja c o rotulo da hipérbole. Digite no campo de entrada:

a) foco[c] e pressione Enter;

4Se for criado no mesmo arquivo da secdo anterior (caso da elipse), as varidveis serdo as mesmas.
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Figura 54: Hipérbole com controles deslizantes
Fonte: Elaborado pelo autor

b) vértice[c] e pressione Enter;
c) assintotalc] e pressione Enter;
d) 0=(x_0,y_0) pressione Enter;
e) x=x_0 pressione Enter;

f) y=y_0 pressione Enter;

Caso queira modificar os estilos dos objetos, clique com o botao direito sobre o

mesmo e edite suas propriedades.

4. Modifique os valores dos quatro controles para: a =3, b =4, o = 3 e yy = 2. Teste

outros valores.

5. Crie um arquivo Novo (ou edite a equagdo anterior).
Digite na campo de entrada a equacao: ((y-y_0)/a)~2-((x-x_0)/b)~2=1 e depois
pressione Enter.

Refaca as alteracoes e insercoes dos itens anteriores.

Parabola com vértice (xg,y,) e pardmetro p qualquer

a=2
~ . A . ——
Desta vez serao criados apenas trés (03) controles deslizantes ¥ ue assumem o

papel de variaveis controladas pelo usuario manualmente ou animadas automaticamente.
Seguindo os passos abaixo, temos:
1. Digite no campo de entrada a equagao: (y-y_0)=(1/(4p))*(x-x_0)"2 e depois
pressione Enter.

Modifique os valores livremente com o mouse e observe as mudancas na curva gerada.

2. Descobrindo os principais pontos da parabola.
Digite no Campo de entrada (considerando ¢ o rétulo da pardbola):

a) vértice[c] e depois pressione Enter.
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c:x2=4x+4y—16 y —20

6 2 2 0 b 4 6 8 1
Figura 55: Parabola com controles deslizantes
Fonte: Elaborado pelo autor

b) foco[c] e depois pressione Enter.
c) diretriz[c] e depois pressione Enter.

d) (Em caso de um arquivo novo) x=x_0 e y=y_0 depois pressione Enter.

5.4 Construindo as se¢oes cOnicas segundo Menécmo

Menécmo, conforme ja mencionamos no segundo capitulo, foi um dos pioneiros a
mostrar que as segoes conicas poderiam ser obtidas da interseccao de um plano perpen-
dicular a uma das geratrizes do cone, cujo angulo de abertura do vértice fosse variavel.
Se o angulo for reto, a secao é uma parabola; se for agudo, uma elipse e se obtuso, uma

hipérbole.

Essa construcao pode ser abordada no inicio de nosso estudo se focarmos exclusiva-
mente em mostrar o termo conicas (segoes) e sua origem. Porém, pode ser abordada mais
adiante se focarmos na apresentacao dos recursos do Geogebra, em especial, seu ambiente
3D.

Construiremos um cone, dois segmentos, um angulo entre os segmentos e um plano
perpendicular a uma das geratrizes do cone (segmento). Usaremos os comandos em que
as sintaxes sao dadas por:
Cone[<Circulo>, <Altura>], Circulo[<Ponto>, <Raio>], Segmento[<Ponto>, <Ponto>],
Angulo[<Reta>, <Reta>],PontoMédio[Segmento] ouPontoMédio[<Ponto>, <Ponto>],
PlanoPerpendicular [<Ponto>, Vetor [<Ponto>, <Ponto>]] e IntersegdoGeométrical
<Plano>, <Quéadrica> ].

1. Clique no menu exibir — Janela de visualizacao 3D ou pressione as teclas de
atalho <ctrl4shift 3>;

2. Construiremos um circulo de raio r, centro do circulo contido no plano z = a (Plano
paralelo a XOY') e altura h.
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TCC - teste cone secoes segundo Menecmo.ggb - + %
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Figura 56: Interface da Construgdo das Secoes Conicas segundo Menécmo
Fonte: Elaborado pelo autor

Serao criados automaticamente os controles deslizantes r, a e h.
Digite no Campo de entrada: Cone[Circulo[(0, 0, a), r, PlanoX0Y], h] e

pressione Enter.

Uma janela de didlogo aparecerd (versao desktop do Geogebra) informando que
serao criados os controles deslizantes citados anteriormente. Confirme pressionando
Enter.

Construindo o plano de interseccao.

Vamos inicialmente criar dois segmentos a partir dos pontos (0,0,h+a), (r,0,a) e
(-r,0,a) (coincidente com a geratriz do cone).

Digite no Campo de entrada: Segmento[(0,0,h+a), (r,0,a)]

e pressione Enter;

Digite no Campo de entrada: Segmento[(0,0,h+a), (-r,0,a)]

e pressione Enter

(foram gerados dois segmentos de rétulos f e g);

. Vamos criar um angulo entre os segmentos e observarmos as se¢oes conicas geradas

a partir do dngulo (reto, agudo ou obtuso).
Basta digitar no Campo de entrada: Angulo[f,g]

e pressione Enter.

. Vamos criar um ponto médio neste segmento (digamos, em f, poderiamos usar a

ferramenta Ponto Médio ou Centro, mas a proposta é digitar o comando).

Digite no Campo de entrada: PontoMédio [f]
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e pressione Enter.

. Digamos que o Geogebra tenha rotulado este ponto com a letra A. Entao digite no

Campo de entrada:

PlanoPerpendicular[A, Vetor[(r, 0, a), (0, 0, a + h)]] epressione Enter
Digamos que o Geogebra tenha rotulado esse plano com a letra e) e a superfice
cOnica com letra d,

basta digitar no Campo de entrada: IntersecdoGeométricale, dl

e pressione Enter.

Caso queira exibir noutra janela uma vista 2D dessa interseccao, clique com o botao
direito do mouse sobre a interseccao (Janela de visualizagao 3D), depois selecione
Criar vista 2D de k, ou ainda, na janela de dlgebra, clicar com o botao direito

do mouse sobre o objeto k em conica.

Construindo as segoes cOnicas segundo Apolonio

Apolonio abordou em seu tratado Conicas a interseccao do cone duplo por um plano

que variava sua inclinagdo em relagao ao eixo do cone, obtendo as segoes conicas (elipse,

parébola e hipérbole).

Toda essa construcao pode ser realizada usando o mouse e os botoes de ferramentas

do Geogebra. Porém, por uma escolha didatica, a faremos basicamente utilizando o

campo de entrada e os comandos internos do Geogebra. Basta seguir os passos abaixo:

1.

3.

Inicialmente vamos criar um controle deslizante (varidvel) representando um &an-
gulo com rétulo a. A sintaxe deste comando é dado por: ControleDeslizante[
<Minimo>, <M&ximo>, <Incremento>, <Velocidade>, <Comprimento>, <Angulo
(true | false)>, <Horizontal (true | false)>, <Animar (true | false)>,

<Aleatdério (true | false)> 1].

Basta digitar (ou copiar) no Campo de entrada:
a = ControleDeslizante[ 0, 90°, 1°, 1, 100, true, true, false, falsel

e pressione Enter.

Clique no menu exibir — Janela de visualizacao 3D ou pressione as teclas de
atalho <ctrl4shift 3>;
Vamos construir um cone infinito com vértice na origem do sistema de coordenadas

3D (O =(0,0,0)) e o seu eixo coincidente como o eixo Z (vetor diretor (0,0,1)).
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secoes conicas segundo Apolonio.ggb - + %
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Figura 57: Interface da Construcao das Segdes Conicas segundo Apoldnio
Fonte: Elaborado pelo autor

A sintaxe deste comando é dado por:

ConeInfinito[ <Ponto>, <Ponto>, <Angulo> ]

Basta digitar (ou copiar) no Campo de entrada:

ConeInfinito[(0,0,0), (0,0,1), 45°]

e pressione Enter. (Nao esquecer de usar o simbolo ° em 45)

Ainda na Janela de visualiza¢ao 3D, iremos criar um plano com inclina¢ao variavel
(existe outras maneiras para fazer isso). Vamos usar o controle deslizante (a), criado
no primeiro item.

Basta digitar no Campo de entrada: tg(a)*(x - 2) + z = 1

e pressione Enter.

. A interseccao do cone (rétulo b) e o plano (rétulo c) gera a conica, bastando para

isso digitar no Campo de entrada:
IntersegdoGeométricalc, bl

e pressione Enter.

Se quiser visualizar essa intersec¢ao noutra janela, basta clicar com o botao direito

do mouse e selecionar: Criar vista 2D

Interacao dinamica da excentricidade das conicas e da reta

diretriz

Vamos criar as conicas em fungdo da sua excentricidade e manipular a posicao da

reta diretriz para observarmos o seu comportamento de cada curva criada dinamicamente.
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Para isso precisaremos de dois controles deslizantes: um rotulado por e (excentricidade)

e outro rotulado por d (reta diretrix r : x = d):

A sintaxe deste comando é dado por: ControleDeslizante[ <Minimo>, <Maximo>,
<Incremento>, <Velocidade>, <Comprimento>, <Z\ngulo (true | false)>, <Horizontal

(true | false)>, <Animar (true | false)>, <Aleatério (true | false)> ]

1. Basta digitar (ou copiar) no Campo de entrada:
e = ControleDeslizante[ 0, 10, 0.1, 1, 100, false, true, false, false]

e pressione Enter;

2. Novamente, basta digitar (ou copiar) no Campo de entrada:
d = ControleDeslizante[ -10, 10, 0.1, 1, 100, false, true, false, false]

e pressione Enter;

3. Para criar a reta diretriz basta digitar (ou copiar) no Campo de entrada:

x=d e pressionar Enter;

4. Para criar a conica em funcao da escentricidade e da posicao da reta diretriz basta
digitar (ou copiar) no Campo de entrada:
X"2+y72=(e"2) *(x-d) "2
e pressionar Enter.
Para simplificar a equagdo colocamos o foco na origem F = (0,0).
Altere os valores de e no controle deslizante e observe as curvas criadas. Faca o

mesmo para o controle d. Um efeito interessante é habilitar o rastro da curva gerada.

Clique com o botao direito do mouse sobre a curva, selecione Habilitar Rastro.

Conicas em funcdo da excentricidade e - GeoGebra - Mozilla Firefox

€7 Conicas em fungdo da exce X | € Conicas em fungdo da exce X | +
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E. A= 3- ® O & :\\ aBC 21 < Q =
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Point B 1.34)
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Number
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d: (x +2.52)2 /
Ellipse d 25.5 +y2 /
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PointC C=(-5.05,0)
PointD D=(0,0)
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o
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- 9 Segment a=265
: ;
0.5
2 10 Segment 6 =529
- - c
Conicas em fungao da 1 Tt e
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Excentricidade e=c/a 12 Linef fundefined
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Mova o controle deslizante e. Que conica € mostrada quando a excentricidade esta entre 0 e 17

Figura 58: Objeto de Aprendizagem - Conica em funcao da excentricidade
Fonte: Elaborado pelo autor
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Caso queira este Objeto de Aprendizagem mais detalhado acesse o repositério de

materiais do Geogebra através do enderego:

https://www.geogebra.org/m/e8rfGE3b

5.7 Criacao da ferramenta raio incidente e refletido

Além dos botoes de ferramentas (e os comandos), o Geogebra permite a criagao

de novas ferramentas. Vamos construir um simples exemplo de um raio (segmento) que

incide em dado ponto de uma curva (elipse, hipérbole, pardbola, circunferéncia) e sofre

reflexdo.

1.

Crie uma curva qualquer com as ferramentas disponiveis do Geogebra (pardbola
por exemplo). Se ndo quiser usar os botdes de ferramenta, digite no Campo de
entrada:

Parabolal[(-4,0) ,x=4] e pressione Enter

Representa uma pardbola com foco em (—4,0) e reta diretriz z = 4, com equagao
y? + 162 = 0 cujo o rétulo é c;

Com a ferramenta Ponto crie dois pontos: um fora da parabola e outro sobre
a parabola. Se nao quiser usar os botoes de ferramenta, digite no Campo de
entrada:

A=(-4, 8) e pressione Enter

B=(-12, 8) e pressione Enter;

Crie um segmento com esses pontos (A e B) com a ferramenta Segmento ou digite
no Campo de entrada:

Segmento [A,B] e pressione Enter

Um segmento de rétulo g sera criado;

Com a ferramenta Reta Tangente, clique no ponto A sobre a parabola e depois
sobre a pardbola (ird criar uma tangente a curva passando por A). Caso tenha
dificuldade, digite no Campo de entrada:

Tangente[A, c] e pressione Enter

Uma reta f : x + y = 4 sera criada;

. Com a ferramenta Reta Perpendicular, clique no ponto A e depois sobre a reta

tangente recém criada. Caso tenha dificuldade, digite no Campo de entrada:
Perpendicular[A, f] e pressione Enter

Uma reta h : —z 4+ y = 12 sera criada;

Com a ferramenta Reta Perpendicular, clique no ponto A e depois sobre a reta
tangente recém criada. Caso tenha dificuldade, digite no Campo de entrada:
Perpendicular[A, f] e pressione Enter

Uma reta h: —x +y = 12 serd criada;
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7. Com a ferramenta Reflexdo em relagao a uma reta, clique no segmento g criado
antes e depois sobre a reta perpendicular h recém criada, ou caso tenha dificuldade,
digite no Campo de entrada:

Reflexdo[g, h] e pressione Enter

Um outro segmento g’ serd criado;

8. O mais importante sera realizado agora. Clique no menu Ferramentas, selecione

Criar uma Nova Ferramenta. Uma caixa de didlogo com trés abas surgira.

A primeira aba refere-se aos Objetos Finais. Selecione:
Segmento g: Segmento[A,B]

Segmento g’: Segmento[A’,B’]

Ponto B’

A segunda aba refere-se aos Objetos Iniciais. Selecione:
Ponto B
Ponto A: Ponto sobre c

Parabola ¢

A segunda aba é para ser preenchida. Refere-se ao Nome e icone. Digite em:
Nome da ferramenta: Raio Refletido

Nome do Comando: RaioRefletido (O campo comando serd preenchido automa-
ticamente)

Ajuda da ferramenta: Selecione um ponto fora da curva e outro na curva,
depois selecione a curva

e pressione Enter

Sera exibido a caixa de dialogo que a ferramenta foi criada com sucesso. Na barra de
ferramentas aparecera uma nova ferramenta. Agora podemos usar esta ferramenta.
Apague todos os objetos criados. Note que o botao nova ferramenta continuara na

barra. Agora salve o arquivo.

Para testar, crie um circulo por exemplo. Selecione a nova ferramenta, basta clicar
nela. Clique fora do circulo (é criado um ponto), depois clique no circulo (outro
ponto é criado) e por tltimo clique no circulo novamente.

Um raio incidente e refletido serao criados!

Suponha que ja tenha sido construido um ponto A fora da elipse ¢ e um ponto

B sobre a elipse ¢, podemos usar o comando:
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GeoGebra
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Figura 59: Criacao de uma nova ferramenta - Raio Refletido
Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 60: Aplicacdao - Raio Refletido
Fonte: Elaborado pelo autor

RaioRefletido[A,B,c]

De posse dessa ferramenta é bem simples verificar as propriedades refletoras da
elipse, parabola e hipérbole. Construa as trés curvas e usa ferramenta Raio Refletido
passando pelo foco e observe a reflexdo em cada curva. Dessa forma tera construido

os prototipos dos espelhos eliptico, parabdlico e hiperbdlico.
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5.8 Lugar geométrico das conicas construido por meio do rastro

ou dobraduras

A elipse
Para construirmos o lugar geométrico da elipse poderiamos usar um conjunto de
ferramentas (botoes) usando o mouse, porém vamos mostrar o poder do Geogebra usando

apenas comandos. Para isso, basta seguir os passos:

1. Digite diretamente no Campo de Entrada cada passo e depois pressione Enter:
A=(0,0)
c=Circulo[A,?2]

P=Ponto[c]

B=(1,0)
m=Mediatriz[B, P]
r=RetalA, P]
E=Intersecdo[m, r]
DefinirTracgo[E, True]
IniciarAnimag&o [P]

2. Uma elipse sera criada por meio do rastro do ponto E. Para obtermos o lugar ge-
ométrico e depois sua equacao, digite no Campo de Entrada e depois pressione
Enter:
elip=LugarGeométrico[E, P]

e=EquagdoDoLugarGeométrico[elip]

3. Para obter o equivalente ao método das dobraduras, basta habilitar o rastro da reta
BP ou reta m digitando no Campo de Entrada e depois pressionando Enter:

DefinirTrago[m, True]
A hipérbole

Anélogo ao caso da elipse, para construirmos o lugar geométrico da hipérbole pode-
riamos usar um conjunto de ferramentas (botoes) usando o mouse, porém vamos mostrar
apenas com a insercao de comandos. Para isso, basta criar um arquivo novo ou abrir uma

nova janela e seguir os passos:

1. Digite diretamente no Campo de Entrada cada passo e depois pressione Enter:
A=(0,0)
c=Circulo[A,2]
P=Ponto[c]
B=(3,0)
m=Mediatriz[B, P]
r=RetalA, P]
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Figura 61: Lugar geométrico - elipse
Fonte: Elaborado pelo autor

E=Intersegdo[m, r]
DefinirTracgo[E, True]
IniciarAnimag&o [P]

2. Uma hipérbole seréd criada por meio do rastro do ponto E. Para obtermos o lugar
geométrico e depois sua equagao, digite no Campo de Entrada e depois pressione
Enter:
hiperb=LugarGeométrico[E, P]

h=Equag&oDoLugarGeométrico [hiperb]

3. Para obter o equivalente ao método das dobraduras, basta habilitar o rastro da reta
BP ou reta m digitando no Campo de Entrada e depois pressionando Enter:
DefinirTrago[m, True]

O leitor deve ter percebido que a tinica mudanca efetiva para obter a hipérbole é a
alteragao do ponto B = (3,0), ficando agora externo ao circulo de raio 2.

A parabola

Semelhante aos casos anteriores, para construirmos o lugar geométrico da parabola
poderfamos usar um conjunto de ferramentas (botdes) usando o mouse, porém vamos
mostrar apenas com a inser¢ao de comandos. Para isso, crie um arquivo novo ou abra
uma nova janela e siga os passos:

1. Digite diretamente no Campo de Entrada cada passo e depois pressione Enter:
F=(1,0)
d=Retal(-1, 0), (-1, 1)]

A=Ponto [d]
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TCC - lugar geometrico hip.ggh — 4 x|
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Figura 62: Lugar geométrico - hipérbole
Fonte: Elaborado pelo autor

B=(3,0)
m=Mediatriz[A,F]
s=Perpendicular[A, d]
P=Intersecdo[m, sl
DefinirTrago[P, True]
IniciarAnimag&o [A]

2. Uma parabola sera criada por meio do rastro do ponto P. Para obtermos o lugar
geométrico e depois sua equagao, digite no Campo de Entrada e depois pressione
Enter:
parab=LugarGeométrico [P, A]

g=Equacg&doDoLugarGeométrico [parab]

3. Para obter o equivalente ao método das dobraduras, basta habilitar o rastro da reta
m digitando no Campo de Entrada e depois pressionando Enter:

DefinirTrago[m, True]

5.9 Equacao do segundo grau e a interacao dinamica dos seus

coeficientes

Essa é uma construgao de um Objeto de Aprendizagem para as estudar as conicas
(circunferéncia, elipse, hipérbole e pardbola) além dos casos degenerados. A simplicidade
para realizar essa construcao potencializa o seu uso em sala de aula. E possivel fazer

em smartphone e investigar as curvas modificando os coeficientes A, B, C, D, F e F da
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Figura 63: Lugar geométrico - pardbola
Fonte: Elaborado pelo autor

Ax? + Bey+Cy* +Dr+ Ey+F =0
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Para realizar a construgao basta digitar exatamente a mesma equagao acima no

Campo de Entrada: Ax~2+Bxy+Cy~2+Dx+Ey+F=0 e pressionar Enter.

Uma caixa de didlogo ird aparecer (versao desktop) perguntando se deseja criar os con-

troles deslizantes A, B, C, D, F e I'. Confirme e sera criado o Objeto de Aprendizagem

mais simples e podoreso realizado nessa pesquisa. Note que o primeiro conjunto criada
A=B=C=D=F=F =1 ¢o conjunto vazio.

Altere os valores dos controle e observe as curvas criadas. Comece colocando o valor

de B = 0 para confirmar o que foi abordado no capitulo das conicas. Altere os valores de

A e C de modo a ter AC' > 0 e AC < 0. Observe a conica quando A = C. Explore ao

maximo as possibilidade existentes com os valores dos coeficientes.

Caso queira o Objeto de Aprendizagem mais elaborado graficamente, com rotacao

sob um certo angulo, basta acessar o endereco no repositério do Geogebra:

https://www.geogebra.org/m/aXyY3wkk
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equacao geral do segundo grau.ggb
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Figura 64: Equacao Geral do Segundo Grau - interagindo com os coeficientes
Fonte: Elaborado pelo autor

5.10 Construcao do esquema 6ptico do telescépio newtoniano

Existem trés esquemas basicos de telescopios em sentido amplo. Os telescopios
refratores® que usam lentes em seu esquema 6éptico, o refletores que usam basicamente
espelhos (lente apenas na ocular) e os catadiéptricos que combinam a refragao (lentes) e

a reflexao (espelhos).

O objetivo dessa construgao é apenas mostrar o esquema 6ptico de funcionamento
de alguns telescopios refletores [2]. Nao entraremos em detalhes técnicos relecionados aos
aspectos tecnologicos dos telescopios de modo que esta perspectiva poderd ser explorada
em trabalhos futuros. No entanto, a importancia de se investigar esse funcionamento,
além de outros detalhes, se da em face da precisao envolvida para se obter as curvaturas
corretas. Para se ter uma idéia, o telescopio espacial Hubble (refletor) posto em érbita em
1990 teve problemas com o seu espelho principal (construido de 1979 ao final de 1981).
A andlise das imagens borradas mostrou que a causa do problema era que o espelho
principal tinha sido construido com uma forma errada. Apesar de ter sido provavelmente

o espelho mais precisamente construido de todos os tempos, com variacoes de apenas

50s primeiros telescépios, inclusive o de Galileu, foram construidos com lentes e funcionavam com
base na refragdo da luz. Sdo os chamados telescépios refratores. Acontece que as lentes tém varios in-
convenientes, como as deformacoes das imagens que elas produzem, fenémeno que pode ser facilmente
observado com qualquer lente de grau de 6culos comuns; basta olhar através da lente e mové-la trans-
versalmente para um lado e para o outro, ou em circulos, para notar essas deformagoes. Além disso, a
lente também atua como um prisma, decompondo a luz branca em varias cores, produzindo outro tipo

de efeito indesejavel nas observagdes, as chamadas aberragdes crométicas [1].
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10 nanoémetros a partir da curva prevista [25], era plano em demasia nas bordas em
cerca de 2.200 nanometros (2,2 microns). Esta diferenga foi catastréfica, produzindo uma

aberracao esférica grave [27].

Figura 65: Aberragao esférica em imagens do Hubble
Fonte: https://goo.gl/S2XXUJ

O telescopio refletor newtoniano® nada mais é do que um espelho parabdlico no fundo
de um tubo e um espelho plano inclinado entre o vértice e o foco do espelho parabdlico

desviando os raios para a ocular.

Vamos construir esse esquema 6ptico de forma simples para ser utilizado de maneira
didatica exemplificando uma das aplicagdes parabdlicas. Primeiramente vamos apresentar

uma imagem de um protétipo desse telescopio

1. Vamos importar essa imagem através da Ferramenta Inserir Imagem disponivel
na barra de Ferramentas (clique pentltimo icone da barra).
Centralize essa imagem de modo que o eixo do telescépio coincida com o eixo OX
no Geogebra. Para visualizar melhor clique com o botao direito sobre a imagem e

edite suas propriedades, na aba cor, transparéncia para 50.

Ajuste a imagem de modo que o vértice do espelho parabdlico fique, por exemplo,
no ponto C' = (25,0) e o espelho plano (com inclina¢ao de 45 graus) fique na origem
E = (0,0). Esses valores podem ser outros, estamos listando apenas para ajudar
na construcao. Note que, de acordo com a figura, a ocular deve estar no ponto
D = (0,15). Dali, do vértice até o foco do espelho parabédlico teremos a disténcia

focal de f = 25 4+ 15 = 40. Portanto, o foco do espelho parabdlico ficara no ponto

50s raios provenientes de um corpo celeste distante (estrela, galdxia, planeta, etc.) formam um feixe
praticamente paralelo, que se reflete no espelho e vai formar a imagem do objeto no foco F. O problema
agora é que, para observar essa imagem, o observador teria de estar com seu olho posicionado no foco
da pardbola, mas isso é impossivel na prética. Isaac Newton (1642-1727) resolveu esse problema em seu

telescépio refletor, colocando um espelho plano E entre o espelho parabdlico e o foco F'.
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7 -

h=J
Figura 66: Prototipo do Telescopio Newtoniano
Fonte: http://http://www.telescopios.site/refletores.html/

F = (—15,0) e a reta diretriz deve estd em x = 65 (serd criada uma reta f : x = 65).
Basta digitar no Campo de Entrada:

F=(-15,0) e pressionar Enter; depois: x=65 e pressionar Enter

. Para construir a parabola basta digitar no Campo de Entrada:

Parabolal[F,f] e pressione Enter

Serd criado uma pardbola cuja equacio serd ¢ : —160(z — 25) = y2.

. Crie um ponto sobre a paradbola. Basta usar a ferramenta Ponto e clicar sobre a
parabola. Sera criado o ponto G. Por esse ponto vamos determinar uma paralela ao
eixo OX (ou perpendicular ao eixo OY). Basta digitar no Campo de Entrada:
Perpendicular[G,f] e pressionar Enter

Serd criado a reta de rotulo g;

. Vamos determinar a reta tangente a parabola passando por (G. Basta digitar no
Campo de Entrada:

Tangente [G,c] e pressionar Enter Sera criado a reta de rétulo h;

. Vamos determinar a reta perpendicular a reta h recém criada passando por G. Basta
digitar no Campo de Entrada:

Perpendicular[G,h] e pressionar Enter Sera criado a reta de rétulo ¢;

. Vamos determinar a reta por reflexao a reta ¢ recém criada passando por GG. Basta
digitar no Campo de Entrada:

Reflex&o([g, i] e pressionar Enter Serd criado a reta de rétulo ¢';

. Vamos criar a reta que servira de espelho plano passando na origem. Basta digitar
no Campo de Entrada:
Fungdo[-x, -2.3, 3.1] e pressionar Enter Serd criado uma funcao p(z) = —=x

com um intervalo delimitado —2.3 < x < 3.1 e rétulo p;
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8. Vamos criar o ponto de intersec¢ao da reta g’ (representando o raio refletido) com a
fungao p(x) (representando o espelho plano) Basta digitar no Campo de Entrada:

Intersegdo[g’, pl e pressionar Enter Sera criado o ponto H;

9. Vamos determinar uma perpendicular ao espelho plano (funcao p) passando por H.
(Suponha uma reta determinada por H e E) Basta digitar no Campo de Entrada:

Perpendicular[H, Reta[H,E]] e pressionar Enter Sera criado a reta de rétulo j;

10. Vamos determinar a reta (raio refletido no espelho que ira até a ocular D) Basta
digitar no Campo de Entrada:

Reflex&o[g’, jl e pressionar Enter Sera criado a reta de rétulo ¢”.

Essencialmente foram criado os principais raios desta construcao. Agora é sé realizar
as devidas reflexdes em relagao ao eixo Ox ou (y = 0). Dai, basta digitar no Campo
de Entrada:

Reflexdo[g, y=0] e pressionar Enter. Faca o mesmo para:

Reflexdo[g’, y=0] e pressionar Enter. Faga o mesmo para (z = 0):

Reflexdo[g", x=0] e pressionar Enter.

Se quiser tornar os raios (retas e segmentos) com aspectos mais reais basta marcar
alguns pontos sobre as retas e criar segmentos, atribuindo-lhes uma determinada cor,
espessura, etc.

Note que a parabola esta passando por cima de todo o protétipo. Se quiséssemos apenas
uma parte dela (representando um espelho parabélico similar ao usados nos telescépios),
usariamos parametrizagao estudada no capitulo de conicas (parametrizacao da parabola).
Como a equacio da parabola nesta construcio é dada por —160(x —25) = y* = 4p = 160.

Neste caso teriamos:
x = —160 - tan?(t) + 25
Q JtAknt ., ke (71)
y = 160 - tan(t) 2

Para gerar no Geogebra e obter o tamanho desejado para a construcao realizada,
basta digitar no Campo de Entrada: Curva[-160*(tan(t))~2 + 25, 160*tan(t), t,

_pl/72 b
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Figura 67: Esquema da Optica do Telescépio Newtoniano
Fonte: Elaborado pelo autor

5.11 A razao aurea como vértices da elipse e da hipérbole

A razao aurea sempre despertou curiosidade por aparecer relacionada em varias
formas geométricas. O seu valor é obtido de diversas maneiras. Uma forma ¢é fazer a
pergunta: qual o nimero que subtraido o seu inverso é igual a unidade (1)? Ou ainda:

Qual o niimero que somado a unidade (1) é igual ao seu quadrado? Resolvendo a equagao:

1 2
p——=1 ou p+l=9p
'
1++/5 ., 1-+5 1 1 V5-1
2 2 %) %) 2

Esses ntimeros com aproximacao de 10 casas decimais sao ¢ = 1,6180339887 e
1/¢ = 0,6180339887. Na sequéncia de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8, ... onde um termo da
sequéncia é formado pela soma de dois termos anteriores F,, o = F,, 11+ F},, a razdo aurea

é obtida da seguinte forma:

Uma das vantagens de usar o geogebra é a facilidade de modificar as curvas (ou
objetos) dinamicamente e investigar suas propriedades. Em busca de padrées sobre a
razdo durea (ou numero de ouro) encontramos, curiosamente, uma relagdo geométrica
envolvendo um quadrado de lado [, uma elipse e uma hipérbole tais que as distancias

entre os focos vale 2¢ = [. Os vértices do quadrado sao pontos da elipse e da hipérbole.
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F =(1.6180339887, 0)
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Figura 68: Razdo Aurea - Quadrado, Elipse e Hipérbole
Fonte: Elaborado pelo autor

O centro é comum para os trés (quadrado, elipse e hipérbole). Os focos da elipse e da
hipérbole sao iguais e ficam localizados em nos pontos médios de dois lados oposto do
quadrado (fig. 68). A distancia entre os vértices da elipse tém valores iguais a (ou razao

entre a distancia dos vértice da elipse e o lado do quadrado)

2a = ¢l ou p=7 e 2b =/l ou \/E:T

e a distdncia entre os vértices da hipérbole tém valores iguais a (ou razao entre a distancia
dos vértice da hipérbole e o lado do quadrado)
l l l [

2 = — - o — _
a - ou =5 e ou Ve

3

Um retangulo com lados iguais a distancia do eixo maior da elipse (¢l) e do eixo

maior da hipérbole (é) tem drea igual a drea do quadrado (I2). O mesmo ocorre se os

lados do retangulo tiverem as medidas dos eixos menores da elipse e hipérbole.

De fato, usando a defini¢ao da elipse PF; + PF, = 2a, temos (ver fig. 68)

[ 2 52 ] 1++5
2 — 2 _ - = _ = —=
a l—{—4—|—2 5 +2 ( 5 )l ol

No caso da hipérbole é semelhante, ou seja, |PFy| — |PF,| = 2a, e portanto
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2 2 _
da— oL L (Vo) 1
4 2 2 2 2 ©

Lembrando que 2¢ = [ e que para a elipse a® = b + ¢2, ¢ facil ver que

- ()~ (sl

O resultado para o semieixo menor (b) da hipérbole é semelhante.
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6 Consideracoes finais

Todo trabalho dissertativo realizado sobre as se¢oes conicas acaba pequeno diante
da grandiosidade que o tema engloba. Vérias abordagens sao possiveis além daquelas aqui
apresentadas. Além disso, o grande numero de aplicagoes obriga a fazer escolhas sobre

quais assuntos explorar.

Neste trabalho estudamos o estudo das se¢oes conicas apontando a sua origem his-
torica, os principais personagens, o problema que motivou o desenvolvimento do tema,
a sua influéncia sobre outros estudiosos em diferentes épocas e lugares. Abordamos o
estudo das curvas (elipse, parabola, hipérbole) isoladamente com base na sua definigdo
focal detalhando as suas principais propriedades. Numa abordagem unificada, fizemos
uma analise dos lugares geométricos a partir da Equacao Geral do Segundo Grau e a
relacdo entre os valores de suas constantes. Analisamos as curvas tal que a razao entre a
distancia de um ponto da curva ao foco e a distancia desse mesmo ponto a diretriz deter-
mina a excentricidade e consequentemente, a sua forma. Essa abordagem deve ser mais
explorada no ensino médio como forma de unificar as conicas (ndo transparecendo que
sdo curvas sem nenhuma conexao). Fizemos um breve estudo sobre parametrizagao das
conicas com o objetivo de resolver um problema de constru¢ao (obter apenas uma parte
da curva para representar um espelho parabdlico ou hiperbélico) numa das aplicagoes
desenvolvidas (esquema 6ptico dos telescépios refletores). Apresentamos as propriedades
refletoras de cada curva com abordagens diferentes determinando as retas tangentes e nor-
mais em cada conica, caraterizando de modo analitico e geométrico quando uma reta é ou
nao tangente a uma conica. Introduzimos também um modo nao usual para determinar as
tangentes e normais as conicas por meio da divisdo harmoénica e mostramos dois conjuntos
de quadruplas harmodnicas envolvendo os vértices e os focos de cada conica com os pontos
relacionados as intersec¢oes das retas tangente e normal com o eixo focal. Deduzimos
ainda com esta abordagem a propriedade refletora de cada conica e apresentamos varias

aplicagoes tecnoldgicas que fazem uso dessa propriedade.

Finalizando e ao mesmo tempo justicando o objetivo deste trabalho, usando o Geo-
gebra, fizemos uma abordagem pratica construindo OAs que relacionassem os principais
assuntos que foram abordados teoricamente e, além disso, permitisse construir com ligua-
gem simples (passo-a-passo), o esquema de funcionamento do telescopio refletor newtoni-

alo.

Professores e alunos podem construir esses OAs, em geral, em paralelo com as aulas
de Geometria Analitica (t6pico de Conicas na terceira série do Ensino Médio), nas aulas
de Optica Geométrica (segundo ano do Ensino Médio) e ainda, limitando-se ao estudo da

parabola, pode ser feito no tépico de fun¢ao quadratica (primeira série do Ensino Médio).
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O aspecto dinamico do geogebra permite fazer conjecturas, testar a validade de pro-
priedades geométricas, investigar relagoes, manipular a geometria sintética e até descobrir

novas propriedades, identidades, curvas, etc.

O geogebra sofre algumas limitagoes nas versdes para smartphones no que diz res-
peito a usabilidade e falta de integragdo num mesmo aplicativo do ambiente 3D. Porém é
possivel construir diversos objetos com os trés aplicativos disponiveis para smartphones:

Calculadora grafica, geométrica e 3D.

Ressaltemos ainda que, retirando as imagens, todos os objetos graficos foram cons-
truidos usando o Geogebra. Dependendo da criatividade, varios tipos de ilustragdes tam-

bém podem ser desenvolvidas neste ambiente e com precisao arbitraria.

Para trabalhos futuros, pode-se explorar as conicas segundo a abordagem de Dan-
delin e suas esferas com o ambiente 3D do Geogebra. As cOnicas através da geometria
projetiva usando o Geogebra. Pode ainda ser estudado a refragdo da luz e a construgao

de lunetas, a 6ptica dos microscopios, sistemas de navegacao entre outras possibilidades.
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