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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma proposta de sequéncia didéatica com foco em
construcoes geométricas utilizando as ferramentas régua e compasso do software de geo-
metria dinamica, GeoGebra, com o objetivo de investigar alternativas metodologicas de
ensino de geometria, levantar dificuldades que estudantes do ensino basico apresentam ao
organizar os contetidos e propriedades elementares dos objetos geométricos, estimular o
desenvolvimento de uma aprendizagem educativa e formular argumentos mateméticos que
evidencie a compreensao logica do plano de construcao de cada figura-solucao. Mostrar
que a inclusao de software de geometria dinamica cria outras possibilidades de aprendiza-
gem da matematica e conhecimentos tecnolbégicos, comparar metodologias e motivacoes
na aplicagao de atividades formativas. Nesta proposta de trabalho foram abordadas cons-
trucoes fundamentais a partir de um encadeamento logico das construcoes geométricas
elementares permitidas usando as ferramentas do GeoGebra, similares aos instrumentos
euclidianos. Nas discussoes finais apresentou-se a possibilidade de construtibilidade de
pontos do plano, de poligonos regulares tanto pelo viés geométrico quanto pelo algébrico
evidenciando as interfaces entre a geometria e a algebra. Ao final aplicou-se uma avaliacao
qualitativa visando identificar os tragos de construcoes de competéncias e habilidades e

grau de satisfacao dos estudantes.

Palavras-chave: Geometria plana. Geogebra. Régua e compasso. Construcoes

geométricas. Construtibilidade.






Abstract

In this work we present a proposal for a didactic sequence focusing on geometric
constructions using the ruler and compass tools of the GeoGebra, dynamic geometry
software, in order to investigate methodological alternatives for geometry teaching, to
raise difficulties that elementary school students present when organizing contents and
elementary properties of geometric objects, stimulate the development of an educational
learning and formulate mathematical arguments that evidence the logical understanding
of the construction plan of each figure-solution. Show that the inclusion of dynamic geo-
metry software creates other possibilities of learning math and technological, knowledge
compare methodologies and motivations in the application of training activities. In this
work proposal fundamental constructs were approached from a logical chain of elementary
geometric constructions allowed using the tools of GeoGebra, similar to the Euclidean ins-
truments. In the final discussions we presented the possibility of constructibility of points
of the plane, of regular polygons both by geometric and algebraic bias evidencing the
interfaces between geometry and algebra. At the end a qualitative evaluation was applied
aiming to identify the traces of constructions of competences and abilities and degree of

satisfaction of the students.

Keywords: Flat geometry. Geogebra. Ruler and compass. Geometric constructions.

Constructability.
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Introducao

Aspectos Historicos

No século V a.E.C., ! a ciéncia e matematica grega apresentavam tracos bastante dis-
tintos em relagao aos de outras civilizagoes como a egipcia e a babilonica. Neste século,
conforme relatos historicos, surge as construcoes geométricas com régua e compasso. Se-
gundo Boyer [4](1974, p.48), ¢[...]| enquanto Anaxagoras esteve preso, ocupou-se com uma
tentativa de quadrar o circulo. No obstante, a natureza do problema era a construgao com
régua e compasso”’. Pela descricao do problema sugere tratar-se de uma matematica mais
intelectualizada, claramente diferente da matematica voltada para os problemas comuns
e pontuais.

O desenvolvimento da Matemética nao ocorreu de forma linear e organizada como se
apresenta nos livros didaticos. No periodo entre 5.000.000 a.E.C. e 3.000 a.E.C. apro-
ximadamente, ndo ocorreram grandes transformacoes na ciéncia e na matematica, pois
segundo Eves [7](2004), “o modo de producao dos povos das savanas era com base numa
cultura de caca, pesca, colheita de graos e raizes”, similar a de algumas tribos que ainda
hoje sobrevivem embreadas nas florestas e nao favorecia ao desenvolvimento cientifico.
Entretanto através de processos de adaptacao impostas pela natureza aos povos que vi-
viam em vastas extensoes territoriais em busca por alimento, surge ao fim de 3.000 a.E.C
as primeiras comunidades agricolas. Se antes os instrumentos de trabalho era um ma-
chado de pedra, e pouca utilidade da escrita, a partir de 3.000 a.E.C, os utensilios passam
a ser fabricados do ferro, do bonze e o comércio a se desenvolver e consequentemente um
alfabeto mais organizado ao molde de hoje.

Conforme Eves [7](2004, p.24), “|...| emergem comunidades agricolas densamente povo-
adas ao longo do rio Nilo na Africa, dos rios Tigre e Eufrates no Oriente Médio, atualmente
o Iraque, e ao longo do rio Amarelo na China”. Essas comunidades criam culturas pro-
prias, a egipcia por exemplo, ap6s longos anos de governos fechado passou a sofrer no fim
do 1ltimo milénio sucessivas invasoes, a babildonica mais aberta também ficou expostas
as invasoes, enquanto a chinesa e indu, sociedades mais fechadas nas quais a ciéncia e a
matematica comecam também a se desenvolver. De acordo Eves [7], “entre 1.700 — 1.200
a.E.C. floresceu na Grécia a civilizacdo minobica, que apos sucessivas invasoes de povos

barbaros surge varias cidades-Estados que entre 800 — 336 a.E.C, ja apresentavam avancos

1a.E.C. Abreviacdo designa “antes da Era Comum”, usada em substitui¢do a a.C. “antes de Cristo”
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intelectuais e realizacoes no campo da filosofia e da matematica”.
Ainda de acordo com Eves [7](2004, p.93):

A despeito da desuniao politica, da escassez cronica de alimentos, da super-
populacao e do quase permanente estado de guerra, o Periodo Helénico grego
800 — 336 a.E.C., testemunhou realiza¢oes intelectuais extraordinérias. [...| se
assentiu pela primeira vez ao emprego do raciocinio dedutivo em matemética
o que se deve a Tales de Mileto (640 — 564 a.E.C.) e Pitagoras (586 — 500
a.E.C.).

Entretanto se reconhece as contribuicoes da geometria egipcia e da algebra babilonica
como a fonte para novos estagios do desenvolvimento da matemaética, tal que por volta
do século V a.E.C., ocorreu o surgimento das construcoes com régua e compasso na ma-
tematica grega, época dos pitagoricos. Pelos relatos historicos todo leva a crer que os
fundamentos e motivacoes para o desenvolvimento da construtibilidade deve-se & civiliza-
cao grega. Especular suas origens em outras civilizagoes tal como a egipcia ou a babilonica,
civilizacoes mais antigas que apresentavam alto grau de desenvolvimento de seus modos
de producao, é fato. Entretanto essa possibilidade pode ser arguida negativamente neste
sentido, pois a despeito de serem sociedades antigas avangadas, nao se tem até entao
registros que fagam alusao a esse tipo de estudos da geometria.

Sobre outras sociedades antigas que também poderia se especular, seriam a chinesa
e a indu, porém seja por questoes de natureza estrutural dessas sociedades, ou pelo uso
de materiais nas suas escritas, sobre os quais os registros sao preservados, também nao
se tem informacdes neste sentido. Os egipcios usavam pedra e papiros, que apesar da
fragilidade deste, os registros tiveram uma existéncia duradoura em virtude do clima seco
da regido da Africa. Os babilénios usavam tabulas de argila fresca, posteriormente secas
ao sol ou cozidas. Enquanto chineses e indianos usavam material bastante perecivel, como
casca de arvore e bambu, mesmo nos registros historicos preservados destas sociedades
nao se tem informacdes conclusivas de que as construcées com régua e compasso tenha
origem nessas civilizacoes.

No século IV a.E.C. os filosofos gregos, especialmente Platao (428 — 347 a.E.C.), dis-
cipulo de Socrates, tinha forte influéncia para os rumos da matemaética, atribuindo-lhe o

papel de um guia e inspirador de outros. Segundo Boyer [4] (1974, p.64):

Platao via na aritmética uma clara separacao entre os aspectos teoricos e
computacionais, também na geometria ele defendia a causa da matemaética
pura contra a visao materialista do artesao ou técnico. Plutarco, em sua
Vida de Marcelo, fala da indignacao de Platao em face do uso de aparatos
mecanicos em geometria. |...] consequentemente, Platao pode ter sido o grande
responsavel pela restricao, que prevalecia nas constru¢oes geométricas gregas,

as que podem ser efetuadas s6 com régua e compasso.

Fatos também corroborados em Eves [7](2004, p.131 e 132):
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A importancia de Platao na mateméatica nao se deve a nenhuma das desco-
bertas que fez mas, isto sim, a sua convic¢ao entusidstica de que o estudo da
matematica fornecia o mais refinado treinamento do espirito e que, portanto
era essencial que fosse cultivado pelos filoésofos e pelos que deveriam governar

seu Estado ideal.

As motivacoes e a opcao neste trabalho em usar o software de geometria dindmica, o
GeoGebra, no desenvolvimento de Construcoes Geométricas sugeridas nos capitulos que
se seguem, é 0 uso de um recurso tecnolégico que, de forma similar, substitui os instru-
mentos euclidianos, na tentativa de enfrentar as dificuldades dos estudantes no aprendi-
zado de geometria plana, no desenvolvimento do raciocinio geométrico e na formulacao
de argumentos matematicos que justifiquem resultados obtidos. Embora as Construgoes
Geométricas usando régua sem escala e compasso esteja, segundo Wagner [5] “cada vez
mais ausentes dos curriculos escolares”, observou-se neste trabalho possibilidades e poten-
cialidades deste tema alinhado ao software de geometria dinamica em auxiliar estudantes
no desenvolvimento matemaético de forma mais significativa e motivadora. Deu-se énfase
as construcoes dos objetos geométricos a partir das construgoes permitidas, conforme
Wagner [5] (2007, p.105):

As construgoes permitidas sdo: tracar uma reta, conhecendo dois de seus
pontos; tragar um circulo, conhecendo o seu centro e um ponto do circulo;
determinar as intersecoes de retas ou circulos ja construidos com retas ou
circulos j& construidos.

Nao sao permitidos: tracar um circulo de raio ou centro “arbitrario”; usar
uma graduagao previamente preparada da régua ou do compasso; tomar sobre

uma reta um ponto “arbitrario”; deslizar a régua até uma certa posicao, etc.

Por outro lado a opcao do recursos concordou-se com Geraldo, Caetano e Mattos em
[16](2012, p.114):

[...]| em uma representagao feita com papel e lapis apenas (sem nenhum outro
instrumento), as propriedades dos objetos sao indicadas apenas pela notacao
usada. Em geometria dinamica, por outro lado, a garantia de validade das
propriedades e relagoes matematicas do objeto representado é incor-
porada concretamente no préprio processo de construcao da repre-
sentacao. Desta forma, as proprias experiéncias de construir representacoes
em geometria dindmica ja constituem, por si s6, exercicios que demandam um

maior nivel de conhecimento matematico dos objetos.

A pesquisa espontanea com questionério estruturado, realizada em setembro de 2017
numa amostra com 20% de 116 professores dos anos finais do ensino fundamental da rede
municipal de Camacari sobre o ensino de Geometria Plana e uso de régua e compasso
como recursos auxiliares, revelou-se que:

1° - Sobre o uso de régua e compasso no ensino de Geometria Plana?
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e 90% consideram necessérios para as demonstragoes geométricas.

e 5% consideram necessarios somente para o professor de artes ou de desenho

geomeétrico.
e 5% consideram nao necessarios, pois os alunos nao sabem usar.
2° - Se ele, professor usa a régua nao graduada?
e 13% disseram sim, com frequéncia.
e 68% sim, eventualmente.
e 5% nao usa, pois nao ver utilidade numa régua sem escala.
e 14% nao, pois os estudantes nao sabem usar.

3° - Sobre 0 uso de régua e compasso no processo de ensino e aprendizagem da Geo-

metria Plana?
e 36% responderam sim, bastante frequéncia.
e 50% sim, eventualmente.
e 14% nao, pois nao ver necessidade.

4° - Ao ensinar Geometria Plana, além dos conceitos e propriedades dos objetos geo-

métricos, dar énfase a construtibilidade (construgoes geométricas com régua e compasso)?
e 75% sim, com frequéncia conforme o contexto e situagao-problema.

e 10% sim, muito pouco, pois ndo acrescenta conhecimentos na construcao das

competéncias e habilidades dos estudantes.

e 10% indicam os que responderam néo, pois é de responsabilidade do professor de

artes.
e 5% nao, pois nao tenho o “dominio” deste assunto.

Pela pesquisa ha um indicador positivo sobre o uso de instrumentos euclidianos e cons-
trugoes geométricas no ensino de geometria na rede municipal de Camagari, entretanto
ainda persiste o entendimento de que construgoes geométricas com régua e compasso € o

desenho geométrico com outra nomenclatura.



Capitulo 1

Construcoes Geométricas Fundamentais

Empiricamente o educando tem uma ideia de ponto, reta e plano e conforme cita em
Antonio [9] “|...], vamos assumir essas nogdes como conceitos primitivos, isto ¢, tais
que prescindem de defini¢oes formais”. Logo o ponto, a reta e o plano euclidiano no
software de geometria dinamica, GeoGebra, serao adotados como entes primitivos, que
podem ser construidos a partir das ferramentas do software.

Neste capitulo, apresentou-se construcoes de objetos geométricos no GeoGebra como
composicao simples, envolvendo conceitos e propriedades, tendo como premissas as cons-
trugoes geométricas fundamentais permitidas utilizando régua e compasso. Transportar
segmento e angulo, construcao de reta perpendicular e paralela, a divisao de um segmento
em partes iguais, bisseccao de um angulo, inscricao do quadrado, arco capaz e etc., nao é
um jogo em si mesmo, mas uma forma dinamica, atraente e estimulante de aprendizagem
da Geometria Plana, incentivando o estudante a desenvolver também, argumentacao de
validade de cada figura construida, denominada segundo Wagner [5], figura-solugao.

De acordo com Barbosa em [8] (2012, p.1). “As figuras geométricas elementares,
no plano, sao os pontos e as retas. O plano é constituido de pontos e as retas sao
subconjuntos distinguidos de pontos do plano”. Esses objetos geométricos satisfazem aos
axiomas, postulados, definicoes e proposicoes que serao citados conforme sequéncia de

construcoes propostas. Segundo Barbosa [8]:

Axiomas da Incidéncia:

Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem e pontos que nao
pertencem a reta.

Dados dois pontos distintos, existe uma tinica reta que os contém.

Dizemos que duas retas se intersectam quando tém um ponto em comum.

Axiomas de Ordem:

A nocao de localizacao de pontos numa mesma reta satisfaz aos referidos
axiomas de ordem.

Dados trés pontos distintos de uma reta, s6 um deles localiza-se entre os outros

dois.
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Dados dois pontos distintos A e B, sempre existem: um ponto C entre A e B
e um ponto D, tal que B estd entre A e D.
Uma reta r determina exatamente dois semiplanos distintos cuja interseccao

é a reta r.

Axiomas sobre Medicao de Segmentos:

As nocoes de medicao de segmentos, embora nao utiliza-se aqui régua com
escala, também sao importantes na construcao de argumentos de validacao de
resultados.

A todo para de pontos do plano corresponde um nimero maior ou igual a
zero. Este nimero é zero se e somente se 0os pontos sao coincidentes. O refe-
rido namero é chamado distdncia ou comprimento do segmento determinado
pelos dois pontos.

Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em correspondéncia biu-
nivoca com 0s nlimeros reais.

Se um ponto C encontra-se entre A e B, entao AC' +CB = AB.

Duas retas distintas r e s ou nao se intersectam ou se intersectam em um dnico ponto. A
demonstracao é notadamente 6bvia, pois se a interseccao conter dois ou mais pontos as
retas coincidiriam.

Segue algumas definicoes importantes que dao sustentacdao aos argumentos matematicos
deste trabalho.

O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos que se encontram
entre A e B é chamado segmento AB. Os pontos A e B sao denominados extremos ou
extremidades do segmento. A notacao AB representa um segmento de extremidades A e
B e AB o comprimento deste correspondente a determinada medida, ou se escrevermos

AB = a, interpretar como “medida” de AB numa determinada unidade.

Congruncia (simbolo =): Diremos que dois segmentos AB e C'D sao congruentes
quando eles tém a mesma medida, ou seja, AB = CD.

Estamos adotando aqui, ainda segundo Barbosa [8|(2012) outras definigGes:

Existem varias figuras geométricas planas que sao formadas por segmentos de
retas. O triangulo, por exemplo, a mais simples formada por trés pontos nao
pertencentes a uma mesma reta e pelos trés segmentos determinados por estes
trés pontos. Os trés pontos sao chamados vértices do triangulo e os segmentos,
lados do triangulo.

Se A e B sao pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do segmento
AB e por todos os pontos C, tais que B encontra-se entre A e C, é chamado
de semirreta de origem A contendo o ponto B.

Dado um segmento AB e um ponto C deste segmento, tal que AC = CB, o
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ponto C' é chamado ponto médio do segmento dado.

Seja A um ponto do plano e a um ntmero real positivo. O circulo de centro
A e raio a é o conjunto constituido por todos os pontos B do plano, tais que
AB = a.

1.1 Transporte de Objetos Geométricos

O transporte de objetos geométricos no plano é uma forma simples de manipulagao das
ferramentas e recursos do software de geometria dinamica, o GeoGebra, assim como a
descricao destes através dos proprios processos de construcao. O ponto, a reta, o segmento
de reta, a semirreta e o circulo sao objetos geométricos construidos com um toque da
ferramenta selecionada sobre a janela de visualizacdao. FEsses objetos sao construgoes
permitidas por régua e compasso, e a partir destas, podem ser geradas outras construcoes
fundamentais como encadeamento logico de novos pontos de interseccoes da reta com

reta, de reta com circulo e de circulo com circulo j& construidos.

ﬁ GeoGebra

Arguivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

]

"

o]

>,

A .
.__ .—'-"‘".'-FFF_

" i)

[:]

) Objetos Livres s
[ Ohjetos Dependentes

JANELA DE VISUALIZACAO DO GEOGEBRA

o, = = -
= | | |
@) Entrada: | ™|t comando.. |

Figura 1.1: Plataforma de Visualizacao do GeoGebra.

Neste ambiente computacional, usou-se sistematicamente na barra de menus, a janela
de arquivo e na caixa de ferramentas, as ferramentas régua e compasso em substituicao
aos instrumentos fisicos euclidianos, cujas funcionalidades se identificam, além da zona
algébrica e a zona grafica. Neste contexto, enquanto objetos construidos com os instru-

mentos fisicos possuem um caricter estatico, realizados com as ferramentas do software
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incorporam propriedade com caracteristica dinamica, podendo ser manipuladas no pro-
cesso de construgao da figura-solucao, desde que nao venha quebrar as regras restritivas
impostas as construcoes geométricas usando régua sem escala e compasso. Esta caracte-
ristica do software possibilitou explorar outras propriedades dos objetos geométricos em

construcao além das funcionalidades proprias das ferramentas selecionadas.

1.1.1 Segmento

Nesta secao serao abordados, a partir das construgoes permitidas, outros objetos geomé-
tricos, conforme Dolce [10] (2005, p.11), “dados um segmento AB e uma semirreta de

origem C, existe sobre esta semirreta um tnico ponto D tal que C'D seja congruente a
AB”.

Exemplo 1.1 (Transporte de Segmento). Dados o segmento AB e a reta Cﬁ no plano
euclidiano, transportar o segmento para a reta dada.

Construcao: Construa o segmento AB e a reta @ no plano euclidiano do software
de geometria dindmica usando as ferramentas de mesmo nome. Selecione na barra de
ferramentas do GeoGebra o compasso, com o auxilio deste, construa e transporte o circulo
C) de raio AB para o centro O pertencente 4 reta dada. Finaliza-se a construcio (Figura
1.2), selecionando o ponto de intersecao C' do circulo com a reta. Conclusio, OC = AB.

Comentario: O raio do circulo construido ' é igual ao comprimento do segmento AB,
logo OC' = AB.

B —
¢, . — ~ <
7 ~N
Ve AN
/ \
/ \
/ \
/ \
A c’ O D |
— ¢ I
\ ]
\ /
\ /
\ /
N\ /
N 7/
S o _ -

Figura 1.2: Transporte do segmento AB para a reta.

Exemplo 1.2 (Transporte de Segmentos). Dados os segmentos AB, C'D e a reta s, com o

auxilio da ferramenta compasso, construir os segmentos FF' e GH de modo que se tenha
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EFF=AB+CDeGH =2-CD.

Construcao: Com o auxilio das ferramentas do software e do plano de construcao do
Exemplo 1.1, construa a reta s, os circulos C; de centro F' pertencente a reta dada e raio
CD, Cy de raio AB e centro G, interseccdo da reta com Ci, desta forma se conclui que
EG = AB e GF = CD.

Comentario: Pelos Axiomas sobre Medicao de Segmentos, segue dai os resultados espe-
rados, ou seja, EF — AB+CD e GH = 2-CD (Figura 1.3).

7
/N \
7 , \ \
/ \
/ / \ \
H
- < — +
! : / !
\ \ y
\ v /
N \ /
D Ny y
N /
~ -

Figura 1.3: Transporte dos segmentos AB e C'D para a reta.

Exemplo 1.3 (Transporte de Segmento para o Circulo). Dados um segmento de compri-
mento a e um circulo de raio b, transportar o segmento tal que as possiveis cordas AB
tenham comprimento a.

Construcao: Utilizando o compasso, traca-se o circulo C; de raio b e centro num ponto
O qualquer do plano. Selecionando um ponto A pertencente ao circulo C, traca-se Cy
com o centro neste ponto e raio a, que intersecta C; em B e B’, concluindo que AB = AB’
= a.

Comentario: Escolhido o ponto A a figura-solugao, (Figura 1.4), tem no maximo duas

cordas que, por construcao, tem comprimento igual ao raio de Cs.
1. Se a < 2b, ha duas cordas possiveis.
2. Se a = 2b, ha uma corda somente.

3. Caso contrario, nenhuma corda é possivel.

1.1.2 Angulo

Barbosa [8](2012, p.35), “Chamamos de dngulo a figura formada por duas semirretas com

a mesma origem. As semirretas sao chamadas de lados do dngulo e a origem comum, de
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Figura 1.4: Transporte de um segmento para o circulo.

vértice do angulo”. Se dois angulos tem um lado comum, sao consecutivos e se além disso
nao tém pontos internos comuns sao adjacentes.
Observe que a ideia da medicao de angulo, semelhante aos segmentos, satisfaz aos axiomas

de Medicao de Angulo e de Divisdo, a seguir:

Todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A medida de um angulo
é zero se e somente se ele é constituido por duas semirretas coincidentes.

Se uma semirreta OC divide um angulo Z(AOB), entdo Z(AOB) = Z(AOC)
+ Z(COB).

A congruéncia entre angulos é uma noc¢ao primitiva andloga a congruéncia de segmentos,
ou seja, diremos que dois angulos Z(AOB) e Z(COD) sao congruentes se eles tém a
mesma medida.

Outra definicao importante para a construcao de argumentacao nesta seccao é a con-
gruéncia de triangulos que sera mais detalhada no Capitulo 2.
Dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre seus vértices, de modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes.
A definicao anterior conduz ao seguinte critério de congruéncia: Se os trés lados de um
triangulo sao, em alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados de outro
triangulo, entao os dois triangulos sao congruentes.
O transporte de angulo também é uma construcao fundamental que possui um plano
de construcao elementar basico para outras construcoes por régua e compasso, conforme
Dolce em [10](p.23):

—
Dado um angulo ZAOB e uma semirreta O’A’ de um plano, existe sobre

este plano, e num dos semiplanos que O'A’ permite determinar, uma tunica
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, — —
semirreta O’ B’ que forma com O’ A’ um angulo ZA’O’ B’ congruente ao angulo
ZAOB.

Exemplo 1.4 (Transporte de Angulo). Usando o compasso, transportar o angulo dado
/ABC para a reta s.

Construcao: Dado o angulo ZABC' e a reta s, selecione um ponto A sobre um dos lados
do angulo de vértice B e com auxilio do compasso construa o circulo C;. Tome um ponto
D pertencente & reta dada como centro e construa Cy tal que o raio DE = BA. Com
abertura AC e centro em E conduzir C5 que intersecta Cy no ponto F. Como a corda
EF = AC, se conclui que os arcos por elas determinados subentende angulos centrais
congruentes conforme a figura-solugao, Figura 1.5.

Comentario: Por construcio o raio de C, é igual ao de C,, e EF = AC, logo pelo critério
LLL os triangulos EDF e ABC sao conguentes. Portanto o Z(EDF) = Z(ABC) (Figura
1.5).

Figura 1.5: Transporte do angulo ZABC.

1.2 Construcoes com Base nos Postulados de Euclides

Nessa seccao sao apresentadas construgoes geométricas usando os postulados de Euclides,
e as defini¢coes abaixo irdo sustentar os argumentos do plano de construcao dos objetos
apresentados.

Duas retas sao perpendiculares se, e somente se, sao concorrentes e formam angulos
adjacentes suplementares congruentes.

Duas retas sao paralelas se, e somente se, sao coincidentes ou sao coplanares e nao tém
nenhum ponto comum.

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo formado por

esses mesmos lados, entao os triangulos sao congruentes.

Exemplo 1.5 (Construgao da Reta Perpendicular). Dados uma reta r e um ponto P

qualquer, tracar por este, uma reta perpendicular a reta dada.
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Construcao: Seja P um ponto do plano euclidiano e r a reta dada. Neste caso tem-se

duas situacgoes a considerar:

e P nao pertence a reta r.

e P pertence a reta r.

e Se P nao pertence a reta r, entao usando o compasso com centro no ponto dado,
construa o circulo C de raio qualquer, tal que intersecte a reta r nos pontos G ¢ F. Com
o raio igual a GF e centro em G e F, traca-se os circulos Cy e (5 que se intersectam nos
pontos J e E. A reta conduzida por estes é perpendicular a reta r pelo ponto P, (Figura
1.6).

Comentario: Os tridngulos JGB e BFJ sao congruentes pelo critério LAL, logo os
angulos Z/JBG e ZJBF sao suplementares e congruentes, portanto a reta suporte por
JE é perpendicular a reta r. Observe que, se a perpendicular intersecta a reta dada no
ponto B tal que GB = BF, entao B é ponto médio de GF.

e Se P pertence a reta, a construcao da figura-solugao, (Figura 1.7), é analogo a construgao
da figura-solucao, (Figura 1.6). Esse mesmo procedimento pode ser utilizado para obter

o ponto médio de um segmento dado e também da mediatriz.

Figura 1.6: Perpendicular por um ponto fora da reta dada

Exemplo 1.6 (Construgdo da Perpendicular por uma das Extremidades de um Seg-
mento). Dado um segmento AB, construir uma perpendicular por uma de suas extremi-
dades.

Construcio: Com o centro em um ponto qualquer O, nio pertence ao segmento AB
e raio OA ou OB, conforme a extremidade, construa o circulo C; tal que intersecte o
segmento dado em um ponto C. Prolongando o segmento C'O encontra o circulo C; em
D. A reta ﬁ é solugao do problema proposto, Figura 1.8.

Comentario: Da fato, o segmento C'D é o diametro do circulo € e também um dos
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Figura 1.7: Perpendicular por um ponto pertence a reta

lados do triangulo ACD, inscrito no semicirculo do vértice A, portanto o vértice A deste

triangulo corresponde a um angulo reto, sendo assim o ACD é um tridngulo retangulo.

Logo AD é perpendicular ao segmento AB pela extremidade A.
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Figura 1.8: Perpendicular pela extremidade do segmento

Exemplo 1.7 (Construcao de Reta Paralela). Construir uma paralela a reta r, por um

ponto P nao pertencente a reta dada.

Construcgao: Com o auxilio das ferramentas Ponto e Reta do GeoGebra, represente na

janela de visualizacao do software a reta r e ponto P fora da reta. Com centro em P
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traca-se o circulo C de raio tal que, intersecte a reta dada num ponto A. Com centro A
e mesmo raio, traga-se Cy que intersecta a reta em B. Finaliza-se a construcao centro em
B e 0 mesmo raio, tracando C5 que intersecta C em C.

Comentario: A reta Cﬁ ¢é paralela a r. De fato, como os circulos construidos tem mesmo

raio, ABCP & um losango, logo a reta conduzida pelos pontos PeC é paralela a reta r,

Figura 1.9.
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Figura 1.9: Reta paralela

Exemplo 1.8 (Divisio de um segmento em n partes iguais). Dividir um segmento AB
em 6 partes iguais.

Construcao: Pela extremidade A do segmento AB traca-se uma semirreta auxiliar K/ .
Usando a ferramenta compasso se constroi os segmentos AC, CD, DE, FF, FG e GH
de mesmo comprimento. Pelo que foi visto no Exemplo 1.7, se constroi as retas W[ e G<—J>
que intersecta o segmento AB em K. Sucessivamente se obtém por F', E, D e C' as retas
paralelas a ﬁ], que intersectam AB em L, M, N e O, respectivamente, completando a
dividirao o segmento dado em 6 partes iguais (Figura 1.10).

Comentario: Como os circulos C, (5, C3 e Cy foram construidos com o mesmo raio e
os segmentos na semirreta R sao de comprimentos iguais e as paralelas a reta Iﬁ por

cada ponto de divisao impoe também, sobre o segmento AB, uma divisao de razao 1 : 1.
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Figura 1.10: Divisao de um segmento na razao 1:1

Exemplo 1.9 (Bissec¢ao de um Angulo). Usando a régua e o compasso do ambiente de
geometria dindmica do GeoGebra, construir a bissetriz do Z(BAC') dado.

Construcao: A semirreta 1@ é bissetriz do angulo Z(BAC) se esta o divide em dois
angulos congruentes, (Figura 1.11). Tome um ponto B pertencente a semirreta H/, e
com centro em A, abertura do compasso igual a AB, construa C;, determinando sobre o
outro lado do angulo o ponto C. Com centro em B e em C, raio maior que a metade do
comprimento de BC' traga-se os circulos Cy e C'3 que intersectam em G, logo a semirreta
ﬁ bissecta o angulo dado.

Comentario: De fato, na figura-solugao (Figura 1.11), os triangulos ABG e AGC sao
congruentes pelo critério LLL, portanto o Z(BAG) e Z(GAC) possuem a mesma “aber-

tura". Portanto a semirreta de origem em A por G é a bissetriz do ZBAC.

Exemplo 1.10 (Angulo de 30°). Usando régua e compasso, construir um angulo de 30°.
Construgao: Construa uma semirreta R e a identifique como um dos lados do angulo.
Com o auxilio do compasso e tomando um ponto B entre A e X construa o circulo C
de centro em A e raio AB. Com o mesmo raio e centro em B traca-se o circulo Cy que
intersecta C; no ponto C. De forma anéaloga, com centro em C e o mesmo raio AB se
constroi C, que intersecta Cp em D. A semirreta AD bissecta o angulo Z(BAC) = 60°.
Comentario: Pelo critério LLL, os triangulos AC'D e ABD sao congruentes. De fato,
os circulos C, Cy e C3 foram construidos sob o mesmo raio e o segmento AD é um lado
comum, logo o angulo Z/(BAD) = Z(DAC). Portanto pelo Exemplo 1.9, a semirreta AD
é a bissetriz interna do angulo Z(BAC') conforme construgao da figura-solugao (Figura

1.12). De onde se conclui que o angulo BAD = 30°.
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Figura 1.12: Construcao do angulo de 30°

Exemplo 1.11 (Inscri¢ao de um Quadrado). Inscrever com régua e compasso um qua-
drado num circulo de raio dado.

Construcao: Com o auxilio do compasso construa o circulo de raio dado. Por um ponto
A qualquer pertencente ao circulo construa um diametro AC' e um outro BD perpendi-
cular ao anterior, tal que os pontos A, B, C' e D dividem o circulo em quatro arcos de

mesma medida, os quais sdo vértices do quadrado inscrito ao circulo (Figura 1.13).
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Figura 1.13: Quadrado inscrito no circulo

Exemplo 1.12 (Arco Capaz). Um conjunto de pontos do plano que gozam de uma de-
terminada propriedade serd denominado lugar geométrico.

O lugar geométrico dos pontos do plano tal que sao capazes de “enxergar"um determinado
segmento sob um angulo constante (conhecido), denominaremos arco capaz.

Dado um segmento AB e o angulo < 3, construir com régua e compasso do ambiente de
geometria dinamica o arco capaz de (3 sobre o segmento dado.

Construcdo: Recorrendo a construcdo de Transporte de Angulo no Exemplo 1.4, trans-
porte para uma das extremidades do segmento AB (extremidade A), o angulo 8 tal que o
angulo JAH = . Trace a reta perpendicular a AB pelo ponto médio M (a mediatriz), e
pela extremidade A uma perpendicular & semi-reta AX, lado do angulo transportado. A
interseccao desta com a mediatriz determina o ponto O, centro do arco capaz de acordo
com a figura-solucao (Figura 1.14).

Comentario: Restringindo aos pontos de um dos semiplanos que a reta ZE determina,
sendo AB o segmento dado e o um angulo tal que 0° < a < 180°, os pontos V' do plano
tais que AVB = a & a reunido de dois arcos de circulo simétricos em relacao a reta jﬁ
com os pontos A e B em comum, tais arcos sao os arcos capazes do angulo a em relacao

ao segmento AB.
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Figura 1.14: Construcao do arco capaz

1.3 Ponto, Reta e Circulo

Nesta seccao estudaremos outras construcoes geométricas envolvendo ponto, reta e circulo.
Afirmamos que podemos tragar um circulo, dados o centro e o raio.

e Se uma reta é tangente a um circulo, entdao o intersecta em um tnico ponto.

e 'Toda reta perpendicular a um raio pela sua extremidade no circulo é tangente ao
circulo.

e Toda tangente a um circulo é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

Exemplo 1.13 (Circulo). Construir uma circunferéncia passando por trés pontos dados
A, B e C, nao pertencentes a mesma reta.

Construcao: Ligando os pontos A e B pelo segmento AB e os pontos C' e D pelo
segmento C'D, depois usando o plano de construcao no Exemplo 1.5, traga-se a mediatriz
de cada segmento que se intersectam em O, centro do circulo pedido.

Comentario: As mediatrizes construidas intersectam em O, portanto equidistante das

extremidades A, B e C. Segue que OA = OB = OC' igual ao raio do circulo da figura-
solugdo, (Figura 1.15).

Exemplo 1.14 (Tangente ao Circulo). Construir uma tangente ao circulo dado C}, pelo
ponto de tangéncia P.

Construcao: Ligue por um segmento o centro O ao ponto P que pertence a . Com
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Cz/
e
C

Figura 1.15: Construcao de um circulo passando por trés pontos distintos e nao colineares.

centro em P e raio igual a OP construa o circulo C, que intersecta C; no ponto C.
Tomando este como centro e com o mesmo raio traca-se Cs. O prolongamento de OC'
encontra C3 em D. A reta determinada pelos pontos P e D é a tangente procurada.

Comentario: De fato, pelo Exemplo 1.6 o triangulo ODP inscrito no semicirculo Cs é

retangulo, reto em P, logo a reta suporte do lado PD é tangente ao circulo no ponto P
(Figura 1.16).

raio = AB

Figura 1.16: Reta tangente por um ponto P pertencente ao circulo.
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Exemplo 1.15 (Tangentes ao Circulo). Construir tangentes a um circulo C' dada, pas-
sando por um ponto exterior P.

Construgao: Ligue o centro O do circulo ao ponto P pelo segmento OP. Com auxilio
do compasso e raio igual a OP traca-se os circulos C; e C5 de centros P e O, nesta ordem,
que se intersectam nos pontos A e B. Trage o segmento AB que intersecta OP em F'| e
com centro em F e raio igual a OF o circulo C5 que intersecta o circulo dado nos pontos
P, e P, os quais s@o os pontos das tangentes ao circulo C. Note que cada tangente é
perpendicular ao raio, no ponto de tangencia.

Comentario: Pelo Exemplo 1.6 da Seccao 1.2 e o plano de construgao da figura-solucao
(Figura 1.17), se conclui que os triangulos OP, P e OPP, sao retangulos, retos nesta or-
dem em P; e P, pois estao inscritos num semicirculo. Logo as retas por PP, e PP; sao

as tangentes procuradas.

Figura 1.17: Retas tangentes ao circulo



Capitulo 2

Poligonos

Este capitulo propoe a construcao de alguns objetos geométricos fundamentais para for-
macgao em geometria na educacao basica que envolve triangulos e quadrilateros. Na Sec¢ao
2.1 sobre triangulos, focou-se especialmente as construcoes sobre os critérios de congruén-
cia de triangulos, alguns citados preliminarmente no Capitulo 1 e outros que também
serao abordados aqui de forma criteriosa, e na Seccao 2.2 sobre quadrilateros foram ela-
boradas construgoes desses poligonos que compoem os contetidos conceituais de geometria

no ensino fundamental.

2.1 Triangulos

Diremos que se trés pontos nao pertencentes a uma mesma reta, chamados nao colineares,
formam um tridngulo, e A, B e C sdo os tais pontos, entdao o triangulo possui vértices
A, B e C. Os segmentos AB, BC e AC sao os lados, cujo comprimento indicaremos por
AB =¢, BC =a e AC =b.

Exemplo 2.1. Construir um triangulo dados os lados ¢,a e o angulo a formado pelos
lados com essas medidas.

Construcao: Por dois pontos distintos do plano B e X, construa uma semirreta auxiliar
B?X) e usando o plano de constru¢do do Exemplo 1.4 transporte o Z(JKL) = « para
o ponto B de origem da semirreta, através dos circulos C; de centro B e raio K.J que
intersecta a semirreta em M e Cy de centro M e raio JL que intersecta C; em N. Finalize
a construcao construindo os circulos C3 com centro em B e raio de comprimento a que
intersecta o lado do angulo em C' e C; também com centro em B e raio igual a ¢ que
intersecta a semirreta B7 .

Comentario: Observa-se que embora a construcao tenha iniciado pelo transporte do
angulo, poderia iniciar por um dos lados a ou ¢, que sob essas condigoes a figura-solucao

(Figura 2.1) é tnica, caracterizando o critério de congruéncia LAL (lado, angulo, lado).

21
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Figura 2.1: Construcao do tridangulo ABC, dados: lado, angulo, lado

Exemplo 2.2. Construir o tridngulo ABC, dados o angulo /A=0 e /B= £ eolado
AB =c.

Construcao: Tome dois pontos distintos do plano B e X e construa uma semirreta
auxiliar ﬁz . Pelo Exemplol.1 transporte para a semirreta ﬁz , através do circulo C de
centro B, o segmento de medida ¢ tal que AB = c¢ e pela Subseccao 1.1.2 transporte os
angulos 0 e [ para a mesma semirreta tais que, o anguloA = 0 e o anguloB = (.
Comentario: Naturalmente o vértice C' do triangulo é a interseccao dos lados nao comuns
dos angulos dados. Observa-se também que o resultado da figura-solugao independe de
ordem no plano de construcao, logo a Figura 2.2 é tnica, caracterizando o critério geral

de congruéncia de triangulos ALA (angulo, lado, angulo).

Exemplo 2.3. Construir o triangulo ABC, dados os lados AB = ¢, BC = a e o angulo
LA=0.

Construcao: Tomando dois pontos distintos A e X no plano e construa uma semirreta
auxiliar B . Pelo Exemplo 1.1 transporte o segmento de comprimento ¢ para a semirreta
através do C com o centro em A tal que AB = ¢, e conforme o Exemplo 1.4 transporte o
Z(LPQ) = 0 para o ponto A, origem da semirreta, através dos circulos Cy de centro A e
raio PQ, que intersecta a semirreta em F e C5 de centro F e raio LQ que intersecta Cy em
J, logo a semirreta de origem em A tragada por J é o outro lado do angulo transportado.
Com centro em B e raio a, traca-se o circulo C4 que intersecta a semirreta H/ nos pontos
CeD.

Comentario: A figura-solucao (Figura 2.3), apresenta dois triangulos ABC' e ABD

igualmente compativeis com os dados do problemas. Isto evidencia trés situacoes possiveis:
1. Se a > ¢ haver& um tnico triangulo satisfazendo a figura-solugao.

2. Se a = c¢-senf o resultado final sera triangulo ABC', reto em C' e tnico.
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Figura 2.2: Construgao do triangulo ABC, dados: angulo, lado, angulo

3. Se a < c-senf nao havera triangulo solucao.
4. Se c-senf) < a < c havera dois resultados possiveis conforme a Figura2.3.

A inexisténcia de um tridngulo solucdo, ou mais que um, depende do comprimento do
segmento a, tendo o lado BC' = a. Portanto se conclui que o critério LLA (lado, lado,

angulo) nao é um critério geral de congruéncia de triangulos.

Figura 2.3: Construcao do tridangulo ABC, dados: lado, lado, angulo

Exemplo 2.4. Construir o triangulo ABC, dados os lados a, b e c.

Construcao: O plano de construcao do triangulo, dados os lados, é bastante simples.
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Tome uma semirreta auxiliar ﬁ e transporte para esta, um dos segmentos dados que
representa o comprimento do lado do tridngulo, por exemplo o lado ¢. Com centro em
A e raio igual b construa o circulo Cs, e pra finalizar, com centro em B e raio igual a a
traca-se C3 que intersecta C5 em dois pontos distintos, selecionando um desses como o
vértice C' a figura-solugao estara concluida, (Figura 2.4).

Comentario: Observa-se que ao comegar a construcao por um dos lados, seja a ou b o

resultado final nao alteraria, o que caracteriza o critério geral de congruéncia LLL (lado,
lado, lado).

Figura 2.4: Construcao do triangulo ABC, dados: a, b, e ¢

Exemplo 2.5. Construir o triangulo ABC', dados os comprimentos a e b dos respectivos
lados BC' e AC, e a altura h relativa ao lado BC.

Construcao: No Exemplo 1.1 vimos como transportar um segmento para a reta e no
Exemplo 1.6, a construcao de uma reta perpendicular por uma das extremidade do seg-
mento dado. Transporte o segmento de comprimento a para a reta suporte r tal que
BC = a e por uma das extremidades de BC, a extremidade B por exemplo, trace a
perpendicular por essa extremidade. Sobre a perpendicular tracada assinale o ponto G
tal que BG = h, através do circulo C de centro em B e raio igual a h = h;. Usando
o plano de construcao do Exemplo 1.7 na Seccao 1.2, conduzir por GG a reta s paralela a
r. Com o centro em C' e raio igual a b traca-se o circulo C3 que intersecta a reta s nos
pontos A e A’ que representam o terceiro vértice do triangulo pedido.

Comentario: A figura-solucao (Figura 2.5) apresenta dois resultados possiveis, os trian-

gulos ABC e A’BC conforme os dados do problema.

Exemplo 2.6. Construir o tridngulo ABC de perimetro igual ao comprimento do seg-
mento dado DE, e os seus lados proporcionais aos segmentos de comprimentos f, g e h,
respectivamente.

Construcao: Pela extremidade D do segmento dado, escreve-se uma semirreta auxiliar
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Figura 2.5: Construcao do triangulo ABC, dados: a, b, e h

lﬁz , e sobre esta, transporta-se os segmentos de comprimento f, g e h, determinando
nesta ordem os segmentos DJ, JK e KL na semirreta D*)(2 . Ligando a tultima extre-
midade L a F, conforme o Exemplo 1.8 na Seccao 1.2, e pelos pontos K e J, traga-se
segmentos paralelos ao segmento LFE, determinando a posigao sobre o segmento DE os
vértices B e C da figura-solucao. Ainda com o auxilio do compasso e centro em B e
raio BD, centro em C e raio C'E, traca-se os circulos Cy e Cs que intersectam-se em A,
obtendo o terceiro vértices do triangulo da figura-solugao (Figura 2.6). Pelas condi¢oes
iniciais de construgao, observa-se que a figura-solugao (Figura 2.6) é unica e com os lados

proporcionais aos segmentos dados.

Figura 2.6: Construcao do triangulo ABC, dados: perimetro e lados proporcionais.

Exemplo 2.7 (Desafio). Construir o triangulo ABC' conhecendo o angulo ZA = a, a
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mediana m relativa ao lado AC' e o comprimento a do lado BC'

Construcao: Pelo Exemplo 1.1, transporte o segmento de comprimento a para a semir-
reta ﬁ tal que BC' = a. Usando o plano de construcao do Exemplo 1.7 determine o
ponto médio N sobre o segmento BC'. Pelo ponto médio do segmento BC' e usando o
plano de construcao no Exemplo 1.12 constréi o arco capaz C, do angulo dado sobre a
corda NC. Com centro em B e raio m traca-se o circulo C5 que interseta Cy em M.
Centro em M e raio MC traca-se o circulo Cg que intersecta a semirreta C’—]\>4 em A.
Finaliza-se a figura-solu¢ao (Figura 2.7) conduzindo por B o segmento BA paralelo a
MN.

Figura 2.7: Construgao do triangulo ABC, dados: angulo, mediana e lado.

2.2 Quadrilateros

Da geometria dos objetos geométricos sugeriu-se aqui a construcao de tipos particulares

de quadrilateros que certamente sao os paralelogramos.

Exemplo 2.8 (Quadrado). Construir um quadrado conhecendo o lado AB = a.
Construcao: Tomando uma semirreta auxiliar B transporte, com o auxilio do com-
passo, o segmento de comprimento a tal que AB = a, identificando os vértices A e B do
quadrado. Usando sucessivamente o plano de construcao visto no Exemplo 1.6 se conclui
a construcao do quadrado sugerido.

Outra opc¢ao, tome um ponto E entre A e B e com centro em A e raio igual a AF construa
o circulo C7, com o mesmo raio e centro em E construa Cy que intersecta C em G, centro

em G e o mesmo raio, construa C3 que intersecta C'; em H e ainda usando o mesmo
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raio com centro em H, construa Cj que intersecta C5 em J. A semirreta de origem em
A tracada por J é perpendicular & semirreta B pela extremidade A. O vértice D do
quadrado fica definido com a construgao do circulo Cs de centro em A e raio a. Usando
0 mesmo raio a, centro em D e em B traca-se, nesta ordem, os circulos Cs e C7 que
intersectam-se em C finalizando a construgao do quadrado (Figura 2.8).

Comentario: Veja que os circulos C; ao Cy possuem o mesmo raio AE, portanto os
triangulos AEG e AGH sao equilateros e AJ bissecta o angulo ZGAH, logo o angulo
Z(BAD) = Z(EAJ) reto em A. Por outro lado os circulos Cs, Cs e C7 foram construi-
dos com mesmo raio a, segue que os lados BC, C'D, DA e AB sao iguais, logo a figura
construida é um losango com angulo interno reto. Portanto a figura-solu¢do (Figura 2.8)

é um quadrado de lado a.
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Figura 2.8: Construgao do quadrado

Exemplo 2.9 (Retangulo). Construir um retangulo, dados um lado AD = a e uma
diagonal d.

Construcao: Usando os procedimentos do Exemplo 1.1, transporta-se para a reta r o
segmento de comprimento d, tal que a diagonal AC = d. Com centro em A e em C, raio
igual a d traga-se os circulos C; e C5 que se intersectam em E e F'. Ligando esses pontos
pelo segmento E'F, intersecta AC' no ponto médio M. Com centro em M e raio igual a
MA = MC se obtém o circulo Cy de diametro AC. Novamente com centro em A e C
e raio igual a M A se constroi Cy e Cs cujas interseccoes com Cs define-se em semiplano
opostos os vértices B e D da figura-solucao.

Comentario: A figura-solugao (Figura 2.9 ) é um retangulo. De fato, os triangulos AC'D
e ABC' inscritos nos semicirculos de C3 sao retangulos, retos em D e B, o segmento AC
é hipotenusa comum e os catetos sao paralelos dois a dois, logo o quadrilatero ABC'D

inscritos em C3 cuja a soma A+C =B+ D= 180° é um retangulo.
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Figura 2.9: Construcao do retangulo

Exemplo 2.10 (Losango). Construir um losango conhecendo um angulo ZABC' e um
lado.

Construcao: O losango é um paralelogramo que tem os lados com o mesmo comprimento.
Tome como referéncia na Subseccao 1.1.2 o Exemplo 1.4 para transportar para a reta ﬁ
o angulo dado, na Subseccao 1.1.1 o Exemplo 1.1 para o transporte de segmento e na
Seccao 1.2 o Exemplo 1.7 para a construcao de reta paralela.

Comentario: Observe que os lados AB e BC' da figura procurada estao definidos sobre
os lados do angulo transportado, enquanto que AD e DC' sobre paralelas conduzidas por
A e C, respectivamente. Por outro lado os circulos Cs3, Cy e C5 completam a construgao

com os vértices B, C' e D da figura-solucdo (Figura 2.10).
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Figura 2.10: Construcao do losango

Exemplo 2.11 (Trapézio). Construir um trapézio isésceles dados o comprimento da base
maior AB = a, o lado nao paralelo BC = ¢, e o angulo # formado por esses dois lados.

Construcao: Usando o Exemplo 1.1 na Subseccao 1.1.1 transporte o segmento de compri-
mento a para a semireta auxiliar fﬁz e pelo Exemplo 1.4 na Seccao 1.2, para transportar
para as extremidades A e B o mesmo angulo . Complete a construcao com os circulos
C7 e (g que definem os lados nao paralelos do trapézio.

Comentario: Observe que como a figura a construir é trapézio isésceles, os angulos
da base maior sao iguais a ¢ e os lados nao paralelos tem o mesmo comprimento c. O

segmento que liga os pontos C' e D finaliza a figura-solucao (Figura 2.11).



30

2. Poligonos

Figura 2.11: Construcao do trapézio isosceles



Capitulo 3

Construcoes Fundamentais Associadas

a Numeros e Formulas

Introduziremos neste capitulo construcoes geométricas fundamentais associadas a nime-
ros e formulas. As construcoes apresentadas nos Capitulos 1 e 2, nenhum segmento foi
usado como padrao para medir outros segmentos, isto ¢, nao associou-se a cada segmento
a existéncia de um ndimero real positivo. Entretanto segundo Wagner [5] (p.46) “Se esta-
belecemos um segmento unitario, quer dizer, um segmento a que associaremos o nimero
1, a expressao 3 poderd ser representada por um segmento. Sendo assim para solucionar
um problema de construcao geométrica podemos adotar como incégnita um segmento
nao conhecido e em seguida tentar expressar em funcao dos elementos ja conhecidos. Os
matematicos da Grécia antiga associavam o comprimento de segmento aos inteiros e o
produto entre dois segmentos representava a area de uma figura bidimensional. Desta

forma é possivel relacionar niimeros a expressoes algébricas.
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Figura 3.1: Segmentos construtiveis
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Comentario: No Capitulo 1 observou-se preliminarmente que a reta, a semirreta, o
segmento de reta e o circulo sao construcoes permitidas com os instrumentos euclidianos.
Dados dois segmentos de comprimentos a e b, prova-se também que os segmentos repre-
sentados pelas operacgoes a + b ou a — b, com b < a sao construtiveis. Se o segmento que
liga o ponto A ao ponto B, e o que liga o ponto C' ao ponto D sao construtiveis, entao
podemos alcancar outros pontos do plano e segmentos que os ligam também construtiveis

com régua e compasso (Figura 3.1).

3.1 Teorema de Tales

Um feixe de retas paralelas sao cortadas por duas ou mais transversais determina sobre
estas, segmentos proporcionais. Usando sucessivamente os procedimentos de construcao
da paralela do Exemplo 1.7 na Seccao 1.2 se obtém um feixe de retas paralelas. Essas
retas cortadas por duas transversais estao representadas na Figura 3.2 que, pelo Teorema

de Tales, g:g = %

Figura 3.2: Teorema de Tales

Exemplo 3.1 (Quarta Proporcional). Dados os segmentos de comprimentos AB = a,

CD = b e EF = c construir um segmento de comprimento k que representa a quarta

proporcional, ou seja, ¢ = 7.

Construcao: A divisao em partes proporcionais ¢ uma consequéncia do Teorema de Tales
e a construcao da figura~solucao (Figura 3.3) é sugerida no Exemplo 1.8 da Secgao 1.2.
Comentario: Dados os segmentos a, b e ¢ em posicao, é construtivel um segmento de
comprimento z, tal que § = £, denominado quarta proporcional.

Terceira Proporcional

Pela construgao anterior, fazendo ¢ = b, tem-se a seguinte proporgao § = % e 0 segmento
de comprimento x serd denominado terceira proporcional de construgao andloga a quarta

proporcional. Observa-se que ¢ = ¥, pela propriedade fundamental da propor¢ao r =
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v ab, denominado média geométrica, ou média proporcional de a e b e cuja construcao esta

representada na Figura 3.8 .

Figura 3.3: Quarta proporcional

3.2 Teorema de Pitagoras

Seja ABC' um triangulo retangulo. Teorema de Pitagoras: “o quadrado da hipotenusa é
wual a soma dos quadrados dos catetos’.
Se a representa a medida do comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo, b e

c dos catetos, entao a® = b + 2.

Exemplo 3.2 (Segmentos Construtiveis). Usando régua e compasso mostrar que sao

construtiveis:

1. Vb2 + ¢2
2. Va2 — b2

Construgao: Seja k o comprimento do segmento que representa o lado desconhecido do
triangulo retangulo. Pelo Teorema de Pitagoras tome k = v/b2 4+ ¢2 ou k = a2 — b2,
respectivamente hipotenusa ou um dos catetos do triangulo retangulo.

Comentario: Por extensido,usando régua e compasso, provar que o nimero b./m ¢é
construtivel, basta usar os argumentos da construtibilidade do Teorema de Pitagoras,

Figura 3.4. Assim como neste mesmo plano é possivel, sem fazer outras construcoes,
demonstrar a construtibilidade de expressao do tipo va? & b2 + 2.
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Figura 3.4: Teorema de Pitagoras

3.3 Relacoes Métricas num Triangulo Retangulo

Dentre as relacoes métricas no triangulo retangulo, Figura 3.5, citaremos apenas as que,
naturalmente, estao relacionadas com os objetos da Secgao 3.4.

e “O quadrado de um cateto ¢é igual ao produto da hipotenusa pela projecao que este
forma sobre a hipotenusa”.

e “O quadrado da altura relativa a hipotenusa é igual ao produto das projecoes dos catetos
sobre a hipotenusa”.

Considerando a, b e ¢ os respectivos comprimentos da hipotenusa e dos catetos, enquanto

m a projecao do cateto c sobre a e n, projecao do cateto b sobre a tem-se que:

3.4 Construcoes de Segmentos que Representam um

Numeros

Nesta seccao serao ampliadas as ideias de construgoes geométricas com régua e compasso
com a introducao de segmento que representa um niimero, como padrao de unidade. Essa

nocao parte do principio de usar um segmento para medir outros segmentos, desta forma
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BC = a
AC = b
AB = ¢
AH = h
BH = m
HC n

Figura 3.5: Relacoes métricas no triangulo retangulo.

ha a possibilidade de construtibilidade de niimeros reais associados a um segmento. Em
geral a expressao § = x nao esta associada a um nimero inteiro, além disso se p = q - x,
entdo um segmento de comprimento p nao é igual a uma area . Adotando, segundo
Wagner [5], um segmento comprimento unitario, as expressoes do tipo: n-a, § com q # 0,
a?, \/a poderio ser representadas por outros segmentos. Logo a fragao § que nao estaria
associada a um segmento, pela Seccao 3.1 sobre o Teorema de Tales, pode ser escrita da
forma § = x equivalente a % = %, que representa a quarta proporcional entre p e g e o

segmento unitario. Isto significa dizer que a expressao x = % é construtivel.

Exemplo 3.3 (Construtibilidade de Férmulas). Mostrar que, dado um segmento de com-

primento a e uma unidade de medida fixada, u = 1, sdo construtiveis:

1. a?

2. \a

Construcao: Usando o plano de construgao visto no Exemplo 1.1 da Subseccao 1.1.1,
transporta-se o segmento unitario u para a semirreta B, tal que AH = u = 1 e pelo
Exemplo 1.6 na Seccao 1.2, baixar uma perpendicular & semirreta zﬁ pelo ponto H. Com
centro em A e raio a, traca-se o circulo C5 que intersecta as semirretas }TJ} e B nos
pontos C' e D, respectivamente. Novamente pelo Exemplo 1.6, traca-se a perpendicular
ao segmento AC' pela extremidade C' que intersecta a semirreta zﬁz em B, tal que ABC
forma um triangulo retangulo, reto em C. De forma anéloga ao plano de construcao

descrito acima, se obtém o triangulo retangulo H RS, reto em H. Os circulos C7 e Cy de
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centros E e T' com raio igual a a intersectam em U e V', o segmento UV intersecta £'T' no
ponto médio O'. Com centro em O’ e raio igual a 2 traga—se o circulo Cy que intersecta a
semirreta Pﬁ em P. Finaliza-se a construcao Conduzmdo o circulo Cyy de centro em E
e raio igual a EP, tal que EW= EP. O triangulo ET P inscrito no semicirculo de Cy é
retangulo, reto em P ¢ tal que ET = a e EH = u é a projecdo de EP = \/a sobre ET.
Comentario: Na Seccao 3.3 sobre as relacoes métricas no triangulo retangulo, qualquer
cateto elevado ao quadrado é igual ao produto da projecao deste sobre a hipotenusa, pela
hipotenusa, ou seja, AC? = AH - AB e EP? = EH - ET, provando a construtibilidade
de a® e y/a conforme a figura-solugao (Figura 3.6).

Figura 3.6: Ntumeros construtiveis

3.4.1 Meédia Aritmética e Média Geométrica

Exemplo 3.4 (Média Aritmética). Construir o segmento que representa a média aritmeé-
tica de dois segmentos dados de comprimentos AB = a e CD = b.

Construcao: De acordo com a Figura 3.7 a construgao da média aritmética por régua
e compasso remete as construcoes fundamentais vistas na Subseccao 1.1.1 e na Secgao
1.2, ou seja, o procedimento de transportar os segmentos de comprimentos a e b para a
semirreta ﬁ, tal que EF = AB —ae FG = CD = b. Com centro em G e em F, usando
0 mesmo raio igual a EG construa os circulos C3 e (4 nesta ordem, que se intersectam
nos pontos I e J, ligando esses pontos pelo segmento I.J determina-se a mediatriz do
segmento FG que o intersecta no ponto médio M tal que EM = MG.

Comentario: Dados os segmentos AB = a e CD = b, a média aritmética de a e b é o

a+b
aX2. Note que pelo Exemplo 1.5

segmento de comprimento m definido pela relacao m =
o segmento [.J é por construcao a mediatriz do segmento E'G, logo os triangulos MIE e
MGI, por exemplo, sdo congruentes pelo critério especial LAL, portanto EM = MG =

m (Figura 3.7).
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Figura 3.7: Média aritmética.

Exemplo 3.5 (Média Geométrica). Dados os segmentos AB = a e CD = b, construir o
segmento de comprimento h que representa a média geométrica entre os dois segmentos.
Construcao: Usando uma das relagoes métricas do triangulo retangulo citadas na Secc¢ao
3.3, ou seja:
1. > = a-nouc? = a-m, cada cateto é a média proporcional a sua projecao sobre
a hipotenusa e a hipotenusa.
2. h? = m - n, a altura é média proporcional das projecoes dos catetos m e n sobre a
hipotenusa.
Com o auxilio de régua e compasso, e os procedimentos da Subseccao 1.1.1 transporte
os segmentos dados para a semirreta auxiliar ﬁ . Pela Secc¢ao 1.2 determina-se o ponto
médio M, e o com centro em M e raio EM se constréi o circulo Cs. O segmento GL = h
conduzido sobre a reta suporte & perpendicular a FH pelo ponto G é a média geomé-
trica em relacao aos segmentos dados.
Comentario: De fato, todo triangulo inscrito num semicirculo é retangulo. Por constru-
¢cao o segmento GL é perpendicular a EFH, logo é a altura do triangulo retangulo FHL
reto em L, portanto h?> — EG - GH, figura-solucio (Figura 3.8).
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Figura 3.8: Construcao da média geométrica.



Capitulo 4
Areas e Equivaléncias

Equivaléncia de areas é um problema antigo citados nos livros I e II dos Elementos de
Euclides. Para melhor entender a nocao de equivaléncias citaremos alguns conceitos

introdutorios de acordo com Dolce [10]:

e Dois poligonos sao adjacentes quando tém em comum somente os pontos

de seus contornos.

e Soma de dois poligonos adjacentes ¢ a superficie constituida pelos pontos

dos poligonos que sejam comuns e 0s nao comuns a eles.

e Dois poligonos sao chamados equivalentes se forem somas de igual niimero

de poligonos dois a dois congruentes.

A nocao de 4rea aqui estd associada ao comprimento de um segmento, ou seja, se a area
de um poligono P é igual a b?, sendo b um segmento, significa dizer que o poligono P é

equivalente a um quadrado cujo lado esta representado pelo segmento b.

Exemplo 4.1. Construir um tridangulo de mesma base e mesma altura, equivalente ao
triangulo dado ABC.

Construcao: Admitindo que o triangulo-solu¢ao do problema nao seja congruente ao
triangulo dado, qualquer outro com a base fixada igual a de ABC, com o terceiro vértice
pertencente a reta paralela a base, conduzida pelo vértice do tridngulo ABC, oposto a essa
base é a figura-solucao. Para construir tome como referéncia a Seccao 1.2 e o Exemplo
1.7 para conduzir pelo vértice B uma paralela g a reta suporte da base AC.
Comentario: Qualquer ponto diferente do vértice B, forma com os vértices A e C' um

triangulo equivalente ao triangulo dado, conforme figura-solugao (Figura 4.1).

Exemplo 4.2. Construir um triangulo retangulo ABC’, reto em A e equivalente ao
triangulo dado ABC.

Construcao: Tomando como referéncia o plano de construcao da Figura 4.1 trace pelo
ponto A uma perpendicular a reta suporte do segmento XY. Com centro em A e o raio

igual a h construa o circulo C5 que intersecta o segmento AJ no ponto C’, ou trace pelo
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- -~
- RN BC=a AD = ¢
. 7 \ AC=b CD=2d
1/ \ AB =c¢ BH =h

Figura 4.1: Triangulos equivalentes.

vértice C' a paralela ﬁ a base AB que intersecta a perpendicular em C’. O triangulo

construido ABC" ¢é equivalente ao triangulo dado, conforme a (Figura 4.2).

Figura 4.2: Equivaléncia de triangulos.

Exemplo 4.3. Dado o quadrado ABC'D, construir o tridngulo BEF equivalente ao
quadrado dado e com a base igual ao comprimento do lado do quadrado.

Construcao: A base do triangulo tem o mesmo comprimento do lado a do quadrado,
logo pelo principio da equivaléncia h = 2a. Com o auxilio da régua e o compasso e usando
os procedimentos do Exemplo 1.5 na Seccao 1.2 para conduzir uma perpendicular pelo

ponto médio L de BE que intersecta a reta ¢ no ponto M. O circulo C5 com centro em
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M e raio igual ao dobro de a intersecta a perpendicular iM no ponto F', terceiro vértice
da construgao do triangulo BEF, (Figura 4.3).

g
a
o————0
AB = a
BE = a
FL = 2a
D
t -0
~ ~
C, - Cz/
/ /
/ /
/ /
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| AT
\ \
\ \
AN AN
N N
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Figura 4.3: Triangulo equivalente ao quadrado.

Exemplo 4.4. Construir, usando régua e compasso, o lado do quadrado equivalente a
um retangulo de base b e altura h.

Construgao: Admitindo que ja sabemos pelas construgoes da Secgao 1.2 tracar retas
perpendiculares, retas paralelas e usando o plano de construcao do Exemplo 2.8 e da
Seccao 2.2 se obtém o retangulo de base b e altura h. Tomando o plano de construgao do
Exemplo 3.5 da Subseccio 3.4.1 se constroi os segmentos A'B' = b, AN=he A'Q = a
que corresponde ao lado do quadrado, tais que A’Q? = A/N-A'B'.

Comentario: Por hipdtese o quadrado é equivalente ao retangulo, portanto o lado a =
vbh é a média geométrica da base do retangulo pela altura conforme a figura-solucao
(Figura 4.4).



42

4. Areas e Equivaléncias

Figura 4.4: Lado do quadrado equivalente ao retangulo.



Capitulo 5

Discussao e Consideracoes Finais

Voltando a discussao inicial apresentada no Capitulo 3 sobre construtibilidade, vimos
que pelos relatos histéricos foi por volta do século VI a.E.C., que comeca a florescer a
filosofia grega e com esta nasceu a geometria demonstrativa. Por esses mesmos relatos,
deve-se a Tales de Mileto os primeiros passos nesse sentido, porém o desenvolvimento
da matematica grega nao ficou restrita somente aos estudos da geometria que culminou
nos Elementos de Euclides que serve, até os dias atuais, de referéncias para as escolas de

educagao basica, mas conforme cita em Eves [7], (2004, p. 132 e 133):

Podem-se notar trés importantes e distintas linha de desenvolvimento durante
os primeiros 300 anos da matemaética grega. Primeiro temos o desenvolvimento
do material que acabou se organizando nos Elementos, |...|. Em segunda lugar,
h& o desenvolvimento de nocoes relacionadas com infinitésimos, infinitos e
processos somatorios |...]. A terceira linha de desenvolvimento é a da geometria
superior ou geometria de curvas outras que nao a reta e a circunferéncia e

superficies outras que nao o plano e a esfera.

Por outro lado devemos notar no contexto histérico, a importancia em solucionar, por

régua e compasso, os trés famosos problemas gregos:

1. Duplicacao do cubo, consiste em construir um cubo cujo volume é o dobro de outro
fixado.

2. Trisseccao do angulo, ou seja, dividir um angulo qualquer em trés partes iguais.

3. Quadratura do circulo, problema de construir um quadrado de area igual a de um

circulo de raio fixado.

Embora nao pudessem ser resolvidos com os instrumentos euclidianos, a busca por solu-
¢ao, levou os gregos a outras descobertas como sec¢oes conicas, curvas ctibicas e quarticas
e varias curvas transcendentes. Portanto nao podemos desmerecer o valor heuristico de
tais problemas para os dias atuais. Esses e outros problemas como o de inscricao de poli-

gonos regulares, que surgiram no auge do desenvolvimento da algebra geométrica grega,
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s6 tiveram um desfecho final no século XIX E.C., com o avanco das teorias algébricas,
da algebra dos nimeros complexos, da teoria de grupos, da anélise, das contribuicoes
de Euler e finalmente com Gauss (1777-1855), que estabeleceu de uma vez por todas em
1796, a impossibilidade de tais construcoes sob as condicoes que auto impoe os instrumen-
tos euclidianos e também com a demonstragao do critério geral de construtibilidade de
poligonos regulares inscritos num circulo. Todavia vemos em Roque e Carvalho [15] que
os matematicos gregos estudaram outras possibilidades de solucao. “As construgoes com
régua e compasso nao permitiram resolver todos os problemas tratados pelos matemaéticos
gregos antes e depois de Euclides, os quais nao se recusaram a utilizar outros métodos de
construcao ou a empregar outras curvas’.

Segundo Wagner [5] “O problema de construir o poligono regular n lados, é equivalente
a dividir o circulo em n arcos de mesmo comprimento, reduz-se ao de construir o seu angulo
central % [...]”. Viu-se no Exemplo 1.11 que a inscri¢ao do quadrado é um processo
simples, e a partir da construcao inical, por bisseccao de seus angulos internos, se obtém
o octogono. Também em Hefez e Villela [2| (2012, p.198): “A construcao dos poligonos
regulares de 2" lados inscritos em um circulo, com n > 3, se obtém por recorréncia
tomando o poligono de 277! lados, por bisseccio de seus angulos internos, o poligono
regular inscrito com 2" lados”.

Reciprocamente em Wagner [5](2007, p.117):

Se um poligono P, for construtivel e n tem um fator m com m > 3, entao P,
também sera construtivel, pois se n = m - q é s6 ligar os vértices de P,, ¢ em
q pontos do circulo que obteremos P,,. Por outro lado se m e n forem primos

entre si e P, e P, forem construtiveis, entao P,,., também sera.

A construtibilidade de pontos no plano, conforme visto na Seccao 3.4, a partir de dois
pontos ligados por um segmento unitario, outros segmentos e circulos podem ser construi-
dos, e apos cada construcao novos objetos sao incorporados ao conjunto das construcoes
permitidas. Um ponto P do plano ou um poligono P, é dito construtivel com régua e
compasso se puder ser obtido ap6s um nimero finito de construgoes fundamentais.

Os problemas de construtibilidade descritos acima, ap6s um longo periodo passam a
ser visto com um outro foco da matematica. A partir da algebrizacao e da identificacdo dos
nimeros complexos com o R?, os problemas de construtibilidade dos complexos com régua,
e compasso ficam relacionadas ao 0 e o 1, segue destes a algebrizacao inicial destacando-
se os pontos 0 = 0 + 0i el = 1 4 0i. A construtibilidade de um poligono regular de
n lados inscrito num circulo de raio R = 1 se reduz as solugoes complexas da equagao
" —1 = 0. A generalizacao do problema de construtibilidade de poligonos regulares
chega-se a uma conclusao final quando Gauss propoe segundo Hefez e Vellela [2](2012,
p.211) “Um poligono regular com um namero n de lados é construtivel com régua e
compasso se, e somente se, n é o produto de uma poténcia de 2 e de primos de Fermat

distintos”.
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5.1 Conducao do Projeto

Piblico Alvo A proposta deste trabalho foi estruturada e a ser aplicada aos estudantes
da educacao basica, a partir do EJA IV, que corresponde ao 6° e 7° ano do ensino funda-
mental.

Objetivos

Os objetivos do trabalho se alinham a proposta pedagbgica do sistema educacional do
municipio, través da matriz curricular, que propoe o uso de multiplos espacos de apren-

dizagem e nesse sentido relacionou-se os seguintes objetivos:

1. Analisar o protagonismo dos estudantes na resolucao de desafios, usando régua e
compasso que possibilite uma aprendizagem mais estimulante, dinamica e resignifi-

cativa, na perspectiva de construcao de argumentacao e validagao de resultados.

2. Observar e avaliar o uso de recursos tecnoldgicos no processo ensino e aprendizagem

de matematica no ensino béasico.

3. Estimular o uso da linguagem simbdlica da mateméatica e ampliar significados ja
existentes no desenvolvimento geométrico, a partir das ferramentas permitidas na

construcao de objetos geométricos por régua e compasso.

4. Analisar a resignificar formas de abordagem da geometria na Educacao de Jovens
e Adultos - EJA, a partir das construcoes geométricos por régua e compasso do

software de geometria dinamica, o GeoGebra.

5. Analisar as possibilidades de construcao de letramento matematica numa perspec-

tiva colaborativa voltada para releitura de geometria e convivéncia em sociedade.

Metodologia

O trabalho ficou organizado e desenvolvido em trés etapas:

e primeira etapa: coincidindo naturalmente com o cronograma de aulas da disciplina,

identificando pré-requisitos teodricos e logisticas para o desenvolvimento da proposta;

e segunda etapa: atividades de reconhecimento do software de geometria dinamica,
GeoGebra;

e terceira etapa: aplicacao de uma sequéncia de atividades que propoe a construcao
de objetos geométricos, com o auxilio de régua e compasso do software de geometria
dindmica, o GeoGebra e, argumentos de validacao da figura-solu¢ao. As atividades
propostas foram divididas em dois grupos de quatro secoes de 80 minutos. As quatro
primeiras relacionadas aos Capitulos 1 e 2, sem instrucoes, ou “passo a passo’ de
construcao da figura-solugao do desafio geométrico, enquanto as outras referentes

aos Capitulos 3 e 4, foram introduzidas as instrucoes do processo de construcao.
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A avaliacao prévia das turmas de Educacao de Jovens e Adultos, eixos IV e V da
Escola Municipal Giltonia Pereira de Souza, localizada em Arembepe na linha verde no
Municipio de Camacari, regiao metropolitana de Salvador, identificou grupos com carac-
teristicas de classes multiseriadas, grande a variacao de faixa etéria e niveis de letramento
bastante diversificado. A primeira atividade envolvendo conhecimentos prévios de Geome-
tria, consistia em determinar, com o auxilio de uma régua graduada, o valor aproximado
do perimetro de duas figuras geométricas distintas, um triangulo e um retangulo, os re-
sultados sem excecao, apresentaram um trago comum, a referéncia para a medicao nao foi
0 zero, mas a partir do niimero 1. Os conhecimentos em geometria desses grupos estavam
ainda restritos ao espaco e forma de alguns objetos fisicos do dia a dia e baixissimo nivel
de abstracao.

Verificou-se que o processo de ensino e aprendizagem com estudantes apresentando tal
contexto de formacao basica, exigiria outros meios que os colocassem como sujeitos da acao
pedagogica, potencializando formas de aprendizagem mais atraentes, que os envolvesse
conquistando o desejo de superar os desafios, que segundo Perrenoud [6][2004](2007, p.55),

em 'Trés condicoes para aprender:

|...] Para aprender, é preciso encontrar-se tao frequentemente quanto possivel:
e em uma situagao que nao ameace a identidade, a seguranca, a solidariedade
dos que aprendem;

e em uma situacao mobilizadora, que tenha sentido e que provoque uma ati-
vidade na qual o aprendiz se envolva pessoal e duradouramente;

e em uma situagao que solicite o sujeito em sua zona proxima de aprendizagem

(menor desequilibrio possivel, obstéculo transponivel).

No percurso de aplicagao desta proposta ocorrem algumas dificuldades caracterizadas
pela hostilidade entre colegas, o alto indice de violéncia no entorno, consumo de alcool e
drogas, a evasao escolar do turno noturno, principalmente na alta estagao e a interrupcao
do uso do laboratério no terceiro trimestre para manutencao foram motivos de grande
preocupacao. Muitos estudantes sao atraidos por trabalhos temporarios, elevando a taxa
de evasao e repeténcia da escola. Nessas turmas, as nocgoes de geometria plana sobre
ponto, reta e plano, angulos, triangulos e pontos notaveis, quadriliteros, relagoes e pro-
priedades, perimetro e area, nogoes de solidos geométricos e volume ocorrem no periodo
do 2° trimestre. Depois, ainda nesse trimestre, os alunos frequentaram aulas teéricas e
praticas no laboratorio de informética com exercicios exploratorios das ferramentas do
GeoGebra. Com a interdi¢ao do laboratério houve uma descontinuidade e, s6 foi possivel
a aplicacao da terceira a partir de janeiro de 2018, com a participacao efetiva de 10 alunos
envolvendo as atividades de construgoes geométricas com o auxilio de régua e compasso
do software GeoGebra.

Apos avaliacao prévia foram feitas adequagoes no plano anual de curso desses grupos
de forma que, os topicos basicos de geometria fossem potencializando com os de outros

eixos e, desse modo, o projeto fosse inserido ao final do terceiro trimestre, sem suprimir
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0 que ja estava posposto no planejamento das turmas de EJA IV e V. Constatou-se que,
como ja foi dito anteriormente, os conhecimentos prévio dos estudantes dessas turmas do
noturno ainda permaneciam num estagio de representacao a objetos geométricos vincu-
lados pela aparéncia. Naturalmente na etapa seguinte, o reconhecimento das ferramentas
do GeoGebra e suas funcionalidades, notou-se que o acréscimo de novos contetidos nao
iria afetar o cumprimento do plano de curso previsto inicialmente para o ano letivo de
2017, pelo contrario, o projeto proposto possibilitou novas formas de construcao de com-
peténcias e habilidades na formacao geral desses jovens e adultos do turno noturno da

Escola Municipal Giltonia Pereira de Souza.

No periodo letivo de 2017 ocorreram diversas interrupc¢oes no calendario por conta de
paralisacoes de revindicacoes salariais e condicoes de trabalho, tanto que o ano letivo teve
de ser repactuado com término para fevereiro de 2018, a excecao dos estudantes do tltimo
ano do fundamental, que tiveram antecipacao usando um horério especial, possibilitando
que a matricula destes no estado ocorresse nos dias 17 e 18 de janeiro. Por esta razao
e motivos de forca maior, como a indisponibilidade do laboratorio de informéatica para
manutencao, acarretou a exclusao das turmas de EJA V da terceira etapa deste projeto,
deixando uma lacuna no processo de analise comparativa de resultados, embora tivessem
realizado toda segunda etapa do projeto, a de reconhecimento das ferramentas reta, se-
mirreta, segmento, ponto, compasso, mover, exibir e esconder rétulo, trocar o rotulo, cor,
tipo de linha, criar uma pastas e exportar os objetos geométricos construidos e evitar o
uso de ferramentas nao permitidas neste trabalho, tais como arrastar objetos e o uso de
medidas fixas predefinidas. Os recursos disponibilizados no laboratorio de informaética,
pos manutencao, foram 15 maquinas em bom estado de uso com o software GeoGebra ja
instalado, mas sem internet. O processo teve continuidade nos meses de janeiro e fevereiro

conforme o Apéndice A.

A metodologia de aplicacao deste projeto ficou caracterizada em cada etapa por acoes
somativas com o propoésito de identificar caminhas que venham resignificar metodologia
e praticas pedagogicas através da valorizacao do ativismo do estudante, de construcao
de novas competéncias e habilidades a partir de preexistentes usando outras linguagens,
estimular a formacgao matematica através do raciocinio loégico e dedutivo, incentivar o saber
aprender e o saber fazer relacionando acoes colaborativas ao cumprimento das atividades

propostas.

Antes do inicio das atividades n° 1, 2, 3 e 4, uma pequena pausa para as orientacoes e
o trabalho prosseguia até as 20 : 20h, ou as 21 : 40h dependendo do dia da semana, mesmo
assim, os estudantes insistiam em permanecer no laboratério na tentativa de concluir as
atividades com construcoes parciais. Para facilitar o trabalho, todas atividades foram
impressas segundo a sequéncia sugerida no Apéndice A. Observou-se que quando o aluno
nao conseguia desenvolver um plano de construcao, passava a fazer figuras geométricas
quaisquer como passatempo e para evitar tais situacoes, eram questionado sobre o plano

de construcao da figura, quais procedimentos, como ele desenvolveu o plano de construcao,
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embora muitas vezes nao houvesse plano algum, o propdsito ai era estimular a execucao
das atividades e desenvolvimento do raciocinio geométrico segundo a introducgao deste
trabalho. Estudantes nesta situacao, em geral, reiniciavam a construcao completamente
depois de novas orientacoes. Constatamos também que esses estudantes, além de mais in-
seguros, sempre estavam buscando um apoio, ou seja, a perguntar se o que estava fazendo
era o correto, porém cabe ao orientador (o professor aplicador) mediar tais desequilibrios.
Incentivar e questionar o qué, o porqué, investigar quais propriedades dos objetos estao
sendo evidenciadas, quais as relacoes deste com outros objetos, quais diferencas e seme-
lhancas e principalmente quais construcoes elementares sao permitidas usando régua e
compasso e partindo destas obter novas construgoes. Para as quatro tltimas atividades,
foram incluidos instrucoes de construcao e novamente observou-se comportamento idén-
tico. Nao podemos informar se os estudantes tiveram acesso a algum plano de construcao
via internet e se tal fato tenha ocorrido nao foi no laboratério, mas por outros meios.
Constatou-se que houve um processo de apropriacao mais rapido da linguagem e fun-
cionalidades das ferramentas do software em relacao a linguagem matematica tradicio-
nalmente ensinada nas salas de aula, que prevalessem também em relacao & escrita e por
ultimo a formulacao de argumentos de validagao da solucao final de cada desafio proposto.
Observou-se que quando conseguiam fazer alguma redacao era através de frases curtas,
soltas e desprovidas de conectivo, sem uma ideia que apresentasse um texto com introdu-
¢ao, desenvolvimento e conclusao. Outro fator que chamou a atencgao foi com relacao ao
cumprimento das atividades que deveria ocorrer de forma sequencial, isto é, obedecendo
a ordem que foi sugerida. Nas duas primeira atividades os alunos que por ventura fal-
taram a aula anterior sempre queria fazer os mesmos desafios dos que nao faltaram, isso
acarretou mais dificuldades, pois aqueles desafios serviam de suporte para os proximos.
Obviamente o grau de complexidade do plano de construcao das atividades em geral iam
se ampliando, e na ordem inversa os resultados praticos obtidos, tal que as construcoes

propostas a partir da quarta atividade ocorrem de forma superficial.

5.2 Consideracoes Finais

Analise de Resultados

Pelos anexos, constatou-se que o desempenho de cada estudante foi satisfatorio conforme
o seu tempo real de aprendizagem, basta observar o nimero de mesmo rotulos de figura-
solucao, contrapondo as dificuldades enfrentadas no processo.

Positivamente este projeto mostrou que é possivel buscar novos ambientes de apren-
dizagem com potencialidade de estimular a autonomia dos estudantes, de construir uma
cultura de valorizacao dos saberes ja construidos, de valorizar e respeitar a diferenciacao
e tempo de resposta aos estimulos direcionados durantes as aulas e de que é possivel
construir novas competéncias sem a reprovacao que tanto colabora para denegrir a auto-

imagem dos estudantes.
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Segundo Perrenoud [6](2004, p.15):

[...] € mais facil ensinar saberes do que levar o aluno a construir competéncias,
é mais facil também ensinar e avaliar saberes de baixo nivel (memorizac¢ao) do
que de alto nivel (raciocinio). Em um ano letivo, o aluno pode assimilar regras
e nogoes particulares. Nao pode ao mesmo tempo, construir uma cultura
cientifica ou histoérica, aprender completamente a ler, a produzir textos, a

raciocinar, a argumentar, a antecipar, a debater, a imaginar, a comunicar.

Pela aplicacao do projeto, observou-se claramente a dificuldade do grupo participante
em produzir argumentos matematicos de releitura do raciocinio l6gico empregado no plano
de construcao de cada objeto geométrico construido. Entretanto deve-se considerar que
os conhecimentos prévio desses alunos, oriundos de um processo histérico de vulnerabili-
dade social, remetem & representacao visual, sem uma compreensao clara de suas partes
e propriedades. Por outro lado um olhar criterioso desses estudantes neste contexto,
comparando com os resultados das atividades propostas, ainda que preliminar, é estimu-
lador para novas agoes no sentido de desenvolver uma cultura de ensino e aprendizagem
significativa, dinamica, critica e reflexiva.

No processo de desenvolvimento das atividades deste projeto, observou-se que:

e Ha& um vinculo muito forte no sentido de dependéncia de acao do professor, para

que o aluno possa construir um plano de resolucao de um problema.

e As construcoes fundamentais que apresentam poucos passos de construcao obtive-
ram maior indice de aproveitamento, quanto maior o encadeamento e mais comple-
xas, os alunos tendem se perderem em meio ao percurso de plano de construgao da

figura.

e Hai a tendéncia da linguagem digital se sobrepor a simbolica da matemaética, oral e
escrita. A pesar de ao final do primeiro grupo de atividades, os alunos ja construirem
um discurso oral de construcao da figura-solucao, observou-se que as tentativas de
escrita de um texto argumentativo se restringiu a algumas frases soltas do tipo: “pri-
meiro peguei o ponto, depois do segmento o circulo e coloquei na reta”. A dificuldade
na escrita desses alunos esta claramente relacionada ao nivel de suas apresentacoes e

consequentemente em construir argumentos matematicos para justificar resultados.
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Apéndice A

Construcoes Geométricas Realizadas no
GeoGebra por Estudantes de EJA IV

Cronograma:

A aplicacao das atividades deste projeto nas turmas do noturno de EJA IV, para ensino
de geometria com o foco em construgoes geométricas com o auxilio de régua e compasso do
software GeoGebra, segue as seguintes datas, conforme referéncia dos capitulos, secgoes e
subseccoes:

16 — 01 — 2018 - atividade n° 1: Referéncia Capitulo 1: Seccao 1.1 e a Subseccao 1.1.1
com resultados no Apéndice B. Para o desenvolvimento desta atividade as orientacoes
foram passadas preliminarmente e no periodo de duas aulas os estudantes estiveram sob
observagao do orientador o professor Fernando Eliel de Lima. Fizeram perguntas pontu-
ais como certificar-se de que o procedimento estava correto e se realmente a medida do
segmento transportado era igual, isto ¢, se a medida do segmento dado se conservava ao
ser transportado. Outras perguntas que ocorreram eram sobre algumas funcionalidades
de ferramentas do software GeoGebra. Como respostas para estas perguntas solicitou-se
que os alunos observassem as anotacoes sobre o uso das ferramentas do GeoGebra e as
construcoes fundamentais permitidas.

17 — 01 — 2018 - atividade n°2: Referéncia Capitulo 1: Subsec¢ao 1.1.2, resultados
no Apéndice C. Essa atividade é uma continuacao do Capitulo 1 deste trabalho, houve
aqui também uma producao, considerando-se a base tedrica desses jovens e adultos do
EJA TV, as condigOes materiais e a jornada complementar de estudos para muitos destes
depois de um dia de trabalho.

23 — 01 — 2018 - atividade n°3: Referéncia Capitulo 1: Secgao 1.2 resultados no
Apéndice D. A partir desta atividade a producao foi reduzindo, tanto que, somente 40%
do grupo, mesmo com erros, realizou a atividade.

24 — 01 — 2018 - atividade n°4: Referéncia Capitulo 1: Seccao 1.2 com os resultados
no Apéndice E. As dificuldades apresentadas pelo grupo, nao se resume a falta de inicia-
tiva em desenvolver a atividade, mas & irregularidade da frequéncia influenciou muito no

resultado final da proposta do projeto. O aluno que faltou a aula anterior, na aula se-
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guinte tenta realizar a atividade do dia. Se o éxito dos desafios dependem do aprendizado
da aula anterior, estes teriam que voltar para a atividade anterior s6 assim para depois
prosseguir. O baixo referencial teérico desses alunos, a baixa frequéncia e a ampliacao
do nimero de passos para realizar a construcao do objeto, poucos conseguiram evoluir a
partir da atividade n°4. Algumas tentativas pontuais foram realizadas, porém sem muito
éxito. Até aqui nao foram inseridos sugestoes de roteiro de construcao. As instrugoes e
duvidas eram realizadas antes de comecar os trabalhos, queremos dizer antes de abrirem
a tela do computador.

30 —01 — 2018 - atividade n° 5: Referencia Capitulo 2: Seccao 1.3, Seccao 2.1 e Seccao
2.2. Nesta atividade nao houve producao, os alunos estavam atrasados em relacao as
construcoes das atividades anteriores que servem de suporte para as proximas construcoes.

31 — 01 — 2018 - atividade n° 6: Referéncia Capitulo 3: Seccao 3.1. Aqui também nao
houve producao pelas mesmas razoes descritas na data anterior.

06 — 02 — 2018 - atividade n° 7: Referéncia Capitulo 3: Seccao 3.2, Seccao 3.3, Seccao
3.4 e Subseccao 3.4.1. Houve por parte de alguns alunos a tentativa de realizar os desafios
desta atividade, porém sem muita relagao com os contetidos tedricos estudados em sala
de aula, que resultou no Apéndice F.

07 — 02 — 2018 - atividade n°8: Referéncia ao Capitulo 4. A partir da atividade n°® 5
os desafios vinham acompanhados de um resumo do plano de construcao, resultados do
Apéndice G.



Apéndice B

Construcoes Geométricas - Atividade

n°1

O rétulo de cada figura-solucao esté identificado pela inicial maitscula do nome do estu-

dante, o nimero que identifica a atividade e o ntmero do desafio.

Figura B.1: El: Transporte de segmento para a reta.
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Figura B.2: Gl: Transporte de segmento para a reta.

A\

Figura B.3: Th: Transporte de segmento para a reta.

\_/

Figura B.4: Sl: Transporte de segmento para a reta.
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Figura B.5: Jo: Transporte de segmento para a reta.

y

Figura B.6: El: Transporte de segmentos para a reta.
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Figura B.7: Gl: Transporte de segmentos para a reta.

Figura B.8: Id: Transporte de segmentos para a reta.

Figura B.9: Th: Transporte de segmentos para a reta.
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Figura B.10: Sl: Transporte de segmentos para a reta.
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Figura B.11: Ld: Transporte de segmentos para a reta.
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Figura B.12: DI: Transporte de segmentos para a reta.
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Figura B.13: Jo: Transporte de segmentos para a reta.

raio

Figura B.14: El: Transporte de segmento para o circulo.
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Figura B.15: Gl: Transporte de segmento para o circulo.

raio

S

Figura B.16: Id: Transporte de segmento para o circulo.

Figura B.17: Th: Transporte de segmento para o circulo.
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Apéndice C

Construcoes Geométricas - Atividade

n°2

A seguir as construgoes realizadas pelos estudantes de EJA TV na segunda atividade sobre

construcoes geométricas com o auxilio de régua e compasso do software GeoGebra.

Figura C.1: El: Transporte de angulo para a reta.
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Figura C.2: Gl: Transporte de angulo para a reta.

(=-

Figura C.3: Jd: Transporte de angulo para a reta.

Figura C.4: Id: Transporte de angulo para a reta.
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Figura C.5: Th: Transporte de angulo para a reta.

Figura C.6: Sl: Transporte de angulo para a reta.

Figura C.7: Ld: Transporte de angulo para a reta.
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Figura C.9: Jo: Transporte de angulo para a reta.

Figura C.10: El: Angulo de 30°.
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Figura C.11: Ma: Angulo de 30°.

Figura C.12: El: Divisao de 90° em trés partes iguais.
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Figura C.13: Jd: Divisao de 90° em trés partes iguais.

Figura C.14: Sl: Divisao de 90° em trés partes iguais.
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Figura C.15: Ld: Divisao de 90° em trés partes iguais.

Figura C.16: Ma: Divisao de 90° em trés partes iguais.

Figura C.17: Jo: Divisao de 90° em trés partes iguais.
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Apéndice D

Construcoes Geométricas - Atividade

n°3

Figura D.1: Ld: Perpendicular por um ponto pertencente a reta.
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Figura D.2: Ma: Perpendicular passando pelo ponto médio de um segmento.

U/

Figura D.3: Ld: Perpendicular passando pelo ponto médio de um segmento.
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Figura D.4: Id: Perpendicular por uma das extremidades do segmento.

Figura D.5: Sl: Perpendicular por uma das extremidades do segmento.
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Figura D.6: Ld: Perpendicular por uma das extremidades do segmento



Apéndice E

Construcoes Geométricas - Atividade

n°4

Figura E.1: El: Inscricao do quadrado

73



74

E. Constru¢oes Geométricas - Atividade n°4




Apéndice F

Construcoes Geométricas - Atividade

n°7

Figura F.1: El: Média aritmética
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Apéndice G

Construcoes Geométricas - Atividade

n°8

Figura G.1: El: Construcao do quadrado equivalente ao triangulo retangulo.
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Figura G.2: Jd: Construcao de um quadrado equivalente ao triangulo retangulo.

Figura G.3: Gl: Construcao de um quadrado equivalente ao triangulo retangulo.



Apéndice H
Indicador de satisfacao dos estudantes

Ao final dos trabalhos realizados, segundo essa proposta didatica, envolvendo CONSTRU-
COES GEOMETRICAS COM O AUXILIO DE REGUA E COMPASSO DO SOFT-
WARE GEOGEBRA, aplicou-se uma pesquisa qualitativa sobre o perfil socioecondémico,
tracos de construcao de conhecimentos geométricos e grau de satisfacao dos estudos de-
senvolvidos pelo grupo. A seguir a pesquisa com os respectivos indicadores:

Pesquisa Qualitativa

1. Qual a sua idade?
Indicador: A faixa etéaria do grupo varia de 17 a 45 anos, com média aritmética de

24 anos.

2. Vocé tem filho? Quantos?

Indicador: 50% dos educandos do grupo tem de 1 a 3 filhos.

3. Vocé trabalha com carteira assinada? Trabalho em emprego temporario? Nao
trabalha de forma alguma?
Indicador: 30% trabalham com carteira assinada; 50% trabalham em empregos

temporéarios e 20% nao trabalham de forma alguma.

4. Voceé ja sabia usar o computador antes das aulas no laboratorio de informéatica?
Indicador: 60% dos educandos deste grupo ja sabia, de alguma forma, usar o com-

putador antes das aulas no laboratorio e 40% nunca usou o computador.

5. Voceé ja conhecia o software de geometria dinamica, GeoGebra, antes desta proposta
de atividades no laboratorio de informatica?

Indicador: 100% néao conheciam esse tipo de recurso tecnologico.

6. Em algum momento de sua formagao, em anos anteriores a 2017, algum professor
de matematica trabalhou a geometria usando régua e compasso? Se a resposta for

sim, em que ano?
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Indicador: 90% responderam ndo, ou seja, nenhum professor de mateméatica ha-
via trabalhado o estudo de geometria usando régua e compasso. Enquanto 10%
respondeu sim em 2013.

7. Comparando metodologias e recursos, qual a sua preferéncia?

e Aulas expositivas e recursos em classe.
Indicador: 30% tem preferéncia por esse estilo metodologico.

e Atividades desenvolvidas no laboratorio.
Indicador: 70% preferem as aulas no laboratorio.

8. Na sua opiniao de que forma vocé aprende mais satisfatoriamente?

e Com o professor expondo os contetidos em classe.
Indicador: 60% indicaram esta op¢ao, aparentemente contrariando o indica-
dor do quesito anterior, porém isto revela a sistematizacao da dependéncia
do desenvolvimento do raciocinio logico formal do aluno em relagao a préatica
pedagogica do professor.

e Usando recursos digitais no laboratério de informética.
Indicador: 40% aponta uma opgao mais tecnologica, tendéncia natural de es-
tudantes com mais habilidades em novas tecnologias.

9. Numa escala de zero a dez, que nota vocé atribuiria a sua aprendizagem envolvendo
construcoes geométricas usando régua e compasso na plataforma de geometria di-
namica do GeoGebra?

Indicador: Média aritmética atribuida as notas, 7, 7.

10. Numa escala de zero a dez que nota vocé atribuiria as atividades sobre construcgoes
geométricas usando o GeoGebra?

Indicador: Média aritmética atribuida as notas, 8, 0.

11. Numa escala de zero a dez, qual o seu grau de satisfacao com relagao as aulas reali-
zadas no laboratério envolvendo as construgoes geométricas com régua e compasso?
Indicador: Média aritmética atribuida as notas, 9, 0.

12. Por que, mesmo depois do toque final da ultima aula, a maioria de vocés, ainda

assim, insistiam em permanecer nos computadores fazendo a atividade? Indicador:

e O porque é bom e eu Aprendo mais quanto mas Eu fico Eu vou Aprender.

e por qué eu queria terminar meu Trabalho é por que eu gosto do Soft por que

ele ajuda muinto no aprendizado sobre geometria.

e Eu ou agente insistimos porque as vezes nos distrair-mos no tempo.
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e porque no computador agente aprende muitas coisas sobre matematica e é mais

facil agente gravar as coisas mais facies.
e Proque eu mi distrai e nao deu tempo de termina atividade.
e Quando bate o sinal agente sai da aula na hora.

Observou-se também que 40% do grupo nao entregaram o questionéario em funcao

da dificuldade na redagao do ultimo quesito.



82

H. Indicador de satisfacao dos estudantes




Referéncias Bibliograficas

1]

2]

13l
4]

[5]

[6]

|7l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

AABOE, A. Episodios da Histéria Antiga da Matemética. Colecao Fundamentos da
Matematica Elementar. Rio de Janeiro: SBM, 1984.

HEFEZ, A.; VILLELA, M. L. Polinomios e Equacoes Algébricas. Cole¢ao Profmat.
Rio de Janeiro: SBM, 2012.

MUNIZ NETO, A. C. Geometria: Colecao Profmmat. Rio de Janeiro; SBM, 2013.

BOYER, C. B. Traducao: Elza F. Gomide. Histéria da Matemética. Sao Paulo:
Edgard Blucher, 1974.

WAGNER, E. Construcoes Geométricas. Colaboracao de José Paulo (). Carneiro.
Colecao do Professor de Matematica. 6.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2007.

PERRENOUD. Tradugao: Patricia Chittoni Ramos Reuillard. OS CICLOS DE
APRENDIZAGEM Um caminho para combater o fracasso escolar. Porto Alegre:
Artmed, 2004.

EVES, H. Traducao: Hygino H. Domingues. Introducao a Histéria da Matematica.
3.ed. Campinas, SP: UNICAMP, 2004.

BARBOSA, J. L. M. Geometria Euclidiana Plana: Colecao do Professor de Mate-
maética. 11.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

NETO, A. GEOMETRIA: Colecao PROFMAT. Rio de Janeiro: 2013, p.(1-210)

DOLCE, O.; POMPEO, J. N. Fundamentos de Matematica Elementar: geometria
plana. v.9. 8.ed. Sao Paulo: Atual, 2005.

SADOVSKY, Patricia, Falta Fundamentacao Diddtica no Ensino da Matemdtica,
Nova Escola. Sdo Paulo: Ed. Abril, Jan./Fev. 2007, p.15.

BRASIL - Parametros Curriculares Nacionais (1% a 4% série): Matemética/ Secretaria
de Educagao. Educagdo Fundamental. Brasilia: MEC/ SEF, 1997. 142p. p.26

BRASIL - Parametros Curriculares Nacionais: Matematica,/ Secretaria de Educagao
Fundamental. Brasilia: MEC/ SEF. 1998. 146p. p.19 e p.48

83



84 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[14] NETTO, S. L. Construgoes Geométricas: Exercicios e Solugoes. Cole¢ao do Professor
de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2009.

[15] ROQUE, T. e CARVALHO, J. B. P. Topicos de Historia da Matematica. Colecdo
Profmat. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

[16] GIRALDO, V.; CAETANO, P.; MATTOS, E. Recursos Computacionais no Ensino
de Matematica. Cole¢ao Profmat. Rio de Janeiro: SBM, 2013.



