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RESUMO

As apresentacfes multimidias sdo as mais eficazes para garantir a percepcéo e o
cumulo de conhecimento. Isso porque incitam mais sentidos que as simples midias,
pois em cada momento o usuario é estimulado, em mais de um sentido, a
capacidade de processamento e armazenamento das informag¢des. As multimidias
gue envolvem textos, graficos, sons, imagens, animacao e outros, S0 muito mais
dindmicas e no contexto educacional facilitam ao aluno um melhor entendimento dos
fatos desenvolvidos nas situacdes-problemas, promovendo meios para sua
resolucdo. Este trabalho tem por objetivo mostrar a importancia dos aspectos
audiovisuais na resolucdo de problemas de geometria. O processo escolhido para o
desenvolvimento deste trabalho foi a producdo de um material multimidia com a
resolucdo audio visual com animacdes de algumas questbes do nivel dois de
geometria das provas da 12 a 82 OBMEP - Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas, elaboradas no software Power Point, com énfase em animacdes
dos elementos e figuras geométricas, e apresentadas através do software Camtasia

Studio com a narracdo em video.

Palavras-chave: Matematica interativa; Olimpiadas-Matematica; Audiovisual;

Geometria-Estudo e ensino.



ABSTRACT

The multimedia presentations are most effective in ensuring the realization and
accumulation of knowledge. That they stimulate more senses than simple media,
because every time the user is encouraged in more than one sense, the capacity of
processing and storage of information. The multimedia involving text, graphics,
sounds, images, animation and others are much more dynamic in the educational
context and facilitate the student a better understanding of the facts developed in
problem situations, providing means for its resolution. This work aims to show the
importance of visual aspects in solving geometry problems. The process chosen for
the development of this work was the production of a multimedia material with
resolution audio visual animations of some issues at level two geometry proofs of 1st
to 8th OBMEP - Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas (Brazilian
Mathematical Olympiad of Public Schools), developed in the software Power Point,
with emphasis on animations and elements of geometric figures, and submitted using

the software Camtasia Studio video with narration.

Keywords: Matemética interativa; Olimpiadas-Matemética; Audiovisual, Geometria-
Estudo e ensino.



INTRODUCAO

O seguinte trabalho é parte constituinte de um trabalho desenvolvido por um
grupo de trés integrantes: Augusto Lacerda Lopes de Carvalho Junior, Mario
Henrique da Silva e Ronildo Lopes Pontes. Sendo o trabalho integral um material
multimidia contendo resolugbes &udio visual de quarenta e cinco questbes
comentadas e com animacfes. Este trabalho aborda sobre a resolucdo comentada
de quinze questdes de geometria das provas da 12 a 82 Olimpiada Brasileira de
Matematicas das Escolas Publicas — OBMEP, onde todas as questfes sdo das
provas do nivel dois e da segunda fase.

As ferramentas utilizadas para a confeccdo do trabalho integral foram os
softwares PowerPoint para a producéo dos Slides e o Camtasia para a gravagao dos

videos.

Uma das ideias para a confeccao deste trabalho integral veio do fato de que
existem poucos materiais desse tipo, existem muitas video-aulas, mas resolucéo
audio visual comentada e com animac¢des encontramos poucas, principalmente em
geometria. Além disso, temos os alunos, que hoje ja nascem inseridos em um
mundo tecnoldgico onde as informacdes sdo transmitidas de modo dindmico e com
diversos recursos destinados a prender sua atencdo. Segundo os Parametros

curriculares nacionais. 2. Matematica: Ensino de quinta a oitava séries
(...) “a atual tecnologia de producdo de videos educativos permite
gue conceitos, figuras, relacdes, graficos sejam apresentados de
forma atrativa e dindmica. Nos videos, o ritmo e a cor sédo fatores
estéticos importantes para captar o interesse do observador. Além
disso, esse tipo de recurso possibilita uma observacdo mais

completa e detalhada na medida em que permite parar a imagem,
voltar, antecipar” (Brasil, 1998, p. 46).

A finalidade do desenvolvimento deste trabalho foi a compreensao através de
alegagcbes visualmente animadas dos conceitos e propriedades inerentes a
geometria proposta pelos PCN's ao quarto ciclo do Ensino Fundamental da
educacdo basica, pois acreditamos que nas situacOes-problemas geométricos o

visual € fundamental no entendimento das resolucfes, as quais muitas vezes néo



séo apresentadas dessa forma nos livros didaticos. Pensou-se em disponibilizar um
material audiovisual diferenciado que tornara mais prazeroso 0 ensino e

aprendizagem dos problemas geométricos propostos na segunda fase da OBMEP.

No intuito que este trabalho sirva como um instrumento inovador na
construcdo do conhecimento geométrico e que 0 mesmo seja assistido por todos os
envolvidos no ensino e aprendizagem da geometria, principalmente pelos novos

talentos que estédo sendo revelados pela OBMEP.



METODOLOGIA

O PROFESSOR E AS NOVAS TECNOLOGIAS

Na aurora do século XXI, as escolas carecem os professores preparados para
interagir com uma geracado mais atualizada e mais informada, porque os modernos
meios de comunicacdo, liderados pela Internet, permitem o0 acesso instantaneo a
informacéo e os alunos tém mais facilidade para buscar conhecimento por meio da
tecnologia colocada a sua disposicao.

Os procedimentos didaticos, nesta nova realidade, devem privilegiar a
construcéo coletiva dos conhecimentos mediada pela tecnologia, na qual o professor
€ um participante pré-ativo que intermedia e orienta esta construcao.

Trata-se de uma inovacdo pedagodgica fundamentada no construtivismo
sociointeracionista que, com os recursos da informatica, levard o educador a ter
muito mais oportunidade de compreender 0S processos mentais, 0s conceitos e as
estratégias utilizadas pelo aluno e, com esse conhecimento, mediar e contribuir de
maneira mais efetiva nesse processo de construcdo do conhecimento, como sugere
Valente, (1999,p.22).

O papel do educador estd em orientar e mediar as situacbes de
aprendizagem para que ocorra a comunidade de alunos e idéias, o
compartilhamento e a aprendizagem colaborativa para que aconteca a apropriacao
que vai do social ao individual, como preconiza o ideério vygotskyano. O professor,
pesquisando junto com os educandos, problematiza e desafia-os, pelo uso da
tecnologia, a qual os jovens modernos estdo mais habituados, surgindo mais

facilmente a interatividade.

OS RECURSOS TECNOLOGICOS NO PROCESSO DE MUDANCA

Sabemos que a educacdo precisa ser repensada e que é preciso buscar
formas alternativas para aumentar o entusiasmo do professor e o interesse do aluno.
Qual o papel da tecnologia nesse processo de mudancga? A aplicacao inteligente da

multimidea na educacao é aquela que sugere mudancas na abordagem pedagdgica,



encaminhando os sujeitos para atividades mais criativas, criticas e de construgcédo
conjunta.

Os recursos tecnologicos facilitam a passagem do modelo mecanicista para
uma educacao sociointeracionista, ainda que a realizacdo de um novo paradigma
educacional dependa do projeto politico-pedagégico da instituicdo escolar, da
maneira como o professor sente a necessidade desta mudanca e da forma como
prepara 0 ambiente da aula. E importante criar um ambiente de ensino e
aprendizagem instigante, que proporcione oportunidades para que seus alunos
pesquisem e participem na comunidade, com autonomia.

E a partir da criteriosa escolha dos softwares educativos e da adequada
utilizacdo da Web (com todas as suas funcionalidades, entre elas o hipertexto) que
podemos almejar maneiras de trabalho mais ousadas e até mais interativas. A
simples ‘transmissdo de conteudos’ realizada através do computador e da Web nao
possibilita espaco para que o aluno crie, aprenda, produza, torne-se cidaddo do
mundo.

A tecnologia facilita a transmissdo da informacdo, mas o papel do professor
continua sendo fundamental na escolha e correta utilizacdo da tecnologia, dos
softwares e seus aplicativos para auxiliar o aluno a resolver problemas e realizar
tarefas que exijam raciocinio e reflexdo. Segundo Leite et al, temos que:

“Diante desta realidade, torna-se necessario que as escolas passem
a trabalhar visando a formacdo de cidaddos capazes de lidar, de
modo critico e criativo, com a tecnologia no seu dia-a-dia. Cabendo
a escola esta funcéo, ela deve utilizar como meio facilitador do
processo de ensino-aprendizagem a propria tecnologia com base
nos principios da Tecnologia Educacional ((2000), p. 40).”

Diversos sdo os tipos de aplicativos que o professor pode escolher,
dependendo dos objetivos da disciplina, conteudo, caracteristicas dos educandos e
proposta pedagogica da escola. Cortelazzo (1999, p.22-23) apresenta uma
classificacdo de softwares em: software de informacéo (sé transmite a informacéo),
tutorial (ensina procedimentos), de exercicio e pratica (exercicios de instrucdo
programada), jogos educacionais (jogos de cunho pedagoégico), simulacdo (simulam
situacdes da vida real), solucdo de problemas (situacdes problematicas para o aluno
solucionar), utilitarios (executam tarefas pré-determinadas), software de autoria

(programas especificos), aplicativos (realizam uma tarefa com diversas operagdes);
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enfim, é grande a lista de softwares e midias que s@o simples exercicios de memaria
ou que auxiliam na construcdo continua do sujeito individual e coletivo, mas,
sobretudo colaborativo, solidario e humano.

As aulas desenvolvidas por meio do tecnoldgico, dos diferentes softwares
poderdo ser presenciais — com auxilio do professor ou de tutores — e a distancia.

A importancia da utilizagao dos recursos virtuais no ensino presencial, quando
em alguns momentos/etapas possa haver interatividade virtual, por meio do correio
eletrbnico. Muitos professores ja recebem trabalhos dos alunos virtualmente,
avaliam e enviam a avaliagdo por e-mail ou utilizam os recursos da Internet para
pesquisa. Um inicio de autonomia e independéncia acontece quando os alunos
trabalham nos computadores da escola sem a presenca do professor e orientados
por tutores.

Este trabalho foi desenvolvido pensando no aluno que além de ver as
animac0des das figuras geométricas, para as resolu¢cdes das questdes propostas nas
provas da OBMEP, ele tera uma narracdo em audio para auxiliar o entendimento
das solucBes. As ferramentas utilizadas para a confecgcao do trabalho integral foram
os softwares PowerPoint para a producdo dos Slides e o Camtasia para a gravacao
dos videos.

A ideia principal para a confecgdo deste trabalho integral veio com a
oportunidade de trabalharmos com um grupo de alunos selecionados das escolas
publicas que trabalhamos e que as atividades trabalhadas usando alguma midia
eletrdnica, os alunos tiveram uma maior participacdo e entendimento, pois eles ja
estdo inseridos em um mundo tecnolégico onde as informacdes sao transmitidas de

modo dinamico.

Temos assim um instrumento inovador na construcdo do conhecimento
geomeétrico do aluno e que sirva como fonte inspiradora para profissionais da
educacado para que estes produzam suas midias, pensando sempre em um melhor

aprendizado para nossos educandos.
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QUESTOES

Nessa secdo apresentamos as quinze questdes e resolucdes desenvolvidas
por este trabalho que € componente de um trabalho integral do material multimidia
contendo resolucdes audio visual de questdes comentadas e com animacgdes, nas
quais foram retiradas das provas da 12 a 82 Olimpiada Brasileira de Matematicas das
Escolas Publicas — OBMEP, onde todas as questdes foram retiradas das provas do

nivel dois e da segunda fase.

QUESTAO 1 (OBMEP — 2005)
O quadrado ABCD da figura esta dividido em 16 quadradinhos iguais. O

quadrado sombreado tem os vértices sobre os pontos médios do quadrado EFGH.

A E B

/ )

4

D G c

£
[~
_—]

\

(@) A area do quadrado EFGH corresponde a que fragdo da area do quadrado
ABCD?

(b) Se o quadrado ABCD tem 80 cm? de éarea, qual é o lado do quadrado

sombreado?
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Resolucéo - Item (a)
O quadrado EFGH é formado por quatro triangulos e quatro quadradinhos, como

mostra a figura abaixo.

I
D G c

Consideremos que cada quadradinho tenha uma unidade de area (1 u.a.), assim:

Area dos quatro quadradinhos = 4 x 1 = 4 u.a.

Cada um dos triangulos tem area igual a metade da area de trés quadradinhos.

. n 1 3

Area de um triangulo = PR 3= S u-a

. A 3

Area dos quatro triangulos = 4 x ;=6ua

Area do quadrado EFGH = 4+ 6 = 10 u.a.
Area do quadrado ABCD = 16 u.a.

Portanto:

Area do quadrado EFGH 10 u.a. |
Area do quadrado ABCD 16 u.a. |

Q| v

Resolucao - Item (b)

Observe que a area da regido sombreada é a metade da area do quadrado EFGH.
A E B

\

Pelo item anterior temos que:

Area do quadrado EFGH = g da Area do quadrado ABCD
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Area do quadrado EFGH = g x 80 = 50 cm?
Area sombreada = % da Area do quadrado EFGH

Area sombreada = %x 50 = 25 cm?

Portanto o lado do quadrado sombreado € igual a:

\/drea do quadrado = V25 55 cm

QUESTAO 2 (OBMEP — 2005)
A Princesa Telassim cortou uma folha de papel retangular em 9 quadrados de

lados 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14, 15 e 18 centimetros.
(a) Qual era a area da folha antes de ser cortada?
(b) Quais eram as medidas da folha antes de ser cortada?

(c) A Princesa Telassim precisa montar a folha de novo. Ajude-a mostrando, com um

desenho, como fazer esta montagem.

Resolucao - Item (a)

A éarea da folha antes de ser cortada € igual a soma das areas dos quadrados
formados e como a &area de um quadrado é igual ao quadrado do lado A = L?,
temos:

Area do quadrado de lado 1 = 12 = 1 cm?.

Area do quadrado de lado 4 = 4% = 16 cm?.

Area do quadrado de lado 7 = 7% = 49 cm?.

Area do quadrado de lado 8 = 8% = 64 cm?.

Area do quadrado de lado 9 = 9% = 81 cm?.

Area do quadrado de lado 10 = 10% = 100 cm?.

Area do quadrado de lado 14 = 14? = 196 cm?.

Area do quadrado de lado 15 = 152 = 225 cm?.

Area do quadrado de lado 18 = 182 = 324 cm?.
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Portanto a area (4) da folha antes de ser cortada é a soma destes resultados:
A=1+16+49+ 64+ 81+ 100+ 196 + 225 + 324
A 51056 cm?

Resolucao - Item (b)

Como a folha era retangular e a area (A) de um retangulo € o produto entre a
base(b) e a altura(h), isto €, A = b x h. Entdo fatorando 1056, que era a area da

folha antes de ser cortada (solugéao do item a), temos:

1056
528
264
132

66
33
1111

1|2°x3'x 11!

Assim temos que bXxh= 2% x3x11

WhNNNIN

Os possiveis pares de fatores que o produto é 1056, sdo:

(1) x (25.3.11) =1x 1056 | (3)x(2°11) =3 x352

(2) x(2%.3.11) =2x528 | (2.3)x(2*11) =6x176

(22) x (23.3.11) =4 x 264 | (22.3) x(23.11) = 12 x 88

(23) x (22.3.11) =8x 132 | (23.3) x (22.11) = 24 x 44

2 x(2.3.11) =16 x66 | (2%.3)x(2.11) =48 x 22

(25)x (3.11) =32 x 33 (25.3) x (11) =96 x 11

Como o quadrado de lado 18 fazia parte da folha, entdo nenhum dos lados do
retangulo é menor que 18, assim temos que eliminar os produtos que possui fatores
menores que 18.

Assim:
bxh = 22x480u24 x44o0ou32 x33

Observe quando se coloca o quadrado de lado 18 cm na primeira possibilidade.
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48

[
22'-‘.

O espaco em azul, ndo pode ser preenchido (sem sobra) com os quadrados de
lados 1, 4, 7, 8,9, 10, 14 e 15 cm.

bxh = “80u24x440u32><33

Observe quando se coloca o quadrado de lado 18 cm na segunda possibilidade.

44
A

O espaco em azul, ndo pode ser preenchido (sem sobra) com os quadrados de
lados 1, 4, 7, 8,9, 10, 14 e 15 cm.

bxh = NouMouBZXBB

Portanto as medidas da folha antes de ser cortada sé podem ser:

32 cmpor 33cm
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Resolucéo - Item (c)

QUESTAO 3 (OBMEP - 2006)
Uma folha retangular de 20 cm por 30 cm foi cortada ao longo das linhas

tracejadas AC e BD em quatro pedacos: dois triangulos iguais e dois poligonos

iguais de cinco lados cada um, como na figuraI.

Os segmentos AC e BD tém 0 mesmo comprimento e se encontram no centro do

retangulo formando angulos retos.

(a) Qual é o comprimento do segmento AB?

(b) Qual é a area de um pedaco triangular? E de um pedaco de cinco lados?
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(c) Com os quatro pedacos podemos montar um quadrado com um buraco

retangular, como na figura I1. Qual é a area do buraco?

N

A4

Consideremos o quadrilatero ABCD. Agora é so verificar que o quadrilatero ABCD

Resolucao - item (a)

na figura abaixo é um quadrado. Para isso basta observar que as diagonais séo:
30

A B
1]
s
¢ 20
rd
ra
: |
D C

* De mesma medida (AC = BD)

* Se cortam ao meio (pois se encontram no centro do retangulo)

» S80 perpendiculares (pois formam um angulo reto)

Como o quadrilatero ABCD € um quadrado e BC = 20 cm, entao:
AB =BC 3 20cm

Resolucao —item (b)
Considerando P, Q, R e S os vértices do retangulo e M o centro do retdngulo, como

mostra a figura abaixo.
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30
p_A B Q
. s T
L% rd
S
,ﬂ%\ 210
' ~
Vg b
S D C R

Temos que as areas dos triangulos ABM, BCM, CDM e DAM s&o iguais a 1/4 da
area do quadrado ABCD.
Area do quadrado ABCD = 20 x 20 = 400 cm?.

Area do triangulo ABM = % x 400 5 100 cm?.

Area do retangulo PQRS = 30 x 20 = 600 cm?.
Como a é&rea do retangulo ADSP é a metade da diferenca entre as areas do

retangulo PQRS e do quadrado ABCD, assim:

600-400 200
2 = T =100 sz.

Area do retangulo ADSP =

Area do pentagono AMDSP é igual & soma das areas do retangulo ADSP e do
triangulo AMD (que tem a mesma area do triangulo ABM), portanto:

Area do pentagono AMDSP = 100 + 100 5 200 cm?.

Resolucéo —item (c)
Inicialmente identificaremos alguns pontos na figura abaixo, assim como

construiremos os segmentos AD e BC.

Os lados AB, BC, CD e DA, pelo Item (a), medem 20 cm e os retangulos AEHD e

BCGF, pelo Item (b), possuem areas iguais a 100 cm?.

A area do retangulo EFGH é igual a area do quadrado ABCD subtraida das areas
dos retangulos AEHD e BCGF, assim:
Area do retangulo EFGH = 20 x 20 — 100 — 100
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Area do retangulo EFGH = 400 — 100 — 100
Area do retangulo EFGH =| 200 cm?.

QUESTAO 4 (OBMEP - 2006)
Na figura, os triangulos ABC e DEF sao equilateros de lados 14 cm e 13 cm,

respectivamente, e os lados BC e EF sao paralelos.

(a) Calcule a medida do angulo EUT.

(b) Calcule o perimetro do poligono PQRSTU.

(c) Se o segmento PQ mede 6 cm, qual € a medida do segmento ST?
Resolucao - item (a)

Como a soma dos internos de um tridngulo é 180° e o triangulo ABC é equilatero,

seus angulos internos possuem a mesma medida, entdo temos que cada angulo

interno do triangulo ABC ¢€ igual a % = 60°.
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Como os segmentos BC e EF séao paralelos e AC um segmento transversal a eles,

entdo EUT e C sdo angulos alternos internos, portanto s&o congruentes.
Logo

—~

EUT =C 9 60°

Resolucao —item (b)

Como visto no item anterior EUT = 60°, e sabendo que os tridngulos ABC e DEF

No triangulo EUT temos dois angulos internos que medem 60° e como a soma dos
angulos internos em um triangulo € sempre 180°.
60° + 60° + ETU = 180°
ETU = 180° — 60° — 60° = 60°
Deste modo o triangulo EUT é equilatero, pois E, EUT e ETU possuem a mesma
medida. Os angulos EUT e AUP s&o angulos opostos pelo vértice, logo possuem a

mesma medida, 60°.
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Analogamente, temos que os angulos APU, FPQ, FQP, BQR, BRQ, DRS, DSR,
CST e CTS medem 60°. Assim os triangulos APU, FPQ, BQR, DRS e CST também
sao equilateros, logo possuem os seus lados com as mesmas medidas, Entao:
EU =TU, SC = ST, PF =PQ e BR=(QR
Como BC = 14 cm e EF = 13 cm, temos que o perimetro de PQRSTU é dado por:
QR+ RS+ ST +TU +UP + PQ = BC + EF
QR+RS+ST+TU+UP+PQ=14+13
QR+RS+ST+TU+UP+PQ=27cm

Resolucao - item (c)
Temos que PF = PQ = 6 cm, pois FPQ é um triangulo equilatero. Deste modo:
EP = EF — PF
EP=13-6=7cm
Como BC ¢ paralelo a EF (pelo enunciado) e AB é paralelo a DE, pois B = CST =
60°. Entdo BSEP é um paralelogramo, assim BS = EP = 7 cm.

Observando a figura, temos que SC = BC — BS,Logo SC=14—-7 =7 cm.

B~ R\/S e

D
Finalmente, como o tridngulo CST € equilatero, temos que:
ST=SCH7cm

QUESTAO 5 (OBMEP - 2007)
Na figura ABCD é um retangulo, M e N s&o pontos nos lados BC e AD,

respectivamente, e 0s numeros representam as areas dos triangulos ABQ, BQM,

MPC e CPD em cm?.
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27
16 Q

(@) Qual é a area do triangulo AMD? Por qué?

(b) Calcule a soma das areas dos triangulos AQN e NPD.
(c) Calcule a area do quadrilatero MPNQ.

Resolucéo —item (a)

Tragando a altura do triangulo AMD, e considerado H, como a intercessédo dessa

altura com o segmento AD.
B [\

A H N D
Observe que AM divide o retangulo ABMH ao meio, assim como MD divide o
retdngulo CDHM ao meio.
Portanto:
Area (AMD) = Area (AHM) + Area (DHM)
Area (AMD) = Area (ABM) + Area (DCM)
Area (AMD) = (8 +16) + (27 +9) + 60 cm?.

Resolucao —item (b)
Observe inicialmente que os triangulos AMD e BCN possuem a mesma area, pois

possuem a mesma medida de base e altura.



Assim:

16

27

Area (AQN) + Area (NPD) = Area AMD- Area (MPN Q)
Area (AQN) + Area (NPD) = Area BCN- Area (MPN Q)

Area (AQN) + Area (NPD) = Area BMQ+ Area (CMP)
Area (AQN) + Area (NPD) = 8 + 27

Resolucéo —item (c)
B

— 35 cm?

16

27

Como:

Area AMD = 60 cm? (item a)

Area AQN+ Area NPD = 35cm? (item b)

Observando a figura, temos que:
Area MPNQ = Area AMD - [Area AQN + Area NPD]

Area MPNQ = 60 — 35

Area MPNQ 3 25 cm?

QUESTAO 6 (OBMEP - 2007)
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(a) Complete a tabela abaixo, lembrando que a soma de todos os angulos internos

de um poligono regular de n lados é (n — 2) x 180°.
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n | Soma dos angulos internos | Angulo interno

180° 60°
360° 90°

R | 1] ] W

Dizemos que trés ou mais poligonos regulares se encaixam se € possivel
coloca-los em torno de um vértice comum, sem sobreposi¢cao, de modo que cada
lado que parte desse vértice € comum a dois desses poligonos. Na figura vemos

dois exemplos de poligonos que se encaixam.

Trés triangulos e dois quadrados Um decéagono e dois pentadgonos

(b) Um quadrado e dois octdgonos (poligonos regulares de oito lados) se encaixam?

Justifiqgue sua resposta.

(c) Um tridangulo equilatero, um heptagono (poligono regular de sete lados) e um

outro poligono se encaixam. Quantos lados tem esse poligono?

Resolucéo —item (a)
Como a soma de todos os angulos internos de um poligono regular de n lados é
(n—2) x 180°, entdo:
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n | Soma dos angulos internos | Angulo interno
3 180° 60°
4 360° 90°
5 540° 108°
6 720° 120°
8 1080° 135°

Para obter o valor de cada angulo interno, basta dividir a soma de todos os angulos

pela quantidade de angulos.

Resolucao —item (b)

Observe parte da tabela do item (a)

n | Soma dos angulos internos | Angulo interno

4 360° 90°
8 1080° 135°

Somando um angulo interno de um quadrado (4 lados) e dois angulos internos de
um octégono (8 lados), temos:
90° + 135° + 135° = 360° (uma volta)

Portanto um quadrado e dois octégonos se encaixam.
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Resolucéo —item (c)

A soma dos angulos internos de um heptagono regular é:
(7—2)%x180° =5 x180° =900°

entdo o angulo interno de um heptagono regular é:

900° = 7—9000
R

e temos que angulo interno de um triangulo equilatero € 60°.

Seja x 0 angulo do poligono regular que se quer encontrar, entao:

o

60° + +x = 360°

ago0 ggo 2007 _ 1200°
x= 7 7

A . . p: —-2)x180°
Como o angulo interno de um poligono regular de n lados, é dado por %

entao:
(n—2)x180°  1200°
n 7
(n—2).1260° = 1200°.n
1260°.n — 2520° = 1200°.n
1260°.n — 1200°.n = 2520°

60°.71 = 2520°
_2520° _
=600

Portanto o poligono regular que se encaixa com um triangulo equilatero e um

heptagono possui B2 lados.
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QUESTAO 7 (OBMEP - 2008)
A figura abaixo representa o terreno de Sinha Vitdria. Esse terreno € dividido

em duas partes por uma cerca, representada pelo segmento AC. A parte triangular

ABC tem areaigual a 120 mz2.
B

10m

(@) Qual é a area total do terreno?

(b) Sinha Vitdria quer fazer uma nova cerca, representada pelo segmento AF na

figura, de modo a dividir o terreno em duas partes de mesma area. Qual deve ser a

distancia CF?

Resolucéo —item (a)

A parte poligonal ACDE é um trapézio retangulo e como a area (4) do trapézio é a

metade da soma das bases (B e b) multiplicado pela altura (h), isto é A = (B;b) X h.

Area (ACDE) = £ 10 = 15 x 10 = 150
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Como a area do terreno € a soma da parte triangular ABC com a parte quadrangular
(trapézio), entdo:

Area (ABCDE) = Area (ABC) + Area (ACDE)

Area (ABCDE) =120 + 150

Area (ABCDE) 3 270 m2.

Resolucéo —item (b)
Como:

Area (ABCDE) = 270 m? e a area do quadrilatero ABCF é a metade, ent3o:

Area (ABCF) = 22 = 135 m?

Assim a érea do triangulo ACF é dada por:
Area (ACF) = Area (ABCF) - Area (ABC)
AC X CF
—
20 X CF
——=
10.CF =15

=135- 120

15

15
CF—1—0

CF+1,5m

QUESTAO 8 (OBMEP - 2008)
Na figura, ABCD € um paralelogramo de area 20 cm? e lados medindo 4 cm e

6 cm. Os pontos M, N, P e Q sdo os centros dos quadrados construidos sobre os

lados do paralelogramo.
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________________________

(a) Calcule a area do poligono AMBNCPDQ.

(b) Mostre que os angulos MAQ e MBN tém a mesma medida.

(c) Mostre que MNPQ € um quadrado e calcule sua éarea.

Resolucao - item (a)

Observe na figura abaixo que os quadrados séo de lados 4 ou 6 centimetros.

Como os pontos M, N, P e Q sao os centros dos quadrados temos que os triangulos
ABM, BCN, CDP e DAQ sédo a quarta parte das areas de seus respectivos
quadrados. E temos ainda que a area do paralelogramo é igual a 20 cm?
(enunciado). Assim:

A area(ABM) e a area(CDP) séo iguais a:

1><42—1><16—4 z
1 —4 = cm
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Enquanto a area(BCN) e a area(DAQ) sao iguais a:
! X 62 = 1 X 36 = 9 cm?
1 =3 =9cm

Portanto:

Area(AMBNCPDQ) =20+ 4+ 4+ 9 + 9 5 46 cm?

Resolucéo —item (b)
Observe na figura abaixo os angulos DAQ, MAB, MBA e NBC s&o de 45°, pois cada

um é a metade do angulo interno de um quadrado (90°).

________________________

Chamando de a o angulo BAD e como o poligono ABCD é um paralelogramo,
entao:
a+ ABC = 180°
ABC =180° -«
Assim temos que
MBN + 45° + 180° — a + 45° = 360°
MBN = 360° — 45° — 180° + a — 45°
MBN =90°+ «a
MBN = 45°+45°+a e MAQ = 45° + a + 45°
Portanto: MBN = MAQ

Resolucéo —item (c)
De modo analogo ao item (b) pode-se mostrar que

MAQ = MBN = PDQ = PCN
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________________________

Temos também que

AM = BM = CP = DP
pois todos sdo a metade da diagonal do quadrado de lado 4 cm. De mesma forma
temos que BN = CN = AQ = DQ, pois todos sdo a metade da diagonal do quadrado
de lado 6 cm.

Logo os triangulos AMQ, BMN, CNP e DPQ s&o congruentes, por Lado-Angulo-

Lado (LAL).
Com isso
MN = NP = PQ = QM
AQM = BNM = CNP = DQP
e

AMQ = BMN = CPN = DP(Q
Como visto no item(b), que MAB = MBA = 45°, entdo AMB = 90° (a soma dos
angulos internos de um triangulo € igual a 180°). Assim:

NMQ = QMB + BMN

NMQ = AMQ + QMB

NMQ = QMB + AMQ

NMQ = AMB = 90°
Analogamente temos que PNM = QPN = MQP = 90°
Como o poligono MNPQ possui 0s quatro lados com a mesma medida e os angulos
internos retos (90°), logo ele é um quadrado.
Temos que os triangulos AMQ, BMN, CNP e DPQ sé&o congruentes, Observe na

figura que a area do quadrado MNPQ ¢é igual a area do poligono AMBNCPDQ, que

él46 cm?.
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QUESTAO 9 (OBMEP - 2009)
Um poligono convexo € elegante quando ele pode ser decomposto em

triangulos equilateros, quadrados ou ambos, todos com lados de mesmo
comprimento. Abaixo, mostramos alguns poligonos elegantes, indicando para cada

um deles uma decomposicao e o numero de lados.

/V\ Em um poligono convexo
W /> todos os angulos internos

sdo menores que 180°.

4 lados 5lados 6 lados 7 lados

(a) Desenhe um poligono elegante de 8 lados, indicando uma decomposicéo.

(b) Quais sdo as possiveis medidas dos angulos internos de um poligono elegante?

(c) Mostre que um poligono elegante ndo pode ter mais que 12 lados.

A soma dos angulos internos de um
poligono de n lados € (n — 2) x 180°.

(d) Desenhe um poligono elegante de 12 lados, indicando uma decomposicao.

Resolucao —item (a)
Vamos tomar como referéncia a figura de sete lados do exemplo

Retirando o triangulo vermelho temos um poligono elegante de 8 lados.

Obs. E claro que existem outras solugdes, como por exemplo:
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<>

Resolucéo —item (b)
Como um poligono elegante é convexo e é formado colocando lado a lado
quadrados (que possui angulos internos iguais a 90°) e triangulos equilateros (que
possui angulos internos iguais a 60°), entdo seus angulos sdo somas de parcelas
iguais a 60° ou 90° que sejam menores que 180°. Assim temos somente as
seguintes possibilidades:

60°,90°, 120° = 60° + 60° e 150° = 90° + 60°

Portanto as possiveis medidas dos angulos internos de um poligono elegante séo:

60°,90°, 120° e 150°.

Resolucéo —item (c)
Sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono com n lados é (n — 2) X
180°. Por outro lado, vimos no item (b) que o maior valor possivel do angulo interno
de um poligono elegante é 150°; logo, a soma dos angulos internos de um poligono
elegante de n lados € no maximo n X 150°. Temos entao:
180 x (n—2) =150 xn
180.n — 360 = 150.n
180.n — 150.n = 360
30.n =360
n=12

Portanto um poligono elegante ndo pode ter mais que|12 lados.

Resolucéo —item (d)
Pela resolucéo do item (c), para que o poligono elegante tenha 12 lados, temos que
todos os angulos internos sao iguais a 150° (90°+60°), assim a parte externa é

formada por sequéncia de um quadrado seguido de um triangulo equilatero.
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A parte interior da figura € um hexagono regular, que pode ser formado por seis

triangulos equilateros, como mostra a figura abaixo.

N
/N

QUESTAO 10 (OBMEP — 2009)
O poligono ABCDEFGHIJKL é regular e tem doze lados.

Em um poligono regular todos os lados tém
0 mesmo comprimento e todos os angulos
internos tém a mesma medida.

(a) Qual é a medida dos angulos internos do poligono?

(b) O ponto M € a interse¢do dos segmentos AE e DK. Quais sdo as medidas dos

angulos MDE e DME?
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(c) Qual é a medida do angulo CBM?

(d) Prove que os pontos B, M e F estao alinhados.

Resolucao —item (a)
Lembrando que a soma de todos os angulos internos de um poligono de n lados é
(n—2)x 180° temos entdo que a soma dos angulos internos do poligono
ABCDEFGHIJKL é:

(12 -2) x 180° = 10 x 180° = 1800°

Como o poligono é regular, temos que todos os angulos internos tém a mesma
medida, logo cada angulo interno mede:
1800° - 12 =|150°

Resolucéo —item (b)
A medida do angulo EAB = AED (por simetria) e lembrando-se da soma dos angulos
internos do poligono de cinco lados AEDCB, temos:

AED+D+C+B+EAB=5-2x180°

AED + 150° + 150° + 150° + AED = 3 x 180°
2 X AED = 540° — 150° — 150° — 150°
2 x AED = 90°
AED = 45°

Analogamente, temos que KDC = DKL (por simetria) e pela soma dos angulos

internos do poligono de seis lados DCBALK, temos:



KDC+C+B+A+L+DKL=6-2x180°
KDC + (4 x 150°) + KDC = 4 x 180°
2 x KDC = 720° — 600°
2x KDC = 120°
KDC = 60°
Como MDE + KDC = D e D=150°, pelo item (a)
MDE + 60° = 150° = MDE = 90°

Pelo Triangulo DEM, temos que:
DME + MDE + MED = 180°
DME + MDE + AED = 180°
DME + 90° + 45° = 180°
DME = 180° — 90° — 45°
DME = 45°

Resolucao - item (c)

36

Como o triangulo EDM tem dois angulos de 45°, ele € isésceles; logo MD = DE, ou

seja, MD tem a mesma medida que os lados do poligono e pelo item (b) temos que

MDC = 60°. Segue que o tridngulo MDC é equilatero. Em particular, temos MCD =

60°. E segue que:
BCM + MCD = BCD
BCM + 60° = 150°
BCM = 150° — 60°
BCM = 90°

Finalmente, como MC=CB e o triangulo MCB ¢ isOsceles, entéo:



Resolucéo —item (d)

CBM = BMC = 5

180° — 90°
2
CBM & 45°

CBM =

180° — BCM

37

O poligono ABCDEFGHIJKL é regular, entdo os poligonos ABCDE e BCDEF sao

congruentes. Pelo item (b), temos que CBM = 45° e por essa congruéncia temos

CBF = 45°, Portanto os pontos B, M e F estdo alinhados.

QUESTAO 11 (OBMEP — 2010)
A figura mostra um dodecagono regular decomposto em seis triangulos

equilateros, seis quadrados e um hexagono regular, todos com lados de mesma

medida.

(a) Se cada triangulo da figura tem area igual a 1cm?, qual € a area do hexagono?
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(b) A figura abaixo foi obtida retirando doze tridngulos equilateros de um

dodecagono regular cujo lado mede 1cm. Qual € a area dessa figura?

(c) A figura abaixo foi obtida retirando dois hexagonos regulares de um dodecagono

regular cujo lado mede 1cm. Qual é a area dessa figura?

Resolucgéo - item (a)
Ligando os vértices opostos do hexagono temos seis triangulos. Os triangulos séo

cbngruos aos triangulos iniciais, pois sao equilateros de lado 1 cm.

Como cada triangulo da figura tem area igual a 1cm?, e o hexagono é formado por

seis triangulos, entédo a area do hexagono é|6 cm?2.
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Resolucéo —item (b)
Observe que, conforme o item (a), a figura inicial pode ser representada por seis

quadrados e doze triangulos equilateros, cujos lados séo iguais 1cm.

Assim, retirando doze triangulos equilateros da figura inicial restardo apenas seis
quadrados de lado 1cm. Logo a regido estrelar tem a mesma area dos seis
quadrados.

Portanto

Area do quadrado = 12 = 1 cm?

Area da estrela = 6x Area do quadrado

Area da estrela = 6x1 4 6 cm?.

Resolucgéo - item (c)
Conforme o item (a), cada hexadgono pode ser decomposto seis triangulos
equilateros, logo a figura a esquerda pode ser obtida do dodecagono retirando-se

doze triangulos equilateros.

Analogamente ao item (b), a regido a esquerda tem a mesma area dos seis
quadrados.

Portanto: Area 4 6 cm?
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QUESTAO 12 (OBMEP —2011)
Sara recortou trés tiras retangulares diferentes de papel.

(a) Ela recortou a primeira tira em trés retangulos iguais, como na figura abaixo.
Com esses retangulos, formou um quadrado de 36cm? de area. Encontre as

medidas dos lados dos retangulos que ela recortou.

(b) Ela recortou a segunda tira em seis retangulos de mesma largura e com eles
formou um quadrado de 36 cm? de area, como na figura. Encontre o perimetro e a

area do retangulo indicado com *.

(c) As medidas da terceira tira eram 4,5 cm e 2 cm. Sara recortou essa tira em trés
pedacos e com eles formou um quadrado, como na figura. Qual é a area do triangulo

indicado com *?

* y
— —

Resolucéo —item (a)
Como o quadrado formado com os trés retangulos recortados da primeira tira tem

area igual a 36cm?, seu lado mede v36 = 6 cm.

Logo o comprimento dos retangulos ée sua largura € um terco de seu

comprimento, ou seja,[2 cm]
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Resolucéo —item (b)
Como o quadrado tem 36 cm? de area, entdo a medida do lado é 6 cm como na
figura. Devido a altura do quadrado ser formado por quatro larguras iguais, entédo

cada larguramede 6 -4 = 1,5 cm.

E a base é formada por duas larguras da tira e o comprimento do retangulo com *,
deste modo temos que o comprimento deste retangulo é 6 —1,5—-1,5 = 3cm.
Portanto:

o perimetro do retangulo com * é:

P =3+3+1,5+1,5 99 cm

a area do retangulo com * é:
A =3x1,554,5 cm?

Resolucao - item (c)

Primeiro identificaremos alguns pontos nas figuras.

A B C A' B'
*
cl
2cm G _>
E D F %* '
' 4,5¢cm i E’ D'

Pelo retangulo temos a tira cujas medidas eram 4,5cm e 2cm, logo sua area era
4,5x2 =9 cm?2. E como o quadrado possui a mesma area, logo seu lado mede 3cm.
Deste modo A'B' = AB = 3 cm e como AC = 4,5 cm, temos BC = AC-AB = 4,5-3

1,5 cm.
Assim como A'E' = 3cm e como A'F' = AF = 2cm, temos BG = E'F' = A'E' - A'F'
3-2=1cm.

Portanto a area do triangulo indicado por * é:

BasexAltura 1,5x1 1,5
A= 2 = 2 = 7 = 0, 75 sz
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QUESTAO 13 (OBMEP —2011)
Em todas as figuras desta questdo, vemos um triangulo ABC dividido em

quatro partes; nesses triangulos, D é ponto médio de AB, E é ponto médio de AC e

FG mede % BC.

(@) Os quadrilateros DJMA e ELNA sdo obtidos girando 180° os quadrilateros
DHFB e EIGC em torno de D e E, respectivamente. Explique por que os pontos M, A

e N estdo alinhados, ou seja, por que a medida do angulo MAN ¢ igual a 180°.

(b) Na figura, o ponto K é a intersecdo das retas JM e LN. Explique por que 0s

triangulos FGI e MNK sao congruentes.

F G C

Neste item mostra que HJKL é um retangulo formado com as
quatro partes em que o triangulo ABC foi dividido.
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(c) Mostre que LH=EF.

(d) Na figura o triangulo ABC tem area 9 e HJKL é um quadrado. Calcule o

comprimento de EF.

Resolucao —item (a)
Pela rotacdo dos quadrilateros DHFB e EIGC temos que CBA = MAB e ACB =
CAN, e pelo triangulo ABC temos que CBA + BAC + ACB = 180°.

B F G C
Logo MAN = MAB + BAC + CAN = 180°. Portanto os pontos M, A e N estdo

alinhados.

Resolucao —item (b)
Pela rotacdo dos quadrilateros DHFB e EIGC temos que CGI = ANL, BFH = JMA
e como JK, LK e BC sao segmentos, entao

KNM = IGF e KMN = IFG.
Sabendo que FG é a metade de BC, temos que BF + GC é a outra metade de BC e
pela rotacdo dos quadrilateros, temos que MA = BF e AN = GC, logo MN = MA +
AN = BF + GC = FG (metade de BC).
Deste modo: KNM = IGF, KMN = IFG e MN = FG.

Portanto os triangulos FGI e MNK sé&o congruentes por Angulo-Lado-Angulo (A.L.A.)

Resolucéo —item (c)

Tracando a base média DE do triangulo ABC.
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O teorema da base média nos diz que DE é paralelo a BC e que DE = % BC = FG.

Segue que os triangulos FGI e EHD sao congruentes, pois sdo retangulos, tem o0s
angulos verdes congruentes (pois sdo agudos de lados paralelos) e hipotenusas
congruentes. Em particular, temos FI = EH, e como FH+ HI = FI = EH = HI +
IE = FH = IE = LE.

Logo LH =LE+EH =FH + HE = EF .

Resolucao —item (d)
Sabendo que HJKL é um quadrado e pelo item (b) ele possui a mesma éarea do

triangulo ABC, cuja area é 9.

Entdo o lado do quadrado LH mede 3 e pelo item (c) temos que EF = LH, logo o

comprimento de EF mede|3.

QUESTAO 14 (OBMEP - 2012)
Uma folha de papel quadrada de area 16 cm? , branca de um lado e cinza de

outro, foi dobrada como indicado abaixo. O ponto O é o centro do quadrado e M € o

ponto médio do segmento AB.
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A A
B B
Figura | Figura Il Figura lll
(@) Qual é a area da regido branca na Figura I?
(b) Qual é a area da regido branca na Figura II?
(c) Qual é a area da regido branca na Figura I11?
Resolucao - item (a)

Sabendo que a folha de papel é quadrada de area 16 cm?2. Entédo cada lado mede 4

cm, portanto iremos dividir a folha em 16 (4 x 4) quadradinhos de 1 cm?2.

Figura |

A area da regido branca na figura I é equivalente a 12 quadradinhos.

Assim a area da regido branca na figura I medel12 cm?2.

Resolucéo —item (b)
A area da regido branca na figura II é equivalente a 4 quadradinhos. Assim a area

da regido branca na figura II mede 4cm? .
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K

Figura Il

Resolucao - item (c)

A area da regido branca na figura I1I é equivalente a 2 quadradinhos.

<8

Figura lll

Assim a area da regido branca na figura I1I mede 2cm 2 .

QUESTAO 15 (OBMEP — 2012)
Claudia gosta de montar soélidos colando cubinhos de aresta 1 cm. Ela

sempre usa um pingo de cola entre duas faces de cubinhos que ficam em contato;

por exemplo, para montar o solido abaixo ela usou 7 pingos de cola.
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(a) Quantos pingos ela vai usar para montar um cubo de aresta 2 cm?

(b) Quantos pingos ela vai usar para montar um cubo de aresta 3 cm?

(c) Claudia montou o sdlido abaixo, com quatro camadas de cubinhos. Quantos

pingos de cola ela usou?

Resolucao - item (a)

Observe que para juntar dois blocos basta um pingo, assim precisamos de 4 pingos
para obtermos quatro pares de dois blocos, cada. Observe que para juntar dois
blocos basta um pingo. Assim precisamos de 4 pingos para obtermos quatro pares

de dois blocos, cada.

" X IXrY.

Pingando mais 4 pingos no segundo conjunto e juntando com o primeiro e o terceiro,

Finalmente pingando mais 4 pingos, neste Ultimo e juntando com o quarto conjunto,

temos:

temos o cubo.

Portanto a Claudia usara 4 + 4 + 4 512 pingos|para montar um cubo de aresta 2

cm.



48

Resolucéo —item (b)

Observe que para montar um conjunto de trés blocos alinhados bastam 2 pingos.

Para construir a camada da base do cubo de aresta 3 c¢m, precisamos juntar 3
desses conjuntos, que sdo necessarios 3 X 2 = 6 pingos e mais 3 X 2 = 6 pingos

(totalizando 12 pingos) para junta-los.

Para terminar de construir o cubo precisamos juntar 3 camadas iguais a essa
abaixo, assim sdo necessarios 12x3 = 36 pingos e mais 9x2=18 pingos para junta-

los.

Portanto a Claudia usara 36+18 5 54 pingod para montar um cubo de aresta 3 cm.

Resolugéo - item (c)
Para construir a camada 7x7, fazemos um conjunto de 7 cubos alinhados usando 6

pingos, e para junta-los, serdo necessarios 7 X 6 = 42 pingos.
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Totalizando 42 + 42 = 84 pingos.

Para construir a camada 5x5, fazemos um conjunto de 5 cubos alinhados usando 4
pingos, e repetimos 4 vezes esse processo (tendo parcialmente 4 X 5 = 20 pingos).

E para junta-los, seréo necessarios 5 x 4 = 20 pingos.

aﬁ; S

Totalizando 20 + 20 = 40 pingos.

Para construir a camada 3x3, fazemos um conjunto de 3 cubos alinhados usando 2
pingos, e repetimos 2 vezes esse processo (tendo parcialmente 2 X 3 = 6 pingos). E

para junta-los, serdo necessarios 3 x 2 = 6 pingos.

S S8

Totalizando 6+6=12 pingos.
Para montar a figura temos:
» a camada 7x7, com 84 pingos.
» a camada 5%5, com 40 pingos.
» a camada 3x3, com 12 pingos.

* a camada 1x1, nenhum pingo.



Para junta-los sdo necessarios:

5x54+3%x3+1=25+94+1 =35 pingos

Totalizando
84+40+ 12+ 35 =

Generalizagdo da construcao de cubos:

171 pingos

Observe que para montar as camadas fizemos os célculos:

*Nacamada7 x7 = 2 X 7 X 6 = 84 pingos.
*Nacamada 5 x5 = 2 X 5 x 4 =40 pingos.

*Nacamada3 x3 = 2 x 3 x 2 =12 pingos.

*Nacamada1lx 1= 2 x1x0 = Nenhum pingo.
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Portanto para montar uma camada nxn sdo necessarios 2.n.(n-1) pingos. Portanto

para montar uma camada nxn sdo necessarios 2.n.(n-1) pingos. E para montar um

cubo de aresta n séo necessarios n camadas, totalizando parcialmente

nx2.n.(n-1) = 2.n%.(n-1) pingos.

Para colar duas camadas serd necessario um pingo em cada cubinho de uma

camada, assim teremos n2 pingos, e para colar a terceira camada sera necessario

mais m? pingos, prosseguindo esse processo, para colar as camadas serao

necessarios n2 x(n—1) pingos.

Portanto para montar um cubo de aresta n sdo necessarios:

2.n%2.(n-1)+n%.(n-1) 35

3.n%.(n—-1) pingos
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