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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo propor uma abordagem para os conteidos do Ensino
Béasico em que se apresentam os conceitos de maximos e minimos, proporcionando ao
aluno uma visao da Otimizacao. Primeiramente, foi levantado, segundo o Curriculo Oficial
do Estado de Sao Paulo, os temas que tratam de maximos e minimos e explanados na
forma como sao trabalhados nessa etapa do ensino, tomando como referéncia autores de
literaturas comumente usadas no Ensino Fundamental - anos finais e no Ensino Médio.
Em seguida, desenvolve-se o conceito de Modelagem Matemaética, aborda-se a Otimizagao
Linear e suas resolugoes graficas e analiticas, e apresenta-se a Otimizacao Nao-Linear.
Por fim, sugerem-se planos de aulas, com foco nos assuntos levantados, que podem ser
aplicadas no decorrer do Ensino Basico a fim de elucidar a Otimizacao sempre de forma

contextualizada, buscando aproximar o tema da realidade do educando.

Palavras-chave: 1. Méaximos. 2. Minimos. 3. Otimizacdo. 4. Modelagem na

Educacao.

ABSTRACT

This work aims to propose an approach to the contents of Basic Education in which the
concepts of maximum and minimum are presented, giving the student a vision of Optimi-
zation. Firstly, according to the Official Curriculum of the State of Sao Paulo, the themes
that deal with maxima and minima and explanations in the way they are worked out in
this stage of education are taken, taking as reference authors of literatures commonly used
in Elementary School - final years and in High School. Then, the concept of Mathematical
Modeling is developed, Linear Optimization and its graphical and analytical resolutions
are discussed, and Nonlinear Optimization is presented. Finally, lesson plans are sugges-
ted, focusing on the subjects raised, which can be applied during the Basic Education in
order to elucidate the Optimization always in a contextualized way, seeking to bring the

subject closer to the reality of the student.

Keywords: 1. Maxima. 2. Minima. 3. Optimization. 4. Modeling in Education.
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INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma proposta de utilizacao da Otimizacao Linear e Nao-Linear
em alguns topicos da Matematica do Ensino Béasico. Apresentaremos os conteudos do
Ensino Bésico, selecionaremos alguns deles para apresentar uma proposta de trabalho,
sempre visando o Ensino Fundamental II - anos finais e também o Ensino Médio.

O Ensino Basico no Brasil ¢ dividido em trés etapas: Educacao Infantil, Ensino Fun-
damental e Ensino Médio. O Ensino Fundamental é subdividido em dois: Ensino Funda-
mental I (anos iniciais) e Ensino Fundamental II (anos finais). Este trabalho focard nos
Ensinos Fundamental 1T e Médio.

Segundo a BNCC [3], Base Nacional Comum Curricular, o Ensino Fundamental é
o periodo mais longo da educagdo basica. Os estudantes iniciam o primeiro ano com
a idade de 6 anos e finalizam o 9° ano com idades entre 14 e 15 anos, e passam por
varias mudangas nos campos fisico, cognitivo, afetivo, social e emocional. No Ensino
Fundamental II, onde acontece a transicdo da fase infantil para a adolescéncia, essas
mudancas sdo mais evidentes e impoem desafios a elaboracao de curriculos, planos de
ensino e atividades, para essa etapa de escolarizagdo. A BNCC [3] diz ainda que:

Neste periodo da vida, ampliam-se os vinculos sociais e os lagos afetivos, as
possibilidades intelectuais e a capacidade de raciocinios mais abstratos. Os

estudantes tornam-se mais capazes de ver e avaliar os fatos pelo ponto de vista
do outro.

Assim, o professor, mesmo que indiretamente, ird contribuir com o projeto de vida
destes alunos, estabelecendo uma articulagao entre os desejos do educando em relagao ao
seu futuro, com a continuidade dos estudos e o seu desenvolvimento pessoal e social.

Em relacdo ao Ensino Médio, a BNCC - Ensino Médio [4] diz que um dos grandes
desafios do Ensino Médio na atualidade é o de garantir a aprendizagem dos estudantes,
respondendo as suas aspiragoes presentes e futuras. As Diretrizes Curriculares Nacionais
[5] nos mostra que o Ensino Médio deve trabalhar com a perspectiva de que, ao possi-
bilitar o acesso a ciéncia, a tecnologia, a cultura e ao trabalho a um grande ntimero de
adolescentes e jovens, isso pode ampliar as condi¢oes de inclusao social destes estudantes.

A BNCC - Ensino Médio [4] também aponta que:

Em lugar de pretender que os jovens apenas aprendam o que ja sabemos, o
mundo deve lhes ser apresentado como campo aberto para investigacao e in-
tervencdo quanto a seus aspectos sociais, produtivos, ambientais e culturais.
Desse modo, a escola os convoca a assumir responsabilidades para equacionar
e resolver questoes legadas pelas geracOes anteriores, valorizando o esforco dos
que os precederam e abrindo-se criativamente para o novo.

Assim, com o intuito de propor ao leitor deste trabalho uma alternativa de contextu-

alizagao de alguns assuntos em que os estudantes brasileiros necessitam de adquirirem as
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competéncias e habilidades discriminadas tanto nos documentos nacionais que norteiam
a educacdo, como a BNCC [3], a BNCC - Ensino Médio [4], as Diretrizes Curriculares
Nacionais [5], quanto também em documentos estaduais, como o que abordamos neste tra-
balho, o Curriculo do Estado de Sdo Paulo Matemadtica e sua Tecnologias [20]. Trazemos
uma rapida abordagem dos temas selecionados, buscando mostrar a forma como sao de-
senvolvidos na etapa do ensino em que estao inseridos, e propomos sugestoes de aulas que
irao tratar os temas com uma abordagem direta ou indiretamente ligada ao conceito de
Otimizacao, que permite ao educador contextualizar os assuntos a ele inerentes de forma
pratica e diretamente conectada com o que os alunos possam encontrar caso continuem
seus estudos em um curso de graduacao inserido no contexto das Ciéncias Exatas e/ou

Tecnoldgicas.



MAXIMOS E MINIMOS NO ENSINO BASICO

O ensino da Matematica é de fundamental importancia para o individuo compreender a
sociedade em que estd inserido. O Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo [20] nos traz

que:

Em todas as épocas, em todas as culturas, a Matematica e a lingua materna
constituem dois componentes basicos dos curriculos escolares. Tal fato era tra-
duzido, em tempos antigos, pela triplice caracterizagdo da funcdo da escola
como o lugar em que se devia aprender a “ler, escrever e contar”, o que signi-
ficava, sinteticamente, uma dupla “alfabetizagao”, no universo das letras e dos
nimeros.

Mas esta alfabetizacao no universo dos niimeros precisa trazer significado ao estudante,
para isso, utiliza-se a contextualizacdo, ou seja, abordar o assunto a ser trabalhado em

um contexto que seja de facil percepgao ao educando. Na BNCC [3], é dito que:

... ¢ imprescindivel levar em conta as experiéncias e os conhecimentos mate-
maticos ja vivenciados pelos alunos, criando situa¢des nas quais possam fazer
observagoes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos da realidade,
estabelecendo inter-relagdes entre eles e desenvolvendo ideias mais complexas.
Essas situagoes precisam articular multiplos aspectos dos diferentes contetdos,
visando ao desenvolvimento das ideias fundamentais da Matematica, como equi-
valéncia, ordem, proporcionalidade, variacao e interdependéncia.

Com o objetivo de propor uma intervengao utilizando os conceitos de Otimizagao, e
tendo como base o Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo [20], levantaremos os assuntos
do Ensino Bésico onde os conceitos de maximo e minimo podem ser trabalhados de forma

contextualizada, proporcionando maior significado ao estudante.

1.1 ENSINO FUNDAMENTAL II - ANOS FINAIS

A BNCC [3] nos diz que o conhecimento matemético é extremamente importante para
todos os alunos da educacao basica, tanto por sua vasta aplicagao na sociedade, quanto
por sua importancia na formacao de cidadaos criticos e cientes de suas responsabilidades.
Voltada para as habilidades e competéncias na drea da Matematica a serem desenvolvidas
no Ensino Fundamental IT — Anos Finais, a BNCC [3] prop&e cinco unidades tematicas,
correlacionadas, para orientarem a formulagao de habilidades que serdo desenvolvidas du-
rante o Ensino Fundamental. A unidade Ntimeros, que tem a finalidade de desenvolver
o pensamento numérico, maneiras de quantificar caracteristicas de objetos, de julgar e

interpretar argumentos baseados em quantidades. A unidade Algebra tem a finalidade
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de desenvolver um tipo caracteristico de pensamento, o pensamento algébrico, fundamen-
tal para utilizagdo de modelos matematicos na compreensao, representagao e analise de
relacoes quantitativas entre grandezas e de estruturas matemaéticas, utilizando letras e
outros simbolos. A unidade Geometria, que envolve um grande conjunto de conceitos
e procedimentos para compreender problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento. Nessa unidade tematica, para ampliar e desenvolver o pensamento geomé-
trico dos alunos, deve-se estudar posicao e deslocamentos no espaco, formas e relagoes
entre elementos de figuras planas e espaciais. A unidade teméatica Grandezas e medi-
das propoe o estudo das relagoes métricas, para favorecer a integracao da Matematica
a outras areas de conhecimento, como Ciéncias ou Geografia. Contribui também para a
ampliacao da noc¢ao de nimero e a construcao do pensamento algébrico. Por fim na uni-
dade Probabilidade e estatistica, sao estudadas a incerteza e o tratamento de dados,
aborda conceitos, fatos e procedimentos presentes em muitas situacoes do cotidiano, das
ciéncias e da tecnologia, desenvolve a capacidade de fazer julgamentos e tomar as decisoes
fundamentadas através de coleta, organizacao, representacao, interpretacao e andlise de
dados em diferentes contextos e utilizar conceitos, representacoes e indices estatisticos
para descrever, explicar e predizer fendmenos.

O Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo [20] indica os conteidos e habilidades a
serem desenvolvidos nos anos finais (6° ao 9°) do Ensino Fundamental. Dentre os temas

propostos pelo curriculo, selecionamos os que serao abordados neste trabalho.

1.1.1 Contetdos de Matemdtica Ensino Fundamental - Anos Finais

As Tabelas [I] e [2] apresentam os contetidos a serem desenvolvidos no Ensino Fundamental

- Anos finais propostos pelo Curriculo Oficial do Estado de Sdo Paulo [20].
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6° ano

7° ano

Ntimeros

Ntmeros naturais

e Muiltiplos e divisores

e Ntimeros primos

e Operagoes basicas (+,—, -, +)

e Introducao as poténcias

Fracoes
e Representagao
e Comparacao e ordenacao

e Operagoes

Numeros/Relagées

Numeros decimais

e Representacao

e Transformacdo em fracdo decimal

e Operagoes

Sistemas de medida

e Medidas de comprimento, massa e capa-
cidade

e Sistema métrico decimal: multiplos e sub-

multiplos da unidade

Geometria/Relacoes
Formas geométricas

e Formas planas
e Formas espaciais

Perimetro e area

e Unidades de medida

e Perimetro de uma figura plana

e Calculo de area por composi¢ao e decom-
posicao

e Problemas envolvendo area e perimetro

de figuras planas
Nuameros/Relagoes

Estatistica
e Leitura e construcao de graficos e tabelas
e Média aritmética

e Problemas de contagem

Numeros
Sistemas de numeragao
e Sistemas de numeragdo na Antiguidade

e O sistema posicional decimal

Numeros negativos
e Representagao

e Operagoes

Ntumeros racionais
e Representacao fracionaria e decimal
e Operagoes com decimais e fragdes (com-

plementos)

Geometria
Geometria

e Angulos

e Poligonos

e Circunferéncia
e Simetrias

e Construgdes geométricas

e Poliedros

Relacgoes

Proporcionalidade

e Variacao de grandezas direta ou inversa-
mente proporcionais

e Conceito de razao

e Porcentagem

e Razdes constantes na Geometria: m

e Construcao de graficos de setores

e Problemas envolvendo probabilidade

Numeros

Algebra

e Uso de letras para representar um valor
desconhecido

e Conceito de equacao

e Resolugao de equagoes

e Equagoes e problemas

Tabela 1: Contetdos 6° e 7° ano do Ensino Fundamental - Anos Finais [20]
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8° ano

9° ano

Numeros

Numeros racionais

e Transformacao de decimais finitos em fra-
cao

e Dizimas periddicas e fragdo geratriz

Potenciacao
e Propriedades para expoentes inteiros

e Problemas de contagem
Nuameros/Relagoes

Expressoes algébricas
e Equivaléncias e transformacoes
e Produtos notaveis

e Fatoracao algébrica

Numeros/Relagées

Equagoes

e Resolucao de equagdes de 1° grau

e Sistemas de equagdes e resolugdo de pro-
blemas

e Inequacgdes de 1° grau

Gréficos
e Coordenadas: localizacdo de pontos no

plano cartesiano
Geometria

Geometria

e Teorema de Tales

e Teorema de Pitagoras

e Area de poligonos

e Volume do prisma

Numeros
Numeros reais

e Conjuntos numéricos

e Nimeros irracionais
e Potenciacdo e radiciagdo em R

e Notagao cientifica

Nuameros/Relagées
Algebra
e Equacoes de 2° grau: resolucdo e proble-

mas

Fungodes

e Nocoes basicas sobre funcao

e A ideia de variacao

e Construgao de tabelas e graficos para re-

presentar funcgdes de 1° e de 2° graus

Geometria/Relacoes
Proporcionalidade na Geometria

e O conceito de semelhanga

e Semelhanca de tridngulos

e Razoes trigonométricas
Geometria/Numeros

Corpos redondos
e O numero 7 ; a circunferéncia; o circulo
e suas partes; area do circulo;

e Volume e area do cilindro

Probabilidade
e Problemas de contagem e introducdo a
probabilidade

Tabela 2: Contetdos 8° e 9° ano do Ensino Fundamental - Anos Finais [20]

Analisando os contetidos descritos nas Tabelas [I] e [2 selecionamos os temas que julga-

mos mais relevantes para o uso do conceito de Otimizacao.

Apresentaremos aqui uma breve definicio dos temas selecionados, e no Capitulo [3]

apresentaremos uma proposta didatica para tratar destes temas.
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1.1.2  Multiplos e divisores

No Ensino Fundamental, mais precisamente no 6° ano, o ensino de multiplos e divisores é
apresentado de maneira formal ao alunos. Nos anos anteriores, eles foram apresentados a
estes conceitos, porém sem uma formalizacao. Nesta etapa do ensino, além da formaliza-
¢ao do conceito de multiplos e divisores, também sao apresentados os conceitos de niimero

primo, MMC e MDC. PINTO [I8] define multiplos e divisores conforme apresentamos na
Defini¢ao

Definicao 1.1. [18/ Sendo a,b, c € IN, definimos que a é maltiplo de b ou de ¢ sea = b X ¢;

nestas condigoes, 0s numeros b e ¢ sao chamados de divisores de a.

Em outras palavras, um determinado nimero é dito multiplo de outro, quando o
primeiro é obtido ao se multiplicar o segundo nimero por um ntmero natural. Neste
contexto, os dois ntimeros que foram multiplicados e geraram o primeiro, também sao

ditos divisores do primeiro nimero.

Exemplo 1.2.
15 € maltiplo de 3, pois 3 x5 = 15 . Assim, podemos também dizer que os nimeros 3

e b sao divisores de 15.

Listando Multiplos

Os multiplos de um nimero sdo obtidos multiplicando este ntimero pelos naturais. Desta

forma, é possivel lista-los.

Exemplo 1.3.
Muailtiplos do nimero 2: M(2) =0,2,4,6,8,10,12,14, 16, . ..

Exemplo 1.4.
Muailtiplos do nidmero 7: M(7) = 0,7,14,21,28,35,42,49, . ..
Listando Divisores

Os divisores de um niimero natural também podem ser listados. Para escrever os divisores
de um nimero natural, devemos nos atentar que o maior divisor de um niimero natural é

ele mesmo, e o menor divisor de um ntimero natural é o 1(um).

Exemplo 1.5.
Divisores do nimero 15: D(15) = 1,3,5,15.

Exemplo 1.6.
Divisores do nimero 20: D(20) = 1,2,4,5,10, 20.
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O aluno ira perceber que um niimero natural possui infinitos multiplos e uma quanti-
dade finita de divisores. Também percebera que, ao listarmos os miiltiplos e divisores de
alguns nimeros, existem ali nimeros comuns.

Assim, podemos trabalhar os conceitos de MMC (Minimo Miltiplo Comum) e MDC

(Méximo Divisor Comum).

Minimo Multiplo Comum

PINTO [18] apresenta a seguinte definigdo para minimo multiplo comum:

Defini¢ao 1.7. [18] Diremos que um nimero natural m # 0 é minimo miltiplo comum
(m.m.c.) de a,b € N se possuir as sequintes propriedades:
i) m é um maultiplo comum de a e b;

i) se ¢ € um maltiplo comum de a e b, entdo m|c.

Ou seja, ao listarmos os multiplos de dois nimeros naturais distintos, perceberemos que
alguns destes multiplos apareceram nas duas listas. Estes sao os multiplos comuns aos dois
numeros. O menor miiltiplo que aparecer nas duas listas ¢ chamado de minimo multiplo
comum (o famoso MMC'). Como os ntimeros naturais possuem infinitos multiplos, ndo

é possivel definir o que seria 0 maximo multiplo comum.

Exemplo 1.8. .
M(2) =0,2,4,6,8,10,12, 14 ,16,...
M(7) =0,7,14,21,28,35,42,49, ...

Podemos afirmar que o mmc entre 2 e 7 € o niumero 14.

Mazimo Divisor Comum

Segundo PINTO [I§], o méximo divisor comum pode ser definido como:

Definic¢ao 1.9. [18] Diremos que um nimero natural d # 0 é um mdzimo divisor comum
(m.d.c.) de a e b dois inteiros nao conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0) se possuir as
sequintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e de b;

it) d € divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condigao (ii) acima pode ser re-enunciada como se segue.

ii’) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo c|d.

Podemos dizer que, assim como nos miultiplos, ao listarmos os divisores de mais de um
numero natural, perceberemos que alguns niimeros possuem divisores em comum. Como
os nimeros naturais possuem uma quantidade finita de divisores, é possivel determinar o
maior divisor comum, o chamado maximo divisor comum, o famoso MDC'. Como o
numero 1 é divisor de todo ntimero, ele ¢ o minimo divisor comum de quaisquer grupos

de numeros.
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Exemplo 1.10. D(15) = 1,3, 5, 15.
D(20) = 1,2,4, 5,10, 20.

Podemos afirmar que o nimero 5 € o MDC entre 15 e 20.

1.1.3  Perimetro de uma figura plana

Por todos os anos do Ensino Fundamental, o aluno é levado a trabalhar e a compreender
os conceitos de perimetro e area de figuras planas. Porém, ao questionarmos um aluno
de Ensino Fundamental ou mesmo de Ensino Médio sobre o que é perimetro, uma das
respostas mais comuns ¢ “Perimetro é a soma dos lados da figura”. Muitos educandos
tomam esta expressao como a definicdo de perimetro, mas esta definicao pode levar a
erros, pois nao abrange todas as possiveis figuras planas. Uma possivel definicdo de

perimetro pode ser expressa como:

Definicao 1.11. Dada uma regido plana limitada, é chamado de perimetro o comprimento

da linha que delimita tal regidao.

Uma forma de introduzir o conceito de perimetro aos alunos do Ensino Fundamental

é relacionar o conceito com fatos cotidianos por meio de problemas.

Exemplo 1.12.

Observe a situacao: O professor de Educagdo Fisica pediu ao seu aluno Josemar para
se aquecer antes do treino de futebol. Para isso, Josemar se alongou e correu ao redor da
quadra por 3 vezes. Tendo abairo a representacdo da quadra, qual a distancia que Josemar

correu?

40 m

L]

L ]

L ]

L
Ww 0¢

Figura 1: Dimensoes de uma quadra de futsal

Para determinar a distancia que Josemar correu, iremos primeiro determinar o perime-

tro da quadra, ou seja, determinar o comprimento do contorno da quadra. Observando a
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Figura[I] percebemos que se trata de um retdngulo onde dois lados tém medidas iguais a

40m e os outros dois lados tém medidas iguais a 20m. Logo, o perimetro da quadra sera:

Perimetro =2 x 40+ 2 x 20
Perimetro = 80 + 40
Perimetro = 120m.

Como Josemar deu 3 voltas em torno da quadra, conclui-se que:

Distancia = 3 x perimetro
Distancia = 3 x 120
Distancia = 360m

Assim, Josemar percorreu a distancia de 360m.

1.1.4  Area de poligonos

Durante o 6° ano do Ensino Fundamental, também é apresentado aos alunos o conceito
de area, geralmente trabalhado por composi¢ao e decomposicao de figuras. Neste periodo,
o uso de malhas quadriculadas é comumente recomendado para a melhor compreensao
por parte dos alunos deste conceito. Nos anos seguintes (7°, 8° e 9° anos), este conceito é
ampliado e sao desenvolvidas regras para o calculo de areas de poligonos como triangulos,
trapézios, paralelogramos, poligonos regulares e circulos. Propomos aqui uma defini¢ao

para area.

Definicao 1.13. Dada uma regiao plana limitada, é chamada de drea a medida da super-

ficie de tal regido.

Para MUNIZ NETO [16], 4drea pode ser definida intuitivamente como descrito na
Definicao :

Definicao 1.14. [16] A drea de uma regiao no plano é um nimero positivo que associamos

a mesma e que serve para quantificar o espago por ela ocupado.
Um exemplo de atividade introdutéria para areas pode ser observada no Exemplo|1.15}

Exemplo 1.15.

Um grande clube de futebol do estado de Sao Paulo alugou seu estadio para a realizacao
de um show. Porém, para ndo prejudicar o gramado, serdo colocadas grandes placas de
metal sobre todo o gramado. As placas sao quadradas de lados medindo 1 metro. Sabe-
se que o campo € um retangulo de lados 80m por 105m. Quantas placas de metal serdo

necessarias para cobrir todo o gramado?
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Para responder este problema, o aluno devera pensar em como distribuir as placas de

metal sobre o gramado, como mostra a Figura [2}

105 m

80m

[J Placa de Metal 1 x 1.

Figura 2: Campo de Futebol

Ele percebera que em uma diregao podera preencher o campo com 80 linhas contendo
105 placas cada. Assim espera-se que o aluno conclua que ele preenchera as linhas com

105 placas 80 vezes, de modo que conclua:

n° de placas = 80 x 105
n° de placas = 8400.

Logo, sao necessarias 8400 placas de metal para cobrir todo o gramado.

Pode-se, com este exemplo, introduzir o conceito de area, e aproveitar para mostrar
ao aluno que cada placa de metal ¢ um quadrado de lado 1m, ou seja, ocupa uma area de

1 m?2, o que nos leva a concluir que a drea do campo de futebol é de 8400m2.

1.2 ENSINO MEDIO

Durante o Ensino Médio, a BNCC - Ensino Médio [4] na area de Matematica propoe
a ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens desenvolvidas até o 9° ano do En-
sino Fundamental. Com essa finalidade, apresenta 5 competéncias especificas para esse

aprofundamento:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpre-
tar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questdes econémicas
ou tecnolodgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar
uma formacao cientifica geral.

2. Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar de agoes
para investigar desafios do mundo contemporéaneo e tomar decisdes éticas
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e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas de urgéncia
social, como os voltados a situacoes de satde, sustentabilidade, das im-
plicagoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo
a conceitos, procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméaticos, em seus cam-
pos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabili-
dade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver pro-
blemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados
e a adequacao das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao
consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros
de representacido matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, com-
putacional etc.), na busca de solu¢ao e comunicagiao de resultados de
problemas, de modo a favorecer a construgdo e o desenvolvimento do
raciocinio matematico.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como ob-
servagao de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na va-
lidacdo das referidas conjecturas.

O Curriculo Oficial do Estado de Sdo Paulo [20] indica os contetdos e habilidades a
serem desenvolvidos no Ensino Médio. Dentre os temas propostos pelo curriculo, selecio-

namos os que serao abordados neste trabalho.

1.2.1 Contetdos de Matemdtica do Ensino Médio

As Tabelas [3] e 4] apresentam os conteidos a serem desenvolvidos no Ensino Médio, pro-

postos pelo Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo [20].
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1° Ano 2° Ano 3° Ano
Numeros Relagoes Geometria/Relacoes
Numeros e sequéncias Trigonometria Geometria analitica

e Conjuntos numeéricos

e Regularidades numéricas:

sequéncias

e Progressoes aritméticas e

progressoes geométricas

Relagoes

Fungoes

e Relagdo entre duas grande-
zas

e Proporcionalidades: direta,
inversa, direta com o qua-

drado
e Funcao de 1° grau

e Funcao de 2° grau

e Fenomenos periddicos

e Funcoes trigonométricas

e Equagoes e inequagoes

e Adigao de arcos

Numeros/Relagoes

Matrizes, determinantes e sis-
temas lineares

e Matrizes: significado como
tabelas, caracteristicas e ope-
racoes

e A nocao de determinante de
uma matriz quadrada

e Resolugdo e discussao de
sistemas lineares: escalona-

mento

e Pontos: distancia, ponto mé-
dio e alinhamento de trés pon-
tos
e Reta: equagdo e estudo dos
coeficientes; problemas linea-
res

e Ponto e reta: distancia

e Circunferéncia: equagao

e Reta e circunferéncia: posi-
¢oes relativas

e Conicas: nogdes, equagdes,
aplicagoes

Numeros

Equacoes algébricas e nime-
ros complexos

e Equagoes polinomiais
e Numeros complexos: ope-
racgOes e representacdo geomé-
trica

e Teorema sobre as raizes de
uma, equagao polinomial

e Relagoes de Girard

Tabela 3: Contetidos do Ensino Médio - 1° e 2° bimestre [20]
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1° Ano

2° Ano

3° Ano

Relagoes
Fungoes exponencial e logarit-
mica

e Crescimento exponencial

e Func¢do exponencial: equa-

¢oes e inequagoes

e Logaritmos: defini¢do e pro-
priedades
e Funcio logaritmica: equa-

¢oes e inequagoes

Geometria/Relacoes

Geometria-Trigonometria

e Razdes trigonométricas nos
triangulos retangulos

e Poligonos regulares: inscri-
¢ao, circunscricao e pavimen-
tagao de superficies

e Resolugao de tridngulos nao
retangulos: Lei dos Senos e

Lei dos Cossenos

Numeros

Andlise combinatéria e proba-
bilidade

e Principios multiplicativo e
aditivo

e Probabilidade simples

e Arranjos, combinacdes e per-
mutacoes

e Probabilidade da reunido
e/ou da interseccao de eventos
e Probabilidade condicional

e Distribuicdo binomial de
probabilidades: o tridngulo de

Pascal e o binémio de Newton
Geometria

Geometria métrica espacial

e Elementos de geometria de
posicao

e Poliedros, prismas e pirami-

des

e Cilindros, cones e esferas

Relagoes

FEstudo das funcoes

e Qualidades das funcoes
e Graficos: fungbes trigono-
métricas, exponencial, logarit-
mica e polinomiais

e Graficos: analise de sinal,
crescimento e taxa de variagao
e Composicao: translagoes e
reflexoes

e Inversao

Numeros/Relagoes

Fstatistica

e Graficos estatisticos: calculo
e interpretagao de indices esta-
tisticos

e Medidas de tendéncia cen-

tral: média, mediana e moda

e Medidas de dispersao: des-
vio médio e desvio padrao

e Elementos de amostragem

Tabela 4: Contetidos do Ensino Médio - 3° e 4° bimestre [20]

Observando as Tabelas 3] e [4], selecionamos os conteidos que julgamos relevantes para

aplicarmos os conceitos de Otimizacao. Apresentaremos aqui uma breve definicdo dos

temas selecionados. J4 no Capitulo [3, apresentaremos uma proposta didética para tratar

estes temas com uma visao voltada para a Otimizacao.

1.2.2  Fungoes Quadrdticas

Uma funcdo polinomial do tipo f(z) = az? + bx + ¢ com a # 0, é dita funcio quadrdtica

ou fungdo polinomial do 2° grau.

No 9° ano do Ensino Fundamental, os alunos sao

apresentados a este tipo de funcdo, mas é no Ensino Médio que tal conceito ¢ aprofundado.

Segundo GIOVANTI [8], a fungao quadratica pode ser definida como mostrado na Definigao

.16l
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Definigdo 1.16. A funcio f : R — R dada por f(z) = az® +bx + ¢, com a,b e ¢ reais

e a # 0, denomina-se fungdo polinomial do sequndo grau ou fun¢do quadrdtica.

Para LIMA [I4], a terminologia “funcao do segundo grau”, nao é adequada, ja que
0 que possui grau ¢ o polinomio e nao a funcao. Porém, grande parte da literatura
utilizada no Ensino Basico, utiliza as duas terminologias, fun¢des quadréaticas ou fungoes
polinomiais do segundo grau.

Uma maneira que muitos autores utilizam para introduzir a funcao quadratica, tanto
no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, é por meio de problemas introdutoérios.
A problematizacdo ajuda o aluno a pensar sobre o tema e propor solu¢des. O Curriculo
de Matemética do Estado de Sdo Paulo [20] diz que a problematizagdo é uma estratégia
muito fecunda, pois propoe que perguntas de diferentes contextos sejam reescritas na
forma de equacgoes a serem resolvidas.

IEZZI[11] propde o problema que apresentamos no Exemplo para introduzir o

conceito de Funcao Quadratica.

Exemplo 1.17.

Um clube esportivo construiu uma quadra de volei com 12m de comprimento
por 6m de largura e, para acomodar juizes e reservas, deixou uma faizra de 3m

entre a quadra e a cerca. Qual é a drea do terreno limitado pela cerca?

3
|

12

Figura 3: Area da quadra

A drea da regiao cercada é:
(12+2-3)(6 +2-3) = 216m?

Se a largura da faiza fosse 3,5m, a drea da regiao cerada seria:
(124+2-3.5)(6+2-3,5) = 247m?

Enfim, para cada largura x escolhida para a faiza hd wma drea A(zx) da regido

cercada.
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|
X
|

Figura 4: Area da quadra, sem largura definida

O valor de A(x) é uma fungao de x. Procuremos a lei que expressa A(x) em
fungdao de x.
A(z) = (12 + 22)(6 + 2x)
A(x) = 72 + 122 + 24z + 422
A(x) = 42% + 362 + 72.

Esse é um exemplo de fung¢do polinomial do 2° grau ou fungdo quadra-

tica.

Grdfico da Fungao Quadrdtica

Toda funcao quadratica tem como representagao grafica uma parabola

Y ¥

[\ \V/

Figura 5: Gréafico da fun¢ao quadratica (Pardbola).

¥

Conforme os valores dos coeficientes a, b e ¢ da funcao quadratica, define-se a posicao
da parabola no grafico, o coeficiente a determina se a parabola tera concavidade para
cima ou para baixo, também determina a “abertura” da parabola. O coeficiente b desloca
a parabola sobre o ponto (0, ¢). O coeficiente ¢ desloca a pardbola em relagio ao eixo das
ordenadas.

Para representarmos a parabola em um sistema de eixos cartesianos, é importante
determinarmos alguns pontos que ajudam a determinar a curva. Estes pontos sao apre-

sentados na Figura [6]
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Figura 6: Pontos de destaque da parabola

Observando a Figura [0 os pontos em destaque sdo fundamentais para interpretar a

funcao, sendo:

e RR1 e R2 os zeros da fun¢ado, em outras palavras, os pontos onde a funcao intercepta

o eixo das abscissas.
e P o ponto onde a funcao intercepta o eixo das ordenadas.

e IV o vértice da func¢do, que é o ponto onde a funcao atinge seu valor maximo ou

minimo.

Zeros de uma Func¢do Quadrdtica

Seja f : R — R, uma funcdo determinada por f(z) = ax? 4+ br + ¢ com a # 0. Os
zeros da fungao sao os pontos onde a curva corta o eixo das abscissas. Para determina-los,
basta calcularmos os pontos onde f(x) = 0, ou seja, determinar as solugoes da equagao
az® +br +c = 0.

Para determinarmos os zeros da funcao quadratica, utilizaremos a férmula de resolugao
de equagao do 2° grau

b VA

2a

x ,onde A = b? — 4ac.

2a 2a

M,o) ¢ (MO)

Assim, os zeros da fungao serao: (
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A fungdo f terd zeros, conforme as raizes da equagao f(z) = 0, que podera ter duas
raizes reais e distintas, duas raizes reais e iguais ou nao ter raizes reais. Podemos concluir

esses resultados ao determinarmos o valor do discriminante A.

e se A > 0, a equacao tera duas raizes reais e distintas.
e se A = 0, a equagao terd duas raizes reais e iguais.

e se A < 0, a equagao nao terd raizes reais.

Desta forma, as raizes da equacao, sao as abscissas dos zeros da funcao.

Ponto de intersec¢io da funcao com o eizo das ordenadas

Toda funcio f : R — R dada por f(x) = ax?® + bz + ¢ com a # 0, intercepta o eixo das
ordenadas no pondo de abscissa 0.
Assim, para conhecermos este ponto, basta determinarmos f(0).
f(0)=a-0°+b-0+c= f(0) =c.

Logo, toda fung¢ao quadrdtica interceptard o eixo das abscissas no ponto (0, ¢).

Vértice do grdfico de uma fun¢do quadrdtica

O vértice do grafico de uma funcao quadratica é o ponto em que a funcao atinge o valor

maximo ou minimo, dependendo do valor do coeficiente a:

e se a > 0, a parabola terd a concavidade voltada para cima e possuird um ponto de

minimo.

e se a < 0, a parabola tera a concavidade voltada para baixo e possuira um ponto de

maximo.

Para determinar este ponto, devemos nos atentar ao fato de que a parabola é simétrica
a reta que passa pelo vértice e é perpendicular ao eixo das abscissas. Na Figura[7], podemos
ver o eixo de simetria de uma parabola, e percebemos que os zeros da fungao estao a uma
mesma, distancia do eixo de simetria e, que para qualquer ponto que se tome na funcao,

teremos um outro ponto equidistante ao eixo de simetria.
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2

—5

Figura 7: Eixo de simetria da parabola

O ponto V' | vértice do grafico da funcao, pertence a reta que determina o eixo de
simetria. Assim, para determinarmos a abscissa do ponto V', que chamaremos de z,,

tomaremos a média das abscissas dos zeros da fungdao. Desta forma,

—b—x/Z+—b+\/Z

T, = 2a 5 2a
=2b
b 1
mv —_ — . —
a
—b
Ty = —.
v 2a

Para determinarmos a ordenada do ponto V', que chamaremos de 1, iremos determinar

o valor de f(z,). Assim:

Yo = f(xv)
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b2 — 202 + dac
4a
—b% + dac
4a
b2 — dac
4a

_A
da

Yy =

Yo = —
Yy =

Logo, o vértice de uma parabola pode ser calculado da seguinte forma:
b A
V=—-——].
( 2a’ 4a>

1.2.3  Fungoes trigonométricas

Antes de apresentarmos as funcoes trigonométricas, vamos apresentar a ideia de fungoes
periodicas. Em nosso cotidiano, é comum observarmos fenémenos que ocorrem de tempos
em tempos, ou seja, que ocorrem com certa periodicidade, como as fases da lua, a altura
das marés, os dias da semana, as estagoes do ano, eclipses, entre tantos outros exemplos.
Na Matematica, ao estudarmos as fungoes, nos deparamos com fungoes que também sao
periédicas. Vejamos o Exemplo [L.18] proposto por IEZZI [I1]:

Exemplo 1.18. [11)
Seja a fungio f : IN — Z definida por f(x) = (—1)*. Observe na tabela alguns

valores que [ assume a medida que x varia em IN .

|2 o123 |a]5]6]...|

| f@) 1]t afr]|..|
Tabela 5: Valores da fungao f(z) = (—1)*
Nao é dificil perceber que se x é par f(x) =1 e se x é impar f(z) = —1.

Também percebemos que f(0) = f(2) = f(4) = f(6) = ... e que f(1) = f(3) =
fG)=f(1) =
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Nos dois casos, quando x varia por duas unidades, o valor de f(x) se repete, desta
forma: f(z) = f(z+2) = f(z+4) = f(z+6) = ...

O menor valor positivo para o qual os valores se repetem é 2. Dizemos entdo que o
periodo dessa fungdo é 2.

Observe o grdfico:

Figura 8: f:IN — Z dada por f(z) = (—1)*

Fungdes como a do Exemplo [1.18 sdo ditas periddicas, e IEZZI [11] as define da

seguinte forma:

Defini¢ao 1.19. [11] Uma funcio f : A — B € periddica se existir um nimero real
positivo p tal que:
f(z) = fz+p),Vo € A

O menor valor positivo de p é chamado de periodo de f.

Algumas das funcoes periédicas mais utilizadas sdo as fungoes trigonométricas. Apre-
sentaremos aqui apenas as trés funcoes trigonométricas que sao estudadas no Ensino
Médio: a funcao seno, a fungao cosseno e a funcao tangente. A fim de facilitarmos nosso
entendimento das fungoes trigonométricas, mostraremos, na Figura[J] a circunferéncia tri-

gonométricalﬂ , onde podemos observar alguns valores do seno, do cosseno e da tangente.

I Figura |§| disponivel em: http://digitalview.orgfree.com/ctrigo/files/2.html
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eixg das langenies
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Figura 9: Circunferéncia trigonométrica

Fungoes Seno
Definigao 1.20. As fungoes f : R — R definidas por f(x) = a+b-sen(cx +d) sdo
ditas fungoes seno.

Iremos, primeiramente, conhecer a fungao seno basica coma =0, =1,c=1ed = 0.

Neste caso, f(z) = sen(x). Transpondo os valores da Figura [J para a Tabela[f], temos:

2
Tabela 6: Valores da fungao y = sen(x).

Com os dados da Tabela [, podemos plotar o grafico da fungao seno bésica.

~

-1

Figura 10: Fungdo Seno Bésica.
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A curva apresentada na Figura [10] é chamada de senoide. Perceba que o periodo da
fungdo é 27, o dominio e o contradominio da fungao sdao os reais (R). Porém a imagem
desta funcio é o intervalo [—1,1]. Isso pode ser notado, pois a imagem da fun¢io é o seno
de um determinado angulo, e sabe-se que o maior valor do seno é 1 e o menor valor do
seno € -1.

Observe, agora, a fungao f(x) = a+b-sen(x). Vamos determinar os seus valores
maximo e minimo. Como podemos perceber na Figura [10] a funcao atinge seu valor

3 T
minimo em - e para toda abscissa que seja da forma: 5> + k27 com k € Z, e atinge

m m
seu valor maximo em 5 e para toda abscissa que seja da forma: 5 + k-2m com k € Z.
m
O valor minimo de f(xz) = a+b- sen(z) serd atingido para x = - T k- 2m com

k € Z, pois sen <327T + k- 27r) = —1 para todo k € Z.

Dessa forma,

f(37”+k:-27r):a+b-sen(377r+/€'27f)
fEE+k-2m) =a+b- (1)

fEE+k-2m) =a—0.

Logo o valor minimo de uma funcao seno é dado por a — b.

O valor méximo de f(x) = a+b- sen(z) serd atingido para x = g +k-27com k € Z,

pois sen (72T+k~27r) =1

Dessa forma,

f(%+k:-27r):a+b-sen(%—|—k-2ﬂ)
f(Z+E-2m)=a+b-(1)

f(5+Ek-2m)=a+0

Logo o valor maximo de uma funcao seno é dado por a + b.

Dessa forma, podemos afirmar que o conjunto imagem de uma funcao seno é:
Im =la—b,a+b].
Observemos, agora, o periodo da funcao seno. Para determinarmos o periodo da
fungdo f : R — R definida por f(z) = a+b-sen(cx +d) , tomemos cx + d = a. Para
que sen(a) complete um perfodo, é preciso que « varie entre 0 e 2. Logo:

I<a<2rnel<a+d<2re d<cx < —d+27

Observe agora as duas possibilidades para ¢, ¢ > 0 e ¢ < 0:
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e se ¢ > 0, temos que: —% <z< _‘HC'QW , portanto = € [—%, #] e o periodo p é
dado por: =4H2T _ (_d) = 21
e se ¢ < 0, temos que: —2¢ >z > # , portanto = € [#, —%] e o perfodo p é

dado por: —4 — (=LH2T

— _2r
= —<,

~ O

Assim, o perfodo p de uma fun¢io definida por f(z) = a+b- sen(cx + d) é dado por:

Fungoes Cosseno

Definigao 1.21. As fungées f : R — R definidas por f(x) = a+b-cos(cx +d) sdio ditas

fungoes cosseno.

Como vimos para a funcao seno, primeiro iremos conhecer a funcao cosseno basica
coma=0,b=1,c=1ed=0. Assim, f(z) = cos(z). Transpondo os valores da Figura

9 para a Tabela [7] temos:

T T T |7 2w 3T 5 s 5m 4 | 3w % T 117

ol sl lEEIs I TSl gl T I5I5I5[T15 [>]
6 4 31 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6

‘ ‘1‘£‘ﬁ‘1‘0‘_1‘_£‘_§‘1‘_£‘_ﬁ‘_1‘0‘@‘@‘ 1 ‘1‘
Y 2 | 2 |2 2 2 2 2 2 2 2 | 2 | 2

Tabela 7: Valores da fun¢ao y = cos(z).

Com os dados da Tabela [7], podemos plotar o grafico da fungdo cosseno bésica.

y

Figura 11: Funcao Cosseno Basica

A curva apresentada na Figura [I1] é chamada de cossenoide. Note que o periodo da
fungao é 27, o dominio e o contradominio da fungao sao os reais (R). Porém, a imagem
desta fungao é o intervalo [—1,1]. Isso pode ser notado, pois a imagem da fungdo é o
cosseno de um determinado angulo, e sabe-se que o maior valor do cosseno ¢ 1 e o menor
valor do cosseno ¢ -1.

Observe, agora, a fungdo f(z) = a+b-cos(z). Vamos determinar os seus valores

méximo e minimo. Como podemos perceber na Figura [II a fungdo atinge seu valor
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minimo em 7 e para toda abscissa que seja da forma: 7+ k- 27 com k € Z, e atinge seu
valor maximo em 0 e para toda abscissa que seja da forma: 0+ k- 27 com k € Z.

O valor minimo de f(z) = a+ b cos(z) serd atingido para x = 7+ k- 2w com k € Z,
pois cos(m + k- 2m) = —1.

Dessa forma,

fr+k-2n) =a+b-cos(m+ k-2m)
f(r+k-2n)=a+b-(-1)

f(r+k-2r) =a—b.

Logo o valor minimo de uma funcao cosseno é dado por a — b.
O valor maximo de f(z) = a+b- cos(x) serd atingido para x = 0+ k- 27 com k € Z,
pois cos(0 + k- 27) = 1.

Dessa forma,
fO+k-2r) =a+b-cos(0+k-2m)
fO+Ek-2r) =a+b-(1)

f(O+Ek-27) =a+b.

Logo o valor maximo de uma func¢ao cosseno é dado por a —+ b.

Dessa forma, podemos afirmar que o conjunto imagem de uma func¢ao cosseno é:
Im =la—b,a+b].

Observemos que, para o periodo da func¢ao cosseno, podemos utilizar o mesmo calculo
ja feito para a funcao seno, pois, em ambos os casos, tomaremos cx + d = a. Para que
cos(a) complete um perfodo, é preciso que « varie entre 0 e 27. Logo, de forma anéloga
ao que fizemos para a funcao seno, concluimos que o periodo p da fun¢do cosseno é dado

por:

Fungoes Tangente

Definigao 1.22. As fungoes f : R — R definidas por f(x) = a+b-tg(cx +d), sio ditas

funcgoes tangente.



1.2 ENSINO MEDIO 27

Assim como nas fungoes seno e cosseno, vamos determinar a fungao tangente bésica,
coma = 0,b=1,c=1ed =0, que é dada por: f(z) = tg(x). Vamos observar os

valores dados na Figura [9) e montar a Tabela [§

o F RIS IS [T S IFIFIFIFITIF [
6 4 3 2 3 4 6 i 6 4 3 2 3 4 6 i
ool g [ valma|vs| o g [o | F [ [va]ma | s o] ]|
Tabela 8: Valores da fungdo y = tg(z).
Com os valores obtidos na Tabela |8 podemos plotar o grafico da fungao tangente
béasica.

-1

-2

-3

Figura 12: Funcado Tangente Basica

A curva apresentada na Figura [12| é chamada de tangentoide. Perceba que o periodo
da fungao é 7, que o dominio da funcao ¢ {x € R|z # § +k-7m; k € Z}, pois nao definimos
tg(x), se x = 5 + k-7, o contradominio da fungao sdo os reais (R), e diferentemente das
funcoes seno e cosseno, a imagem da funcao tangente é o conjunto dos nimeros reais
(R). Pelo gréfico apresentado na Figura podemos perceber que, quando a funcio se
aproxima das abscissas © = § + k-7 com k € Z pela direita, o valor de f(x) tende
para +o00. J& quando a fungao se aproxima das abscissas x = § + k-7 com k € Z pela
esquerda, o valor de f(x) tende para —oc.

Assim, a imagem da fun¢do tangente, quando definida por f(z) = a+b-tg(cx + d),
também serd o conjunto dos nimeros reais (R). Porém, o periodo da funcdo pode ser
alterado dependendo dos valores dos coeficientes ¢ e d. Tomando o = cx + d, para que

tg(«) complete um perfodo, o precisa variar entre 0 e 7, logo:
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I<a<mrel<at+d<re -d<cxr<rm—d

Observe agora as duas possibilidades para ¢, ¢ > 0 e ¢ < 0.

—d+

—d+
C C

e se ¢ > 0, temos que: —% <uz , portanto = € [—%, ] e o periodo p é

dado por: =T — (—4) = T,

> ZdET  portanto © € [%, — 41 ¢ o periodo p é

e se ¢ < 0, temos que: —gz > = c

T
dado por: —% — (=LtT) = T,

1.2.4  Solugoes grificas de inequagoes

Durante o 3° ano do Ensino Médio, o aluno é apresentado a Geometria Analitica, onde
estuda o conceito de reta. Dentro do estudo de retas, é possivel apresentar aos alunos
uma forma grafica de dar solugoes de inequacoes lineares. Algumas literaturas do Ensino
Médio trazem este assunto. IEZZI [I1] propde a resolugdo grafica de inequagoes, apds
abordar todos os conteidos inerentes a retas no Ensino Médio e entao amplia este con-
ceito, mostrando que toda reta divide o plano em dois semiplanos, e que cada um desses
semiplanos pode ser representado por uma inequagao polinomial do 1° grau, com uma ou

duas incognitas.

Inequacoes Lineares

Definicao 1.23. Uma inequacao linear € toda sentenca matemdtica da forma:
a1x1 + asxo + -+ + apr, < b,

com x1,...,T, sendo as incognitas, e ai,...,a, € b sendo as constantes com a; # 0 para

pelo menos um i € {1,2,...,n}.

Abordaremos apenas as inequagoes lineares com uma ou duas incégnitas, de modo que

as representacoes graficas também serdo apresentadas apenas no IR2.

Inequacoes lineares com uma incognita

Vejamos como as retas determinam semiplanos. Apresentaremos alguns exemplo ilustrar.
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Exemplo 1.24. A equacao x — 3 = 0 representa uma reta paralela ao eixo das ordenadas,

que divide o plano em dois semiplanos.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 4 5

Figura 13: Representacio no R? da inequacido z —3 >0 .

Todos os pontos na parte demarcada possuem abscissa maiores ou iguais a 3 e estdo
em um mesmo semiplano. Logo x > 3 <& x — 3 > 0 representa estes pontos.

Os pontos que nao pertencem a parte demarcada, pertencem ao segundo semiplano
e possuem abscissa menores ou iguais a 3. FEstes pontos podem ser representados pela

mequacao r <3 —3 < 0.

Exemplo 1.25. A equagdo y + 2 = 0 representa uma reta paralela ao eizo das abscissas,

que divide o plano em dois semiplanos.

-1

—34

-5

Figura 14: Representacdo no R? da inequacdo y + 2 < 0.
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Todos 0s pontos na parte demarcada possuem ordenadas menores ou iquais a -2 € estao
em um mesmo semiplano. Logo, y < —2 < y+ 2 < 0 representa estes pontos.

Os pontos que ndo pertencem a parte demarcada pertencem ao sequndo semiplano e
possuem ordenadas maiores ou tquais a -2. FEstes pontos podem ser representados pela
mequacao y > —2<y+2 > 0.

Nos Exemplos e mostramos a representagao grafica de inequagoes com ape-
nas uma incégnita. Como sao inequagoes lineares, as fronteiras dos semiplanos sao deter-
minadas por retas, que podem ser escritas como x + Oy — 3 = 0 no caso do Exemplo
e como 0x +y + 2 = 0 no caso do Exemplo [[.25]

Agora, vamos analisar casos nos quais as retas nao sao paralelas a um dos eixos

coordenados.

Exemplo 1.26. Observemos que a equagcio v : x —y+ 2 = 0 é uma reta que divide o

plano R? em dois semiplanos, conforme mostra a Figura .

Y

8

Figura 15: Representacdo no R? da inequacdo z —y +2 <0 .

Sendo o ponto A(Zq,ya) wm ponto qualquer sobre a reta r, o ponto B(xy,yp) situado
acima da reta v e o ponto C’(xc,yc) COM Ty = Tp = Te , Ya < Yp € Ya > Yo, LEMOS que:
Ta—Ya+2=0ys =24+ 2

Como yp > yq, temos:

Yp > Ta+2=>y > +2=>xp—yp+2<0

Assim podemos afirmar que todo ponto que satisfaz a inequacio v —y+ 2 < 0 estd
situado no semiplano acima da reta 7.

Como y. < yq, temos:

Ye<Tag+2=y.<z.+2=2.—y.+2>0
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Assim podemos afirmar que todo ponto que satisfaz a inequacio r —y + 2 > 0 estd

situado no semiplano abaizo da reta r.

Uma forma pratica de determinar a inequagao que representa um semiplano determi-
nado por uma reta ¢é escolher um ponto e substituir este ponto na equacao. Vejamos esse
fato no Exemplo [1.27}

Exemplo 1.27. Tomemos a equagio 2x + 3y — 2 = 0, representada na Figura [16,

Figura 16: Representacdo no R? da equacdo 2z +3y —2 =0

Para determinarmos as inequacoes dos semiplanos definidos pela reta, escolhemos um
ponto qualquer que ndo pertenca a reta. O mais simples e direto para se escolher é o ponto
0(0,0).

Substituindo o ponto O(0,0) na equagio da reta temos:
20 +3y—2=20

2:04+3-0-2=-2<0

Como o ponto O(0,0) esta situado abaizo da reta, podemos afirmar que o semiplano
que contém o ponto O € representado pela inequagdo 2x + 3y — 2 < 0. Assim, o semiplano

acima da reta serd representado pela inequagdao 2z + 3y — 2 > 0.

O conceito de inequagoes e sua resolucao grafica, serao aplicados nos problemas de

Otimizacao.
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O ramo da Matematica Aplicada que trata da Otimizacao é chamado de Pesquisa Ope-
racional, a PO, que se tornou conhecida durante a Segunda Guerra Mundial. Segundo
SALLES NETO [19], a busca pelo melhor resultado ja acontecia desde a antiguidade. O
autor cita que, em 1781, Gaspard Monge E| publicou um trabalho intitulado “Mémoire sur
la théorie des déblais et des remblais” (Memérias sobre a teoria das estacas e aterros),
onde Monge trata sobre o melhor caminho para mover pedras de um lugar a outro. Em
1939, o russo L. V. Kantorovich H, trabalhou com problemas envolvendo otimizagao na
administracao de organizacoes. Porém, até 1959, seus trabalhos nao eram conhecidos.
Assim, foram considerados os pioneiros da Pesquisa Operacional cientistas contratados
pela Inglaterra e pelos EUA, para desenvolverem aprimoramentos na logistica de guerra,
atuando como pesquisa de operagoes militares.

Para SALLES NETO [19], a Pesquisa Operacional pode ser definida como “Uma
abordagem cientifica na tomada de decisoes, ou um conjunto de métodos e modelos mate-
maticos aplicados a resolugdo de complexos problemas nas operagoes de uma organizagao,
ou de um sistema real”.

J& LEIGUS et. al [I3] definem a Pesquisa Operacional como sendo “uma ciéncia que
objetiva fornecer ferramentas quantitativas aos processos de tomada de decisdo.” Os auto-
res também afirmam que “Um estudo tipico de Pesquisa Operacional agrega em sua teoria
quatro ciéncias fundamentais: a Economia, a Matemdtica, a Estatistica e a Computacao.”
Também trazem que “Um estudo de caso de Pesquisa Operacional completo corresponde
a realizagdo de experimentos numéricos com modelos logico-matemdticos.”

A Pesquisa Operacional pode ser subdividida em véarios ramos, como os listados na
tabela proposta por SALLES NETO [19].

Outros Ramos

‘ Problemas de Otimizagao

Programacao Linear Teoria das Filas
Programacao Inteira Cadeias de Markov
Programacao Dindmica Teoria dos Jogos
Programacao Nao-linear Teoria dos Grafos
Programacao Multi-objetivo | Metaheuristicas

Tabela 9: Ramos da Pesquisa Operacional [19].

1 Gaspard Monge(1746 - 1818). Matemadtico francés, que criou a Geometria Descritiva, serviu como ministro
da Marinha, e participou da reforma do sistema educacional francés, ajudando na fundacdo da Ecole
Polytechnique.

2 Leonid Vitaliyevich Kantorovich (1912 — 1986). Matematico e economista russo de origem judaica,
ganhador do Prémio Nobel de Ciéncias Econdmicas em 1975.

32
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Independentemente do ramo da Pesquisa Operacional, o objetivo é encontrar uma
solugao viavel para um problema. Mas, antes de tudo, é preciso levantar uma situacao
onde se fard necessaria uma tomada de decisao, modelar o problema, pensar em uma

solugao e implementéa-la. Todo este processo pode ser chamado de Modelagem Matemdtica.
BASSANEZI [1] diz que:

Modelagem Matematica é um processo dindmico utilizado para a obtencgao e
valida¢do de modelos mateméticos. E uma forma de abstracao e generalizagao
com a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencial-
mente, na arte de transformar situagoes da realidade em problemas mateméti-
cos cujas solugoes devem ser interpretadas na linguagem usual.

Para BASSANEZI [I], a modelagem matematica ¢ feita em atividades intelectuais,

que sao:
(i) Experimentacao: Atividade de obtengao dos dados.

(ii) Abstracao: Formulagao dos modelos matematicos. Procura-se estabelecer:

(a) Selecao de varidveis: definir claramente as variaveis inerentes ao problema.

(b) Problematizagao ou formulac¢ao dos problemas tedricos numa linguagem propria

da area em que se esta trabalhando.

(c¢) Formulagao de hipdteses: formulagoes gerais que permitem deduzir manifesta-

¢Oes empiricas especificas.

(d) Simplificagdo: observar um problema que, com todos os seus detalhes, pode
se tornar muito complexo, restringir e isolar o campo de estudo, tornando o

problema viavel, mas mantendo sua relevancia.

(iii) Resolugao: Utilizar os métodos matematicos para solucionar o problema.

(iv) Validagao: Verificar o resultado obtido, se ele é viavel e aceitavel para a situacao

real.

(v) Modificagdo: Modificar o modelo, as hipdteses ou as simplificagoes feitas no pro-

blema, caso a solucao encontrada nao seja ideal.

BASSANEZI [I], esquematiza as atividades intelectuais, conforme a Figura
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Problema de abstracao Formulagéo
interesse = de hipéteses

v ES ”

Experimentagéo Selegéo de
{Dados) variaveis e
parametros
<~ uso T ‘L _
Formulacdo do

problema em
termos matematicos \

!
Ery

Interpretagio

Previstes validagéo da
L Solugdo

Estruturas
Matematicas

(modelo matematico)

Figura 17: Divisao de Atividades Intelectuais [1].

Para cada tipo de problema aplica-se métodos de solucao diferentes. Cada situagao
tém suas particularidades, que as tornam tnicas. Porém, por meio da simplificacao, pode-

se enquadrar cada problema em um ramo da Pesquisa Operacional, e trabalhar com os

métodos ja estudados.
Trataremos, neste trabalho, de Problemas de Otimizagdo na Programacao Linear e

Nao-Linear.
Segundo FERREIRA [6], a palavra otimizacao tem como significado: “Ato ou processo
de otimizar, ou resultado deste ato ou processo.”. Ainda para FERREIRA [6], a palavra

otimizar tem como significado: “Tornar dtimo; Aproveitar, utilizar, ou realizar melhor,

ou de forma mais produtiva.”.
Em outras palavras trabalhar com Otimizagao é buscar a solucao étima para deter-

minado problema. Estes problemas podem ser de maximizac¢ao ou de minimizagao. Por
exemplo, problemas que envolvem aproveitar a maior area, obter o maior lucro sao pro-
blemas de maximizacgao. Ja situacdes que envolvem encontrar o caminho mais curto, ter

o menor custo, representam problemas de minimizagao.
Segundo SALLES NETO, apés identificado o problema de otimizacao, para resolvé-lo

temos de seguir trés passos bésicos:

(i) identificar ou definir as varidveis de decisao;
(ii) obter a fungao objetivo, ou seja, a fungao que queremos maximizar ou minimizar;

(iii) identificar as condicionantes (restrigdes) do problema.

Vamos verificar estes passos em problemas de Programacao Linear e Nao-Linear.

2.1 OTIMIZAGCAO LINEAR

Os problemas de Otimizacao Linear sao aqueles onde as fungoes objetivo e as restrigoes

sao lineares. Desta forma:
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Otimizar:
Z = f(z)= f(x1,29,...,2p) = 121 + c2x2+ - - + cpp
Sujeito a:
g1(z1, 2, ..., xy) = an121 + a1ara + - -+ + a1y b1
g2(x1, 2, ..., xy) = ag1w1 + a2 + - - + agpTy < bo
- ;
>
gm (21,22, ..., Tp) = am1®1 + amax2 + - -+ + amny b,
em que:

n € o numero de variaveis do problema;

m € o numero de restrigoes do problema;

¢; € o coeficiente da variavel z;, na fungao objetivo;
a;;j € o coeficiente da variavel x;, nas restrigoes;

b; ¢ a constante da restricao .

Vale ressaltar que, em problemas de Otimizagao, procura-se trabalhar com variaveis

positivas. Logo, a nao negatividade das varidaveis também ¢é uma restri¢ao.

2.1.1 Resolugao Grifica
Em problemas de Otimizacdao Linear que envolvem duas variaveis de decisdo, pode-se
determinar a solugdo étima graficamente, como mostraremos no Exemplo [2.1]

Exemplo 2.1.
Observe o sequinte problema:
Maz Z = 10x1 + 4z9

Sujeito a:
(a) x1 <6
(b) zo2 <8
(c) ©1 4+ 29 <11
(d) x1,29 >0

Sequndo LACHTERMACHER [12], para resolver um problema graficamente, primeiro
¢ preciso estabelecer os eiros que irao representar as quantidades de x1 e x2. Depois,
encontramos o conjunto de solugoes vidveis, ou seja, determinar qual subdrea do plano

x1x9 € salisfeita por cada restrigio. As restrigoes (a), (b) e (d) sao de representagio
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imediata como podemos ver pela Figura . Ja para a restrigio (c), isolaremos a varidvel
x2, obtendo xo < 11 — x1. Representaremos no plano xirs a equagdo da reta o =
11 — z1. Como temos uma inequagdo do tipo “menor igual”, os pontos abairo e sobre a

reta satisfazem a restricao (c), como mostrado na Figura .

Xz (a)

(b)

Figura 18: Representacao do conjunto de solugoes viaveis com as restricoes (a), (b) e (d).

A regiao destacada na Figura[18, mostra o conjunto de solugoes vidveis para o problema,

sem considerarmos a restrigao (c).

(b}

Figura 19: Representagdo do conjunto de solugoes vidveis com as restrigoes (a), (b) (c) e (d).

Considerando a restrigio (c), a regido hachurada na Fz'gum representa o conjunto
de solugoes vidveis para o problema. Por exemplo, o ponto (3,7) é uma solugiao vidvel,
pois satisfaz todas as restrigoes (a), (b), (c) e (d). Substituindo o ponto (3,7) na fungio
objetivo temos que z = 10 x 34+4 x 7 = z = 58. Mas, observe que, se utilizarmos
o ponto (4,6), que também pertence ao conjunto de solugoes vidveis, substituindo-o na

funcdo objetivo temos, z = 10 x 4 +4 X6 = z = 64, obtendo um valor maior para a
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funcao objetivo. Precisamos, agora, determinar dentro do conjunto de solugoes vidveis,
aquela que mazximiza a funcdo objetivo z.
Uma forma de determinarmos a solugcdo otima € observarmos a fungao objetivo como

a equacao de uma reta. Desta forma,

5)
Z=10x1+4x2:>x2:2—%.

Percebe-se que o coeficiente linear desta reta é 7. Logo, a solugdo 6tima € determinada

\}(2 a
G=(0,20
20 (0,20)

184

conforme a Figura [20,

Figura 20: Representacao da solugdo 6tima para a fungido objetivo.

Podemos perceber que, sabendo o coeficiente angular da reta-objetivo, podemos deter-
minar o ponto do conjunto de solucoes vidveis que mazximiza z. Neste caso, a solugdo

dtima é o ponto (6,5), e o valor mdzimo de z é z =10x 64+4 x 5 = z = 80.

Com o mesmo processo descrito no Exemplo podemos determinar a solucao de
um problema de minimizacao.

Em um problema de Otimizagdo Linear com duas variaveis, podemos admitir que a
solugdo 6tima serd um ponto da reta z = Axy + Bro onde A e B sdo coeficientes nao
nulos das variaveis. Observando a funcao objetivo como uma equagao reduzida de uma
reta, temos x9 = —% + %. Para obtermos uma solugao que maximize z precisamos

determinar a reta que tenha interseccao com o conjunto das solugoes vidveis e tenha o
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maior valor para 7, e para obtermos a solugao que minimize z, precisamos determinar a
reta que tenha intersecgao com o conjunto das solugoes viaveis e tenha o menor valor para
% Assim, podemos sempre afirmar que a solugao 6tima, se existir, serd um dos vértices
da regiao que delimita o conjunto das solucoes viaveis.

Todo problema de Otimizacao Linear que possui o conjunto de solugoes vidveis nao
vazio, poderd ter uma unica solucao o6tima, ter duas ou mais solugoes 6timas, ou seja,
solugoes distintas que produzem um mesmo resultado na funcao objetivo, ou nao ter
uma solucao 6tima. Neste caso, dizemos que o problema ¢ ilimitado e que o conjunto de
solucoes vidveis nao é limitado. Um problema de Otimizacdao Linear também pode vir a

ter um conjunto de solugoes viaveis vazio, sendo assim, um problema inviavel.

2.1.2  Solucao Analitica

LACHTERMACHER [12] diz que a solugao grafica deve ser utilizada apenas quando
existirem duas ou, no maximo trés variaveis. Porém, com trés variaveis, a visualizagao é
dificil. O autor diz que, para determinar a solu¢do de um problema de Otimizagao Linear

onde existem mais de trés variaveis de forma analitica, deve-se proceder como mostra a

Figura [21]
Inicio

k4

Determine uma
solucao viavel

Solugdo
Otima?

Determine uma
solu¢do viavel melhor

Figura 21: Fluxo de resolugao analitica.

Aplicando o procedimento descrito na Figura [21]em um problema, mostraremos como
determinar a solucao 6tima de forma analitica.

Observemos o Exemplo 2.2}

Exemplo 2.2.
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Maximizar
Z =4z 4+ 229 + x3

Sujeito a:
(a) x1+x9+ 23 < 16
(b)) —x1 +xa+123<8
(¢c) 1+ 29— 23 <8
(d) x1 —x9—23 <4
(e) x1,x2,23 > 0.

Segundo HILLIER [I0], é mais conveniente trabalhar com equagoes do que com de-
sigualdades. Assim, o primeiro passo é converter as restricdes que sao de desigualdade
em equagoes equivalentes, para isso sao utilizadas as variaveis de folga. Mostraremos o
exemplo dado por HILLIER [10]:

xr1 < 4.

A variavel de folga para esta restrigao é

r3 = 4 — 1,

a qual é exatamente a folga entre os dois lados da desigualdade. Portanto,
r1 +x3 = 4.

A constante original z; < 4 se mantém sempre que z3 > 0.
Consequentemente, 1 < 4 ¢é inteiramente equivalente ao conjunto de
restrigoes

1 +x3=4

e

x3 2 07

assim, estas restrigoes mais convenientes sao usadas em seu lugar.

Utilizando este conceito de variavel de folga, determinaremos as restri¢bes mais con-
venientes para o Exemplo

As variaveis x4, T5, g € T7 serdo as variaveis de folga. Vale ressaltar que, para que o con-
ceito de variavel de folga seja valido, precisamos manter a condi¢do de nao-negatividade,

ou seja, r1, T2, T3, T4, Ts5, T, T7 > 0. Assim as equagoes equivalentes as restrigoes serao:
T4 =16 — 21 — 29 — 23
T5 =8+ 21 —x2 — T3
Tg =8 —1T1 — T+ T3
r7 =4 —11+ 29 + T3.

Desta forma, o problema inicial pode ser reescrito como:

7 =4z 4 229 + x3
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T4 =16 — 21 — 19 — 23
$5:8+£K1—£L‘2—$3
T =8 —11 —1x2+ 3
r7 =4 —11 + 29 + 73.

Neste caso é facil propor uma solucao inicial viavel. A mais trivial é escolhermos
r1 = x92 = x3 = 0. Isso implica em Z = 0, o que provavelmente nao é a solucao
6tima. Ja que o objetivo é maximizar Z, é perceptivel que qualquer incremento em uma
da variaveis x1,x9 e x3 acarretarda um aumento em Z. Para escolhermos qual variavel
vamos incrementar primeiro, vamos observar em qual varidvel um incremento em seu
valor, proporcione um maior aumento em Z. Neste caso iniciaremos com a variavel xy,
pois possui o maior coeficiente. Reescrevendo as equagoes considerando z9 = 3 = 0,

podemos determinar um intervalo para 1, observando a condicao de nao-negatividade
das variaveis.
ry=16—21 =21 <16
r5 =8+ 11 = 11 > —8
g =8—11 =11 <8
zr=4—x1 = x1 <4.

Analisando as restrigoes para 1, podemos concluir que z1 € [0,4]. Como o objetivo é
de maximizar Z, escolheremos o maior valor possivel. Entao tomamos x1 = 4. Mantendo
r9 =23 =0, temos x4 = 12,25 = 12,24 =4 e x7 = 0.

Como quando x1 = 4 e x5 = w3 = 0 temos x7 = 0, vamos trocar a restricdo onde

temos x7, isolada na equagao, por .

rr=4—x1+x0+23=>201 =4+ 290+ 23— 27

Substituindo x; nas outras equacoes temos:

Z = 4x1 4 229 + 73
Z=4(4+r2+ a3 —27) + 272 + 73
Z =16 + 4xo + 4w — 47 + 220 + 73

Z =16 4 6x9 + dxg — 4y

33'4:16—33'1—1'2—1'3
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x4=16—(4+x2+x3—x7)—$2—x3
r4=16—4 — 219 — 3+ 17 — 29 — 3

x4 = 12 — 2290 — 223 + 27

$5:8+(4+$2+ZE3—IL’7)—$2—$3

x5:12—x7

x6:8—(4+x2+x3—x7)—x2+x3
16 =8—4—wo—x3+ w7 — 22+ 73

re =4 — 2x9 + 17

r1 =4+ 19+ 23 — 27.

Assim, temos novas equagoes para o problema:

Z =16 4 6x9 + bxg — 4y
Ty =12 — 229 — 223 + 7
rs = 12 — 27
re =4 —2x9 + 17
r1 =4+ x9 + 23 — 27.

Novamente, usaremos uma solugao trivial, atribuindo valor 0 para todas as variaveis
do lado direito das equagoes. Assim, encontramos r1 = 4,29 = 0,23 = 0,25 = 0,24 = 0
e x7 = 0. Com esses valores temos que Z = 16. Percebe-se que o valor de Z aumentou.
Porém observando Z = 16 + 6x2 + bxs — 4x7, se incrementarmos valores em x9 o valor de
7 aumentara. Logo a solucdo ainda nao é a solugao 6tima. Assim, precisaremos repetir os
passos anteriores. Porém, agora, isolando x9 em uma das equacoes. Para determinarmos

em qual equagao, tomaremos r3 = x7 = 0, e assim teremos:

T4 =12 —2x9 = 19 <6

r5 = 12
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e =4 —2x9 = 19 < 2
1 =4+ 290 = 19 > —4.

Analisando as restrigdes para xe, percebemos que zo € [0,2]. Como o objetivo é
maximizar Z, tomamos xo = 2. Assim, substituindo nas equagoes e mantendo z3 = x7 =
0, temos x4 = 8,25 = 12,26 = 0 e 1 = 6. Como xg = 0 nesta equagdo que isolaremos

Z2, obtemos:

4 —
m6:4—2x2—|—x7:>x2:$g+x7.

Substituindo x2 nas outras equacoes, encontramos:

Z =16 4+ 6x9 + brsg — 4xy

4 — 26+ x7
2
Z =164+ 12 — 3xg + 3x7 + dx3 — 4x7

Z:16+6< >+5$3—4x7

Z:28+5$3—3{E6—$7

4 —
I4:12—2<mg+m7>—2I3+1‘7

r4 =12 —4 4+ x5 — x7 — 203 + 27

T4 =8 —2x3+ x4

Ty = 12 — 27

4—z6+x
931:4—1—(;7)—1—333—1:7
= 844 —xg+ x7+ 203 — 27
b 2
12 4+ 223 — xg — 27
Tr] — 9 .

Assim, temos novas equagbes para o problema:

Z = 284+ bxr3 — 316 — x7

x4 =8 —2x3+ x4
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SB5:12—:L‘7

4 —x¢+ a7
Tp=
12 4+ 223 — xg — 27
r1 — 9 .

Utilizando a solugao trivial, atribuindo valor 0 para todas as variaveis do lado direito
das equagoes, encontramos r1 = 6,12 = 2,23 = 0,24 = 8,25 = 12,26 = 0 e x7 = 0. Com
esses valores, temos que Z = 28. Note que o valor de Z aumentou. Porém, observando
Z = 28 + brg — 3xg — x7, se incrementarmos o valor de z3, o valor de Z aumentara.
Logo a solugao ainda nao é a solucao 6tima. Precisaremos repetir novamente os passos
anteriores. Isolando agora a variavel s em uma das equagoes. Para determinarmos em

qual tomamos rg = x7 = 0, onde teremos:

x4 =8 —2x3=123<4

T = 12
T9 = 2
1242

Analisando as restrigdes para xg, percebemos que z3 € [0,4]. Como o objetivo é
maximizar Z, tomamos x3 = 4. Assim, substituindo nas equagoes e mantendo zg = 7 =
0, temos x4 = 0,25 = 12,29 = 2 e 1 = 10. Como z4 = 0 nesta equacio que isolaremos

x3, obtemos:

Ty =8 —2x3+ x5 = T3 = 8_m;+$6.
Substituindo x3 nas outras equacoes, temos:
Z:28—i—5<8_x;+%> — 3z — @7
Z =28420+ <_5:C42+5%> —3xg — X7
7 — 484 (—5:1:4 + Zx(j — 61:6) .
Z =48 — (M> —x7

r5 =12 —x7
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4 —xg+ x7
rg = —————

12 42 (824400 ) — g — a7

Ir1 — 9
1248 —x4+ 26 — 26 — 27
Il —
2
20— x4 — 7
= —".
2

Assim, temos novas equagoes para o problema:

7 a8 (5$4+[E6>_$7
2
r5 =12 — o7

o — 8 — x4+ w6
5 2

4 — 26+ x7

rTo9 = —————
2 2

20— x4 — 7

r=—
2

Observamos que, para qualquer variavel presente em Z, se aumentarmos o valor dessa
variavel o valor de Z diminuira. Logo, chegamos a solucao 6tima. Fazendo x4 = xg =

x7 = 0, obtemos os valores para as variaveis x1, rs e x3:
r1=10,20 =2ex3=4.

Assim, substituindo os valores encontrados na funcgao objetivo do problema inicial,

proposto no Exemplo e em suas restricoes, temos:

Z =41 4 229 + 23
r1+20+23 <16
—r1+ 22+ 123 <8
T+ w2 —13 <8

Z=4-10+2-2+4 =148
104+24+4=16<16
-104+24+4=-4<8

104+2-4=8<8
10-2—-4=4<1

r1 =10,20 = 2,23 =4 > 0.

T — 29 —x3 <4

IR

1,212,723 > 0

Pode se perceber que o procedimento feito com o Exemplo 2.2 é o mesmo proposto
na Figura 21} Apesar de trabalhoso, o conceito envolvido é relativamente simples, o que

torna possivel a aplicagdo deste método junto a alunos do Ensino Médio.
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2.2 OTIMIZAGCAO NAO LINEAR

Como o nome diz, os problemas de Otimizacao Linear possuem funcao objetivo e res-
trigoes lineares. A Programacao Linear é extremamente utilizada em varios ramos, e se
aplica a inimeras situagoes reais. Porém, nem sempre os fendmenos naturais sao possiveis
de serem representados por fungoes lineares. Nestes casos, as restricdes ou a fungao obje-
tivo sao modeladas por uma func¢ao nao-linear, embora algumas vezes pode-se reformular
problemas nao-lineares para um formato linear.

Segundo HILLIER [I0], a forma geral de um problema de Otimizagdo Nao-Linear é,

basicamente, determinar x = (x1,x2, ...,y ), de modo a:

Maximizar ou Minimizar f(x)
Sujeito a:
gi(x) < b, parai=1,2,...,m
x>0
Onde:

f(z) e os gi(x) sao fungoes dadas das n varidveis.

Para HILLIER [I0], “Nao eziste algoritmo disponivel que resolva cada problema es-
pecifico que se ajuste a esse formato.”. Porém, para alguns casos especificos que sao
recorrentes, existem métodos que possibilitam a resolucao.

LACHTERMACHER [12] mostra trés problemas, todos de Otimizagao Nao-Linear,

porém bem diferentes entre eles:

Problema 1 Max\/x1 + x2 + 23
Sujeito a:
e + a9+ 23 <43
r1, 22 < 30
x1,x2,23 > 0

Problema 2 Min sen(z?) + 3cos(x3)
Sujeito a:
1+ w2 > 26
Tx1 + 4:5‘21 > 53
x1, 72 >0

Problema 3 Max Log(z1) + z9% + @21
Sujeito a:
5x1 4+ 229 + 3x3 + x4 < 50
1 + 2x223724 < 30
3z + (/23 < 12
r1,x2,23,24 >0

Todos os problemas acima sao de Otimizacao Nao-Linear, pois a funcao objetivo ou

uma das restri¢goes nao sao lineares. Como ja visto, para um problema de otimizagao
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ser linear tanto, a fungdo objetivo quanto as restricdes devem ser lineares. Os problemas
propostos por LACHTERMACHER [12] sdo de Otimizacao Nao-Linear. Porém, cada um
deles possui uma forma distinta de resolucgao.

Para exemplificar um problema de Otimizacdo Nao-Linear, vamos apresentar um outro
problema proposto por LACHTERMACHER [12]:

Exemplo 2.3. [17]

Mazimizar Z = 2x1 + 8x2
Sujeito a:

1 <5

42 + 923 < 144

z1,22 > 0.

Neste exemplo a nao-linearidade estd na restricio 43 + 923 < 144. Como a funcio
objetivo é linear, LACHTERMACHER [12] indica que, para determinar a solugao 6tima,
podemos utilizar a mesma metodologia de um problema de otimizagao linear. Primeira-

mente iremos representar o conjunto de solugdes vidveis na Figura [22]

Figura 22: Conjunto de solugbes vidveis do Exemplo

Se incrementarmos a fungdo objetivo Z, até que a reta tangencie a area do conjunto

de solugbes viaveis, encontraremos a solugao 6tima, conforme mostra a Figura [23]
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Solugdo = (211,

Figura 23: Solugao 6tima do Exemplo

Podemos perceber que, pelo fato de a funcao objetivo ser linear com duas variaveis,
quando podemos representar as restrigoes no plano, podemos determinar graficamente a
solugao 6tima, assim como nos problemas lineares. Porém, no caso de se ter mais variaveis,
esta representagao se torna bem mais complexa.

No caso de problemas de Otimizacao Nao-Linear com fung¢ées mais complexas e com
mais de duas variaveis, os métodos de se determinar a solug¢ao 6tima sao um pouco mais
complexos e de dificil aplicagdo para alunos do Ensino Bésico. Por esse motivo nao apre-
sentaremos estes problemas neste trabalho. HILLIER [10] ¢ LACHTERMACHER
apresentam os mais comuns e mostram as formas de solugdo de problemas de programa-

¢ao quadraticas, convexas e concavas.



OTIMIZACAO NO ENSINO BASICO - PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo, apresentaremos algumas propostas de aulas para os assuntos levantados
no Capitulo [T} O intuito é sugerir atividades que sejam realizadas em aproximadamente

100 minutos (2 horas-aulas).

3.1 MMC E MDC

E comum que, ao se tratar de MMC e MDC com os alunos, sejam-lhes ensinadas as
técnicas para calcular estes valores, sendo uma das mais ensinadas a da fatoracao. Depois,
o aluno repete esta técnica com ntimeros aleatorios para aprender a usar tal ferramenta.
Conforme o aluno se habitua a calcular os MMCs e MDCs, parte-se para os problemas
com os quais ele aprende onde usar a ferramenta. SILVA[2I] traz os seguintes problemas

que exemplificam esta situacio, que apresentamos nos Exemplos el3.2

Exemplo 3.1. [2])

Uma indistria de tecidos fabrica retalhos de mesmo comprimento. Apds
realizarem os cortes necessdrios, verificou-se que duas pegas restantes tinham as
sequintes medidas: 156 centimetros e 234 centimetros. O gerente de produgdo,
ao ser informado das medidas, deu a ordem para que o funciondrio cortasse
0 pano em partes iguais e de maior comprimento possivel. Como ele poderd
resolver essa situagdo?

Primeiramente, para determinar o tamanho em que o funcionario ird cortar os teci-
dos, precisamos saber o maior nimero que divide simultaneamente 156 e 234, ou seja,
determinar o MDC (156, 234). Utilizaremos o método da fatoragao:

156 | 2 234 | 2
8] 2 117
39| 3 39| 3
13|13 13113

1] - 1] -

MDC(156,234) = 2 x 3 x 13 = MDC(156,234) = 78.

Assim pode-se dividir o tecido de 156¢m em dois de 78c¢m e o tecido de 234c¢m em trés

de 78cm , ficando com 5 pegas de tecido medindo 78cm.

48
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Exemplo 3.2. [21]

Um médico, ao prescrever uma receita, determina que trés medicamentos
sejam ingeridos pelo paciente de acordo com a sequinte escala de hordrios: re-
médio A, de 2 em 2 horas, remédio B, de 3 em 8 horas e remédio C, de 6 em 6
horas. Caso o paciente utilize os trés remédios ds 8 horas da manhd, qual serd
o proximo hordrio onde coincidird a ingestdo dos trés remédios?

Para este exercicio, primeiramente devemos ver de quanto em quanto tempo coincidi-
rao os horarios dos trés remédios, ou seja, determinar os multiplos de 2, de 3 e de 6 que
coincidem, o que é simplesmente determinar o MMC(2,3,6). Calcularemos da forma,

mais convencional, por meio da fatoracao simultanea:

2, 3, 6|2
1, 3, 3|3
1, 1, 1/2 x 3 = 6

Como o MMC(2,3,6) = 6, a cada 6 horas os remédios serdo tomados juntos. Como

o paciente ingeriu os remédios juntos as 8h, basta adicionarmos 6:

8+6=14.

Logo, o paciente voltara a tomar os remédios A, B e C juntos as 14 horas.

No Exemplo 3.1} o comando da questdo diz para determinar o maior comprimento
possivel. Podemos ver que este problema ja leva o aluno a pensar em maximizacao. Ja o
Exemplo nao é tao explicito, mas leva o aluno a pensar no menor intervalo de tempo
em que os eventos coincidirao, ou seja, um problema de minimizacao.

Estes tipos de problemas levam o aluno a procurar a melhor solu¢gao. Em ambos os
casos, pode-se encontrar solugoes que satisfazem a premissa do problema, mas que nao
seja a solugao esperada,ou seja, que nao seja a solugao 6tima.

Vejamos uma proposta de plano de aula para tratar de MDC e MMC.

3.1.1 Plano de aula: MMC e MDC

Assunto:
MMC e MDC
Piblico alvo:
6° ano do Ensino Fundamental
Objetivo:
Proporcionar uma pratica onde os alunos utilizem os conceitos de MMC e MDC.

Duracao:



3.1 MMC E MDC 50

2 horas-aula

Pré-requisito:

Conhecimento de métodos para determinar MMC e MDC
Desenvolvimento:

Dividir a sala em grupos com 4 ou 5 alunos.

12 Atividade: Dividir um retangulo em quadrados

Objetivo: Aplicar o conceito de MDC em um problema geométrico.

Entregue a cada grupo uma folha de papel cartdo ou parand, cortada em formato
retangular com dimensoes 72cm por 90cm, e folhas coloridas de papel sulfite e proponha

aos alunos o seguinte:

Iremos cobrir este papel com o menor niimero possivel de quadrados que cubra toda
a superficie do papel. Nao devera sobrar espago no papel sem ser coberto e os quadrados

devem ter a mesma dimensao. Faga quadrados de cores diferentes.

E interessante mostrar um exemplo do que se pretende para os alunos. Néo forneca
aos alunos as dimensoes do papel. Deixe que surja deles a ideia de medir o papel para
determinar o nimero de quadrados e a dimensao deles. Permita os alunos pensarem e
discutirem de que forma poderao determinar a dimensao deste quadrado. Provavelmente
alguns grupos nao usarao o MDC. Observe se, o que estao propondo ira funcionar. Nao
intervenha caso seja uma solugao plausivel. E interessante pedir que os grupos expliquem
as solugoes que encontraram, e, por fim, mostre como determinar o tamanho do quadrado
utilizando o MDC.

Explicar que como se pretende cobrir a folha com quadrados, o lado destes quadrados
deve dividir as duas dimensoes da folha e, como queremos o maior quadrado possivel, o
lado do quadrado deve ser o maior nimero que divida as duas dimensoes da folha. Por

isso, surge o cdlculo do M DC(72,90) para determinarmos o lado do quadrado.

72| 2 9 | 2
36 | 2 45 | 3
18| 2 15| 3
3 215
3 -

Assim, M DC(72,90) =2 x 3 x 3 =18.
Logo, os lados dos quadrados deverao medir 18cm. Para determinar quantos quadra-

dos serdo necessarios, pode-se usar um conceito primitivo de area, primeiro imaginando
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quantos quadrados caberao em uma direcao e quantos caberao na outra dire¢ao. Em uma

cabera 72 + 18 = 4 e, na outra, 90 = 18 = 5, como mostra a Figura [24]

90 cm

72 tm

Figura 24: Disposi¢do dos quadrados sobre a folha.

Entao, teremos 4 linhas com 5 quadrados cada, ou seja, 4 x 5 = 20. Portanto, preci-

saremos de 20 quadrados de lados medindo 18cm.

22 Atividade: Estrelas no retangulo

Objetivo: Aplicar o conceito de MMC em um problema geométrico.

Fazer aos alunos a seguinte proposta:

Iremos fazer ao redor da folha de papel parand marcas vermelhas, azuis e verdes. As
marcas vermelhas serdo feitas de 4 em 4 centimetros, as marcas azuis serao feitas de 12
em 12 centimetros, e as marcas verdes de 9 em 9 centimetros. Quando as trés marcas
coincidirem, cole uma estrela no lugar das marcas. Porém, o grupo deve determinar

quantas estrelas irdo precisar, antes de fazer as marcas, e pega-las com o professor.

Dé um tempo para que os alunos determinem a quantidade de estrelas que irdao precisar.
Para isso eles precisarao determinar o MMC entre 4, 9 e 12 e dividir o perimetro do

retangulo pelo MMC encontrado. Desta forma:

12

)

4
2,
1
1

9

9
9
9
3

W W NN

) Y

1, 1

, 1 2X2x3x3=236.

Y

Entao, a cada 36cm, as marcas se encontrarao. O perimetro do retangulo é 72 4+ 72 +
90 + 90 = 324cm. Dividindo pelo intervalo obtemos 324 <+ 36 = 9 estrelas. Logo cada

grupo iréd precisar de 9 estrelas.

Recursos:

Papel cartdao ou parand, folhas de papel coloridas.
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Avaliacao:
Observar a participagao dos alunos durante as atividades, solicitar aos alunos uma

auto-avaliacao, propor lista de exercicios.

Sugestao de exercicios:

Exemplo 3.3. (EPCAR-2001 - Adaptada) Uma abelha rainha dividiu as abelhas de sua
colmeia nos sequintes grupos para exploracao ambiental: um composto de 288 batedoras e
outro de 360 engenheiras. Sendo vocé a abelha rainha e sabendo que cada grupo deve ser
dividido em equipes constituidas de um mesmo e maior numero de abelhas possivel, em

quantos grupos de quantos membros vocé redistribuiria suas abelhas?

Para determinar o niimero de abelhas em cada grupo, basta determinar o M DC'(288, 360).

288 | 2 360 | 2
144 | 2 180 | 2
72| 2 90 | 2
36 | 2 45| 3
18| 2 15| 3
3 215

3 -

MDC(288,360) =2x2X2x3x3="72

Assim, cada grupo tera 72 abelhas. Para determinarmos quantos grupos serao, basta
efetuarmos as divisoes 288 + 72 = 4 e 360 + 72 = 5. Logo, teremos 4 grupos de abelhas
batedoras e 5 grupos de abelhas engenheiras, totalizando 9 grupos de abelhas com 72

abelhas cada.

Exemplo 3.4. (Concurso Correios - 2011 - Adaptada) O piso de uma sala retangular,
medindo 352cm por J16cm, serd revestido com ladrilhos quadrados, de mesma dimensdo,
inteiros, de forma que nao fique espago vazio entre ladrilhos vizinhos. Serdo escolhidos
ladrilhos de modo que tenham a maior dimensao possivel. Na situacao apresentada, de-

termine a medida em centimetros do lado do ladrilho que deverd ser utilizado.

Para determinar o tamanho do ladrilho, devemos pensar que a medida do lado deste

deve dividir as duas dimensoes da sala, e, como ele deve ser o maior possivel, deve ter
medida igual ao M DC'(352,416).
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352 | 2 416 | 2
176 | 2 208 | 2
88 | 2 104 | 2
441 2 92 | 2
22| 2 26 | 2
11 | 11 13 | 13
1]- 1]-

MDC(352,416) =2 X 2x2x 2 x 2 = 32,

Logo, deverao ser utilizados ladrilhos quadrados de lado medindo 32cm.

Exemplo 3.5. (UFMG - Adaptada) Numa repiblica hipotética, o presidente deve perma-
necer 4 anos em seu cargo; os senadores, 6 anos e os deputados, 3 anos. Nessa republica

a cada quantos anos as elei¢oes para esses trés cargos ocorrerdo simultaneamente?

Para determinar a frequéncia com que estas eleigoes ocorrem simultaneamente, deve-
mos determinar os miltiplos do tempo em que cada eleicdo ocorre, e ver qual deles sdo
comuns aos trés cargos.

Iremos utilizar uma outra maneira de se determinar o M MC'(4,6,3). Esta maneira é
uma forma de facil compreensao para alunos do Ensino Fundamental, pois ndo envolve a

fatoracao em termos primos. Basta determinar os multiplos de cada ntmero.

M(3) = 3,6,9, 12, 15, 18, ...
M(4) = 4, 8, 12, 16, 20, 24, ...
M(6) = 6, 12, 18, 24, 30, 36, ...

MMC(3,4,6) = 12.

Portanto, as elei¢oes para presidente, senadores e deputados desta republica, ocorrem

simultaneamente a cada 12 anos.

Exemplo 3.6. (EPCAR - Adaptada) Um reldgio A bate a cada 15 minutos o outro reldgio
B bate a cada 25 minutos e um terceiro relégio C a cada 40 minutos. Qual €, em horas,

o menor intervalo de tempo decorrido entre duas batidas simultaneas dos trés relogios ?

Para determinarmos o intervalo em que os relégios baterao simultaneamente, basta
determinarmos o MMC entre 15, 25 e 40.
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15, 25, 40| 2
15, 25, 20| 2
15, 25, 10| 2
15, 25, 3
5, 25, 5
1, 5, )
1, 1, 1 2x2x2x3x5x5=600.

MMC(15,25,40) = 600.

Logo, os relogios baterao simultaneamente a cada 600 minutos. Porém, o exercicio
pede a resposta em horas. Como 1 hora sao 60 minutos, basta dividirmos 600 = 60 = 10,

e temos a resposta em horas. Portanto, os relégios batem juntos a cada 10 horas.

3.2 PERIMETRO E AREA DE UMA FIGURA PLANA

No 6° ano do Ensino Fundamental, é apresentado aos alunos os conceitos de perimetro e
de area, iniciando-se com sua simples determinacgao, geralmente com o auxilio de malhas
quadriculadas. Sao desenvolvidas atividades para o aluno perceber, por exemplo, que
podemos calcular a area de um retangulo multiplicando a “quantidade de quadrados de
um lado” pela “quantidade de quadrados do outro lado”, e também atividades onde o
aluno é levado a medir com o auxilio de um régua o perimetro de algumas figuras. Os
Exemplos e sdo propostos por BONJORNO [2], que trata sobre perimetro de

figuras planas.

Exemplo 3.7. [7]

Uma praga retangular tem 92,4 m de comprimento e sua largura € de % da
medida do comprimento. Uma menina dd 5 voltas completas no seu contorno.

a) Quantos quilometros a menina andou no total?
b) Se, em média, cada passo da menina mede 60 cm, quantos passos ela
deu, aproxrimadamente, nessa caminhada?

Para resolver esta atividade, o aluno precisard, primeiramente, determinar a largura
(1) da praga, da seguinte maneira:

Como o comprimento (c) é de 92,4m e a largura é um tergo deste comprimento, teremos
C
3
Sabendo as dimensoes da praga devemos, agora, determinar o seu perimetro.

[ = %-c. Assim, [ = £, entao [ = 9%’4 = [ = 30,8m.
Perimetro = 92,4+ 92,4 + 30,8 4 30,8 = 246, 4m.

Para responder o item a, como a menina deu 5 voltas ao redor da praca, ela percorreu

o perimetro 5 vezes. Assim:
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Total percorrido = 5 x 246,4 = 1232m.

Como o exercicio pede a resposta em quilémetros, a menina andou, no total, 1,232

km.

Ja o item b pede para determinarmos quantos passos a menina deu. Para isso, devemos
converter a medida do passo para metros ou o total percorrido para cm. Assim 60cm =
0, 6m.

Agora, para determinarmos a quantidade de passos dados pela menina, basta efetuar-
mos a divisao: 1232+ 0,6 = 2053, 333... .

Assim, a menina deu, aproximadamente, 2054 passos.

Exemplo 3.8. [2] “Um quadro tem a forma de um hexdgono regular de lado 90 cm.

Quantos metros de madeira sao necessdrios, para colocar uma moldura nesse quadro?”

Esta é uma questao bem simples. Para chegarmos ao resultado, basta determinarmos

o perimetro do quadro, que, como é um hexdgono, possui 6 lados. Assim:

Perimetro = 6 - 90 = 540cm.

Como o exercicio pede a resposta em metros, serao necessarios 5,4 m de madeira para

colocar a moldura no quadro.

Em relagao a drea, BONJORNO [2] propoe os exercicios que trazemos nos Exemplos

B9 eBI0.

Exemplo 3.9. [7]

A figura representa o piso da sala de uma casa.

6m

o

3m

Figura 25: Planta do piso da sala.

a) Qual é a drea dessa sala?
b) Quantos reais serdo gastos para cobrir esse piso com madeira, se o metro
quadrado de madeira colocada custa R$ 52,007
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Para resolvermos o item a do Exemplo [3.9] primeiramente, iremos dividir o piso da

sala em um retangulo e em um quadrado. Teremos:

6m
aj |
4'm (1)
ﬂ =
3m Y
3m| (2)
]
3m

Figura 26: Piso da sala dividido.
A area do piso da sala sera a soma da drea (1) com a area (2):

A =6-4=24m?

Ay =3-3=9m>

Assim, temos:

Apotal = A1+ Ag = 24m? + 9m2 = Aiotal = 33m2.

Para resolvermos o item b, ja que 1m quadrado de madeira colocada custa R$ 52,00,

o gasto total sera de:
33 - R$52,00 = R$1716, 00.
Logo, para cobrir o piso da sala, serao gastos R$ 1716,00.
Exemplo 3.10. [2/
Para anunciar a venda de sua casa em um jornal, Hélio desenhou uma
planta mostrando a drea interna da casa. Na planta, cada quadradinho repre-

senta um quadrado de 50 cm x 50 cm. Se Hélio estd pedindo R$ 650,00 por
metro quadrado construido, quanto custard a casa?

qi’ ne 9 . [Jsoem

50cm

Figura 27: Planta da casa
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Para determinar o valor da casa, primeiramente, o aluno devera calcular a area da
casa. Para isso, pode-se contar os quadrados da planta, e multiplicar pela area de um.

Como o quadradinho tem dimensées 50 cm x 50 cm, a drea de um deles é 2500 e¢m?2,
como o exercicio pede a resposta em metros, 2500 ¢m? = 0,25 m?.

Dividindo a planta em dois retangulos e utilizando métodos de multiplicar a largura
pelo comprimento, para contar os quadradinhos da planta encontramos o total de 290

quadrados. Assim:

Area =290 -0,25m? = 72, 5m?.

Como o valor do metro quadrado é de R$ 650,00, para determinar o valor da casa,

basta efetuarmos a multiplicacao:

R$650, 00

5 .72, 5m?
m

Valor =

Valor = R$47125,00.

Os exercicios dos Exemplos 3.7, 3.8/ 3.9 e apresentam problemas contextualizados
de perimetro e area, mas nao apresentam a ideia de maximo ou minimo, na literatura
do 6° ano do Ensino Fundamental, os exercicios de perimetros e areas geralmente sao
semelhantes a estes que apresentamos. Caso o professor queira utilizar os conceitos de
area e perimetro para trabalhar a ideia de maximizacao ou minimizagao, pode-se propor
exercicios que utilizem os dois conceitos. Propomos um plano de aula para tratar desta

ideia.
3.2.1 Plano de aula: Perimetro e Area

Assunto:

Area e perimetro de figuras planas

Piblico alvo:

6° ano do Ensino Fundamental

Objetivo:

Proporcionar uma pratica onde os alunos possam trabalhar os conceitos de maximos
e minimos por meio de atividades com perimetro e areas.

Duracao:

2 horas-aulas

Pré-requisito:

Determinacao de area e perimetro de figuras planas.

Desenvolvimento:

Dividir os alunos em grupos de 4 membros. Para cada grupo, entregar palitos de

mesmo tamanho, que podem ser de fésforos ou de dentes.
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12 Atividade: Retingulos de palitos (Atividade inspirada na proposta por GA-
VINA [7]).

Objetivo: Ao fim desta primeira parte da atividade, é esperado que os alunos percebam
que, dado um perimetro fixo, a maior area se apresenta quando os lados do retangulo sdo

iguais, ou seja, no quadrado.

Pedir aos alunos para construirem diversos retangulos com os palitos e anotarem a
quantidade de palitos usados e a dimensdo dos retdngulos (largura e comprimento) e o

nimeros de palitos.
Faga as seguintes perguntas:

a) Liste os niimeros de palitos utilizados em ordem crescente.

Uma resposta possivel é 4, 6, 8, 10, 12, ... .

b) O que vocé percebeu em rela¢ao aos nimeros encontrados?
Espera-se que o aluno perceba que os ntimeros sdo sempre pares, ou que nao é possivel
aumentar apenas um palito para formar um retangulo, ou que nao é possivel formar um

retangulo com um nimero impar de palitos.

Pedir aos alunos que tomem 20 palitos e que formem todos os retdngulos possiveis

utilizando os 20 palitos. E importante anotarem as dimensdes dos retdngulos.

Eles devem conseguir motar os seguintes retangulos.

Figura 28: Quadrados possiveis com 20 palitos.

Pedir aos alunos para que calculem as areas dos retangulos encontrados, e responderem

a pergunta:
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¢) Qual dos retdngulos tem maior drea e qual tem menor area?
Os alunos encontraram que o retangulo 5 X 5 possui maior area com 25ua e o que

possui menor area ¢ o retangulo 1 X 9 com &rea de ua.

Pedir para que repitam o mesmo procedimento com uma quantidade diferente de

palitos, e responderem as perguntas:

d) Independente da quantidade de palitos, sempre é possivel formar um quadrado?

Espera-se que os alunos percebam que nem sempre se pode formar um quadrado.

e) Liste as quantidades com as quais foram possiveis formar um quadrado. O que vocé
percebe nestes ntmeros?
4, 8,12, 16, 20, ... .

Espera-se que os alunos percebam que estas quantidades sdo sempre multiplas de 4.

f) Observando as quantidades fixas de palitos, descreva os retdngulos com maior drea.

Espera-se que encontrem algo do tipo:

8 palitos: A maior area é a do retdngulo 2 X 2, 4ua.

10 palitos: A maior area é a do retdngulo 2 x 3, 6ua.

12 palitos: A maior area é a do retangulo 3 x 3, ua.

14 palitos: A maior area é a do retdngulo 4 x 3, 12ua.

16 palitos: A maior area é a do retdngulo 4 x 4, 16ua.

18 palitos: A maior area é a do retdngulo 5 x 4, 20ua.

20 palitos: A maior area é a do retangulo 5 x 5, 25ua.

g) O que vocé pode dizer sobre os retdngulos com maior area?
Espera-se que o aluno perceba que as maiores areas sao as dos quadrados e que, no
caso onde nao é possivel montar um quadrado, as maiores areas se apresentam quando as

dimensoes dos retangulos estao proximas uma da outra.

22 Atividade: Retangulos a partir de quadrados (Atividade inspirada na pro-
posta por GAVINA [7]).
Objetivo: Ao fim desta atividade, é esperado que os alunos percebam que, dada uma

area fixa, o quadrilatero com menor perimetro que contém esta area é o quadrado.
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Distribua aos alunos quadrados de mesma dimensdo. Podem ser de cartolina, de
papel cartao ou de madeira, preferencialmente de materiais resistentes, pois os alunos
irao manipula-los. Mas caso nao seja possivel, podem ser de papel sulfite. Entregue cerca

de 30 quadrados por grupo.

Peca para que os alunos peguem um quadrado e montem todos os retangulos possiveis.
Depois repita os procedimentos com 2 quadrados, 3, e assim sucessivamente. Os alunos
devem anotar quantos quadrados foram utilizados e as dimensoes dos retangulos(largura

e comprimento).

E esperado que os alunos percebam que é possivel construir:

e com 1 quadrado, apenas 1 retangulo (1 x 1),

e com 2 quadrado, apenas 1 retangulo (2 x 1),

e com 3 quadrado, apenas 1 retangulo (3 x 1),

e com 4 quadrados, sdo 2 retangulos (4 x 1) e (2 x 2),

e com 5 quadrados, apenas 1 retangulo (5 x 1),

e com 6 quadrados, sdo 2 retdngulos (6 x 1) e (2 x 3),

e com 7 quadrados, apenas 1 retangulo (7 x 1),

e com 8 quadrados, sao 2 retangulos (8 x 1) e (2 x 4),

e com 9 quadrados, sdo 2 retdngulos (9 x 1) e (3 x 3),

e com 10 quadrados, sdo 2 retangulos (10 x 1) e (2 x 5),

e com 11 quadrados, apenas 1 retdngulo (11 x 1),

e com 12 quadrados, sdo 3 retangulos (12 x 1), (6 x 2) e (4 x 3),
e com 13 quadrados, apenas 1 retdngulo (13 x 1),

e com 14 quadrados, sdo 2 retangulos (14 x 1) e (7 x 2),

e com 15 quadrados, sdo 2 retangulos (15 x 1) e (5 x 3)

e com 16 quadrados, sdo 3 retangulos (16 x 1), (8 x 2) e (4 x 4),
e com 17 quadrados, apenas 1 retdngulo (17 x 1),

e com 18 quadrados, sdao 3 retangulos (18 x 1), (9 x 2) e (6 x 3),

e com 19 quadrados, apenas 1 retangulo (19 x 1),
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e com 20 quadrados, sdo 3 retangulos (20 x 1), (10 x 2) e (5 x 4),

e com 21 quadrados, sdo 2 retangulos (21 x 1) e (7 x 3)

e com 22 quadrados, sdo 2 retangulos (22 x 1) e (11 x 2)

e com 23 quadrados, apenas 1 retdngulo (23 x 1),

e com 24 quadrados, sdo 4 retangulos (24 x 1), (12 x 2), (8 x 3) e (6 x 4),
e com 25 quadrados, sdo 2 retangulos (25 x 1) e (5 x 5)

e com 26 quadrados, sdo 2 retangulos (26 x 1) e (13 x 2)

e com 27 quadrados, sdo 2 retangulos (27 x 1) e (9 x 3)

e com 28 quadrados, sdo 3 retangulos (28 x 1), (14 x 2) e (7 x 4),

e com 29 quadrados, apenas 1 retdngulo (19 x 1),

e com 30 quadrados, sdo 4 retangulos (30 x 1), (15 x 2), (10 x 3) e (6 x 5).

Ap6s construirem todos os retangulos e anotarem, peca para que os alunos respondam

as perguntas:

h) O que vocé percebeu em relagao as quantidades de quadrados que podem formar
apenas um retangulo?
Espera-se que os alunos percebam que estas quantidades sao niimeros primos, que sé

possuem como divisores 1 e ele mesmo.

i) O que vocé percebeu em relagao as quantidades de quadrados que podem formar o
maior nimero de retangulos?

Espera-se que os alunos percebam que estas quantidades sao niimeros que possuem
mais divisores, pois:

Divisores de 30 sao 30, 15, 10, 6, 5, 3, 2 e 1.

Divisores de 24 sao 24, 12, 8,6, 4, 3,2 e 1.

Quanto mais divisores o nimero tenha, mais retdngulos sao possiveis de serem cons-

truidos.

Peca para os alunos determinarem o perimetro dos retangulos e observarem em relagao

aos retangulos com mesma area e responderem as questoes:

j) Observando os retangulos formados por uma quantidade de quadrados que puderam
formar 3 ou mais retangulos, dentre os com mesma area, diga os que possuem o menor

perimetro.
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Espera-se que os alunos encontrem os retidngulos de menor perfmetro da seguinte
maneira:

Com 12 quadrados o retangulo (4 x 3), com 16 quadrados o retangulo (4 x 4), com 18
quadrados o retdngulo (6 x 3) com 20 quadrados o retangulo (5 x 4), com 24 quadrados
o retangulo (6 x 4), com 28 quadrados o retangulo (7 x 4), com 30 quadrados o retangulo
(6 x5).

k) Observando os casos do item (j), o que vocé percebe em relagdo as dimensoes dos
retangulos com menor perimetro?
Espera-se que os alunos percebam que as dimensoes onde o perimetro é menor sao as

que possuem valores mais proximos dentre os retangulos de mesma area.

Apébs os alunos terminarem a atividade, converse com eles sobre o que perceberam,
como deve ser o retangulo para quando fixado o perimetro obtermos a maior area e, fixada

uma area, obtermos esta area no retangulo de menor perimetro possivel.

Recursos:

Palitos de fésforo ou dentes e quadrados.

Avaliagao:

Observar a participacao dos alunos durante as atividades observando grupo a grupo se

os alunos compreenderam o objetivo da atividade. Solicitar aos alunos uma auto-avaliacao.

3.3 FUNCAO POLINOMIAL DO 2° GRAU

Ao se tratar de maximos e minimos de fungoes polinomiais do 2° grau, sdo comuns exer-
cicios que envolvam lagamentos de projéteis, lucro, custo, determinacdo de areas entre
outros assuntos. Também demostram o calculo das coordenadas do vértice do grafico
da funcao e solicita-se que os alunos facam varios exercicios com o objetivo de apenas
determina-los. Mas é sempre importante contextualizar o assunto. Essa contextualizacao
geralmente é feita por meio de situagoes-problema como as trazidas por IEZZI [11], que

apresentamos no Exemplo |3.11] e no Exemplo [3.12]

Exemplo 3.11. [11)

Uma bala é atirada de um canhdo (como mostra a figura) e descreve uma
pardbola de equagio y = —3x2 4+ 60x (sendo x e y medidos em metros).
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Determinar:
a) a altura mdxima atingida pela bala;
b) o alcance do disparo.

Determinando o item (a)

Como a = —3 < 0, a parabola tem um ponto de maximo. O valor maximo é dado
por:
A 3600
=——=———=2300
WE T T T 12

Assim, a altura méaxima atingida é 300 m.
Determinando o item (b)

A bala toca o solo quando y = 0, isto é:
—3224+60z=0=2=0o0uz =20

Observe que x = 0 representa o ponto inicial do disparo. Entao, o alcance do disparo
é de 20 m.

Exemplo 3.12. [1])

Um fazendeiro quer aproveitar uma drea plana ao lado de sua casa para
fazer um jardim, com formato retangular. Deseja cerci-lo e quer usar os 40 m
de um rolo de tela que possui. Determine as dimensées do retangulo para que
a drea cercada seja a mdzrima, no caso de:

a) cercar os quatro lados do retangulo;

b) aproveitar uma parede da casa e cercar os outros trés lados do retdngulo.

Em qual dos dois casos ele consegue um jardim maior?

No item (a), para cercar os quatro lados do jardim, podemos dizer que teremos dois
lados medindo x e dois lados medindo y, o que nos da a equagao
20 + 2y =40 = z +y = 20.

Para determinarmos a area do jardim, basta multiplicar x por y; A = xy.

Agora, de posse do sistema:

r+y=20 =y=20—z (1)
A=y (2)

Basta substituir (1) em (2), e entdo obteremos a fungao area:

A=2(20—-1z)=> A=20z—2°

A funcao obtida é uma funcao quadratica com a = —1 < 0, que, portanto, tem um

valor maximo, que é dado por:
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A 400
= —-—— =——=100.
P
Assim, quando cercar os quatro lados do retdngulo, a maior area possivel para o jardim

serd de 100 m?2.

No item (b), como serd aproveitada a parede, basta cercar trés lados. Assim, serd
necessario determinar dois lados medindo x e um lado medindo y, o que resulta em
2x +y = 40.

Para determinarmos a area do jardim, basta multiplicar x por y; A = xy.

Agora de posse do sistema:

20 +y=40 = y=40—2z (3)
A=uay (4)

Basta substituir (3) em (4), e entao obteremos a fungao éarea.

A= 2(40 — 2z) = A = 40z — 222

A funcao obtida é uma funcao quadratica com a = —2 < 0, que, portanto, tem um
valor maximo, que é dado por:
A 1600
= —— = ——— = 200.
T T T T =8
Assim, quando cercar os trés lados do retdngulo a maior area possivel para o jardim
serd de 200 m?.

Logo, podemos concluir que, no item (b), o jardineiro consegue construir um jardim
com area maior.

O primeiro problema é direto, onde o aluno ja tem a funcao e precisa apenas deter-
minar o vértice para saber a altura maxima. Ja no segundo problema, o aluno precisara
determinar a funcao e, depois, determinar o ponto de maximo.

Propomos um plano de aula sobre Fung¢oes Polinomiais do 2° grau.

3.3.1 Plano de aula: Fungdo Polinomial do 2° grau

Assunto:
Fungoes Quadraticas
Publico alvo:
1° ano do Ensino Médio
Objetivo:
Proporcionar uma pratica onde os alunos utilizem os conceitos de maximos e minimos

de fungoes quadraticas.
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Duracao:

2 horas-aulas

Pré-requisito:

Determinacao do vértice de uma parabola.
Desenvolvimento:

Dividir os alunos em grupos de 4 ou 5 alunos.

12 Atividade: Problemas geométricos para serem solucionados com funcgoes
quadraticas.

Objetivo: Espera-se que, solucionando estes dois primeiros problemas, o aluno desen-
volva estratégias para modelar e solucionar um problema geométrico, que seu desenvolvi-

mento, o leve a uma fun¢ao quadratica. .

Propor aos alunos estes dois problemas:

Exemplo 3.13. (Puc - Campinas - SP - adaptada) Na figura a sequir, tem-se um qua-
drado inscrito em outro quadrado. Pode-se calcular a drea do quadrado interno, subtraindo-
se da drea do quadrado externo as dreas dos /4 triangulos. Feito isso, verifica-se que A €

uma fungdo da medida .

[ g —

Figura 29: Quadrado inscrito em outro quadrado.

Determine o valor minimo de A.

Observando a Figura percebe-se que o lado do quadrado externo é (8 —z) +x = 8.

Assim, a area deste quadrado (A7) serd, A; = 82 logo A; = 64.
(88—
A &rea de um cada um dos tridngulos (Az) é dada por Ay = (2> portanto
81 — 2
Ay = T—2x
Para determinarmos a drea do quadrado inscrito (A), basta fazer como indica o enun-
ciado, A = Ay —4- As.

Desta forma temos que:
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.2
A:64—4<8I2x>

A = 64 — 162 + 222,

Assim, percebemos que a funcao A, é quadratica com a = 2 > 0. Portanto, possui um

valor minimo, determinado por:

A 256

- = 32.
4a 8

Yv =

Conclui-se, entao, que A = 32ua.

Exemplo 3.14. Marcos quer construir uma sala anexa a sua casa. FEle possui material
suficiente para construir 120 metros de muro, e pretende construir esta sala de forma

retangular com a maior drea possivel.

Dormitério

Nova Safa a ser
construida

Dormitério

Figura 30: Planta casa onde serd construida uma nova sala.

Qual serd a drea desta nova sala?

Observando a Figura vemos que sera necessario construir trés lados do retangulo,
dois com medidas necessariamente iguais e outro com possibilidade de ter medida diferente.
O perimetro destes trés muros deve ser de 120 m. Assim, podemos equacionar o problema

da seguinte forma:

2z +y = 120.

Para determinarmos a érea total da sala (A), basta calcularmos a drea do retangulo

de base x e altura y, chegando a seguinte equacao:

A= zy.



3.3 FUNCAO POLINOMIAL DO 2° GRAU 67

Com estas duas equagoes, para determinarmos a area (A) em fungdo apenas de uma

incognita, basta resolvermos o seguinte sistema:

2r 4y =120 =y=120—2z (1)
A=y (2)

Substituindo (1) em (2), obtemos a funcao:

A= 2(120 — 22) = A = 120z — 22°.

A funcao obtida é uma funcao quadratica com a = —2 < 0, que, portanto, tem um
valor maximo, que é determinado por:
A 14400

=" —3 800

Assim a sala que serd construida poderd ter uma area méaxima de 1800 m?2.

Aguardar que os alunos resolvam os problemas. Apds isso, pedir para que os grupos
apresentem as solugoes que encontraram, comente as solugoes e aponte os erros cometidos,

caso haja.

22 Atividade: Retadngulo inscrito em um tridngulo (Atividade baseada no pro-
blema apresentado por MENDES [15]).
Objetivo: Interpretar e modelar um problema geométrico, utilizar o conceito de vértice

de uma parabola.

Entregar a cada grupo um triangulo retangulo cortado em papel cartao com os lados
medindo 10 cm, 24 ¢m e 26 cm .

Dar aos alunos o seguinte comando:

“Vocés precisam determinar um retangulo que tenha a maior area possivel, que possa
ser desenhado dentro do tridngulo que vocés receberam. Dois lados deste retangulo deve-

rao ficar sobre os catetos do tridngulo.”

Deixar os alunos proporem formas de resolucao. Acompanhe os alunos dando dicas so-
bre como proceder, mas procure deixar que eles cheguem a uma conclusao. Ao concluirem,

pega para os grupos apresentarem as solugoes que encontraram.

Uma forma de solucionar este problema é a seguinte:

Observe a figura:
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26
10 A: ~
Yy g M
24

Figura 31: Retangulo inscrito no tridngulo.

Na Figura [31] temos uma representacdo do que os alunos precisaram fazer. Podemos

ver que as areas destacadas Aj, A e Ay podem ser determinadas da seguinte maneira:

(10— z)y

Ay =-—

Ay — (24 —y)x
2
A= uxy.

10-24

A area total do tridngulo é A; = assim A; = 120 em?

A area total também pode ser determinada por A; = Ay + A2 + A, obtendo, assim:
Ai=A1+A+ A

(10 — 2)y n (24 —y)x

120 =
2 2

+ xy
240 = 10y — xy + 24x — 2y + 2zy

120 = 5y + 12u.

Como pretendemos determinar a area maxima do retangulo, devemos resolver o sis-

tema:

120 — 12
120 = 5y + 122 :sy:Tx (3)

A=uy (4)

Substituindo (3) em (4) obtemos:

120 — 12
A:x( 05 x)

120z — 1227
B 5

A

2
A:24;1:—125x.
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Temos que A é uma fun¢do quadratica com a = —% < 0. Portanto, ela possui um

valor maximo, dado por:

2. Mas, neste caso, é importante

Assim, a area maxima do retangulo sera de 60 cm
também determinar as dimensoes do retdngulo. Para determinarmos a dimensao x do

retangulo, basta determinarmos o x, da funcao A. Assim:

b —24 5
= 0 T 9.2 5
v =%, 2. =12 24

Logo, o lado x do retangulo terd medida de 5cm. Para determinarmos a medida y do

retangulo, basta substituir x na equacao (3). Desta forma:

120120

120-12-5 120 — 60
y_ pu— pum— pu—

5 - 5 5

Portanto, o lado y do retangulo medira 6 cm.

12.

Entédo, o retangulo terd dimensodes 5 x 12 e terd area de 60 cm?.

Vale ressaltar que, ao modelarmos este problema, chegamos a um sistema de equagoes

que pode ser interpretado como um problema de Otimizagao Nao-Linear, observe:

120 — 12
120 = 5y + 122 éy:% (3)

A=y (4)

Reescrevendo o sistema na forma de um problema de Otimizac¢ao Nao-Linear, temos:

Mazimizar:
A=uzy
Sugjeito a:
S5y + 122 < 120
z,y >0

Em um momento oportuno é valido mostrar isso aos alunos. Observar que ao dar
continuidade a seus estudos, aquilo que é abordado no Ensino Médio, seré visto sob outra

perspectiva no Ensino Superior.

Recursos:
Papel cartao ou parana.

Avaliacao:
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Observar a participagao dos alunos durante as atividades, solicitar aos alunos uma
auto-avaliacao e propor lista de exercicios.

Sugestoes de exercicios:

Exemplo 3.15. (Enem 2009 - adaptada) Um posto de combustivel vende 10.000 litros
de dlcool por dia a R$ 1,50 cada litro. Seu proprietdrio percebeu que, para cada centavo
de desconto que concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo,
no dia em que o preco do dlcool foi R$ 1,48, foram vendidos 10.200 litros.

Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado no preco de cada litro, e V
o valor, em reais, arrecadado por dia com a venda do dlcool, qual serd o valor mdximo

arrecadado por dia neste posto? Qual o valor do desconto para se ter este valor?

Para determinar o valor maximo que podera ser arrecadado, precisamos entender que
o valor arrecadado (V) é dado pelo produto da quantidade vendida (Q) pelo preco do litro
(P).

Sabemos que, a cada x centavos de desconto, a quantidade vendida aumenta em 100
litros, portanto podemos dizer que ¢ = 10000 4 100zx.

Sabemos também que o litro é vendido a R$ 1,50. Mas, aplicando z centavos de
desconto, o pregco ¢ P =1,5—0,01x.

Agora, para determinarmos o valor arrecadado basta fazermos V' = P x (). Assim:

V = (1,5 0,01z) - (10000 4 100z)

V = 15000 — 100z + 1502 — 2°
V = 15000 + 50z — z2.

Logo, a fungdo V é quadratica com a = —1 < 0. Logo, possui um valor maximo, que
é determinado por:
_i _ 5074 (_—41) 15000 _ oo

Assim, podemos concluir que o valor maximo arrecadado por dia neste posto sera de
R$ 15.625,00.

Ja para determinarmos, o valor do desconto que proporciona a arrecada¢cao maxima,

Yy =

basta determinarmo o x,, da seguinte forma:

b 50 50
= = T P s
T T T T () T a4 o

Assim, concluimos que, para o posto ter a maior arrecadagao possivel, devera dar um
desconto de R$ 0,125.

Exemplo 3.16. (UERJ - adaptada) Um fruticultor, no primeiro dia da colheita de sua

safra anual, vende cada fruta por R$ 2,00. A partir dai, o preco de cada fruta decresce R$
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0,02 por dia. Considere que esse fruticultor colheu 80 frutas no primeiro dia e a colheita
aumenta uma fruta por dia.

a) Expresse o ganho do fruticultor com a venda das frutas como func¢io do dia de
colheita.

b) Determine o dia da colheita de maior ganho para o fruticultor e o ganho neste dia.

Observemos a tabela:

‘dial‘dia2 ‘dia?) ‘ ‘dian—l—l ‘
| Valor (R$) | 2[2-0,02-1]2-002-2]... [2-0,02:n |
| Quantidade | 80 | 80+1 | 80+2 |80+ n |

Tabela 10: Periodo de Colheita.

Para responder o item (a), vamos observar a Tabela . Percebemos que o valor
de cada fruta caird obedecendo a fungdo V = 2 —0,02n, e a quantidade colhida pelo
fruticultor obedecera a funcao Q = 80 + n. O ganho serd determinado pelo produto do

valor pela quantidade. Assim:

G=V-Q
G=(2-0,02n)(80+n)
G =160+ 0,4n — 0,02n>.

Portanto, o ganho do fruticultor é expresso por G' = 160 + 0, 4n — 0, 02n> .
Para responder o item (b), devemos observar que G é uma fun¢ao quadrdtica com
a = —0,02 < 0. Portanto possui um valor méximo, que é determinado por:
A 0,42 —4-(—0,02)-160

_A8_ = 162.
da 4--0,02

Yp —
Também precisamos determinar o dia em que ocorre o ganho maximo, que é dado por:

—b —0,4
=9, T a0,09)
Perceba que determinamos o n que gera o ganho maximo. Observando a Tabela [10]
percebemos que o dia da colheita é dado por Dia = n+ 1. Assim o ganho maximo ocorre
no 11° dia.

Logo, o ganho maximo é de R$162,00, e ocorre no 11° dia de colheita.

3.4 FUNGOES TRIGONOMETRICAS

Durante o 2° ano do Ensino Médio, os alunos sao apresentados as fungoes trigono-

métricas, que sao muito utilizadas para representar fendomenos periddicos. As fungoes
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seno e cosseno possuem valores maximos e minimos. Alguns exercicios encontrados na

literatura exploram este ponto. IEZZI [I1] apresenta alguns exercicios que mostraremos

nos Exemplos 3.17 e [3.18

Exemplo 3.17. [11)

Em uma pequena roda-gigante, a altura (em metros) em que um passageiro
se encontra no instante t (em segundos) é dada pela lei:

h(t)=6+4-sen (112 ~t), para t € [0,270].
a) No inicio do passeio, a que altura se encontra o passageiro?

b) Qual a altura minima que esse passageiro atinge no passeio?
¢) Qual a altura mdzima que esse passageiro atinge no passeio?

Resolugao do exemplo [3.17]

Item a)

O inicio do passeio se d4 no instante t=0. Logo, a altura é dada por:

h(t):6+4~sen(17;-t>
h(O):6+4-sen<17T2-O)
h(0) =644 -sen (0)

h(0) = 6.

Logo, a altura no inicio do passeio é de 6 metros.

Item b)
A altura minima se dard quanto tivermos o menor valor para h(t) = 6+4- sen (17; : t) .
Isso ocorre quando para sen (17; . t) = —1. Entao, teremos:
h=6+4-(-1)
h=6-4
h=2

Logo a altura minima atingida é de 2 metros.

Item c)
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T
A altura maxima se dard quanto tivermos o maior valor para h(t) = 6 +4- sen (12 . t) .

™
Isso ocorre quando sen (12 . t) = 1. Entao, teremos:

h=6+4-(1)
h=6+4

h =10
Logo a altura maxima atingida é de 10 metros.

Exemplo 3.18. [11)

Um artigo publicado em um caderno de economia prevé que as exportacoes
de um certo pais (em milhdes de délares), no ano de 2010 + x , em que x© €
{0,1,2,...,19,20}, serdo dadas pela lei:

f(z) =400+ 18- cos (g .73)

Suponha que isso realmente ocorra, determine:

a) O wvalor das exportagoes desse pais nos anos de 2010, 2015 e 2020, em
milhoes de délares?

b) Quantas vezes, entre 2010 e 2030, f atingird seu valor minimo e qual é
esse valor?

Resolucao do Exemplo [3.18
Item a)
Como o ano é dado por 2010 + x, para determinarmos o valor no ano de 2010 devemos
calcular f(0). Logo,
f(x) =400+ 18 - cos (g : x)

f@)=4M%FB-aw(g-®
f(0) =400+ 18- cos (0)

£(0) =400+ 181

£(0) = 418

Entao, em 2010, o valor da exportacao foi de 418 milhGes de ddlares.

Para determinarmos o valor no ano de 2015, devemos calcular f(5). Logo,
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f(z) =400+ 18- cos (gx>
f(5) =400+ 18- cos (g5)

F(5) = 400 + 18 - cos (5;)

1
f(5) =400+ 18- 3
f(5) =400+9
f(5) = 409.
Entao, em 2015, o valor da exportacao foi de 409 milhGes de ddlares.

Para determinarmos o valor no ano de 2020, devemos calcular f(10). Logo,

f(x) =400+ 18- cos (gx>

£(5) = 400 + 18 - cos (g : 10)

f(5) =400+ 18 - cos <1(;7r>

£(5) = 400 + 18- (—;)
£(5) =400 — 9

£(5) = 391

Entao em 2020 o valor das exportacoes foi de 391 milhdes de délares.

Item b)
Primeiramente, vamos determinar o valor minimo da fun¢ao. Este valor ocorrera

7T 7z . . ~
quando o valor de cos (3 . :c> for minimo, ou seja,—1. Entao teremos:

fminimo =400+ 18- (_1)
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fmim'mo =400 —-18

fmim'mo = 382.

Logo, o valor minimo das exportagoes é 382 milhoes de ddlares.

Para sabermos quantas vezes a funcao atingira o valor minimo, precisamos analisar
para quais valores de arco o cosseno serd —1. Sabemos que cos(mw) = —1. Logo, determi-

nando para todos os arcos cujo o seno é —1, temos cos(m + k-27) = —1;k € Z. Entao

cos(éjx) =cos(m+k-2r) ke Z=x=3-(1+2k);kecZ

k=0=xz=3-(140)=2(2013)

—1=2z=3 (142)=9(2019)
k=2=x=3-(144)=15(2025)
k=3=x=3-(146)=21(2031)

Como z € {0,1,2,...,19,20}, x = 21 ndo convém. Logo, a func¢do atingird seu valor
minimo 3 vezes.

As fungoes trigonométricas apresentam naturalmente os conceitos de maximo e mi-
nimo. Nos Exemplos e [3.18] parte da solucdo é determinar os pontos de maximo ou
minimo. Apresentaremos aqui uma sugestao de plano de aula para fungoes trigonométri-

cas com o foco em maximos e minimos.

3.4.1 Plano de aula: Fungoes trigonométricas

Assunto:

Funcgoes Trigonométricas.

Piblico alvo:

2° ano do Ensino Médio.

Objetivo:

Proporcionar uma pratica onde os alunos utilizem os conceitos de maximos e minimos
de fungoes trigonométricas.

Duracao:

2 horas-aulas

Pré-requisito:

Circulo trigonométrico.
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Desenvolvimento:

Atividade: Maximos e minimos de uma funcgao trigonométrica.

Objetivo: Espera-se que, com esta atividade, o aluno possa compreender que, dada uma
fungao trigonométrica do tipo f(x) = a+b-sen(z) ou g(x) = a+b-cos(x), seus valores

estardo compreendidos no intervalo [a —b;a+b], ou seja, Im(f) = Im(g) = [a—b,a+b].

Primeiramente, apresente aos alunos a fungao f(x) = sen(z) e g(x) = cos(x). Mostre
por meio de um circulo trigonométrico o comportamento da fungao. Desenhar no quadro
ou mostrar em um software ajuda os alunos a compreenderem tal comportamento.

A utilizagao de um software como o GeoGebraE facilita muito esta etapa. PEDROSO
[T7], propde um roteiro para a construgdo de um circulo trigonométrico com as fungdes

seno e cosseno. Descrevemos aqui o passo a passo que o autor utilizou para a construcao:

1 Abrir o programa GeoGebra.

2 No menu “Exibir”, selecione “Eixos” e “Malha”.

3 Na parte inferior da tela, hd uma barra de comandos denominada “En-
trada”. Digite nela a equacio 2 + 3> = 1. Essa é a equacio de um
circulo de raio 1.

4 Agora, clique em “Novo Ponto” e, em seguida, clique sobre a circunferén-
cia feita no passo 3. Esse é o ponto A.

5 Clique novamente em “Novo Ponto” e crie os pontos B (intersecgao da
circunferéncia com o eixo das abscissas, coordenadas (1, 0)) e C (origem
dos plano cartesiano, coordenadas (0, 0)). Observe a figura abaixo:

0s 1

6 Clique no botdo “Angulo” e, em seguida, clique sobre os pontos B, C e
A.

7 Construa o segmento de reta AC, selecionando a opg¢ao “segmento de reta
definido por dois pontos” e clique sobre os pontos A e C.

Iremos marcar, agora, os segmentos cujas medidas sdo sena e cosa.
8 Digite na entrada: (cos(a),0). Essas sdo as coordenadas do ponto D.

9 Crie um segmento de reta com extremos em C e D. Clique com o botao
direito do mouse sobre o ponto D e, em propriedades, escolha a cor ver-
melha e mude a espessura do segmento para 5. Selecione “Mover” e mova
o ponto A, observe o que ocorre com a medida do angulo a e observe o
que ocorre com as coordenadas do ponto D.

L GeoGebra é um software de mateméatica com distribuicdo livre, e esta disponivel para varias plataformas
em www.geogebra.org .
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10 Digite na entrada: (0, sin(«)). Essas sdo as coordenadas do ponto E.

11 Crie um segmento de reta com extremos em C e E. Clique com o botdo
direito do mouse sobre o ponto E e, em propriedades, escolha a cor verde
e mude a espessura do segmento para 5.

12 Crie os segmentos AE e AD. Em Propriedades, escolha o “Estilo das
linhas” como “pontilhado”. Observe a figura:

O que construimos até agora, permite que analisemos o que acontece com
os valores de seno e cosseno para angulos que estejam variando entre 0°
e 360°. Aqui se pode discutir com os alunos o que acontece com o seno
e cosseno para angulos maiores do que uma volta e para angulos obtidos
no sentido horédrio. Pode-se visualizar também os dngulos em quadran-
tes diferentes, mas que tém mesmo valor de seno ou cosseno (basta, por
exemplo, na figura acima, prolongar os segmento AE, marcar a intersec-
¢do com a circunferéncia, criando assim, o ponto A’ e marcar o dngulo
BCA’).

Iremos agora analisar o comportamento do seno e do cosseno do angulo
alfa construindo seus respectivos graficos.

13 Na “Entrada”, digite o ponto de coordenadas: (a,sin(«)). Esse serd o
ponto F.

14 Mova o ponto A e observe o que acontece com o ponto F.

15 Para visualizar o grafico da fungdo seno, clique com o botao direito sobre
o ponto F e selecione “Exibir rastro”. Mova o ponto A.
Aqui é importante discutir com os alunos que o &ngulo mostrado no ciclo
estd medido em graus, mas no eixo horizontal, estd medido em radianos.

16 Desabilite o “rastro” para o ponto F.
17 Crie o ponto de coordenadas: (a,cos(«)). Esse é o ponto G.

18 Repita os passos 14 e 15 e observe agora o grafico da fungdo cosseno.
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Construido o modelo proposto por PEDROSO [I7], mostre aos alunos o comporta-
mento das fungoes seno e cosseno, aponte os valores méaximos e minimos obtidos pelas
funcoes, mostre que o periodo da funcao é 2w, e que, neste caso estamos observando
apenas as fungoes f(x) = sen(z) e g(x) = cos(x), mas que estas fungoes podem ser
apresentadas da forma f(z) = a+b-sen(ma +n) ou f(z) = a+b-sen(mz +n). E
importante conhecer as fungoes bésicas para facilitar a compreensao das mais elaboradas.

Para que os alunos possam compreender as fungoes completas, faca por etapas. Pri-
meiramente, proponha aos alunos as seguintes fungoes:

fi(x) = 3sen(z) e g1(x) = 2cos(x).
Organize junto aos alunos em uma tabela alguns possiveis valores para x, os valores

de f(x) = sen(x) e os valores para fi(z) = 3sen(x).

x| f(z) =senx | fi(z) =3senx | = | f(x)=senzx | fi(x) = 3senx
0 0 0 T 0 0
s 1 3 n _1 _3
6 2 2 6 2 2
s V2 3v2 5 V2 _3V2
4 2 2 4 2 2
s V3 3V3 dm _V3 _3V3
3 2 2 3 2 2
3
1 1 3 S -1 -3
2 V3 3V3 57 _V3 _3v3
3 2 2 3 2 2
3m V2 3v2 in _ V2 _3v2
4 2 2 2 2
57 1 3 1ir 1 3
6 2 2 6 2 2
2m 0 0

Plote com os alunos os valores encontrados em um gréfico:

Tabela 11: Valores de f(z) = sen(x) e fi = (z)3sen(x).
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W=

X
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-2

Figura 32: Gréfico da fun¢do fi(x) = 3sen(z).

Mostre aos alunos que o valor méximo da fungao fi(x) = 3sen(z) é o valor méximo
da f(z) multiplicado por 3. Generalize para o caso da fungao f(z) = b-sen(z), onde o
valor méximo serd o valor méximo da f(z) multiplicado por b. Dado por b-1. Assim, o
valor maximo de uma funcao do tipo f(x) = b- sen(z) serd b.

Pegunte aos alunos sobre o valor minimo. E esperado que eles cheguem & conclusdo de
que o valor minimo de uma funcao do tipo f(x) = b- sen(z) serd —b, j& que o raciocinio
¢ analogo ao para descobrir o valor maximo.

Pega aos alunos que repitam o processo para a fungao gy (x) = 2cos(x). Solicite que
montem a tabela, o grafico e que cheguem a uma generalizacdo para os valores maximos
e minimos de uma fungao do tipo g(z) = b - cos(z).

Apés os alunos terminarem este processo, proponha a eles duas novas fungoes:
fa(z) = =24 3sen(x) e ga(x) = 1+ 2cos(z).
Explique que, para obtermos os valores para esta fungao, basta adicionarmos —2, aos

resultados obtidos para a funcao fi(z) = 3sen(z), e represente na tabela os valores

encontrados:
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Plote com os alunos os valores encontrados em um gréfico:

Mostre aos alunos que o valor maximo da fungao fa(z) =

z | f(z) | fi(z) | f2lz) = =2+ 3senz | = | f(z) | fi(z) | fo(z) = -2+ 3sena
0 0 0 —2 s 0 0 —2
™ 1 3 _1 n _1 _3 _7
6 2 2 2 6 2 2 2
T | V2 3v2 3v2—4 St | _v2 | _3v2 _ (3\/§+4>
4 2 2 2 4 2 2 2
To| V3 | 38 3v/3-4 dr | V3| _3V3 _ (3¢§+4>
3 2 2 2 3 2 2 2

3
1| 3 1 st | 1| -3 -5
2r | V3 3v3 3v3-4 5t | _v3 | _3V3 _ (3\/§+4)
3 2 2 2 3 2 2 2
3w | V2 | 3v2 3v2-4 Tro | _V2 | 32 _ (3\/§+4>
4 2 2 2 4 2 2 2
sm 1 3 _1 Ur | _ 1 _3 _7
6 2 2 2 6 2 2 2

2m 0 0 -2

Tabela 12: Valores de f(z) = sen(x) e fi(z) = 3sen(x) e fo(x) = —2 + 3sen(z).

Tmi3 5mf2 &ml3

Figura 33: Gréafico da fungdo fo(z) = —2+ 3sen(z).

m

16

—2 4+ 3sen(x) é o valor

maximo da f(z) multiplicado por 3 e adicionando —2. Generalize para o caso da fungao

f(z) = a+b-sen(z), onde o valor méximo serd o valor maximo da f(x) multiplicado

por b e adicionando a. Dado por a + b-1. Assim, o valor maximo de uma funcao do tipo
f(x) =a+0b-sen(x) serd a+ b.

Pegunte aos alunos sobre o valor minimo. E esperado que eles cheguem a conclusao

de que o valor minimo de uma fungao do tipo f(z) = a+b- sen(z) serd a — b, ja que o

raciocinio é andlogo ao para descobrir o valor maximo.



3.4 FUNCOES TRIGONOMETRICAS 81

Pega aos alunos que repitam o processo para a funcao go(x) = 14 2cos(z). Solicite que
montem a tabela, o grafico e que cheguem a uma generalizacao para os valores maximos
e minimos de uma fungao do tipo g(z) = a+b- cos(x).

Ao fim desta atividade, os alunos deverao compreender que, dada uma funcao trigo-
nométrica do tipo f(z) = a+b-sen(x) ou g(x) = a+b- cos(x), seus valores estarao

compreendidos no intervalo [a — b, a + b].

Recursos:

Software GeoGebra e projetor.

Avaliacao:
Observar a participagao dos alunos durante as atividades. Solicitar aos alunos uma
autoavaliagao e propor uma lista de exercicios.

Sugestoes de exercicios:

Exemplo 3.19. (Ufpb 2011- Adaptada) Com o objetivo de aumentar a produgao de ali-
mentos em certa regido, uma Secretaria de Agricultura encomendou a uma equipe de
agronomos um estudo sobre as potencialidades do solo dessa regidgo. Na andlise da tem-
peratura do solo, a equipe efetuou medicoes didrias, durante quatro dias consecutivos, em
intervalos de uma hora.

As medigoes tiveram inicio as 6 horas da manhd do primeiro dia (t = 0). Os estudos
indicaram que a temperatura T, medida em graus Celsius, e o tempo t, representando
o numero de horas decorridas apos o inicio das observagoes, relacionavam-se através da

eTpressao:

s 4
T(t) = 26 + 5cos (12t+ 3> .
Com base nessas informagoes, determine:
a) A temperatura do solo, as 6 horas da manhd do primeiro dia.
b) O valor mdzimo que a fungao T(t) atinge e o hordrio em que este valor € atingido.

¢) O walor minimo que a fungio T(t) atinge e o hordrio em que este valor é atingido.

Resolucao do Exemplo|3.19.
a) Para determinarmos a temperatura do solo as 6 horas da manha do primeiro dia,

basta calcularmos 7'(0). Assim:

T 4
T(t) = 2 T
®) 6+5COS(12 +3>

™ 47
_2 . _
r'0) = 6+5005(12 0+ 3)

4
T(0) = 26 + 5cos (;)
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1
T(0)=26+5- (—2>
T(0) =26—2,5
T(0) = 23,5.
Logo, a temperatura as 6 horas da manha foi de 23,5 graus Celsius.

b) Comparando a fungao T'(t) = 26 + 5cos (%t—l— 4{) com g(z) = a+b-cos(x),

percebemos que a = 26 e b = 5. Desta forma, o valor maximo sera:

Trar =a+b= Thee =26 +5 = Thee = 31
Para determinarmos o horario, temos que lembrar que o maior valor para o cosseno é
1, que ocorre para arcos iguais a 2kw com k € Z. Assim, precisamos resolver a equagao
s am) __ fe.
cos (ﬁt + ?) =1, ou seja:

Tt+ 4 =2kr =t =24k — 16 com k € Z.

Assim, atribuindo valores para k, teremos:

k=0 = t=—16 que nos da: -16 + 6h = -10h que nao convém
k=1 = t=8 que nos da: 8h + 6h = 14 horas
k=2 = t=32 que nos da:  1d + 8h + 6h = 14 horas do 2° dia
k=3 = t=256 que nos da: 2d + 8h + 6h = 14 horas do 3° dia.
k=4 = t=280 que nos da: 3d + 8h + 6h = 14 horas do 4° dia.

Logo, podemos concluir que a temperatura maxima do solo é de 31 °C e é atingida

sempre as 14 horas.

c¢) Observando a funcdo T'(t) = 26 + 5cos (%t+ 4%) e comparando com g¢(z) =
a+0b-cos(z), percebemos que a = 26 e b = 5. Desta forma, o valor minimo sera:
Tmin :a—b:>Tmm :26—5:>Tmm = 21.

Para determinarmos o horario, temos que lembrar que o menor valor para o cosseno
é —1, que ocorre para arcos iguais a 2km + 7 com k € Z. Assim, precisamos resolver a

equacao cos (%t + 4{) = —1, ou seja:

%t+4§:2k7r+7r:>t:24k—4, com k € Z.
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Assim, atribuindo valores para k, teremos:

k=0 = t=—4 quenos da: -4 + 6h = 2 horas do 1° dia
k = = ¢t =20 que nos da: 20h + 6h = 2 horas do 2° dia
k= = t=44 quenosda: 1d + 20h + 6h = 2 horas do 3° dia

k=3 = t=68 quenosda: 2d + 20h + 6h = 2 horas do 4° dia.

Logo, podemos concluir que a temperatura minima do solo é de 21 °C e é atingida

sempre as 2 horas.

Exemplo 3.20. (Vunesp-SP) Uma equipe de agronomos coletou dados da temperatura
(em °C) do solo em uma determinada regido, durante trés dias, a intervalos de 1 hora. A
medi¢io da temperatura comegou a ser feita das trés horas da manhd do primeiro dia (t =
0) e terminou 72 horas depois (t = 72). Os dados puderam ser aproximados pela fungao
H(t) = 15+ 5sen (%t + 3{), em que t indica o tempo (em horas) decorrido apés o inicio

da observagio e H(t) a temperatura (em °C) no instante t.
a) Resolva a equagao sen (%t + 3777) =1, para t € [0,24].

b) Determine a temperatura mdzima atingida e o hordrio em que essa temperatura

ocorreu no primeiro dia da observacao.

Resolugio do Exemplo [3.20
a) Para resolvermos a equagao, devemos observar que o valor do seno é igual a 1 para

arcos do tipo 2km + 5, com k € Z.

Assim, temos que:

™ 3T ™ 3T ™
—t+—) =1 —t+ — = + — = 24k — 12.
sen(mt 2) = 12t 5 2km 5 =t =24k — 12

Como t € [0,24] e k € Z, temos que:

k=0 = t=—12 que nao convém
k=1 = t=12

k=2 = t=36  quenao convém.

Assim, a solucao da equacao sen (1”—225 + 377’) =1, parate[0,24], 6t = 12.

b) Comparando a funcao H(t) = 15+ Hsen (%t + 37”) com f(x) = a+b- senz,

percebemos que a = 15 e b = 5. Portanto, o valor maximo da fungdo H(t) é dado por:

Hyor =a+b= Hpygr = 1545 = Hpge = 20.
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Para determinarmos o horario em que a temperatura maxima ocorreu no primeiro dia
de observacao, devemos resolver justamente a equagao do item (a), pois a fung¢ao tera seu
valor maximo no primeiro dia de observagao quando sen (1“—215 + 37”) =1, parat € [0,24].

Portanto, ¢t devera ser 12. Como t = 0 equivale as 3 horas da manha, t = 12 ¢é
equivalente as 15 horas do 1° dia.

Assim, a temperatura maxima do solo serda de 20 °C e foi atingida as 15 horas no

primeiro dia.

Exemplo 3.21. (UFPB 2012 - adaptada) Um especialista, ao estudar a influéncia da
variacao da altura das marés na vida de vdrias espécies em certo manguezal, concluiu que
a altura A das marés, dada em metros, em um espaco de tempo nao muito grande, poderia
ser modelada de acordo com a funcao:
A(t) =1,6—1,4sen (%t) .
Nessa funcao, a varidavel t representa o tempo decorrido, em horas, a partir da meia-

noite de certo dia. Determine o intervalo de variacao da altura das marés.

Resolugio do Exemplo [3.21]

Determinar o intervalo das alturas das marés é descobrir a maior e a menor altura que
a maré atinge.
Para isso vamos comparar a fungao A(t) = 1,6 — 1, 4sen (%t) com f(x) = a+b-

sen(x). Assim, percebemos que a = 1,6 ¢ b = —1,4. Entao:

Apaz = a+b= Apar = 1,6+ (—1,4) = Apgr = 0,2

Apin = a+b= Apin = 1,6—(—1,4) = A,in = 3.

Analisando os resultados obtidos, é facil perceber que temos algo estranho, pois o valor
encontrado como minimo ¢ maior que o valor encontrado como méximo. E importante
discutir com o aluno o motivo de tal inversdo. Explique que, pelo fato de termos b < 0,
isso faz com que a fungdo seno se inverta e o ponto que antes era o valor maximo passe a
ser o minimo e vice e versa. Se possivel, mostre aos alunos isso no software GeoGebra.

Agora, podemos responder que o intervalo dos valores que a maré atinge é [0, 2; 3].

3.5 INEQUACOES LINEARES

As inequagoes sao apresentadas aos alunos no Ensino Fundamental e revisitada no 1°
ano do Ensino Médio. Porém durante o 3° ano do Ensino Médio, é trabalhada a Geometria
Analitica. Quando estudar a reta, é interessante tratar a resolucao grafica de inequagoes

do 1° grau. IEZZI [11] trata deste tema e apresenta alguns exercicios que apresentamos

nos Exemplos [3.22] e [3.23]



3.5 INEQUACOES LINEARES 85

3r+y>3
20 — 2y >0

»”

Exemplo 3.22. [T1] “Represente graficamente o conjunto solugio do sistema: {

Solugido do Exemplo [3.22]
Primeiramente, vamos determinar as retas que representam o limite dos semiplanos

definidos por cada inequacao do sistema.

Da 1* inequacao, obtemos a seguinte equacao reduzida de reta, 3z +y > 3 = y >

3 — 3z, que substituiremos por r : y = 3 — 3x.

Da 2% inequagao, obtemos a seguinte equacao reduzida de reta, 2x — 2y > 0=y < z,

que substituiremos por s : y = x.

Plotando as retas r e s no plano cartesiano, obtemos:

Ya\r
25
2
15
4

05

-5 -3 -25 -2 -15 - 0.5 05 15 2 25 3 35

s

Figura 34: Representacao das retas r e s.

Fazendo o teste com o ponto (0,0) para verificar qual parte do semiplano cada ine-

quacao representa, temos:

1* inequagao: 3z +y > 3, substituindo (0,0), temos 3-04+0 > 3 = 0 < 3. Logo, o

semiplano representado pela 1* inequagao é o que nao contém o ponto (0,0).
2% inequagao: 2z — 2y > 0, substituindo (0, 1), pois o ponto como (0,0) € s nao é
conveniente usa-lo, assim temos 2-0—2-1 >0 = —2 > 0. Logo o semiplano representado

pela 2% inequagao é o que nao contém o ponto (0, 1).

Marcando estas regides no plano, temos:
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Figura 35: Representacdo da solugdo do sistema do Exemplo

Assim, a solugao do sistema sdo os pontos da regiao destacada do plano.

Exemplo 3.23. [T1] “Escreva a inequaggo de primeiro grau que represente a regiGo assi-
nalada.”

Figura 36: Regiao do Exemplo

Primeiramente, iremos definir a equagao da reta que limita a regiao do semiplano. Por
ser uma reta, pode ser representada pela equacao reduzida y = ax + b. Substituindo os

pontos em destaque, (1,0) e (—1,3), obtemos o seguinte sistema:

0O=a-1+0b
3=a-(-1)+0b

Efetuando a adicao entre as equacoes, temos:

3
=2b=0b=—.
3 = 5

Substituindo b na 1* equagado, temos:
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3 3
=a+b=>0=a+-=a=—-.
0=a O=a 5 a 5

3
A equacao reduzida da reta é y = ——x + 2’ e a equacao geral da reta é 3z 4 2y = 3.

Substituindo o ponto (0,0) que pertence a regido que queremos representar, temos:

304+2=3=3-0+2-0£3=0<3

Assim a regiao destacada pode ser representada pela inequacao 3z + 2y < 3.
Os Exemplos e |3.23] apresentam exercicios de inequagoes com conceitos que sao
pré-requisitos para a resolucao de problemas de programacao linear de forma grafica.

Apresentaremos um plano de aula para trabalhar este conceito com os alunos do Ensino
Meédio.

3.5.1 Plano de aula: Inequacoes Lineares

Assunto:

Resolugao grafica de inequagoes.

Piblico alvo:

3% ano do Ensino Médio.

Objetivo:

Proporcionar uma pratica onde os alunos utilizem os conceitos de inequacoes e intro-
duzir problemas de Otimizagao Linear.

Duracao:

2 horas-aulas

Pré-requisito:

Funcgoes afim, inequacgoes lineares e representagao grafica de uma inequagao linear.

Desenvolvimento:

1 Atividade: Apresentando a ideia de um problema de Otimizacao Linear.
Objetivo: Construir junto aos alunos a solu¢ao de um problema de Otimizagao Linear,

passando pela interpretacao do problema, sua modelagem e a determinacao da solucao.

Proponha aos alunos o seguinte problema apresentado por LACHTERMACHER [12]:

Exemplo 3.24. A inddstria Alumilaminas S/A iniciou suas operacgoes em janeiro de 2001 e jd vem
conquistando espaco no mercado de laminados brasileiro, tendo contratos fechados de fornecimento para
todos os trés tipos diferentes de laminas de aluminio que fabrica: espessura fina, média ou grossa. Toda
a producdo da companhia € realizada em duas fabricas: uma localizada em Sdo Paulo e a outra no Rio
de Janeiro. Segundo os contratos fechados, a empresa precisa entregar 16 toneladas de ldminas finas,
6 toneladas de laminas médias e 28 toneladas de laminas grossas. Devido a qualidade dos produtos da
Alumilaminas S/A, hd uma demanda extra para cada tipo de lamina. A fdbrica de Sao Paulo tem um
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custo de produgio de R$ 100.000,00 para uma capacidade produtiva de 8 toneladas de laminas finas, 1
tonelada de laminas médias e 2 toneladas de laminas grossas por dia. O custo de produgdo didrio da
fdbrica do Rio de Janeiro é de R$ 200.000,00 para uma produc¢io de 2 toneladas de laminas finas, 1
tonelada de laminas médias e 7 toneladas de laminas grossas. Quantos dias cada uma das fabricas deverd
operar para atender os pedidos ao menor custo possivel?

Dé tempo para os alunos lerem o problema e fazerem uma primeira analise. Depois,
faca uma leitura junto aos alunos, procurando comentar os pontos importantes do pro-
lema.

Faca as seguintes perguntas aos alunos, anotando as respostas no quadro.

a) O que o problema quer que calculemos? O que devemos determinar?
Espera-se que os alunos apontem que o objetivo do problema é determinar os dias que

cada fabrica ird operar.

b) O que precisamos considerar para determinar os dias que cada fabrica ird operar?

Espera-se que os alunos apontem os dados do problema, o custo de producao, capaci-
dade de cada fabrica e a quantidade que precisa ser produzida.

Caso os alunos apresentem alguma dificuldade, conduza com os seguintes questiona-

mentos:

- Quantas fabricas a empresa possui?
- Qual a capacidade de cada uma?
- Qual o custo de cada uma?

- Quanto a empresa precisa produzir?

E importante que fique claro, para os alunos, que sdo duas fabricas que irdo produzir,

a de Sao Paulo e a do Rio de Janeiro. E que cada fabrica tem suas caracteristicas:

Fébrica SP Fabrica RJ

Custo de producao diario Custo de produgao diario
R$ 100.000,00 R$ 200.000,00

Pode produzir diariamente Pode produzir diariamente
Lamina Fina 8 t Lamina Fina 2 t

Lamina média 1 t Lamina média 1 t

Lamina grossa 2 t Lamina grossa 7 t

O aluno deve perceber que a empresa precisa produzir, no minimo, 16 t de lamina

Fina, 6 t de lamina média e 28 t de lamina grossa.

¢) Como podemos escrever matematicamente o nosso problema?
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Procure mostrar aos alunos que precisamos determinar os dias que cada fabrica ira
trabalhar. Entéo, isso é o que nio sabemos, ou seja, a incégnita do problema. E impor-
tante que eles percebam que cada fabrica ird produzir por um nimero de dias, e que estes
nao precisam ser necessariamente iguais e, por fim, podemos representar esses valores
desconhecidos .

Provavelmente, os alunos apontaram para chama-los de x e y, pois esta é a forma
como geralmente as incégnitas sdo chamadas no Ensino Basico.

Entao, podemos dizer que:

- Namero de dias em que a fabrica de Sao Paulo ird produzir = .

- Namero de dias em que a fabrica do Rio de janeiro ird produzir = y.

Vamos, agora, pensar de que forma devemos determinar estas incognitas. Os alunos
precisam perceber que o objetivo é produzir a quantidade necessaria com o menor custo
possivel. O custo de cada fabrica sera calculado com relagdo a quantos dias ird produzir,
e o custo total é a soma do custo de Sao Paulo com o custo do Rio de Janeiro, e este custo
total precisa ser minimo (Para simplificar os calculos, iremos representar R$ 100.000,00
apenas como 100 e R$ 200.000,00 apenas como 200). Assim, o objetivo é :

Minimizar: Cy = x - 100 + y - 200.

Determinado o objetivo, precisamos verificar as restrigoes. Converse com os alunos
sobre a nao negatividade das incégnitas e que, para entregar a quantidade de laminas
necessarias, a fabrica necessariamente precisa produzir. Logo, as incégnitas ndo podem
ser negativas, pois nao faz sentido dias negativos.

Assim, uma restricao pode ser escrita como:

z,y 2> 0.

As outras restrigoes estao relacionadas com a capacidade de producao para cada tipo
de lamina. Comente com os alunos que, quanto mais dias produzir, mais laminas teremos,

porém maior custo também. Veja caso por caso:

- Laminas finas
Sao Paulo pode produzir 8t, Rio de Janeiro 2t e precisamos de no minimo 16t.

Assim, temos:

r-8+y-2>16.

- Laminas médias

Sao Paulo pode produzir 1t, Rio de Janeiro 1t e precisamos de no minimo 6t.
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Assim, temos:

z-14+y-1>6.

- Laminas grossas

Sao Paulo pode produzir 2t, Rio de Janeiro 7t e precisamos de no minimo 28t.
Assim, temos:
r-24y-7>28.

Discuta com os alunos se concordam com o que fizemos, questione sobre o que encon-
tramos, que tipo de expressao matematica temos aqui. Espera-se que comentem sobre as

inequagoes e sua representacao gréfica.

Agora, vamos organizar nosso objetivo e as restricoes para, entao, partirmos para a

solugao:
Minimizar:
Cy =2x-100+y-200
Sujeito d:
8x+ 2y > 16
r+y=>6
2+ Ty > 28
x,y > 0.

Mostre aos alunos que, como temos restricoes que envolvem x e y, teremos alguns
valores que nao poderao ser utilizados. Entao, precisamos visualizar as possibilidades
para os valores de x e y. Como as restrigoes sao inequagoes, podemos representa-las no
plano, e analisar a regiao que elas delimitarao.

Para isso, vamos, primeiramente, observar as retas que limitam o semiplano definido

por cada restricao.

8qr+2y>16 — 8r+2y=106 — ri:y=8—-4x
r+y>6 — z+y=6 — miy=6—=x
20+Ty>28 — 204+Ty=28 — rz:iy=4-—32¢

De posse das retas, ajude os alunos a recordarem como representar as inequacoes no
plano e determinar a regiao que interessa ao problema.
A Figura [37] mostra tal regiao:
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Figura 37: Regiao determinada pelas restricoes.

E interessante mostrar aos alunos que a regiao é um poligono, chamado de poligono

das solucoes viaveis.

-5 -4 -2 0 i 4 b 1 10 12 i 1% 1@ »

-2

Figura 38: Poligono das solugdes vidveis.

Mostre aos alunos que qualquer ponto do poligono é solucao para o problema. Escolha

um, e mostre que é valido:

Tomando o ponto (6,8), podemos ver que é uma solugao, pois satisfaz as restrigoes:

8r+2y > 16 — 8:64+2-8 = 64 > 16

r+y > 6 — 6+8 = 14 > 6

2r+T7y > 28 — 2:64+7-8 = 68 > 28
rzy > 0 — 6;8 > 0.

Porém, serda que esta é a melhor solugao, é a que nos dara o custo minimo? Veja o
custo para esta solucao:
Cy =x-100+y-200 — Cy = 6- 100 + 8 - 200 = C; = R$2.200.000, 00.

Peca aos alunos para testarem outros pontos e verificar se o custo é maior ou menor

do que o encontrado.
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Pergunte aos alunos o que podemos fazer para determinar o menor custo.

Vamos analisar a funcao objetivo: C; = x - 100 4 y - 200, observe que por ser linear, a

funcao é a equagao de uma reta,cujo a equacao reduzida é r : y = 2%*0 - Z.
Observe que a interse¢ao desta reta com o eixo das ordenadas é no ponto C' = (0, 2%0).

Assim, quanto maior for C%, mais alto no eixo das ordenadas estara o ponto C.
Para observarmos isso, vamos dizer que o custo C} é zero, e plotar a reta resultante

no plano com as solugoes possiveis. Observe:

1
100z + 200y =0 =y = 5%

Ce

-5 -4 -2 0 4 5 1 10 12 14 1% 1@ »

Figura 39: Reta da funcdo objetivo no mesmo plano que o poligono de solugbes vidveis.

Mostre aos alunos que, se atribuirmos outro valor para C;, como C; = 100, teremos
outra reta paralela a primeira. Observe:
1 1
100z + 200y = 100 = y = ——z — —.
2 2
E, para qualquer valor que atribuirmos a Cj, teremos retas paralelas a primeira. As-
sim, para determinarmos a melhor solucao, esta deve pertencer a esta reta. Logo basta
verificarmos uma reta que tenha pelo menos 1 ponto em comum com a regiao onde temos
solucoes possiveis.
O aluno ira perceber que, conforme a reta se aproxima da regiao das solugoes possiveis,
maior serda o valor de C;. Logo a melhor solucao é aquela na qual a reta atinge o ponto

mais inferior possivel. Observe a Figura [40]
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Solugdo Otima

Figura 40: Solucao étima.

Neste caso, a solugao 6tima é o ponto (%, %) Este ponto satisfaz todas as restri¢oes.
Observe:
8x+2y > 16 — 8- H42.06 — I — 288 > 16
r+y > 6 — % + % = % = 6 > 6
20+Ty > 28 — 22478 = 10— 28 > 28
14 16
z,y > 0 — 5 = 0
Ja o custo de produgao é dado por:
14 16

Ct:x-100+y-200:>0t:3-100+€-200:>Ct:920.

Logo, o custo de producao ¢ de R$ 920.000,00.

Assim, podemos dizer que, para conseguir atender a demanda ao menor custo, a fabrica
de Sao Paulo devera produzir por % = 2,8 dias. Mais precisamente, 2 dias, 19 horas
e 12 minutos, e a fabrica do Rio de Janeiro devera produzir por % = 3,2 dias. Mais
precisamente, 3 dias, 4 horas e 48 minutos. E a empresa Alumildminas S/A terd um
custo de R$ 920.000,00.

Para a plotagem dos graficos, a visualizagao por parte do aluno é bastante facilita se

o professor puder utilizar algum software, como o GeoGebra.

22 Atividade: Aprimorando a técnica de solugao grafica de um problema
de Otimizacao Linear.
Objetivo: Desenvolver nos alunos a capacidade de interpretar, modelar e resolver um

problema de Otimizacao Linear com duas varidveis.

Depois de explicar aos alunos o procedimento, peca para se dividirem em grupos de
até 4 alunos, e proponha mais um exercicio, que mostramos no Exemplo [3.25. Neste
momento, o ideal é deixar os alunos tentarem fazer sozinhos, mas passe pelos grupos e

verifique se estao conseguindo modelar e resolver o problema.
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Exemplo 3.25. (Problema adaptado do proposto por LACHTERMACHER [12])

A empresa Serra Serra Serrador fabrica dois tipos de madeiras compensadas (placas
de aglomerados). Os dados abaizo resumem a produg¢io em horas por unidade em cada
uma das trés operacoes de producdo, o tempo mdzrimo disponivel em cada operagdo e o

lucro unitdrio de cada placa:

Operagoes em horas | Lucro por unidade
Aglomerado I |1 111
Placa A 2| 2 4 R$ 40,00
Placa B 10| 3 2 R$ 30,00
Tempo mdximo disponivel | 90 | 40 60 -

Quantas unidades de cada placa de aglomerado devem ser produzidas, de maneira a

otimizar o lucro da Serraria?

Para resolver este problema, vamos, primeiramente definir as varidveis: x sera a quan-
tidade produzida da Placa A, e y a quantidade produzida da Placa B.
Agora, vamos definir a fungao objetivo. Como queremos otimizar o lucro, este deve

ser o maior possivel. Assim:

Mazimizar : L = 40z 4 30y.

O proximo passo é definir as restricoes do problema, que, neste caso, sdo as horas

disponiveis para cada operacao de producao.

Para a operacao I, temos 90 horas disponiveis. Assim:

22 + 10y < 90.

Para a operacao II, temos 40 horas disponiveis. Assim:

2z 4 3y < 40.

Para a operacao III, temos 60 horas disponiveis. Assim:

Az + 2y < 60.

Logo, o problema pode ser definido por:
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Maximizar : L = 40z + 30y
Sujeito a:
24+ 10y < 90
2v+3y < 40
dr+2y < 60
z,y > 0.

Definidas a funcao objetivo e as restri¢des, vamos plotar as restrigdes no plano, deter-

minando a regiao com as solugoes viaveis.

SolucBes vidveis

) ° 2 1 ® T ) 12 T ‘ ® 3\24
-2

Figura 41: Solugoes viaveis definidas pelas restrigoes.

A regido em destaque na Figura [41] é o poligono das solugoes viaveis. Plotaremos a

reta da funcao objetivo, e vamos incrementando até determinarmos a solucao 6tima.

Figura 42: Poligono das solugbes viaveis.

Tragando retas paralelas a reta L, determinaremos a solu¢ao 6tima.
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Figura 43: Solucdo Otima.

Desta forma, determinamos a solucao 6tima, em que x = 12,5 e y = 5, e o lucro da
serralheria serd L = 40x + 30y = L =40-12,5430-5 = L = 650

Assim para otimizar a produgao a serralheria deve produzir 12,5 Placas A e 5 Placas
B, e terd um lucro de R$ 650,00.

Com estes exercicios, os alunos poderao ter uma ideia da Otimizagao Linear, e conhecer

um pouco de sua vasta aplicacao.

Avaliacao:
Observar a participagao dos alunos durante as atividades, solicitar aos alunos uma

autoavaliagdo e propor que resolva o exercicio do Exemplo [3.26] individualmente.

Sugestao de exercicio:

Exemplo 3.26. (Problema proposto por HERNANDEZ[9]) A comissdo organizadora da
formatura do 3° ano promoveu grandes agoes para levantar dinheiro para uma festa, e
contou com a ajuda de outros colegas. Dentre as atividades propostas, uma delas era fazer
e vender bombons nos intervalos da escola, e um grupo de amigas decidiu assumir a tarefa.
Elas sabiam fazer dois tipos de bombons: tradicionais e trufados. Para fazer cada bombom
tradicional, elas gastavam 7 minutos e, para os trufados eram necessdarios 16 minutos. O
gasto para fazer um tradicional é de R$ 0,40 e um trufado é de R$ 1,60. Para fazer os
bombons, foram investidos R$ 48,00 para compra dos ingredientes e 126 unidades de papel
decorativo para embalar os bombons. Sabendo que elas possuem um tempo na semana de 9
horas para fazer os bombons, que os bombons tradicionais conterdo 3 papeis decorativos e
os trufados terao apenas 1 papel decorativo, e que os bombons tradicionais serdo vendidos
por R$ 2,00 e os trufados por R$ 3,50, quantos bombons tradicionais e trufados devem ser

feitos para ter o maior lucro possivel, sendo que todas unidades produzidas serao vendidas?

Resolugao do Exemplo [3.26}

Primeiramente, determinamos as variaveis e a funcao objetivo:
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A quantidade produzida de bombons tradicionais serd representada por x, e a quan-
tidade produzida de bombons trufados sera representada por y. Como o gasto com o
bombom tradicional é de R$ 0,4 e ele é vendido & R$ 2,00 tem-se um lucro de R$ 1,60, ja
com o bombom trufado o gasto é de R$ 1,60 e ele é vendido a R$ 3,50, o lucro é de R$

1,90. Assim, a fungao objetivo sera:

Maximizar : L =1,6z + 1,9

Quanto as restri¢oes, temos o tempo, de 9 horas ou 540 minutos; o gasto, que foi de

R$ 48,00; e a quantidade de embalagens, que sdo 126. Assim, as inequagoes das restrigoes

Serao:
Tr+ 16y < 540
0,4r+ 1,6y < 48
3r+1y < 126
z,y = 0.

Plotando as inequagoes das restrigdoes no plano, temos:

0 5 e 5 ) 15 P F3 EN % [ I3 50 56 [3 7
-5
—1a

Figura 44: Restricoes.

Assim, definimos o poligono com as solugoes viaveis:

Solucdes Vidveis

Figura 45: Poligono das solugdes vidveis.
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Tragando a reta da funcao objetivo, podemos determinar a solucao 6tima:

16x+19y=918

Solucio Otima
(36, T8y

Figura 46: Solucio Otima.

Assim, podemos perceber que a solucao 6tima é dada por x = 36 e y = 18, e que para

determinarmos o lucro maximo, substituiremos na fungao objetivo:

L=16z+19%=L=1,6-36+1,9-18= L =918

Logo, as alunas deverao fazer 36 bombons tradicionais e 18 bombons trufados para
terem um lucro de R$ 91,80.



CONCLUSOES

Este trabalho teve por objetivo fazer uma breve explanacao do Ensino Bésico brasileiro,
mostrando por meio dos documentos oficiais, como a BNCC[3], BNCC - Ensino Médio
[4], as Diretrizes Curriculares [5] e o Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo [20], o que
é esperado no ensino da Matematica para alunos no Ensino Fundamental e no Ensino
Médio. Os documentos mostram que a contextualizacao é fundamental para aproximar o
educando do objetivo do ensino.

Também levantamos os assuntos da Matematica recomendados pelo Curriculo Oficial
do Estado de Sao Paulo [20], em que julgamos ser possivel de se tratar de méximos e
minimos. Fizemos uma breve apresentacao destes assuntos tendo como base a literatura
direcionada ao Ensino Bésico. Os assuntos tratados no Ensino Fundamental foram miil-
tiplos e divisores, com foco no minimo multiplo comum, no maximo divisor comum, no
perimetro e na area de figuras planas. No Ensino Médio, selecionamos as fun¢oes polino-
miais do segundo grau, as fungoes trigonométricas e as solugoes graficas de inequagoes.

Abordamos também a Otimizacao Linear, focando na resolucao grafica de problemas
com duas variaveis e na resolucao analitica, apresentando uma ferramenta onde ¢é possivel
resolver problemas com trés ou mais variaveis, utilizando apenas conceitos simples de
equagoes lineares. Também apresentamos a Otimizacao Nao-Linear, apresentando a forma
de resolugao grafica, para problemas que se assemelham aos da Otimizacao Linear.

Enfim, propomos planos de aulas para o Ensino Fundamental e Médio, onde o objetivo
¢é apresentar aos alunos a ideia de maximos e minimos, procurando apresentar a Otimi-
zacao de maneira sucinta nas atividades voltadas para o Ensino Fundamental e nas de
fungoes quadraticas e trigonométricas, que sao voltadas para alunos do Ensino Médio, e
aprofundando o conceito de otimizagao na atividade voltada para os alunos do 3° ano do
Ensino Médio, onde a otimizagao é abordada como aparece na literatura voltada para o
estudo da Pesquisa Operacional.

As atividades propostas sao sugestdes nas quais o professor pode tratar deste tema
de forma crescente, respeitando o amadurecimento cognitivo e fisiologico do aluno, pro-
curando compreender que, para cada etapa do estudo, é possivel introduzir a ideia de
otimizagao, mesmo que nao explicitamente, preparando o aluno para entender o processo
de tomada de decisoes, que é vastamente aplicado no cotidiano de varias areas do conhe-

cimento.
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