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RESUMO

O presente trabalho evidencia a importancia do uso da interdisciplinaridade e da utilizacdo de
recursos tecnologicos na pratica pedagogica, apresentando trés propostas metodoldgicas para o
ensino de Matematica a partir de relagGes interdisciplinares com problemas da disciplina de
Fisica tendo o software GeoGebra como suporte intermediador. Abordam-se os topicos
envolvendo espelhos esféricos e a semelhanca de tridngulos: caracterizagdo das imagens a partir
da posicdo do objeto em relacdo ao espelho; ondas, sinais de satélites e a parabola:
funcionamento de uma antena parabolica; e, Leis de Kepler e a elipse: lugar geométrico da
trajetéria descrita pelos planetas em torno do Sol. Ainda, disponibiliza-se de forma online,
objetos virtuais de aprendizagem referente as propostas metodoldgicas, desenvolvidos no
GeoGebra.

Palavras-chave: RelacGes Interdisciplinares. Software GeoGebra. Propostas Metodologicas.



ABSTRACT

The present work evidences the importance of the use of interdisciplinarity and the use of
technological resources in the pedagogical practice, presenting three methodological proposals
for the teaching of Mathematics from interdisciplinary relations with problems of the discipline
of Physics, having GeoGebra software as intermediary support. Addressed the topics involving
spherical mirrors and the similarity of triangles: characterization of the images from the position
of the object in relation to the mirror; waves, satellite signals and the parabola: functioning of
a satellite dish; and Kepler's Laws and the Ellipse: the locus of the trajectory described by the
planets around the Sun. In addition, is available, online, a pedagogical material on the subject
of methodological proposals, developed from GeoGebra.

Key words: Interdisciplinary Relationships. GeoGebra Software. Methodological Proposals.
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1 INTRODUCAO

A disciplina de Matematica, como componente curricular obrigatério na Educacao
Bésica, assume o papel de fundamentar os conceitos basicos relativos a mesma, permitindo ao
aluno o desenvolvimento de habilidades e competéncias que podem ser Uteis em momentos
oportunos para solucionar necessidades cotidianas, como para auxiliar em possiveis criagdes de
novas ferramentas ou tecnologias, objetivando sempre aperfeicoamentos e melhorias.

Por abordar um amplo quantitativo de conceitos a serem estudados, principalmente aos
alunos da Educacdo Basica, que ttm a Matemética como uma disciplina paralela as demais,
cabe aos profissionais incumbidos de mediar esse conhecimento, o desenvolvimento e uso de
recursos metodoldgicos que permitam uma melhor compreensdo e assimilagdo dos conceitos,
com uma visao abrangente, buscando resgatar o uso da Matematica a partir de aplicacfes em
problemas reais, de modo a suprir eventuais necessidades cotidianas.

A Modelagem Matematica e a Resolucédo de Problemas sdo exemplos de metodologias
empregadas no ensino da disciplina. A insercao dessas no planejamento e desenvolvimento das
aulas, permite uma aproximacdo dos conceitos matematicos com situa¢fes-problema reais,
instigando no aluno o desenvolvimento e a capacidade de pesquisa, resgatando a teoria
matematica para resolver e/ou explicar determinado fenébmeno envolvido no problema.

Outra alternativa metodologica para o ensino da Matematica e outras areas afins,
constitui-se em um trabalho interdisciplinar com o uso de softwares como ferramentas de
ensino. As Diretrizes Curriculares da Educacdo Baésica (DCE’s) (2008) destacam que a
interdisciplinaridade torna a aprendizagem significativa a medida que a mesma for explorada
nas abordagens dos conceitos especificos, a fim de permitir uma articulacéo entre as disciplinas
que exploram assuntos complementares, auxiliando no enriquecimento e compreensdo de
determinado contetdo.

Vale destacar que, fazer uso da interdisciplinaridade ndo consiste no fato do professor
de uma area especifica, em sua pratica pedagogica, atuar como professor de uma area distinta
a sua, mas sim, em utilizar-se de conceitos especificos de sua area de formacg&o para justificar
determinados fenémenos abordados em outras disciplinas; ou ainda, utilizar-se de problemas
abordados nas areas diversas, investiga-los e resgatar possiveis conceitos matematicos a serem
explorados a fim de justificar determinados fen6menos, vindo ao encontro da teoria matematica
em algum assunto especifico.

Complementam as DCE’s (2008, p. 27) que, no conjunto de disciplinas da grade
curricular da Educacéo Basica,
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[...] as relacbes interdisciplinares se estabelecem quando:

* conceitos, teorias ou praticas de uma disciplina sdo chamados a discussao e auxiliam
a compreensdo de um recorte de contetido qualquer de outra disciplina;

* a0 tratar do objeto de estudo de uma disciplina, buscam-se nos quadros conceituais
de outras disciplinas referenciais tedricos que possibilitem uma abordagem mais
abrangente desse objeto.

Paralelo a isso, destaca-se também o uso das midias tecnoldgicas como metodologia de
ensino da Matemaética, tornando computadores, celulares, e demais recursos tecnoldgicos,
ferramentas auxiliares no processo de ensino e aprendizagem, atuando como suportes
mediadores no desenvolvimento das aulas de matematica. A insercdo dos recursos tecnoldgicos
na aplicacdo e planejamento da pratica docente impulsiona os contetdos curriculares e fortalece
a préatica pedagdgica.

No presente trabalho, inicialmente, efetua-se um resgate bibliografico acerca de alguns
trabalhos desenvolvidos que descrevem estudos e aspectos relevantes associados a
interdisciplinaridade e ao uso dos recursos tecnologicos como ferramenta suporte para o
processo de ensino-aprendizagem, com énfase a Matematica.

Ressalta-se também, sobre a importdncia do desenvolvimento de préticas
interdisciplinares bem como do uso de softwares na pratica pedagdgica, associada ao contexto
da Educacdo Basica, objetivando a aprendizagem dos conceitos matematicos de maneira mais
abrangente, significativa e eficiente.

Ao final, apresentam-se trés propostas metodoldgicas desenvolvidas para o ensino de
Matematica a partir de situacdes-problema abordadas também na disciplina de Fisica, efetuando
sempre um paralelo entre os contetidos especificos comuns, abordados e aplicaveis em ambas
as disciplinas. Ademais, apresentam-se algumas contribuicdes e potencialidades das propostas
metodoldgicas desenvolvidas, associando aos tedricos abordados na fundamentacéo.

Os principais topicos explorados em cada proposta metodoldgica séo:

1 - Espelhos esféricos e a semelhanca de triangulos: caracterizacao das imagens a partir
da posicdo do objeto em relacdo ao espelho;

2 - Ondas, sinais de satélites e a parabola: funcionamento de uma antena parabdlica; e

3 - Leis de Kepler e a elipse: lugar geometrico da trajetoria descrita pelos planetas em
torno do Sol.

O desenvolvimento de atividades interdisciplinares objetiva o uso de métodos
diferenciados de ensino, o enriquecimento do processo de ensino-aprendizagem e uma Visdo
mais abrangente por parte do aluno, a partir do resgate e do cruzamento de conceitos comuns a

ambas as disciplinas que atuam de modo complementar.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Buscando argumentacdes e complementacGes acerca da importancia de praticas
interdisciplinares e do uso das Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo (TIC’s) e softwares,
em particular o GeoGebra, no ensino de Matematica, destacam-se neste espacgo alguns autores
e suas ideias relacionadas ao tema. Abordam-se também alguns conceitos relativos aos
conteudos da disciplina de Fisica a serem abordados nas propostas metodoldgicas, sendo eles:
espelhos esféricos; ondas e sinais de satélites; e, leis de Kepler.

Pinheiro (2017), propde mecanismos para producdo de materiais didaticos, ressaltando
sobre a importancia do uso das TIC’s no ensino, dada sua capacidade de permitir ao aluno uma
visdo ilustrativa de situacGes préaticas, empregando o GeoGebra como um software suporte para
estabelecer parametros visuais em problemas cotidianos.

Miskulin (2009) destaca que as TIC’s trazem varios beneficios, como a possibilidade de
novas formas para gerar, dominar e disseminar o conhecimento, destacando que o educar de
maneira tradicional ndo combina com a realidade atual, sendo que a busca por aperfeicoamento,
diferenciacdo e dinamizacdo das metodologias de ensino e praticas desenvolvidas em sala de
aula sdo também de responsabilidade dos agentes do processo educacional, incluindo os
professores. Alega ainda que “[...] essa nova dimensao prioriza um novo conhecimento que
considera o desenvolvimento do pensamento criativo como uma dimensdo fundamental da
cogni¢ao humana” (MISKULIN, 2009, p. 153-154).

Lago (2017), propde a caracterizacdo das principais conicas, dentre elas a elipse e a
pardbola. Ainda, apresenta uma analise sobre possiveis aplicacbes em diversas situacdes do
cotidiano, ressaltando sobre a importancia do estudo das mesmas. Ainda destaca que a
introducdo destes conceitos ocorre desde a Educagdo Basica. Assim, € necessario estimular o
interesse dos alunos, permitindo uma aprendizagem basica para que possam, posteriormente,
utiliza-la em processos mais complexos. O autor cita também algumas aplicacfes: langamento
de projéteis, lanternas e farois, antena parabolica, leis das drbitas dos planetas, optica, dentre
outras.

Pesse (2017), descreve as principais conicas (ndo degeneradas), enfatizando o grande
campo de aplicacdo dos conceitos em equipamentos Uteis a sociedade, indica propostas de
atividades experimentais para serem desenvolvidas com alunos do 3° Ano do Ensino Médio,
tendo como aliado o software GeoGebra. Obteve resultados satisfatorios da aplicagéo realizada

junto a uma turma de 3° Ano do Ensino Médio de uma escola publica estadual de Séo Paulo.



12

De acordo com as DCE’s (2008), “[...] os recursos tecnolégicos, como o software, a
televisdo, as calculadoras, os aplicativos da Internet, entre outros, tém favorecido as
experimentacdes matematicas e potencializado formas de resolucéo de problemas” (PARANA,
2008, p. 65). Justifica-se esse favorecimento pois 0 uso de recursos tecnologicos em sala de
aula permite a manipulagdo do problema matematico, trabalhando em paralelo a um modelo,
passivel de modificagdes em relacdo a seus dados iniciais, facilitando para o aluno a
comparacdo dos resultados a partir de dados distintos, j& que, um aspecto fundamental da
disciplina de Matematica € a experimentacdo e a manipulacao dos valores de variaveis.

Assim, surgem desafios que os professores precisam enfrentar em sala de aula com o
propdsito de atingir os objetivos educacionais, envolvendo o desenvolvimento de habilidades,
competéncias e valores. A interdisciplinaridade vem como uma alternativa para dinamizar as
aulas e cativar a atencdo dos alunos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) (BRASIL, 1998, p. 06) justificam a
importancia do aprofundamento dos saberes disciplinares especificos em cada area. Por outro
lado, destacam a necessidade da ““[...] articulagdo interdisciplinar desses saberes, propiciada por
varias circunstancias, dentre as quais se destacam os contetdos tecnoldgicos e praticos, ja
presentes junto a cada disciplina, mas particularmente apropriados para serem tratados desde
uma perspectiva integradora”, bem como “[...] a interdisciplinaridade do aprendizado cientifico
e matematico ndo dissolve nem cancela a indiscutivel disciplinaridade do conhecimento™.

Fazenda (1998) reine um conjunto de textos, de um grupo de autores, que buscam a
insercdo da interdisciplinaridade no campo das tendéncias metodoldgicas, realcando que um
dos principais objetivos comuns dos autores é o enfrentamento de um paradoxo que a educacgao
contempla: a longevidade das questdes da didatica e o ineditismo das proposices
interdisciplinares.

Kleiman e Moraes (1999), discutem as relacbes entre os aspectos educacionais
relacionados ao cotidiano escolar, desde planos de ensino, propostas pedagdgicas, livros
didaticos e equipe escolar, tendo como suporte mediador a préatica da leitura. Enfatizam que a
leitura é fundamental para o desenvolvimento do individuo, sendo uma necessidade cotidiana
e uma pratica continua. Reforcam tambeém que, o trabalho escolar precisa direcionar-se no
sentido de formar um individuo ndo individualista, mas sim, que tenha capacidade e facilidade
de relacionar os conceitos das diversas disciplinas e de conseguir se relacionar com o meio,
expressando-se em suas necessidades.

As Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (DCNEM) destacam que o

“curriculo deve contemplar as quatro areas do conhecimento, com tratamento metodologico
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que evidencie a contextualizacdo e a interdisciplinaridade ou outras formas de interacéo e
articulacdo entre diferentes campos dos saberes especificos” (BRASIL, 2012, art. 8° § 1°).

Fazenda (2011) retrata uma complexa reflexdo e descricdo acerca de praticas que
envolvem relacgdes interdisciplinares entre as diversas disciplinas, apresentando 16 capitulos
escritos por um grupo de profissionais que resgatam desde aspectos histéricos da
interdisciplinaridade direcionada a educacdo bésica, bem como apresentam relatos de
experiéncias de resultados obtidos com o desenvolvimento de tais praticas.

Quando se pensa na associacdo entre Matematica e interdisciplinaridade, Tomaz e
David (2013) elucidam algumas questdes relacionadas as possibilidades de insercéo de relacdes
interdisciplinares no ensino da Matematica, justificadas pelos beneficios que tais técnicas
concretizam, dentre elas, a formacéo integral do aluno como cidadao, surtindo a necessidade de
tratar o ensino da disciplina levando-se em conta a complexidade do contexto social e a riqueza
da visdo interdisciplinar na relacdo entre ensino e aprendizagem, assegurando ao aluno a
possibilidade de enfrentar desafios cotidianos, e, a partir destes, alcangar os objetivos
previamente definidos.

Jahn, et al. (2014) deixa um questionamento reflexivo, de modo que a
interdisciplinaridade passa a ser vista como uma possibilidade de reduzir divergéncias entre os
conceitos abordados em sala de aula

N&o seria a interdisciplinaridade, ou outras praticas integradoras da Matematica com
outros diversos conhecimentos de diferentes areas para a compreensao ou areas de
conhecimento, uma forma de garantir espacos curriculares mais interessantes para

todos, pela construcdo de contextos de fato significativos para os estudantes? (JAHN,
et al. 2014, p. 12-13).

Reforcam ainda que, é comum notar uma disputa de espaco/tempo entre as disciplinas
no ambiente escolar, assim a interdisciplinaridade entra nesse contexto para auxiliar na quebra
dessa barreira entre as disciplinas, permitindo ao aluno refletir, aperfeicoar e associar
determinado assunto com os conceitos disciplinares especificos.

O uso de softwares no desenvolver das aulas € uma ferramenta de grande importancia e
utilidade, pois permite ao aluno a visualizacédo, analise e manipulacdo de dados a partir da
situagdo-problema em estudo. Nobriga e Aradjo (2010) utilizam o software GeoGebra como
um instrumento auxiliador do processo de ensino e de aprendizagem, apresentando varias
sugestdes de atividades a serem desenvolvidas a partir de conteudos matematicos, explicando

0S passos para 0 manuseio e utilizacdo das principais ferramentas que o mesmo dispdem.
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Como ¢ abordado o ensino de Matematica a partir de situa¢des-problema trabalhadas na
disciplina de Fisica no Ensino Médio, ter-se-d80 Serway e Jewett (2011), Serway e Jewett
(2010), Artuso e Wrublewski (2013) e Guimardes, Piqueira e Carron (2014) como principais
referéncias para identificacdo dos conceitos fisicos abordados neste nivel de ensino, na
associacdo com as situagdes-problema.

Aliado ao tema “espelhos esféricos e a semelhanca de tridngulos: caracteriza¢do das
imagens a partir da posicdo do objeto em relacdo ao espelho”, enfatiza-se que “os espelhos
esféricos sdo muito utilizados no cotidiano, estando presentes em alguns retrovisores de carros,
em entradas de elevadores e estacionamentos, esquinas com pouca visibilidade para motoristas,
estojos de maquiagem, equipamentos odontoldgicos” (ARTUSO, WRUBLEWSKI, 2013, p.
200). Os autores descrevem que ha a possibilidade de ambas as partes da esfera serem
espelhadas, ou seja, a superficie interna ou externa. Se a parte interna € espelhada, tem-se um
espelho esférico cbncavo e, se a parte externa for espelhada, um espelho esférico convexo.

Assim, um espelho esférico € representado por uma parte da esfera, o que na linguagem
matematica € também denominada de calota esférica. Seus principais elementos estdo
associados aos elementos da esfera imaginaria.

A Figura 01 apresenta os principais elementos dos espelhos esféricos. Evidenciando que
uma calota esférica tem natureza espacial, porém, representa-se um corte da esfera através de
um plano passando por um didmetro, o que facilita o estudo e relagcdes das propriedades de

incidéncia e reflexdo dos raios de luz.

Figura 01 - Principais elementos dos espelhos esféricos

Eixo Principal

¢ Principais elementos:

i C = Centro de curvatura

F = Foco

: V= Vaértice

r = Raio

f = Distancia focal

P 9= Angulo de abertura do espelho

Fonte: Autor

Observa-se que o centro de curvatura C do espelho coincide com o centro da esfera,

sendo que, a distancia entre o vértice VV e o centro de curvatura tem modulo igual ao
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comprimento do raio r da esfera. Ressalta-se também, que o foco F € o ponto médio do
segmento CV, ou seja, a distancia do foco ao vértice tem modulo equivalente & metade do raio
da esfera.

De acordo com as caracteristicas do espelho e da posicdo do objeto em relacdo ao
espelho, pode ocorrer a formacéo de imagens com caracteristicas distintas, tais como imagens
reais ou virtuais; direita ou invertida; maior, menor ou igual ao objeto; ou ndo ocorrer formacéo
de imagens.

Grifa-se que, a formacéo da imagem ocorre no ponto de encontro dos raios refletidos ou
do prolongamento destes, os quais correspondem a reflexdo dos raios incidentes (com origem
no objeto) a partir do espelho, respeitando algumas propriedades de acordo com o
comportamento da luz no meio.

Artuso, Wrublewski (2013, p. 205-206) descrevem as propriedades de alguns raios cujo
comportamento é facilmente previsto, 0s raios notaveis:

1) todo raio de luz que incide paralelamente ao eixo principal do espelho se reflete (ele
mesmo ou seu prolongamento) passando pelo foco;

2) pelo Principio da Reversibilidade, todo raio de luz incidente que passa pelo foco (ele
mesmo ou seu prolongamento) se reflete paralelamente ao eixo principal.

3) todo raio de luz incidente no vértice do espelho reflete-se simetricamente em relagdo
ao eixo principal.

4) todo raio de luz (ou seu prolongamento) que incide no espelho, passando pelo seu
centro de curvatura, se reflete sobre si mesmo.

Para obtencdo da imagem e de suas caracteristicas, é necessario utilizar alguns calculos.
A semelhanca de triangulos (neste caso, tridngulos retangulos) permite-nos estabelecer relagdes
de proporcdo, conhecidas as caracteristicas do objeto ou da imagem, bem como da posicao de
ambos em relacdo ao espelho. Usando pelo menos duas reflexdes de raios ja é possivel
caracterizar a imagem do objeto.

A Figura 02 apresenta um espelho esférico céncavo de centro de curvatura C, foco F e
vértice V, bem como a imagem de um objeto que se encontra sobre o centro de curvatura, obtida
a partir das propriedades 1) e 3) de incidéncia e reflexdo dos raios sobre o espelho. Sendo o =
TC o tamanho do objeto; i = WS o tamanho da imagem; p = CV a distancia do objeto em
relagdo ao espelho; p’ = WV a distancia da imagem em relacgéo ao espelho; f = FV a distancia

focal; e, r = CV o raio de curvatura do espelho. Para os demais casos associados a posicdes
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distintas para o objeto em relagdo ao espelho, os procedimentos para carateriza¢cdo da imagem

sdo analogos.

Figura 02 - Formac&o de imagem no espelho esférico concavo

Fonte: Autor

Pelos dados da Figura 02: TCV = SWV =90° e TVC = SVW = 8 (pela propriedade
(3) da reflexdo dos raios luminosos). Pelo caso AA (angulo, angulo) de semelhanga de
triangulos vé-se que ATCV~ASWYV.

Como reforcam Serway e Jewett (2010), aproveitando-se dessa semelhanca, € possivel
determinar as caracteristicas da imagem, estabelecendo parametros de comparacdo em relacédo
ao objeto.

Assim:

ATCV~ASWY & o= L 0P ).
sw wv i p

Esta relagdo pode ser enunciada como: a razdo entre os tamanhos do objeto e da imagem
é igual a razdo entre as distancias do objeto e da imagem em relacéo ao espelho.

Guimarées, Piqueira e Carron (2014), Artuso e Wrublewski (2013), Serway e Jewett
(2010), além de outras referéncias de livros de Fisica do Ensino Médio que foram consultados,
destacam que quando o objeto estiver situado sobre o centro de curvatura a imagem possui as

seguintes caracteristicas: situada sobre o centro de curvatura; de natureza real; invertida em
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relacdo ao objeto; e, de tamanho igual ao do objeto. Aplicando estas informagdes na Figura 02,

e empregando a relacdo (*):

. 0 p
O=l¢>7=1(:>?=1(:>p=p'.

Ou seja, a distancia do objeto ao espelho é igual a distancia da imagem ao espelho.

Salienta-se que, para caracterizar as imagens, 0s autores tomam por referéncia conceitos
associados as condices de nitidez de Gauss® permitindo justificar as abordagens apresentadas
pelos livros didaticos de Fisica. Essas condigdes serdo apresentadas e analisadas no
desenvolvimento da proposta metodoldgica.

Associado ao tema “Ondas, sinais de satélites e a parabola: funcionamento de uma
antena parabdlica”, é de suma importancia o conhecimento da propriedade refletora da parabola
que explica o funcionamento de muitos aparelhos cotidianos que sdo de grande utilidade, tanto
para o desenvolvimento e estudo da ciéncia, como para suprir necessidades humanas.

Uma utilizacdo importante das superficies refletoras

[...] é dado pelas antenas parabolicas, empregadas na radio-astronomia, bem como no
dia-a-dia dos aparelhos de televisdo, refletindo os débeis sinais provenientes de um

satélite sobre sua superficie, fazendo-os convergir para um Unico ponto, o foco, deste
modo, reforgando-os consideravelmente” (LIMA, et al. 2012, p. 154).

“A propriedade refletora da parabola ¢ a mais explorada nas aplicag¢des praticas, como
na modelagem dos espelhos para telescOpios, antenas parabdlicas ou fardis refletores”
(DELGADO, FRENSEL, CRISSAFF, 2013, p. 146).

Também, Delgado, Frensel e Crissaff (2013, p. 146) conceituam parabola,
considerando-a como um lugar geométrico representado na Figura 03 e descrito a seguir:
“Sejam £ uma reta e F um ponto do plano ndo pertencente a £. A parabola P de foco F e
diretriz £ € o conjunto de pontos do plano cuja distancia a F é igual a sua distanciaa £: P =
{P|d(P,F) =d(P,L)}.

Ainda, por defini¢do, tem-se que a reta focal £ € a reta que contém o foco F da parabola
e € perpendicular a diretriz.

O ponto V da pardbola P que pertence a reta focal € o vértice de P. Se A é o ponto tal
que {A} = LN ¢, entdo V é o ponto médio do segmento AF. Toda parabola é simétrica em

relacdo a sua reta focal.

1 Em homenagem a Carl Friedrich Gauss, fisico, astronomo e matematico alemé&o, de grande importancia para o
desenvolvimento de estudos em diversas areas, incluindo a optica.
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Figura 03 - Lugar geométrico da parabola

EReta focal
Parabola i PF = PQ
E P
F i
Vi
Reta diretriz ﬂ: A Q
O

Fonte: Autor

Pode-se compreender uma pardbola como o grafico de uma fungdo quadrética. “Uma
fungdo f: R — R chama-se quadrética quando existem numeros reais a, b, c, com a # 0, tais
que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R”. (LIMA, et al. 2012, p. 131). Complementando
que “o grafico de uma fungéo quadratica ¢ uma parabola”. (LIMA, et al. 2012, p. 143).

Ainda, “se girarmos uma parabola em torno do seu eixo (a reta focal), ela vai gerar uma
superficie chamada paraboléide de revolugdo, também conhecida como superficie parabédlica”
(LIMA, et al. 2012, p. 154), porém, no estudo da incidéncia e reflexdo dos raios luminosos “a
superficie parabdlica pode ser substituida pela parabola que € a intersecdo dessa superficie com
o0 plano que contém o raio incidente, o raio refletido e o eixo de rotacdo (igual ao eixo da
parabola)”. (LIMA, et al. 2012, p. 155).

A Figura 04 representa uma antena parabdlica ou um paraboloide de revolucdo e a
intersecdo de um plano que contém o raio incidente, o raio refletido e o eixo de rotacdo. Esta
intersecdo gera o lugar geometrico de uma parabola cujo foco coincide com uma sugestiva
posicao para o aparelho receptor da antena parabdlica.

A caracterizacdo da imagem produzida pelo aparelho receptor depende diretamente da
guantidade de raios que incidem sobre a superficie da antena e, do direcionamento da reflexdo
dos mesmos. Tao melhor sera a imagem quanto mais raios refletirem concentrando-se em um

unico ponto.
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Figura 04 - Parabola obtida pela interse¢do da antena parabolica com o plano que contém o
raio incidente, o raio refletido e o eixo de rotacéo

Raio Incidente

Fonte: Autor

Como a antena é parabolica, ou seja, em formato de paraboloide, e pela propriedade
reflexiva dos raios, se eles incidirem paralelamente ao eixo principal, refletirdo passando pelo
foco. Assim, basta que o receptor seja posicionado no foco das parabolas produzidas por
seccoOes transversais do paraboloide.

llustrando a partir de dados numéricos e utilizando o GeoGebra, considere o ponto F =
(3,2) como foco e L: x + y = 1 como reta diretriz. A Figura 05 representa, no plano, o grafico
da pardbola P de equagdo P:x? —2xy + y* — 10x — 6y + 25 =0 que, no plano 0XY,

satisfaz as condigdes iniciais.

Figura 05 - Grafico da parabola P

Reta focal

Reta diretriz Parabola

Fonte: Autor
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Referente ao assunto da proposta metodolégica “Leis de Kepler? e a elipse: lugar
geométrico da trajetoria descrita pelos planetas em torno do Sol”, Avila (2010) apresenta um
resgate historico da evolucdo da teoria cientifica do movimento dos planetas em torno do Sol,
descrevendo desde o periodo em que Nicolau Copérnico desenvolvia estudos sobre o fato, bem
como as contribuigdes de Eudoxo, Hiparco, Ptolomeu e outros astronomos da antiguidade.
Destaca-se que 0 movimento dos planetas era associado ao seu raio e a distancia do planeta ao
Sol, considerando que a velocidade era constante durante toda a trajetoria.

Inicialmente, as teorias afirmavam que os planetas giravam em érbita circular em torno

do Sol, sendo que o Sol ocupava o centro do circulo, como mostra a Figura 06.

Figura 06 - Trajetdria circular dos planetas em torno do Sol
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Fonte: Autor

Porém, o desencontro de informacdes era frequente, 0 que mantinha os astrbnomos em
constante analise, buscando por melhores aproximacdes da realidade. Séculos depois, a partir
de muitas observacdes e pesquisas, inicialmente realizadas sobre os planetas Terra e Marte,
Johannes Kepler prop6s as leis das orbitas dos planetas, com o detalhe de que a trajetoria
descrita pelos planetas ndo era mais circular, mas sim, eliptica.

Delgado, Frensel, Crissaff (2013, p. 99) definem que “uma elipse € de focos F; e F, €

0 conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias a F; e F, é igual a uma constante

2 Em homenagem a Johannes Kepler (1571 — 1630), astronomo e matematico alemdo que estudou 0 movimento
dos planetas, sendo seguidor de Galileu Galilei e inspiracdo para Isaac Newton.
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2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2c = 0. Ou seja, sendo 0 <c<a e
d(F,, F,) = 2c, € = {P|d(P,F,) + d(P,F,) = 2a}”. Ainda:

« areta £ que contém o foco € a reta focal;

* a intersecdo da elipse com a reta focal £ consiste exatamente de dois pontos, 4, e 4,,
chamados vértices da elipse sobre a reta focal,

* 0 segmento A; A, de comprimento 2a é o eixo focal da elipse;

« o centro C da elipse é o ponto médio do segmento A;4,, sendo também ponto médio
do segmento F; F;

« a reta ndo focal é a reta ¢’ perpendicular a £ que passa pelo centro C.

« aelipse intersecta a reta ndo focal £’ em exatamente dois pontos, B; e B,, denominados
veértices da elipse sobre a reta ndo focal;

« 0 eixo ndo focal da elipse corresponde ao segmento B, B, de comprimento 2b, onde
b? = a? — c?;

* o nUmero e = ié a excentricidade da elipse, sendo 0 < e < 1;

* 0 NUmero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a distancia do
centro aos Vvértices sobre a reta ndo focal e ¢ € a distancia do centro aos focos.

A Figura 07 representa uma elipse com seus principais elementos, de acordo com as
defini¢cbes de Delgado, Frensel e Crissaff (2013).

Figura 07 - Elipse e seus elementos

Reta nio focal CA;=a

Reta focal
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Fonte: Autor

Ainda, Serway e Jewett (2011), enunciam as Leis de Kepler como:
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1) todo planeta no Sistema Solar descreve uma Orbita eliptica em torno do Sol, sendo
que o Sol ocupa um dos focos, conforme Figura 08;

2) o raio vetor tracado do Sol até qualquer planeta descreve areas iguais em intervalos
de tempo iguais;

3) o quadrado do periodo orbital de qualquer planeta é proporcional ao cubo do semieixo
maior da Orbita eliptica.

Figura 08 - Simulacéo de trajetoria eliptica descrita pelo planeta Terra em torno do Sol
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Fonte: Autor

Note que, a descoberta e oficializacdo dessas leis representam um importante episodio
de aplicacdo da Matematica, principalmente a partir de conceitos geométricos, junto a
Astronomia. Ainda, no desenvolvimento desses estudos, destaca-se o grande leque de
abordagens conceituais, explorados por diferentes componentes curriculares no Ensino Bésico,

o que reforca a importancia desse trabalho, em sala de aula, como ferramenta interdisciplinar.
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3 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Neste capitulo apresenta-se um resgate bibliografico acerca do surgimento, evolucéo e
insercdo da interdisciplinaridade na Educacdo, bem como o0s principais propositos que
justificam a importancia da utilizacdo junto aos processos de ensino e aprendizagem. Além
disso, reflete-se sobre o ensino de Matematica a partir de relagGes interdisciplinares e utilizando

recursos tecnologicos, enfatizando o software GeoGebra.

3.1 INTERDISCIPLINARIDADE

Ao abordar determinada ferramenta de ensino, convém efetuar um breve resgate
historico em relacdo a sua necessidade, origem e evolugdo. Analisando-se o século XX, até a
década de 1930, percebe-se que a ciéncia ndo era tdo evoluida quanto é na atualidade, em
relacdo ao quantitativo de conceitos em cada area de ensino. Com o passar dos anos, a evolucao
fez com que novas areas de conhecimento fossem surgindo, com desenvolvimento de estudos
em diversos campos.

No contexto educacional, essa evolucao, a partir de reformas, trouxe como consequéncia
uma divisdo nas abordagens, ou seja, criaram-se as disciplinas escolares, que possuiam em sua
individualidade uma linha a ser seguida, com um quadro de contedos a serem trabalhados de
acordo com o nivel de ensino.

Esta singularidade das disciplinas comecou a sofrer contradicbes em relacdo a sua
utilizacdo junto ao ambiente escolar. Fazenda (1998, p. 112), destaca que muitas escolas
passaram a “[...] romper com 0 tradicional curriculo centrado em disciplinas. A integragdo era
vista como uma maneira de evitar a fragmentacao que acompanha a divisdo por disciplinas”. O
uso da interdisciplinaridade tem como principal objetivo aproximar essas divisoes, a fim de que
0s resultados sejam produtivos a ambas as disciplinas.

Ja na década de 1970, vestigios investigativos da interdisciplinaridade podem ser
destacados. Cita Fazenda (2008, p. 18), em uma notacao utilizada pelo Ceri (Centro de Pesquisa
e Inovacdo do Ensino), um o¢rgdo da OCDE (Organizacdo para a Cooperacdo e
Desenvolvimento Econdmico) (Documento Ceri/HE/SP/7009) que “[...] a interdisciplinaridade

é definida como interacdo existente entre duas ou mais disciplinas [...]”.
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Direcionando-se para um possivel conceito de interdisciplinaridade, fez-se um resgate
de autores que apresentam um conceito préprio acerca do termo. Destaca Antiseri (1975, p.185-
186) apud Yared (2008, p. 162) que,

[...] do ponto de vista cognitivo, a interdisciplinaridade recupera a unidade na
compreensdo das “coisas" (fato historico, texto filoséfico, fato educativo,
comportamento humano, evento social, fendmeno natural), unidade que foi quebrada
durante a pesquisa cientifica, a qual procede no caminho de uma especializacéo
progressiva. O trabalho interdisciplinar, portanto, ndo consiste no aprender um pouco
de tudo, mas no enfrentar o problema (explicativo, previsivel, interpretativo) com toda
a competéncia do especialista que domina o problema, suas dificuldades, as
explicacOes e previsfes dos outros competentes. Além do mais, do ponto de vista
psicossacial, a interdisciplinaridade que se realiza através do trabalho de grupo, dos
docentes e discentes, podera ser um dos fatores que contribuem ao desarraigamento
de competigéo na escola, enquanto impulsiona a ver no outro um colaborador e ndo
um rival. A interdisciplinaridade é uma luta contra os efeitos alienantes da diviséo do
trabalho.

Parafraseando-o, € notorio que o autor aponta a importancia do estudo direcionado e o
desenvolvimento da ciéncia, mas, pensando em aprendizes que convivem num espaco escolar
da Educacdo Baésica, o uso da interdisciplinaridade pode acarretar desencontros nas
informacdes, e isso ndo é agravante, de modo que gera abertura para novos questionamentos,
promovendo com isso um processo continuo de aprendizagem, que dependera da capacidade
de cada individuo.

Complementa Suero (1986, p.18-19) apud Yared (2008, p. 161-162) que

[...] a palavra interdisciplinaridade evoca a "disciplina" como um sistema constituido
ou por constituir, e a interdisciplinaridade sugere um conjunto de relagBes entre
disciplinas abertas sempre a novas relagdes que se vai descobrindo. Interdisciplinar é
toda interacdo existente dentre duas ou mais disciplinas no &mbito do conhecimento,

dos métodos e da aprendizagem das mesmas. Interdisciplinaridade é o conjunto das
interacOes existentes e possiveis entre as disciplinas nos &mbitos indicados.

Traduz-se a visdo de que, todas as disciplinas possuem “aberturas®” para sofrer
influéncia de conceitos de outras disciplinas distintas. Assim, se as disciplinas A e B realizarem
uma interacdo C, diz-se que A e B realizaram uma agéo interdisciplinar. E, se ao considerar o
conjunto de todas as interacBes possiveis entre as disciplinas A e B, refere-se a
interdisciplinaridade das mesmas.

Agrega Fazenda (2002, p. 180) apud Yared (2008, p. 161-162) que a

[...] interdisciplinaridade é uma nova atitude diante da questdo do conhecimento, de

abertura @ compreensao de aspectos ocultos do ato de aprender e dos aparentemente
expressos, colocando-os em questdo. [...] A interdisciplinaridade pauta-se numa acao

3 Possibilidade de estabelecer relages (tedrica, pratica, ...) com outras disciplinas a partir de conceitos especificos.



25

em movimento. Pode-se perceber esse movimento em sua natureza ambigua, tendo
como pressuposto a metamorfose, a incerteza.

Aborda-se um aspecto sob o qual hd uma abertura no direcionamento do tema/problema
que se propde a investigar, bem como as relacdes que se deseja estabelecer. Iniciar um estudo
sobre determinado assunto pode ser induzido por uma indagagdo, uma curiosidade, acerca de
uma situacdo-problema, partindo de investigacbes na busca por melhor compreensdo e
aprofundamento de conceitos que justificam o problema. Esse fato gera a elaboracdo de
hipoteses, que, a partir de relagdes de conceitos de disciplinas distintas, permitem a obtencéo
de resultados que, analisando sob um ponto de vista distante, é possivel visualizar aquisicdo de
conhecimento na referida atividade, ndo sendo apenas especifico de uma area, mas de todas as
utilizadas para buscar a solucdo do seu problema, caracterizando uma aprendizagem
interdisciplinar.

E, reforca Assumpcao (2011, p. 23-24), que o termo interdisciplinaridade

[...] se compde de um prefixo — inter — e de um sufixo — dade — que, ao se justaporem
ao substantivo — disciplina — nos levam a seguinte possibilidade interpretativa, onde:
inter, prefixo latino que significa posi¢cdo ou acdo intermediaria, reciprocidade,
interagdo (como “interacdo”, temos aquele fazer que se da a partir de duas ou mais
coisas ou pessoas — mostra-se, pois, na relagdo sujeito-objeto). Por sua vez, dade (ou
idade) sufixo latino, guarda a propriedade de substantivar alguns adjetivos,
atribuindo-lhes o sentido de acdo ou resultado de acdo, qualidade, estado ou, ainda,
modo de ser. Ja a palavra disciplina, ndcleo do termo, significa a epistemé, podendo
também ser caracterizado como ordem que convém ao funcionamento duma
organizagéo ou ainda um regime de ordem imposta ou livremente consentida.

Assim, ao associar o prefixo, radical e sufixo da palavra interdisciplinaridade, obtém-se
“[...] um encontro que pode ocorrer entre seres — inter — num certo fazer — dade — a partir da
direcionalidade da consciéncia, pretendendo compreender o objeto, com ele relacionar-se,
comunicar-se”. (ASSUMPCAO, 2011, p. 24).
Ainda, pontua Pacheco, et al. (2010, p. 137):
O que seria a interdisciplinaridade sendo a construcdo de um sistema complexo que
visa integrar as verdades de cada disciplina como unidades simples, mas aceitando
suas diferencas e respeitando a complexidade de sua propria formacéo, reintegrando
cada disciplina em um todo que ja foi um dia naturalmente unido. Passando entdo a

perceber cada disciplina como inseparavel da construcéo do todo do qual passa a fazer
parte, distinguindo-o, porém, desse mesmo todo.

Fazenda (2011, p. 16) destaca que as disciplinas tradicionais propostas pelo curriculo
atual conduzem o aluno apenas a um acumulo de informacgfes, de modo que ao unir 0s

conhecimentos de todas as disciplinas tem-se um leque muito amplo e abrangente, mesmo que
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a capacidade do ser humano néo seja suficiente para armazenar, e manter armazenada, tamanha
informac&o. Para isso, existem o0s recursos tecnolégicos como ferramentas que realizam e
processam tais atividades de maneira eficiente e a uma velocidade elevada. Assim, a
[...] inclusdo de novas disciplinas ao curriculo tradicional, s6 faz avolumarem-se as
informagdes e atomizar mais o conhecimento. O curriculo tradicional, que ja traduzia
um conhecimento disciplinar, com esse acréscimo de disciplinas tende a um
conhecimento cada vez mais disciplinado, onde a regra principal seria somente um

policiamento maior as fronteiras das disciplinas. O efeito nada mais representaria que
a punicao aos que quisessem transpor essas barreiras. (FAZENDA, 2011, p. 16-17).

Uma disciplina especifica ndo é racional apenas em si mesma. Sua origem e evolucéao
também tem raizes e/ou futuros frutos em aplicacGes relacionadas a outras areas. Na
Matematica, por exemplo, é interessante que se saiba relacionar os conceitos especificos da area
utilizando-os em aplicagdes cotidianas. O conhecimento evolui a partir das necessidades

sociais.

Do ponto de vista integrador, a interdisciplinaridade requer um equilibrio entre
amplitude, profundidade e sintese. A amplitude assegura uma larga base de
conhecimento e informacdo. A profundidade assegura o requisito disciplinar,
profissional e/ou conhecimento e informacdo interdisciplinar para a tarefa a ser
executada. A sintese assegura o processo integrador. (FAZENDA, 1998, p. 121)

Destaca-se que a interdisciplinaridade ndo consiste em efetuar uma reestruturacédo
curricular, mas sim, a partir de situacdes-problema buscar resgatar conceitos curriculares da
disciplina em questéo. Cita Fazenda (1998, p. 119) que, “professores que tomam emprestado o
rotulo interdisciplinar ndo estdo necessariamente engajados em praticas interdisciplinares. As
duas coisas nao devem ser confundidas”.

Também, ressaltam as DCE’s (2008) que, em suas individualidades, as disciplinas do
curriculo escolar sdo abertas a abordagens externas, de modo que admitem a possibilidade de
inter-relacionar-se, individualmente ou em conjunto, com outras disciplinas, assim “[...]
ampliam a abordagem dos contetudos de modo que se busque, cada vez mais, a totalidade, numa
pratica pedagogica que leve em conta as dimensfes cientifica, filoséfica e artistica do
conhecimento” (DCE’s, 2008, p. 27).

As novas Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (DCNEM) orientam a
organizacdo do curriculo em areas de conhecimento, as quais direcionam para atender aos
propdsitos previstos ao publico do Ensino Médio. Sdo 4 areas, assim divididas: Linguagens,
Matematica, Ciéncias da Natureza e Ciéncias Humanas.

Destacam Ramos, Freitas e Pierson (2013, p. 13) que
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[..] as éareas de conhecimento devem ser compreendidas como conjunto de
conhecimentos cuja afinidade entre si pode se expressar pela referéncia a um objeto
comum ndo equivalente aos especificos de cada componente curricular, mas a partir
do qual essas especificidades se produzem.

Dessa forma, prioriza-se a busca por métodos de ensino que permitam efetuar uma

relacdo mutua entre as disciplinas abordadas na Educagdo Bésica de modo que desenvolvam

[...] o potencial de aglutinacdo, integracdo e interlocucdo de campos de saber,
ampliando o dialogo entre os componentes curriculares e seus respectivos professores,
com consequéncias perceptiveis pelos educandos e transformadoras da cultura escolar
rigida e fragmentada. Trata-se de um tipo de organizagdo que tem a
interdisciplinaridade como principio. (RAMOS, FREITAS, PIERSON. 2013, p. 14).

Em suma, a interdisciplinaridade é um dentre os varios recursos possiveis para explorar
0s mais diversos conceitos dos diferentes componentes curriculares, possibilitando uma ligagédo

de maneira contextualizada.

3.2 0 ENSINO DE MATEMATICA A PARTIR DE RELACOES INTERDISCIPLINARES

Mediante o processo evolutivo da Educacdo, de modo geral, a necessidade de inter-
relacionar os conteudos matematicos com problemas cotidianos, utilizando-se de conceitos
cientificos abordados em disciplinas distintas da Matematica, € essencial na aprendizagem do
aluno. Para isso, propostas metodoldgicas sdo repensadas seguidamente, reformulando e
ampliando as ja existentes e aplicadas no ambiente escolar.

Tomaz e David (2013) evidenciam que:

[...] Essas propostas pretendem mudar o isolamento e a fragmentagéo dos contetidos,
ressaltando que o conhecimento disciplinar por si s6 ndo favorece a compreensdo de
forma global e abrangente de situac6es da realidade vividas pelo aluno, elegendo dois
principios bésicos para o ensino de Matematica: o da contextualizagdo e o da
interdisciplinaridade. (TOMAZ e DAVID, 2013, p. 14).

Destacam ainda que, de acordo com o principio da contextualizagéo,

[...] o ensino da matematica deve estar articulado com as vérias praticas e necessidades
sociais, mas de forma alguma se propde que todo conhecimento deva sempre ser
aprendido a partir das situacbes da realidade do aluno. Outra forma de
contextualizagdo pode ocorrer via inter-relagfes com outras areas do conhecimento,
que, por sua vez, pode ser entendida como uma forma de interdisciplinaridade
(TOMAZ e DAVID, 2013, p.14).

Conforme o principio da interdisciplinaridade:
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[...] pode ser esbogado por meio de diferentes propostas, com diferentes concepgdes,
entre elas, aquelas que defendem um ensino aberto para inter-relacdes entre a
Matematica e outras areas do saber cientifico ou tecnol6gico, bem como com as outras
disciplinas escolares (TOMAZ e DAVID, 2013, p.14).

Assim, o0 ensino na Educacao Béasica torna-se mais abrangente e significativo a partir do
momento em que se parte de uma situagdo-problema do cotidiano (contextualizacéo) e recorre-
se a conceitos especificos de determinada(s) disciplina(s) (interdisciplinaridade) na busca por
diferentes hipdteses na explicacdo do fendmeno associado.

Acredita-se que a aprendizagem ocorre, de modo mais eficiente, a partir do momento
em que o aluno consegue justificar suas hipoteses e obter conclusdes (légicas ou ndo). A
capacidade de observar, questionar, sugerir possibilidades de respostas aos questionamentos,
experimentar, testar e obter conclusdes acerca de determinado assunto ou fenémeno, € que
permite ao aluno uma visualizacdo e compreensdo de modo mais abrangente, que ndo fica
restrito a apenas uma das etapas, como responder a questionamentos, por exemplo. De modo
simplificado, pode-se dizer que a aprendizagem ocorre quando o aluno possui a capacidade de
modelar uma situacdo-problema.

Tomaz e David (2013), relacionam a interdisciplinaridade como uma transferéncia de
aprendizagem, entendendo que a mesma ocorre de modo mais eficiente e autbnomo, a partir do
momento em que os alunos transferem seus conhecimentos de matérias distintas na busca pela
justificativa de fenbmenos de uma matéria especifica, cientes ainda que, paralelamente a isso,
tem-se o professor como mediador no processo de ensino e aprendizagem, que também
coparticipa no processo de transferéncia de aprendizagem.

Associando a aprendizagem matematica, destacam Boaler e Greeno (2000, p. 195 apud
TOMAZ e DAVID, 2013, p. 44) que:

Em qualquer estagio de aprendizagem matematica, os aprendizes tém alguns
conceitos e métodos que eles ja sabem e compreendem. A sua nova aprendizagem
amplia o que eles ja sabem. Entdo, nds podemos pensar um episodio de aprendizagem,
como aquele que faz uma vinculacdo e uma tradugo, e possivelmente uma ampliacéo
de forma que algum novo topico seja incluido e integrado com alguns de seus
conhecimentos matematicos anteriores.

Um dos grandes desafios existentes na inser¢do de préaticas de ensino diferenciadas,
como a interdisciplinaridade, € que as mesmas demandam do professor um preparo maior, pois,
além dos conceitos especificos de sua area de formagdo, 0 mesmo passa a investigar assuntos
de outras areas que possuem ligacdo direta (aplicacdes, por exemplo) com o0s conceitos

abordados em sua disciplina.
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Além do mais, o educador também € desafiado a procurar resolucdes para situagdes-
problema abordadas a cada momento, podendo ser, inclusive, problemas de interesse dos
alunos. As aulas deixam de ser um espaco no qual o professor apresenta seu planejamento ao
aluno e segue o0 mesmo tal e qual foi planejado. Partir da contextualizacdo permite distintos
direcionamentos.

Introduzir conceitos matematicos a partir de problemas explorados e(ou) explicados na
Fisica € um exemplo no qual se faz uso da interdisciplinaridade. Ao trabalhar elipse e seus
elementos, por exemplo, pode-se utilizar como situacdo-problema a trajetdria descrita pelos
planetas ao redor do Sol, que séo justificadas pelas Leis de Kepler abordadas na disciplina de
Fisica.

Nesse sentido encontra-se a resisténcia dos docentes em trabalhar praticas como a
citada, pois 0 mesmo precisara se desafiar na investigacdo do problema, junto ao aluno,
podendo criar hipéteses, buscando justificativas baseadas nos conceitos especificos da
Matemética.

D’Ambroésio (2004), apud Tomaz e David (2013, p. 15) destacam que “[...] as
contribuicdes da educacdo escolar para a formacéo da cidadania, e da Matematica escolar para
a participagdo critica do ser humano na sociedade, sdo ainda muito incipientes”, acentuando
que muitas das potencialidades matemaéticas envolvendo grandezas numeéricas sdo oriundas de
orienta¢Bes advindas da propria familia, provindas de eventuais necessidades.

Mesmo que se tenha decorrido mais de uma década em relacdo aos estudos citados,
ainda ha deficiéncia de atividades que buscam aproximar fenbmenos cotidianos com o0s
conhecimentos cientificos na pratica pedagdgica. O aluno, por vezes, conclui o ciclo da
Educacdo Basica escasso de visdes para as quais possa utilizar os conhecimentos construidos

durante o processo, gerando um hiato nesse elo de ligacéo.

3.3 AS TIC’S NO ENSINO DE MATEMATICA

Hodiernamente, a informacdo esta a um ‘click’ de distancia entre quem busca pela
mesma e quem a disponibiliza. Essa facilidade na obtencédo de informacdes necessarias, ou que
sejam de interesse proprio, estdo presentes nos mais diversos meios e disponiveis a partir de
meios distintos, desde um livro impresso até nos recursos tecnolégicos, como um livro digital,

por exemplo.
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Essa realidade também esta presente nas escolas. Quadro negro (ou lousa), giz (ou
pincel atdmico) e professor foram uma combinacdo presente nas salas de aula. Mas, com a
enorme influéncia da tecnologia no meio, pode-se dizer que manter apenas esses trés elementos
no desenvolvimento das aulas, produz uma rotina assemelhada a forma tradicional de ver e
trabalhar a Educacdo.

Mesmo que conceituar a tecnologia seja algo complexo, Ramos, Freitas e Pierson (2013)

arriscam-se a defini-la como

[...] uma colecdo de sistemas, incluindo ai ndo apenas instrumentos materiais, mas
igualmente tecnologias de carater de organizagdo (sistemas de salde, de educacéo),
projetadas para realizar alguma funcdo. Tecnoldgico, portanto, ndo € apenas o que
transforma e constroi a realidade fisica, mas igualmente aquilo que transforma e
constroi a realidade social. (RAMOS, FREITAS e PIERSON, 2013, p. 24).

Destaca-se que o uso da tecnologia digital como ferramenta aliada ao ensino de
Matematica ndo consiste apenas em uma forma de distracdo dos alunos ou economia de tempo,

ou seja,

[...] néo tem por objetivo a simples reducdo de tempo empregado em determinada
atividade que poderia ser realizada manualmente. 1sso pode até ocorrer, mas ndo € o
principal objetivo. O essencial é abrir o leque de possibilidades para o fazer e o pensar
matematico, buscando reconhecer e valorizar os conhecimentos e diferentes formas
de expressdo dos estudantes, a fim de estabelecer um permanente didlogo com a
prética educativa. (JAHN, et al. 2014, p. 18-19).

As TIC’s estdo disponiveis para serem utilizadas de modo a melhorar a qualidade dos
resultados obtidos. Assim, a combinacdo entre os diversos elementos que compdem ou estao
presentes no cotidiano escolar é de fundamental importéncia, pois a existéncia de recursos e
materiais distintos permitem o melhor desenvolvimento do aluno nos mais diversos aspectos.

Rolkouski (2011, p. 87) cita que “[...] o papel da tecnologia no processo ensino-
aprendizagem subentende uma concep¢do do que vem a ser o aprender e o ensinar’.
Complementa ainda que “[...] 0 uso da tecnologia esta além do ‘fazer melhor’, ‘fazer mais
rapido’, trata-se de um ‘fazer diferente’” (ROLKOUSKI, 2011, p. 102).

De acordo com Oliveira e Moura (2015), vale ressaltar que o simples fato de inserir as
TIC’s no cotidiano escolar, mais em especifico na rotina da sala de aula, ndo vai produzir
conhecimento por si s6, ou seja, é necessario compreender que as ferramentas tecnoldgicas ndo
sdo o ponto principal no processo de ensino e aprendizagem, mas um dispositivo que
proporcionaliza a mediacéo entre educador, educando e saberes escolares, permitindo uma

pratica mais eficiente e significativa.
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A Matematica (assim como outras ciéncias) teve, e ainda tem, fundamental importancia
no desenvolvimento de inovagdes na evolugcdo da sociedade como um todo, onde a
aplicabilidade dos conceitos matematicos especificos se faz presente junto a pratica da pesquisa
e producdo de novos recursos e objetos materiais. Assim, a tecnologia é uma ferramenta
complementar para a Matematica. Logo, é essencial que o uso das tecnologias também esteja
presente nas aulas de matematica.

Silveira e Bisognin (2008, p. 1) acentuam que:

A utilizacdo do computador e dos softwares educacionais, como recursos pedagogicos
auxiliam os professores a tornar as aulas mais atraentes e resgatando o interesse do
aluno pelo estudo da Matematica. No Ensino de Geometria 0 uso de um software
educacional oferece muitas potencialidades, pois pode criar um ambiente rico de
imagens, sons e animagoes, fornecendo dessa maneira, um estudo mais dindmico e
permitindo que o aluno visualize, interaja com o computador, construa e experimente.
Diante do computador os alunos procuram as solug@es para os seus problemas e dessa
maneira constroem seus proprios conhecimentos.

Né&o apenas no contexto da geometria, mas ao trabalhar um problema sobre funcées, por
exemplo, o professor pode fazer uso de recursos tecnoldgicos para construir e analisar um
grafico, explorando visualmente intervalos, dominio e imagem. Além disso, é possivel
manipular os valores associados ao problema e criar possiveis hipoteses sobre o assunto a partir
de modificacbes do comportamento grafico, ou vice-versa, 0 que permite ao aluno uma
participacdo mais ativa, exercitando sua capacidade de reflexao, anélise, elaboracdo, sintese e
concluséo.

Assim, Vicente e Paulino (2013) completam, destacando a importancia do uso das TIC’s

nas aulas de matematica, quando afirmam:

Mas ¢ sobretudo, na disciplina de Matematica que as TIC’s tém ajudado e funcionado
como alavanca e motor de aprofundamento de conhecimentos, de sistematizagdo de
nocdes e contetidos, de desenvolvimento da capacidade de observagdo, comunicagao
e investigacdo matematica, contribuindo para despertar e estimular para a disciplina,
olhar para a Matematica como uma disciplina atrativa, interessante e necessaria
desfazendo a ideia de que a matematica é uma disciplina de sucesso, s para alguns
alunos (VICENTE; PAULINO, 2013, p. 46).

Muitos softwares estdo sendo desenvolvidos, tendo por objetivo uma facilidade cada
vez maior em sua manipulacdo e um maior quantitativo de funcGes e atividades desenvolvidas.
Um exemplo de software que pode ser utilizado nas aulas de matematica como recurso

pedagdgico auxiliador é o GeoGebra, um mecanismo tecnoldgico livre desenvolvido por
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Markus Hohenwarter, em 2002, que consiste em um programa que permite manipular relagdes
de diversos contetldos matematicos.

Dantas e Ferreira (2017, p. 01), em seus materiais disponibilizados para o 12° curso on-
line que ministram anualmente sobre o GeoGebra, sua utilizacdo e aplicagdo, afirmam que “o
GeoGebra e um software com finalidades didaticas para ser utilizado em situacdes de ensino e
aprendizagem de matemética. Com ele é possivel realizar calculos aritméticos, algébricos e
utilizar multiplas representacdes graficas de objetos matematicos”.

Destacam-se alguns mecanismos que 0 programa permite explorar: construcdo de
pontos, seja um ponto fixo ou pontos gerados por intersecdes; segmentos de reta; segmentos
orientados (vetores); retas; lugares geométricos; poligonos; circulos, semicirculos, arco ou setor
circular; conicas; angulos; grafico de funcdes; sequéncias; representacao de dados estatisticos;
dentre outros.

Permite também a insercdo de variaveis numéricas em equacdes e a manipulagdo de
dados a partir da fungdo “controle deslizante”, que possibilita associar uma variavel de acordo
com um intervalo desejado e uma variacdo especifica, um incremento. E possivel ainda
desenvolver construcdes sob a perspectiva 3D, sendo de fundamental importancia na analise de
problemas com aplicagéo espacial.

Considerando as potencialidades que o software oferece e por ser de livre acesso, utiliza-

se 0 GeoGebra junto ao desenvolvimento desse trabalho.
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4 METODOLOGIA

Tendo as consideracBes de Demo (2000) no direcionamento e caracterizacdo dos
géneros de pesquisa, destaca-se que o presente trabalho tem cunho essencialmente teorico e
descritivo, apresentando, inicialmente, um resgate no campo bibliogréfico acerca do tema,
seguido da elaboracdo de propostas metodoldgicas para o ensino de Matematica a partir de
contextualizacdes de contetdos da Fisica.

Apresentam-se aqui desenvolvidas trés propostas metodoldgicas que possuem
problemas como condi¢es iniciais de estudo, e, a partir dos mesmos, faz-se um resgate dos
principais conceitos matematicos possiveis de serem explorados junto as situacdes-problema,
buscando, a partir desses, justificar determinados fenémenos.

Descrevem-se, nas propostas metodoldgicas, possiveis relacdes a serem estabelecidas
entre contetdos especificos das disciplinas de Fisica e Matematica, no desenvolvimento das
aulas de acordo com um plano de ensino previamente elaborado, tendo como problema inicial
uma situacdo cotidiana e, a partir dessa resgatar conceitos especificos de ambas as disciplinas,
buscando possiveis justificativas ou esclarecimentos para um determinado fenémeno. Logo,
ndo se traz o desenvolvimento de planos de aulas contendo exercicios propostos e demais
encaminhamentos, mas sim, resgates interdisciplinares possiveis de serem realizados junto ao
contexto escolar, paralelamente a exposi¢cdo dos conteldos programaticos.

Destaca-se ainda que, os conceitos fisicos e matematicos que serdo descritos e
investigados junto as situacdes-problema, referem-se aos contetidos abordados nas disciplinas
de Matemética e Fisica na Educacédo Basica.

Ao final do desenvolvimento das propostas metodoldgicas apresentam-se alguns dos
principais conceitos matematicos possiveis de serem abordados, contribuicdes e
potencialidades que se espera com a utilizacdo desse material ou das abordagens junto as
mesmas.

Na elaboragdo das propostas metodologicas utilizam-se, constantemente, relagdes
interdisciplinares entre a Matematica e a Fisica e, de acordo com a necessidade, de um suporte
tecnoldgico: o software GeoGebra, como uma ferramenta complementar e pedagdgica no
planejamento e desenvolvimento do material. Também, disponibilizam-se alguns links com
materiais construidos pelo autor deste trabalho e que possibilitam a manipulacdo de dados,

permitindo uma viséo mais abrangente do assunto a ser explorado.
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4.1 PROPOSTAS METODOLOGICAS PARA O ENSINO DE MATEMATICA A PARTIR
DE RELACOES INTERDISCIPLINARES COM A FiSICA UTILIZANDO O GEOGEBRA

Ensinar e aprender matematica exige dos integrantes do processo de ensino e
aprendizagem uma capacidade ampla de investigagéo e articulagdo entre os diversos saberes e
conhecimentos, envolvendo um emaranhado de conceitos que podem relacionar duas ou mais
areas especificas.

Destacam Luiz e Col (2013, p. 02) que “a aprendizagem da Matematica consiste em
criar estratégias que possibilitam ao aluno atribuir sentido e construir significado as ideias
matematicas”, permitindo ao aluno participar do processo de investigacdo e elaboragdo de
conceitos acerca do objeto de estudo. Assim, o educando torna-se um agente do processo
educacional, deixando de ser meramente receptor ou reprodutor de conceitos.

As relacdes interdisciplinares desempenham papel fundamental para o desenvolvimento
evolutivo do estudante em relacdo a compreensdo e aprendizagem de conceitos cientificos ou
naturais. Neste processo, é interessante que o professor realize uma mediacdo entre 0s
conhecimentos que os alunos ja possuem e 0s conceitos ainda ndo explorados ou aprofundados,
desenvolvendo a capacidade de investigacdo, desafiados por situagdes-problema
interdisciplinares que permitam resgatar e abordar conceitos matematicos.

Neste trabalho efetua-se a analise de algumas colecdes de livros didaticos das disciplinas
de Fisica e Matematica propostos para serem trabalhados no Ensino Médio, e, a partir dessa
sugerem-se propostas metodologicas de ensino para trabalhar determinados contetidos, estando
constantemente presente as relac@es interdisciplinares entre a Matematica e a Fisica, partindo
de problemas abordados na disciplina de Fisica e resgatando conceitos matematicos existentes
Nnos mesmaos.

Séo desenvolvidas trés propostas metodologicas de ensino, sendo que da disciplina de
Fisica, cada proposta abordard com maior especificidade os seguintes temas: (1) espelhos
esféricos; (2) ondas, sinais e satélites; e, (3) Leis de Kepler.

Quanto aos conceitos matematicos, apresenta-se, respectivamente, com maior énfase o
resgate e a investigacdo dos seguintes assuntos: (1) semelhanca de tridngulos; (2) parabola:
caracterizacdo, elementos e relacbes matematicas, congruéncia e semelhanca de tridngulos,
propriedades do triangulo isosceles, retas tangentes, paralelismo e perpendicularismo; (3)
elipse: caracterizacdo, elementos e rela¢cbes matematicas.

Ressalta-se que, mesmo que ndo sejam citados, existem outros conceitos matematicos

possiveis de serem explorados conexas as contextualizacbes enfatizadas. As investigacoes
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acerca do problema é que direcionam os assuntos especificos que sdo abordados, de acordo com
a necessidade.

No desenvolvimento das propostas metodoldgicas utilizam-se situacfes-problema do
cotidiano e, a partir dessas, inicia-se um processo de investigacdo e resgate de conceitos
relativos as disciplinas de Matematica e Fisica, buscando justificar determinado fenémeno. Para
isso, apresentam-se as leis fisicas disponibilizadas em referenciais adotados, e, utiliza-se da
teoria matematica na busca por explicagdes acerca do assunto. Aliado a isso, desenvolvem-se
demonstracdes de alguns conceitos matematicos.

Ainda, emprega-se 0 software GeoGebra como um facilitador na visualizacdo das
representacOes gréficas, o que permite compreender e relacionar mais facilmente os conceitos
tedricos e as aplicacBes na pratica. Disponibiliza-se também de forma online, material
pedagdgico, construido a partir do GeoGebra, reforcando as abordagens tedricas descritas.

Uma das contribuicbes e potencialidades apresentadas associadas as propostas
metodoldgicas séo as ferramentas desenvolvidas com o GeoGebra e disponibilizadas na forma
online, que permitem manipular os dados relativos as situacdes-problema facilitando a

compreensdo pois proporcionam a visualizacao.
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5 PROPOSTAS METODOLOGICAS

Nesta secdo disponibilizam-se trés propostas metodolégicas para o ensino de
matematica a partir de relag@es interdisciplinares com a Fisica, abordando contextualizagdes
fisicas e, por um processo investigativo, resgatam-se conceitos matematicos Uteis na
justificativa de determinado fendmeno. Comenta-se também sobre as principais contribui¢fes
e potencialidades que as propostas metodoldgicas proporcionam, associando com algumas
referéncias apresentadas na revisdo bibliografica e na fundamentacdo teorica.

5.1 ESPELHOS ESFERICOS E SEMELHANCA DE TRIANGULOS: CARACTERIZACAO
DA IMAGEM A PARTIR DA POSICAO DO OBJETO EM RELACAO AO ESPELHO

Pay attention! Objects in mirror are closer than they appear. E possivel em algum
momento da vida deparar-se com a leitura dessa frase. Consegue lembrar onde? Mesmo que
ndo tenha se deparado com tal situacdo, em alguns carros importados, essa frase aparece no
espelho retrovisor direito com o intuito de alertar os motoristas a respeito de um fato importante:
objetos cujas imagens sdo visualizadas nesse espelho estdo mais perto do que parecem.

Abrindo parénteses e sem demonstra¢des, importa lembrar que, nos espelhos planos, a
caracterizacdo das imagens € dada de tal forma que: (i) a imagem possui 0 mesmo tamanho do
objeto; (ii) a distancia da imagem ao espelho é igual a distancia do objeto ao espelho; (iii) a
imagem ¢ sempre virtual (formada “atras” do espelho) e direita (na mesma orienta¢do do
objeto).

Desta forma, como na situacao descrita anteriormente interpreta-se que a imagem esta
mais distante do espelho em relacdo ao objeto e, o tamanho do objeto e da imagem sédo
diferentes, entdo as condicGes indicam que os espelhos retrovisores dos automoveis nao sao
espelhos planos.

No cotidiano, existem situa¢Ges que dependendo da posi¢do do objeto em relagdo a
superficie refletora, a imagem aparece em tamanho real, maior ou menor do que o objeto, ou
ainda, pode nem ocorrer a formacgéo de imagem, mesmo que a superficie seja refletora. Assim,
¢ comum o questionamento sobre o motivo pelo qual ocorre essa ampliacdo, reducdo ou

inexisténcia das imagens.
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Em geral, os espelhos podem ser classificados em planos ou curvos. Os espelhos planos,
como o proprio nome sugere, apresentam superficie refletora sem curvatura, enquanto 0s
espelhos curvos apresentam superficie refletora com curvatura. Dessa forma, na situacéo-
problema anterior, conclui-se que os espelhos retrovisores dos automoveis sdo espelhos curvos
e utilizados pelas montadoras de automdveis com o objetivo de ampliar o campo visual do
condutor do veiculo.

Ha inimeras utilizacbes e beneficios dos espelhos, como por exemplo: telescopios,
espelhos retrovisores de automdveis, lanternas, clinicas de andlises visuais, na ampliacdo do
campo visual a partir de sistemas de espelhamento em ambientes como forma de vigilancia,
espelhos de maquiagem e de barbear, instrumentos utilizados por dentistas para visualizar
detalhes na boca do paciente, entre outros.

Define-se espelho como “toda superficie com alto poder de reflexdo da luz na qual é
preponderante a reflexdo especular®, tipica de superficies polidas” (ARTUSO,
WRUBLEWSKI, 2013, p. 194).

Este trabalho tem como foco o estudo dos espelhos curvos, com especificidade aos
espelhos esféricos, que correspondem a uma esfera ou uma calota esférica, conforme Figura 09,
sendo que, para estudar o comportamento das imagens de acordo com a posi¢éo do objeto em
frente ao espelho, utiliza-se a calota esférica, analogas as abordagens quando se tratar de uma
esfera.

Figura 09 - Intersecdo da esfera com um plano, gerando a calota esférica

ESFERA

CALOTA ESFERICA

Fonte: Autor

4 Ocorre quando a luz incide sobre superficies opacas lisas e perfeitamente refletoras.
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Guimaraes, Piqueira e Carron (2014, p. 229) destacam que os espelhos esféricos “[...]
sdo calotas esféricas obtidas pelo corte de uma superficie esférica com um plano, e, em seguida,
espelhadas”. Desse modo: “se o espelhamento ¢ feito na superficie interna da calota, o espelho
esférico ¢ denominado concavo” e, “quando o espelhamento ¢ feito na superficie externa da
calota, o espelho esférico ¢ denominado convexo”, conforme representado na Figura 10, a partir

do GeoGebra, no espaco tridimensional.

Figura 10 - Espelhos esfeéricos: (a) concavo e (b) convexo

(a (b)

\.

Fonte: Autor

Para analisar e estudar o comportamento de um raio de luz incidente sobre um espelho
esférico, utiliza-se uma seccdo transversal da calota esférica que contém o centro da esfera
imaginaria da qual a calota foi originada, de acordo com o direcionamento do raio de luz
incidente sobre o espelho, conforme Figura 11. Logo, é possivel realizar o estudo do
comportamento dos raios bem como as caracteristicas da imagem formada, tendo o espaco

bidimensional como referéncia.

Figura 11 - Espelhos esféricos concavo e convexo no plano bidimensional

Convexo

Concavo

Fonte: Autor

Na Figura 12, identificam-se os principais elementos geométricos associados aos

espelhos esféricos.
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Figura 12 - Elementos geométricos de um espelho esférico

-—
-

Eixo Principal

t Principais elementos:
C = Centro de curvatura
F =Foco

! V=Vartice

r = Raio

f = Distancia focal

8 = Angulo de abertura do espelho

Fonte: Autor

O centro de curvatura coincide com o centro da esfera que deu origem a calota esférica;

0 Vvértice é um ponto qualquer pertencente a esfera; e, o foco € o ponto médio entre o vértice e
o0 centro de curvatura. A distancia focal, numericamente, equivale a metade da medida do raio
da esfera, e, por definigdo, é positiva nos espelhos concavos e negativa nos espelhos convexos.
Apresentam-se aqui as caracteristicas dos raios luminosos e o processo de formacéo da
imagem com Guimarées, Piqueira e Carron (2014) e, Artuso e Wrublewski (2013) como

principais referéncias.
Existem alguns raios notaveis que apresentam comportamento caracteristico, com as

seguintes propriedades:
Propriedade 01: Os raios luminosos que incidem paralelamente ao eixo principal de um

espelho sdo refletidos de modo que passam pelo foco (se o espelho for cdncavo) ou sdo
refletidos de tal forma que os seus prolongamentos passem pelo foco (se o espelho for convexo),

Figura 13;

Figura 13 - Comportamento do raio incidente e refletido no espelho esférico céncavo e
convexo, de acordo com a primeira propriedade

Convexo

Cdncavo

Eixo Principal

Fonte: Autor
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Propriedade 02: Os raios luminosos (ou seus prolongamentos) que incidem passando
pelo foco séo refletidos paralelamente ao eixo principal, Figura 14;

Figura 14 - Comportamento do raio incidente e refletido no espelho esférico concavo e
convexo, de acordo com a segunda propriedade

Céncavo

Convexo

vy

Eixo Principal

Fonte: Autor

Propriedade 03: Os raios luminosos (ou seus prolongamentos) que incidem passando

pelo centro de curvatura sdo refletidos sobre si mesmos, Figura 15;

Figura 15 - Comportamento do raio incidente e refletido no espelho esférico concavo e
convexo, de acordo com a terceira propriedade

Cdncavo Convexo

Vi

Eixo Principal

Fonte: Autor

Propriedade 04: O raio luminoso que incide no vértice do espelho tem como raio

refletido o seu simétrico em relagéo ao eixo principal, Figura 16.
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Figura 16 - Comportamento do raio incidente e refletido no espelho esférico concavo e
convexo, de acordo com a quarta propriedade

Céncavo Convexo

Eixo Principal Eixo Principal

Fonte: Autor

No link https://ggbm.at/xv9tsnT9 encontra-se disponivel material desenvolvido pelo

autor deste trabalho, construido a partir do GeoGebra e que permite visualizar a incidéncia e
reflexdo dos raios para os espelhos esféricos cdncavos e convexos, possibilitando a
manipulacdo de dados através do controle deslizante e também exibindo os rastros em relacdo
a incidéncia em pontos distintos.

Observa-se que a formacdo de imagens estd condicionada a forma com que 0s raios
incidem sobre o espelho. Guimaraes, Piqueira ¢ Carron (2014, p. 233) destacam que “quando
um objeto real é posicionado diante de um espelho esférico, seja ele cbncavo ou convexo, é
obtida uma imagem conjugada que serd real ou virtual. Além disso, a imagem pode ser
ampliada, reduzida ou do mesmo tamanho do objeto”. Uma imagem é real quando é formada
em frente ao espelho e virtual quando atras.

Conforme Artuso, Wrublewski (2013) a imagem pode ainda ser caracterizada de acordo
com sua orientacdo em direita (mesmo sentido) ou invertida (sentido contrario) em relacdo ao
objeto, e, quanto a sua distancia em relacdo ao espelho, podendo formar-se mais proxima, mais
distante ou a uma mesma distancia do objeto.

Portanto, para caracterizar a imagem € necessario estabelecer o0s seguintes
procedimentos: (i) tragar ao menos dois raios distintos que partem do objeto e chegam ao
espelho (raios incidentes); (ii) para cada raio incidente, determinar o respectivo raio refletido;
e, (iii) no ponto de encontro dos raios refletidos (se existir) havera a formagdo da imagem em

relacdo ao objeto.
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Outra restricdo associada a formacdo das imagens nos espelhos esféricos refere-se as
condigdes de nitidez de Gauss. Artuso e Wrublewski (2013), de acordo com Gauss, afirmam
que, para obtencdo de imagens nitidas, 0s seguintes itens precisam ser atendidos:

* 0s raios luminosos devem incidir préximos ao eixo principal e praticamente paralelos
em relacdo a ele. Raios com essas caracteristicas sdo denominados paraxiais;

« 0 angulo de abertura (8) do espelho deve ser pequeno (menor ou igual a 10°). O
espelho que apresenta uma area razoavel tem seu raio de curvatura bastante grande, o que torna
0 espelho esférico pouco curvado, aproximando-se de um espelho plano.

A caracterizacdo do angulo de abertura 8 de um espelho é dada de acordo com o
tamanho do objeto que se deseja obter na imagem. Considere-se a Figura 17 que representa um
espelho esférico concavo de centro de curvatura C, foco F e vértice V, e, um objeto representado
pelo vetor PP, perpendicular ao eixo principal, sendo P; um ponto sobre o eixo principal e P,
0 ponto mais distante do eixo principal. Sejam Q; um ponto sobre a superficie do espelho,
obtido a partir da incidéncia do raio com origem em P, e paralelo ao eixo principal, e Q, 0
ponto sobre a superficie do espelho, simétrico a Q; em relacdo ao eixo principal. O angulo de

abertura 6 do espelho é definido por 8 = Q,€Q,.

Figura 17 - Caracterizacdo do angulo de abertura de um espelho esférico

P \

______

‘‘‘‘‘‘
......
------

Fonte: Autor

Em suma, quanto menor for o tamanho do objeto, menor sera o angulo de abertura do
espelho. Como as condiges de nitidez de Gauss afirmam que 6 deve ser inferior a 10°, os raios
devem incidir muito proximos ao eixo principal, ou seja, sdo raios paraxiais.

Na Figura 17, nota-se que o comprimento do arco Q;Q,, fixado um angulo 6, depende
do raio do circulo. Quanto maior for o raio, maior sera 0 comprimento do arco.

Desse modo, sejam os circulos T', T, T e T""" formados pela intersecdo de um plano

com uma esfera de centro C eraiosr, r', " er'"" comr < r' <r" < r'"’, respectivamente, tal
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que o plano contenha C. Ainda, sejam V;,V,; V{,V5; V"V, e V{" V," pontosde I, I', " e T'""",
respectivamente, simétricos em relacdo a um de seus didmetros, e que delimitam os espelhos.
A Figura 18 apresenta quatro espelhos esféricos concavos com um mesmo angulo de abertura
6, porém com raios de modulos distintos. Nota-se que o angulo 6 = V,CV, = V/CV, =

v'Cv," = v/"CV," é equivalente, mesmo com a varia¢io do raio, e, quanto aos comprimentos

JE——

dos arcos tem-se V,V, < V[V, < V'V, <V/"V,".

Figura 18 - Representacdo dos raios paraxiais e angulo 6 de abertura no espelho concavo de
acordo com o raio de curvatura

1
_______ NPt
(S o0 - - ) )
___________________ 5 V1 vy V,"
\- Ao .-1 ------ V1III
/

Fonte: Autor

Dessa forma, fixado o &ngulo de abertura & < 10° para o espelho, para garantir a nitidez
das imagens tem-se que quanto maior for o tamanho do objeto, maior deve ser o raio de
curvatura do espelho.

Reforca-se que, ao se analisar matematicamente as caracteristicas das imagens que sao
apresentadas, pelos livros didaticos, para os espelhos esféricos, ha uma aproximacéo do real,
sendo tdo proximas quanto menor for o angulo de abertura do espelho e mais proximos do eixo
principal os raios incidirem. Como as condices de nitidez de Gauss geram um erro matematico,
paralelo ao desenvolvimento da proposta metodoldgica efetua-se um estudo e analise deste
desencontro de informacdes, justificados a partir do GeoGebra e de dados geométricos.

Analisa-se, inicialmente, o comportamento da imagem produzida por um espelho
esférico concavo de centro de curvatura C, foco F e vértice V, de acordo com a posi¢do do
objeto em relagdo ao espelho. Esse comportamento toma como base o exposto nos livros
didaticos de Fisica para o Ensino Médio que foram consultados, embora tenham algumas
imprecisdes matematicas originadas por simplificacfes e que serdo discutidas posteriormente.
Tomam-se uma seta como objeto e 0 GeoGebra para a representagéo. E, considerem-se as linhas
pontilhadas como sendo a representacdo dos raios refletidos (ou seus prolongamentos) e as
linhas cheias como sendo os raios incidentes. S&o cinco casos a analisar de acordo com Artuso
e Wrublewski (2013):
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1) Objeto real PQ posicionado antes do centro de curvatura C, Figura 19: para obter a imagem,

utilizam-se as propriedades 01 e 02, apresentadas anteriormente.

Figura 19 - Objeto posicionado antes do centro de curvatura de um espelho céncavo

Objeto antes do centro de curvatura

Fonte: Autor

As caracteristicas da imagem SR s&o:

« posicionada entre o foco e o centro de curvatura;
* natureza real;

* orientacéo invertida em relagéo ao objeto; e,

« tamanho menor do que o objeto.

2) Objeto real OC posicionado sobre o centro de curvatura, Figura 20: empregam-se as
propriedades 01 e 02.

Figura 20 - Objeto posicionado sobre o centro de curvatura de um espelho céncavo

Objeto sobre o centro de curvatura ?

Fonte: Autor

As caracteristicas da imagem MC sdo:
* posicionada sobre o centro de curvatura;

* natureza real;
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» orientacéo invertida em relagéo ao objeto; e,

« tamanho igual ao do objeto.

3) Objeto real ED posicionado entre o centro de curvatura C e o foco F, Figura 21: utilizam-
se as propriedades 01 e 02.

Figura 21 - Objeto posicionado entre o centro de curvatura e o foco de um espelho céncavo

Objeto entre o centro de curvatura e o foco

-
-
-

Fonte: Autor

As caracteristicas da imagem BA sdo:

* posicionada antes do centro de curvatura,;

* natureza real;
« orientacdo invertida em relacdo ao objeto; e,
» tamanho maior ao do objeto.

4) Objeto real KF posicionado sobre o foco F, Figura 22: utilizam-se as propriedades 01 e 04.

Figura 22 - Objeto posicionado sobre o foco de um espelho céncavo

Objeto sobre o foco

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Fonte: Autor
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Neste caso, como os raios refletidos séo paralelos, ndo ocorre formacéo de imagem.

5) Objeto real HL posicionado entre o foco F e o vértice V, Figura 23: utilizam-se as

propriedades 01 e 04.

Figura 23 - Objeto posicionado entre o foco e o vértice de um espelho concavo

Objeto entre o foco e o vértice

P ¥z}

Fonte: Autor

As caracteristicas da imagem K] sdo:

* posicionada atras do espelho;

e natureza virtual;

» orientacdo direita em relacédo ao objeto; e,

« tamanho maior que o do objeto.

No link https://ggbm.at/WbgMaja5 encontra-se disponivel um material que permite

manipular a posicdo do objeto em relacdo ao espelho esférico concavo a partir de um controle
deslizante, visualizando a imagem formada. E possivel também exibir os rastros da imagem,
podendo efetuar compara¢fes quanto a caracterizacao e classificacdo da mesma, o que vem ao
encontro das descri¢cdes aqui apresentadas.

Analogamente, nos espelhos convexos, as imagens formadas possuem as mesmas
caracteristicas independentemente da posi¢do que 0 objeto ocupa em relacdo ao espelho. A
Figura 24 representa a imagem WX de um objeto ZY em frente a um espelho convexo, obtida

a partir das propriedades 01 e 04.
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Figura 24 - Objeto posicionado em frente a um espelho convexo

Formagéio de imagem no espelho esférico convexo

0
?

Fonte: Autor

As caracteristicas da imagem WX sdo:

* posicionada atras do espelho, entre o foco e o vértice;
e natureza virtual;

» orientacéo direita em relacéo ao objeto; e,

« tamanho menor que o do objeto.

Da mesma forma, no link https://ggbm.at/ec53mW3f encontra-se disponivel um

material que permite manipular a posicao do objeto em relacdo ao espelho esférico convexo a
partir de um controle deslizante, visualizando a imagem formada. E possivel também exibir os
rastros da imagem, podendo efetuar comparagdes quanto a caracterizacdo e classificacdo da
mesma, 0 que vem ao encontro das descrigdes aqui abordadas.

Para justificar que o tamanho da imagem é maior, menor ou igual ao tamanho do objeto,
nos respectivos casos, pode-se utilizar da semelhanca de tridngulos.

Neto (2013, p. 148) afirma que “dois tridngulos sdo semelhantes quando existir uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e outro tridngulo, de modo que os &ngulos
em vertices correspondentes sejam iguais e a razdo entre os comprimentos de lados
correspondentes sejam sempre a mesma”.

Representa-se a semelhanca entre dois tridngulos pelo simbolo ~. Assim, se AABC é
semelhante ao ADEF entdo, simbolicamente, AABC~ADEF.

Pela definicdo e, conforme Figura 25, AABC~ADEF < BAC = EDF,ABC = DEF ¢

Cc

ACB = DFE, e, existir k € R* tal que % = % = — = k. O valor k é denominado razao de

F &

semelhanga dos triangulos.
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Figura 25 — Semelhanca de triangulos

AABC~ADEF

Fonte: Autor

Como k € R*, entdo, se dois triangulos sdo semelhantes, uma, e somente uma, dentre
0<k<1

as condicbes ocorrerd:{ k =1 .Quando k representa a razao entre os lados correspondentes

k>1

dos triangulos, tem-se:

i)

4B _AC _ BC
Se0< T T == =k < 1, entdo as medidas correspondentes aos segmentos AB,

AC e BC s&o menores do que as medidas DE, DF e EF, respectivamente, de modo que,

o tridngulo ABC é menor do que o triangulo DEF.

BC

Se—== % == = k = 1, entdo as medidas correspondentes aos segmentos AB, AC e

BC sdo iguais as medidas DE, DF e EF, respectivamente, de modo que, o tridngulo ABC
é congruente ao tridngulo DEF (AABC = ADEF).

AB _AC _ BC
E DF EF

Se — = k > 1, entdo as medidas correspondentes aos segmentos AB, AC e

BC sdo maiores do que as medidas DE, DF e EF, respectivamente, de modo que, 0

triangulo ABC é maior do que o triangulo DEF.

Por conseguinte, objetiva-se analisar, investigar e buscar justificativas matematicas, a

partir da semelhanca de tridngulos, verificando a veracidade de cada um dos seis casos de

imagens formadas em espelhos esféricos, anteriormente descritos.
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Inicialmente destaca-se que, pelo fato de abordar espelhos que respeitam as condic6es
de nitidez de Gauss, os autores dos livros de Fisica consultados, desconsideram a “pequena
curvatura” do espelho (inferior a 10°), avaliando o caso de modo anélogo a uma superficie
plana. Assim, dado um ponto P’ qualquer sobre a superficie de um espelho esférico de vértice
V, consideram que o segmento P’V é a projecdo ortogonal do ponto P’ sobre o eixo principal,
e, que o objeto situado em frente ao espelho também é perpendicular em relacdo ao eixo
principal. Tomando essas hip6teses, 0s casos acima expostos (representados na Figura 19 até a
Figura 24) se verificam, porém do ponto de vista matematico isso é inconsistente, visto que
nenhuma corda da circunferéncia pode ser perpendicular a um raio em um de seus extremos.
Na sequéncia, faz-se uma andlise dessas situacfes com o objetivo de observar os erros
cometidos em cada caso ao fazer a simplificagéo de considerar o espelho como plano.

Obijeto real PQ posicionado antes do centro de curvatura C de um espelho céncavo: na

Figura 19 analisam-se os triangulos PFQ e TFV', onde V' é a projecao ortogonal de T sobre

CV. Nota-se que, PQF = TV'F = 90° e PFQ = TEV' pois sdo angulos opostos pelo vértice.
Logo, por AA, APFQ~ATFV'. Assim, 22 = £ = & — . mas QF > CF = VF > V'F =
%_k> 1=>—_k>1:>PQ > TV'. Como TV' = SR, entdo PQ > SR, sendo PQ o

tamanho do objeto e SR o tamanho da imagem, justificando a caracterizagdo da imagem, a qual
indica que o tamanho da imagem € menor em relacdo ao objeto. Neste caso, apesar da
simplificacdo feita, a situacdo exposta nos livros de Fisica se confirma.

Para avaliar a veracidade do segundo caso, ilustrado na Figura 20, considera-se a Figura

26, onde V'N é ortogonal ao segmento CV, sendo V o vértice e C o centro de curvatura do

espelho concavo de raio . Seja ' um ponto de CF tal que C'O (tamanho do objeto) e C’'M

(tamanho da imagem) sejam ortogonais a CF. Note que por AA, AOFC'~ANFV'. Assim, C'0 =

C'M se, e somente se, C'F = FV’, ou seja, F é ponto médio de C'V’ de forma que CC’' = V'V.
Sendo cos § = %, seque que V'V =CV —CV' =r —r-cos B = r(1 — cos B). Observe que
quando S tende & zero, V'V tende & zero e consequentemente C’ tende & C, ou seja, para objetos
suficientemente pequenos, ou raios de curvatura suficientemente grandes (espelho préximo do
plano), B fica préximo de zero e assim, C' proximo de C. Se considerar o limite das condigdes
de nitidez de Gauss, tem-se 8 = 5°. Assim V'V = r(1 — cos 5°) = 0,0038r, 0 que representa
0,38% do valor do raio do espelho. Esse € o erro cometido na aproximag&o sugerida nos livros

didaticos de Fisica para o Ensino Médio consultados.
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Figura 26 - Objeto posicionado em frente a um espelho concavo gerando uma imagem
congruente ao objeto

Fonte: Autor

Nota-se que para um objeto O'C’' de tamanho e orientacéo iguais ao objeto OC' da Figura
26, com C"" € CC’, traz 0'C" > N'V”, sendo N’ 0 ponto de incidéncia do raio, sobre o espelho,
que parte de O’ e passa pelo foco F, e, V"' a projecdo ortogonal de N’ sobre FV. Com isso, 0
tamanho da imagem serd menor que o tamanho do objeto.

Semelhantemente, observa-se que para um objeto O''C""' de tamanho e orientagdo iguais

ao objeto OC’ da Figura 26, com C""’ situado entre C' e F, temos 0"'C'"" < N"'V""', sendo N"' o

nr

ponto de incidéncia do raio, sobre o espelho, que parte de 0" e passa pelo foco F, e, V"' a
projecéo ortogonal de N'’ sobre FV. Assim, o tamanho da imagem é maior que o tamanho do
objeto.

Em relagdo ao objeto real KF “posicionado sobre o foco F” de um espelho concavo,
ilustrado na Figura 22 , ocorre uma situacdo analoga aos casos anteriores. Novamente € possivel
mostrar que os raios refletidos séo paralelos quando o objeto est4 posicionado em um ponto
F' € FV, de forma que FF' = V'V, onde V' ¢ a projecdo ortogonal de U sobre FV, conforme
Figura 27. De fato, as retas s e t s&o paralelas se, e somente se, UFV = AVF. Pela propriedade

de reflexdo dos raios tem-se KVF = AVF e assim, s |t & UEV = KVF. Sendo KF'V =

UV'F =90° e F'K = V'U, segue que isso ocorre se, e somente se, F'V = V'F o que implica

FF' =V'V.
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Figura 27 - Objeto posicionado em frente a um espelho esférico céncavo de modo que 0s
raios refletidos sejam paralelos
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Fonte: Autor

Na Figura 23 sugere-se que, quando o objeto real HL for posicionado entre o foco F e 0
veértice V de um espelho concavo, o tamanho da imagem € maior em relagdo ao objeto e a
imagem fica posicionada atras do espelho. Seguindo a ideia usada no caso anterior, é possivel
observar que isso ocorre quando o objeto esta posicionado entre o ponto F' e o vértice V.

Situacdes analogas ocorrem nos demais casos em que, do ponto de vista da formalidade
matematica, sdo necessarios alguns ajustes em relacdo ao exposto nos livros de Fisica. Vale
ressaltar que os autores consideraram simplificacdes, que trazem aproximacdes da realidade e,
guando o angulo de abertura é pequeno, a aproximacdo fica bem razoavel, o que justifica a
condicdo de nitidez de Gauss como um ponto de tolerancia do erro da aproximacéo.

No link https://ggbm.at/zwXPPbY ¢ disponibiliza-se um arquivo que permite manipular

o0 angulo de abertura do espelho e as caracteristicas do objeto, tendo como consequéncia a
modificacdo das caracteristicas da imagem, no qual indicam-se alguns valores numéricos,
possibilitando visualizar a existéncia de erros matematicos.

Ainda, é possivel estabelecer algumas relagfes quantitativas associadas as
caracteristicas da imagem nos espelhos esféricos a partir de uma determinagdo analitica,
descritas por Artuso e Wrublewski (2013) para espelhos que satisfazem as condic¢des de nitidez
de Gauss, ou seja, as caracteristicas da imagem tendem ao real. Os autores relacionam as
grandezas tomando um espelho esférico céncavo e um objeto posicionado antes do centro de

curvatura, podendo ser generalizado para uma posigao qualquer.
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Figura 28 - Determinagdo analitica da imagem em espelhos esféricos

Fonte: Autor

Na Figura 28:

* 0 = PQ representa 0 tamanho do objeto;

« i = SW representa o tamanho da imagem;

« p = QV representa a distancia do objeto ao espelho;

«p' = WV representa a distancia da imagem ao espelho;

« 7 = CV representa o raio da esfera da qual originou-se o espelho;

« f = FV representa a distancia focal, ou seja, a distancia do foco ao vértice do espelho.

Nos triangulos PQV e SWV tem-se que PQV = SWV =90° e PVQ = SVW = a.
Assim, por AA:

QV o
APQV~ASWYV = —===—= 7

P
wv '

(5.1.1).

SIS

Considerando a propriedade de que todo raio que incide passando pelo centro de
curvatura, reflete sobre si mesmo, tem-se que PCQ = SCW = B. Como PQC = SWC = 90°,

entdo, por AA:

PQ QC o p-—r1
Sw  wcC i r—p'

Igualando (5.1.1) e (5.1.2) e utilizando a informacéo de que r = 2f"

p_p-r
p r—p
p_p-2f
p' 2f-p
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-2/ =Q2f —p)p
p'p—2fp"'=2fp—p'p
2p'p =2fp+ 2fp’ (5.1.3).

Dividindo ambos os lados de (5.1.3) por 2fp'p # 0:

2v'p _ 2fp 2P
2fp'p  2fp'p  2fp'p
1 1

1
—==+= 5.1.4).
oty (5.14)

A expressdo matematica (5.1.4) é denominada equacéo dos pontos conjugados, na qual
0s mddulos das grandezas aproximam-se dos valores reais.

Por outro lado, Halliday, Resnick, Walker (2012) apresentam uma relacéo que permite
explorar um limite associado a angulos e comprimento de arcos, obtendo uma aproximacéo
para a equacdo dos pontos conjugados, justificada matematicamente.

Para isso tomam um objeto O pontual localizado antes do centro de curvatura e situado
sobre o eixo principal de um espelho esférico concavo de centro de curvatura C, foco F e vértice
V, conforme Figura 29. Como CA é o raio da esfera que originou o espelho, entdo CA é
perpendicular a reta w que passa por A e € tangente a esfera. Sejam 04 o raio incidente sobre
0 espelho no ponto 4, com um angulo a em relagdo ao eixo principal, e Al sua reflexdo, com I
pertencendo ao eixo principal. Disso tem-se que OAC = CAI = 6 pela propriedade 03 de
incidéncia e reflexdo dos raios. Também, um raio que incide partindo do ponto O na dire¢do do
eixo principal é refletido na mesma direcdo e também passa pelo ponto I. Assim, I € a imagem
de 0. Considere ainda que VCA = B e VIA = y.

Figura 29 - Estudo analitico da imagem a partir do comprimento de arcos

Fonte: Autor
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Na Figura 29, pelo teorema do angulo externo:
B=a+0 (5.1.5).
y=a+ 26 (5.1.6).

Multiplicando (5.1.5) por 2 e subtraindo as equac¢des obtém-se:
2B=a+y (5.1.7).

Conforme Figura 29, considerem-se 0s pontos A, e A, pertencentes a semirreta que
contém o segmento CA tais que o arco VA, esteja contido no circulo de centro I e raio V1 e 0

arco VA, esteja contido no circulo de centro O e raio OV.

Utilizando as medidas de a, 8,y em radianos tem-seque ¢ = —= = —, 8 = = =€

VA, VA s . C A .
y = val = p_,l’ sendo p, p’ e r a distancia do objeto ao espelho, a distancia da imagem ao
espelho e o raio de curvatura do espelho, respectivamente.

Assim, por (5.1.7), se B -0 entdo a+y—->0=>a—->0ey — 0 ja que a,y > 0.
Disso, se 4;,4, - A — V, entdo VA,,VA, —» VA. Logo:

VA ﬁ_VA_ _ VA, VA (5.1.8)
pr _T' V_W_p’ L. .

—

A

<

N

||
IR

a =

o)
<

Substituindo (5.1.8) em (5.1.7) obtem-se:
, VA VA VA

r p p'
VA VA VA
T'/Z - p p/
1 1 1
-=—+ = (5.1.9),
f p p

sendo uma relacdo de aproximacao para a equagao conjugada de Gauss.
Ainda, na Figura 29, se a — 0, entdo os raios incidem muito proximos a superficie, e,

em (5.1.9), se p 5 0 = % - 0= % - i = p’' - f, ou seja, a imagem tende a se formar

proxima ao foco; de modo analogo, se 0 > C=>p > 2f =p' - 2f =1 - C, ou seja, se 0
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objeto estiver proximo ao centro de curvatura, a imagem tende a se formar préxima ao centro
de curvatura.

No link https://ggbm.at/zbbydd5w encontra-se disponivel um material que permite

manipular, a partir de controles deslizantes, o raio de curvatura do espelho, o angulo g de
inclinacdo e a posicdo do objeto em relacdo ao espelho, tendo por base as defini¢des abordadas
por Halliday, Resnick, Walker (2012).

Ademais, como ja citado e explorado inicialmente, a imagem (quando existir) podera
ser maior, menor ou igual ao objeto. Assim, denomina-se A = > como 0 aumento linear

transversal da imagem em relacdo ao objeto, logo:
*sei>o0 = A >1,ouseja, o tamanho da imagem é maior que o tamanho do objeto;
*sei =0 = A =1, ouseja, 0 tamanho da imagem é igual ao tamanho do objeto;

*sei < o= A< 1,ouseja, o tamanho da imagem é menor que o tamanho do objeto.

Tambeém, da semelhanca de triangulos, é = % , assim:
A=—= (5.1.10).

Como a imagem pode ser direita ou invertida em relagcdo ao objeto, e, real ou virtual,
faz-se necessario uma convencdo de sinais. Artuso e Wrublewski (2013) afirmam que para
utilizar adequadamente a equacdo dos pontos conjugados (5.1.9) e a do aumento linear
(5.1.10), deve-se estabelecer e conhecer uma convencgdo de sinais associados ao tipo de
elementos envolvidos no processo.

Para isso, considere-se um plano cartesiano 0OXY e um espelho esférico concavo de
centro de curvatura C, foco F e vértice V, tal que o vértice do espelho esférico coincide com a
origem O do plano cartesiano; o eixo 0X coincide com o eixo principal do espelho, sendo a
parte concava apontada no sentido positivo do semieixo OX e a parte ndo refletora para o
semieixo negativo 0X; e, 0 eixo OY coincide com a planificacdo do espelho (considerando as
condicdes de nitidez de Gauss, essa planificacéo se aproxima do eixo 0Y), conforme Figura 30.
Por definicdo, considera-se que o objeto esteja sempre localizado no primeiro quadrante do
plano OXY.


https://ggbm.at/zbbydd5w
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Figura 30 - Espelho esférico concavo, que respeita as condi¢des de nitidez de Gauss,
posicionado sobre o plano 0XY

Fonte: Autor

Logo, o0 eixo 0X indica a distancia do objeto (p) e da imagem (p’) em relacdo ao
espelho, além da natureza da imagem (real ou virtual); e, 0 eixo OY indica o tamanho do objeto
(o) e da imagem (i) bem como a orientacdo da imagem em relacdo ao objeto (direita ou
invertida).

Para que haja formacdo de imagem, o objeto precisa estar localizado em frente ao
espelho, ou seja, sobre 0 semieixo positivo 0X, o que implicap > 0. Como o foco esta sobre 0
semieixo 0X, a direita da origem, entdo f > 0. Considerando a equacdo conjugada de Gauss,
tem-se:

1

p—f
= — s —=—=p =— 5.1.11).
p' fp P ( )

+ -

| -
=
|-

1
pl

|

Como fp > 0, entdo, em (5.1.11):

p>fep—f>0<p >0, 0 que implica imagem real, ou seja, localizada em
frente ao espelho;

p<fep-f<0sp <0, 0 que implica imagem virtual, ou seja, localizada
atras do espelho;

Assim, nos espelhos concavos pode ocorrer a formacao de imagem com as seguintes
caracteristicas: real ou virtual; direita ou invertida; maior, menor ou igual ao objeto; e mais
proxima ou mais distante do espelho em relacdo ao objeto. Essas caracteristicas dependem da
posicao do objeto em relacdo ao espelho.

A analise para os espelhos esféricos convexos, bem como para a comparacéo entre o
tamanho do objeto e da imagem, € analogo, destacando que, para os espelhos convexos, o centro

de curvatura e o foco encontram-se no semieixo negativo 0X.
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A tabela a seguir apresenta as principais caracteristicas das grandezas associadas aos
espelhos esféricos quanto a algumas condices:

Caracteristicas quanto ao(a)
Tipo de espelho Natureza do Natureza da Orientagdo do | Orientacdo da
objeto imagem objeto para imagem para
Concavo | Convexo | Real | Virtual | Real | Virtual | Cima | Baixo | Cima | Baixo
f>0 f<0 |p>0|p<0|p'>0|p'<0]0>0]0<0]|i>0]i<0

Destaca-se que, dependendo da situacdo, é necessario adotar a convencdo de sinais
acima para que a relacdo matematica satisfaca todos os casos, porém ressaltando que o sinal
serve apenas para caracterizar a imagem. As relacoes referem-se a um espelho esférico concavo

0u convexo, 0 que permite descrever as principais caracteristicas associadas a imagem.

5.2 ONDAS, SINAIS DE SATELITES E PARABOLA: FUNCIONAMENTO DE UMA
ANTENA PARABOLICA

Frequentemente, sdo ouvidos comentarios ou questionamentos associados ao
funcionamento de dispositivos a partir de sinais de satélites, como uma televisdo, pelo fato de,
a partir de um receptor e de algumas condicdes especificas para 0 mesmo, ser possivel converter
sinais de satélites em imagens transmitidas.

Adjunto a esse processo existem inimeras situacdes que se atribui a Fisica o estudo e a
busca por explicacdes, que se utiliza de contribuicbes da Matematica como suporte nas
justificativas para determinados fendmenos.

Neste trabalho busca-se resgatar conceitos matematicos na justificativa do
funcionamento de uma antena parabdlica. Para isso, inicialmente, € necessario resgatar alguns
conceitos fisicos relativos as ondas e sinais de satélites, para posteriormente investigar a
situacdo-problema e sondar estratégias que justifiquem o comportamento.

A ondulatéria € um ramo da Fisica que se detém no estudo das ondas. Artuso e
Wrublewski (2013, p. 267) definem onda como “toda perturbagdo (oscilacdo) que se propaga
em um meio (material ou ndo)”. Onda ndo é matéria, ou seja, ndo possui massa, sendo
considerada uma forma de energia. Podem ser classificadas, quanto a natureza, em ondas

mecanicas e eletromagnéticas.
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De acordo com Artuso e Wrublewski (2013, p. 272), as ondas mecéanicas s&o
“produzidas por meio de oscilagdes de atomos e moléculas, gerando variagdes de pressdo que
induzem outros atomos e moléculas a oscilarem com mesma frequéncia. [...] necessita de um
meio material para propagar-se, ou seja, nao se propaga no vacuo” e, as ondas e¢letromagnéticas
“sao produzidas por oscilagdes dos campos elétricos e magnéticos” que “oscilam
perpendicularmente, um em relacdo ao outro, gerando uma onda eletromagnética, cuja direcéo
de propagacao também ¢ perpendicular a esses campos”, de forma que as ondas
eletromagnéticas “ndo necessitam de um meio material e podem se propagar no vacuo”.

Guimarées, Piqueira, Carron (2014, p. 159) citam as “ondas em cordas, em molas, na
superficie e no interior dos liquidos, dos solidos (terremotos) e dos gases (Som se propaga no
ar)” como exemplos de ondas mecanicas e “as ondas de radio, os raios infravermelhos, a luz
visivel, 0s raios X’ como exemplos de ondas eletromagnéticas.

Assim, sendo as ondas e sinais de satélites um exemplo de ondas eletromagnéticas,
tomemo-las por referéncias de modo a investigar e buscar resultados que justifiguem a
utilizacdo de uma antena parabolica no processo de obtencdo do sinal eletromagnético, ja que
os sinais de satélites sdo captados pela antena e transmitidos ao receptor.

Destaca-se que, existem dois elementos essenciais neste processo: o0 transmissor e o
receptor. O transmissor tem a fungdo de enviar, na forma de ondas eletromagnéticas, sinais para
0 receptor, e, este finaliza o processo, decodificando o sinal transmitido e convertendo-o em
informacdo, como uma imagem digital, por exemplo.

A superficie de uma antena parabdlica tem o formato de um paraboloide, que pode ser
denominado paraboloide de revolucdo, pois é possivel obté-lo rotacionando uma parabola em
torno de seu eixo de simetria, Figura 31.

Figura 31 - Superficie parabolica ou paraboloide de revolugdo

Fonte: Autor
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O posicionamento da superficie parabdlica ¢ de fundamental importancia para a
qualidade do sinal a ser captado. Sua direcdo deve estar apontada para um transmissor de sinais
eletromagnéticos, que recebe e transmite os sinais de satélites através de ondas
eletromagnéticas.

Ao instalar uma antena parabdlica, para que seu funcionamento seja satisfatorio, é
fundamental uma posicdo ideal para o alimentador do sistema receptivo que deve estar
localizado sobre o eixo de simetria do paraboloide.

O comportamento dos sinais de altas frequéncias enviados pelos transmissores aos
alimentadores dos sistemas receptivos aproxima-se muito do comportamento dos raios de luz.
Assim, é possivel analisar o comportamento das ondas eletromagnéticas de modo anélogo aos
raios luminosos, considerando os transmissores como um emissor de luz e a antena parabdlica

como um refletor de luz, Figura 32.

Figura 32 - Transmissor e refletor de ondas eletromagnéticas

.,

Refletor §*

Fonte: Autor

Destaca-se aqui, sem aprofundar, que o comportamento de um raio de luz quando incide
sobre uma superficie esférica paralelamente ao eixo principal, reflete passando pelo foco. Em
virtude das ondas eletromagnéticas possuirem comportamento analogo ao da luz, é possivel
reestruturar a propriedade, adequando ao contexto.

Outrossim, os sinais de frequéncias emitidos na forma de ondas, que incidem
paralelamente ao eixo principal de um paraboloide (ou contextualizando, de uma antena
parabdlica) sdo refletidos de modo que passam pelo foco da paradbola gerada por uma
interseccdo do paraboloide com um plano que contenha seu vértice e o0 eixo principal.

Os satélites e transmissores emitem ondas eletromagnéticas a todo momento e em todas

as diregbes. Para analisar o comportamento das ondas que incidem sobre a superficie
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parabolica, por convencdo, é preciso considerar que as mesmas sao emitidas paralelamente
umas as outras, j& que o angulo entre elas é extremamente pequeno, o que facilita o estudo de
seu comportamento.

Inicialmente, é necessario identificar os elementos e as principais caracteristicas da
superficie refletora, ou seja, da superficie parabdlica. Ao tomar-se um plano que contenha o
eixo de simetria (ou eixo de rotagdo) do paraboloide, tem-se que a intersecc¢do do plano com o
paraboloide sera uma parabola. Detendo-se assim no estudo sobre uma das parabolas, sendo o
comportamento analogo ao tomar um plano qualquer que contenha o eixo de simetria.

Lima (2014, p.112) define a pardbola como um lugar geométrico da seguinte forma:
“dados um ponto F e uma reta d que ndo o contém, a parabola de foco F e diretriz d € o conjunto
de pontos do plano que distam igualmente de F e de d”. Ainda, “a reta perpendicular a diretriz,
baixada a partir do foco, chama-se eixo da pardbola. O unico ponto da pardbola mais proximo
da diretriz chama-se o vértice dessa parabola. Ele é o ponto médio do segmento cujas
extremidades sdo o foco e a interse¢ao do eixo com a diretriz”, conforme Figura 33.

Vale ressaltar que a distancia de um ponto a uma reta é representada pela menor
distancia entre o ponto e a reta, cujo valor corresponde ao comprimento do segmento

perpendicular baixado do ponto sobre a reta

Figura 33 - Lugar geométrico da parabola de foco F, diretriz d e seus elementos

d (reta diretriz) FiT Q

Fonte: Autor

Segundo Paiva (2009), a distancia 2p = FT do foco a reta diretriz € denominada
parametro da pardbola. Como V é o ponto médio de FT, entdo FV = VT = p. Também,
associando uma pardbola em um plano de eixos cartesianos pode-se representa-la por uma

equacdo, denominada forma candnica da parabola.
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Sendo P uma parabola, por definicdo, um ponto genérico P = (x, y) pertence a parabola
se, e somente se, a distancia de P ao foco F for igual a distancia do ponto P a reta diretriz d.

Considerando os casos em que a reta diretriz € paralela aos eixos cartesianos e o veértice
da parabola seja a origem, ou seja, V = (0,0). Analisam-se dois casos: (i) reta diretriz paralela
ao eixo 0X; e, (ii) reta diretriz paralela ao eixo OY.

Para o caso (i), existem duas possibilidades:

(i”) Parabola P com vértice na origem e foco F acima da reta diretriz, Figura 34: Nesse caso,
tem o foco F = (0, p) e diretriz d: y = —p. Algebricamente:
P=(xy)ePed(F,P)=dPd) e

0.x +y.1— (—p)| -
T

e Jx-02+(y-p)?=

eJx*+y-pP=ly+ple
ex*+(y-pl=0+pite
eox?+y?-2yp+p?=y*+2yp+pte

© x? = 4py (5.2.1).

Figura 34 - Parabola com vertice na origem e foco F acima da reta diretriz
Eixo Y

*

\‘ 2 .
“P:x" = dpy
*

Fonte: Autor

(i”’) Parabola P com vertice na origem e foco F abaixo da reta diretriz, Figura 35: Neste caso,
tem o foco F = (0, —p) e diretriz d: y = p. Algebricamente:
P=(xy)eP e dF,P)=d(P,d)

O.x+vy.1-—
I y pI@

—0)2 —(-p))? =
e Jx-02+ - (-p) JoZ 112

eV ++p?=ly-rle

ex*++p)i=F-pie



e x*+y*+2yp+p*=y*-2yp+p* e

© x? = —4py

(5.2.2).

Figura 35 - Parabola com vertice na origem e foco F abaixo da reta diretriz

reta diretriz

EixoY

Eixo X

Fonte: Autor

Analogamente, para o caso (ii), tem-se duas possibilidades:
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(ii”) Parabola P com vértice na origem e foco F a direita da reta diretriz, Figura 36: Neste caso,

tem o foco F = (p, 0) e diretriz

P=(xy)€EP

d: x = —p. Algebricamente:
< d(F,P) =d(P,d) &

o a-pP+ -0 =

eJx-pi+y:=|x+ple

oy’+x-pil=kx+pie

eyi+x?-2xp+pi=x*+2xp+p*e

& y? = 4px

|1.x + 0.y — (—p)| -
JoZ T 12

(5.2.3).

Figura 36 - Parabola com vértice na origem e foco F a direita da reta diretriz

T(-p,0)

-

.
Eixo Y -~

|

Eixo X

a
X
I
1

o

reta diretriz

P P ——
—-9

EEEEsEsEsEssEE.
¢

Fonte: Autor
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(ii>”) Pardbola P com vértice na origem e foco F a esquerda da reta diretriz, Figura 37: Neste
caso, tem o foco F = (—p, 0) e diretriz d: x = p. Algebricamente:

P=(xy)€P o d(FP)=d(Pd o

|1.x + 0.y — p|
=

SVE =P+ -0F =

SJx+p)it+yr=Ix—-ple

Sy’ +(x+p)il=x-pie

eyi+x+2xp+pi=x*-2xp+p*e
& y? = —4px (5.2.4).

Figura 37 - Pardbola com vértice na origem e foco F a esquerda da reta diretriz

S

~ . 4
~.\ Eixo Y
P:y> = —4px "‘\

-

T
0
0
o
0
0
0
0
0
o

. i

*

. 0
o
0
0

F(-p,0) V(‘ T(p,0) Eixo X

Fonte: Autor

Ainda, analogamente ao desenvolvimento anterior, considerando 0s casos em que a reta
diretriz é paralela aos eixos cartesianos e o vértice da pardbola seja um ponto qualquer, aqui
denota-se V = (x,, o).

Analisando um sistema cartesiano OXY obtido a partir da translagdo do sistema 0XY tal
que sua origem seja o ponto V = (x,, y,) € 0XY, 0 que representa O = (0,0), e 0s eixos 0X e
0Y com mesmo sentido e direcdo dos eixos 0X e 0Y, respectivamente. Assim, dado um ponto
P = (x,y) nosistema 0XY, traz que este ponto pode ser representado por P = (x — xo, ¥ — ¥o)
no sistema OXY.

Dessa forma, cabe analisar dois casos: (iii) reta diretriz paralela ao eixo 0X; e, (iv) reta
diretriz paralela ao eixo OY. Para a andlise das equagOes, toma-se inicialmente o sistema de
coordenadas no sistema 0XY, e, ao final, fazendo as substituicdes respeitando a definicdo de
quex =x—xg€y =Yy — Y.

Para o caso (iii), existem duas possibilidades:
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(iii”) Pardbola P com vértice em V = (x,,y,) € foco F acima da reta diretriz, Figura 38: no

sistema OXY em que ¥ = 0 = (0,0), F = (0,p) e reta diretriz d: y = —p. Algebricamente, e

usando-se de (5.2.1), € possivel obter a seguinte relagéo:
P=(xy)ePodF,P)=d(Pd)e

S xt=4py e

© (x —x0)* =4p(y — yo) (5.2.5).
Figura 38 - Pardbola com vértice em V = (x,, y,) € foco F acima da reta diretriz
‘\‘ EixoY & QEimoif ";
™ | s
% : P =4y R
AN i - ":
*, P (x—0)” 72 4p(y — wo)
* F(0,p) !

reta diretriz

Fonte: Autor

(iii>”) Parébola P com vértice em V = (x,, y,) e foco F abaixo da reta diretriz, Figura 39: no
sistema OXY onde V =0 = (0,0), F = (0,—p) e reta diretriz d: y = p. Algebricamente, e
usando-se de (5.2.2), obtém-se a seguinte relag&o:

P=&xy)ePedF,P)=d(Pd)e

oxt=-4pjo
2 _
& (x —x0)* = —4p(y — yo) (5.2.6).
Figura 39 - Parabola com veértice em V = (x,, y,) € foco F abaixo da reta diretriz
EixoY 4 bpizoy
reta diretriz i y=p
EizoX
........................................... PETTITIIIIIT. =
+ .
+ 0(0,0) EixoX
ra o : < -—
‘,"' P32 = —4py “,.
: . Y
s PPi(@— o)’ = —4p(y — ),
l' E ‘;.

Fonte: Autor
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Analogamente, para o caso (iv), ha duas possibilidades:

(iv’) Parabola P com vértice em V = (x,,y,) € foco F a direita da reta diretriz, Figura 40: no
sistema OXY em que V = 0 = (0,0), F = (p, 0) e reta diretriz d: ¥ = —p. Algebricamente, e
usando-se da relacdo (5.2.3), obtém-se a seguinte relacdo:
P=xy) ePeodF P)=d(Pd)e
o ji=4pr &

& (y —y0)* = 4p(x — x,) (5.2.7).

Figura 40 - Pardbola com vértice em V = (x,, y,) € foco F a direita da reta diretriz
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Fonte: Autor

(iv’”) Parabola P com vértice em V = (x,, y,) € foco F a esquerda da reta diretriz, Figura 41:
no sistema OXY onde V = 0 = (0,0), F = (—p, 0) e reta diretriz d: ¥ = p. Algebricamente, e
usando-se da relacdo (5.2.4), obtém-se a seguinte relacao:
P=(xy)eP o d(F,P)=d(Pd) e
&yt = —4px &

& (y —y0)? = —4p(x — xo) (5.2.8).



66

Figura 41 - Parabola com vértice em V = (x,, y,) € foco F a esquerda da reta diretriz
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Fonte: Autor

No link https://ggbm.at/ZDnDTR]S encontra-se disponivel uma construcdo que permite

manipular os valores para o foco e a reta diretriz, facilitando a analise do comportamento das
parédbolas dos itens (i) e (iii) e suas subdivisdes.

No link https://ggbm.at/tE6eygQqg é apresentado um material que permite a manipulagao

dos valores para o foco e reta diretriz, facilitando a analise do comportamento das parabolas
dos itens (ii) e (iv) e suas subdivisdes.

Existem casos em que a concavidade da parabola ndo se dad nem para baixo ou para
cima, nem para esquerda ou direita. Caso isso ocorra, efetua-se uma rotacdo do eixo cartesiano
0XY, podendo ter (ou ndo) sofrido uma translacdo. Porém, para esta abordagem, faz-se
necessario o trabalho com autovalores e autovetores, contetdo abordado no ensino superior, de
acordo com a escolha do curso e necessidade de aplicacdes do mesmo na pratica profissional.
Dessa forma, abordou-se aqui apenas 0s casos em que o eixo principal da parabola era paralelo
a um dos eixos cartesianos: 0X ou OY.

No link https://ggbm.at/S3ZmATPR h& uma animacdo produzida com o GeoGebra no

sistema tridimensional, que mostra como obter um paraboloide a partir de uma parabola girando
em torno de um eixo, sendo este a reta focal. Ainda, é possivel fazer com que a parabola sofra
rotacdo e/ou translagdo em torno do eixo OXYZ, tendo como consequéncia a alteracdo do
sentido de abertura da parabola, e, consequentemente, do paraboloide.

As propriedades de incidéncia e reflexdo de raios, incluem que quando um raio incide
paralelamente ao eixo principal, reflete passando pelo foco. Destaca-se que, existem inimeros
raios que incidem sobre a superficie refletora da antena parabdlica, considera-se que incidam

paralelamente uns aos outros. A Figura 42 representa um conjunto de raios incidentes
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(apresentados em linhas cheias) e suas reflexdes (representado através de pontilhado), que
refletem sobre o foco da pardbola descrita por um corte da antena parabolica.

Figura 42 - Incidéncia e reflexdo dos raios sobre a antena parabolica, e reta tangente a
parabola

=T
Antena Parabélikg&_\/)

Reta tangente a parabola
no ponto P

Fonte: Autor

No link https://ggbm.at/XSYcSaXY encontra-se disponivel uma animacdo que

apresenta a incidéncia e reflexdo dos raios sobre uma sec¢édo transversal do paraboloide, o que
vem ao encontro das justificativas para o funcionamento da antena parabdlica.

De acordo com Lima (2013), o angulo formado entre a parabola e o raio incidente (r.1i.)
ou o raio refletido (r.r.), é dado pelo menor angulo entre o respectivo raio que incide sobre a
antena parabdlica no ponto P ou que reflete do ponto P, e a reta tangente a parabola, também
no ponto P, sendo que “a tangente a uma parabola no ponto P € a reta que tem em comum com
a parabola esse unico ponto e P é tal que todos os demais pontos da parabola estdo do mesmo
lado da reta”. (LIMA, 2013, p.122).

Lima (2013, p.122) mostra que “se a parabola é o grafico da funcio f(x) = ax? + bx +
¢, sua tangente no ponto P = (x,,y,), onde y, = ax,? + bx, + ¢, é a reta que passa por esse
ponto e tem inclinacdo igual a 2ax, + b”. Esta inclinacdo da reta tangente ao gréafico da
pardbola no ponto P = (x,,y,) também pode ser obtida a partir da derivada da fungéo neste
ponto, ou seja, f'(x,).

Sejam F o foco da parabola de equacdo dada pela funcdo f(x) = ax? + bx +c, P o
ponto no qual a reta tangente intersecta a parabola, Q o pé da perpendicular baixada de P sobre
a reta diretriz e C o ponto de intersecdo da reta tangente a parabola no ponto P e 0 segmento

FQ, conforme Figura 43.
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Figura 43 - Reta tangente a parabola no ponto P

RetaTangente

Diretriz
Qn
1
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Fonte: Autor

Sabendo que a parabola que representa a funcdo f(x) = ax? + bx + ccoma,b,c € R

ea # 0,tem, no ponto P = (x, y), uma reta tangente com inclinacdo m, definida pela derivada

da funcéo f(x),
(5.2.9),

my = f'(x) =2ax+b
determina-se a inclinagdo da reta que passa pelos pontos F e Q, sendo F o foco da pardbola e

Q o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta diretriz.
Lima (2013, p. 124) define as coordenadas do foco F da parabola e do ponto Q sobre a

iretri ‘« - L - _1 - _b° —
reta diretriz como “[...] F = (m,k + 4a) eQ = (x,k 4a), onde m = € k = ordenada

do vértice da parabola”.
Conhecidos dois pontos quaisquer, a inclinacdo da reta que contém esses pontos pode
ser dada pela fracdo cujo numerador representa a diferenca dos valores das coordenadas y dos
pontos e o denominador a diferenca dos respectivos valores das coordenadas x dos dois pontos.
a

Assim, a inclinacdo da reta que passa pelos pontos F = (m, k + i) eQ = (x, k — 41) é:

_A_y_k—ﬁ‘(“%): ~2(5q) _ 2 ! 5.2.10
‘—m b 2ax + b 2ax + b (52.10).
x_(_ﬂ) 2a

mz_Ax_
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Portanto, conforme dados da Figura 43, o segmento de reta FQ € perpendicular a reta
tangente ao grafico da parabola no ponto P, ou seja, PC L FQ, pois os coeficientes angulares
m, (5.2.9) e m, (5.2.10) das retas que contém os segmentos PC e FQ, respectivamente, s&o
tais que m; - m, = —1.

Assim, PCF = PCQ = 90°. Além disso, como FP = QP o tridngulo FPQ é isosceles
de base FQ o que permite afirmar que PQF = PFQ. Logo, por AA, tem-se que APFC = APQC,
0 que implica dizer que FPC = QPC = B.

Da mesma forma, se considerar a incidéncia de um raio sobre um ponto P da parabola,
paralelamente ao eixo principal, entdo, conforme Figura 43, temos que BPD = QPC = f, pois
s&o opostos pelo vértice, o que implica dizer que BPD = QPC = FPC = B = BPD = FPC.

Conforme jé citado, se um raio incidir sobre uma superficie parabdlica com um angulo
de incidéncia (1), refletira com um angulo de reflexdo (), tal que 7 = 7, semelhantemente ao
que ocorre na situacdo-problema descrita, j& que o comportamento da luz é semelhante ao dos
sinais de satélites. No entanto, por outra propriedade da incidéncia e reflexdo dos raios apresenta
que, todo raio que incide sobre uma superficie parabdlica paralelamente ao eixo principal,
reflete passando pelo foco.

Além disso, para que o sinal produzido por uma antena parabdlica e seus componentes
seja de boa qualidade é necessario que:

1) a posicdo da antena parabolica deve ser tal que, os sinais emitidos pelos transmissores
possam incidir de modo paralelo ao eixo principal/central (sendo este imaginario), ou seja, deve
estar apontada para a direcdo do satélite;

2) o receptor deve estar posicionado sobre o foco da antena parabdlica, que se encontra
sobre o eixo principal;

3) a superficie da antena parabdlica ndo pode conter deformacdes, pois caso existam,
dificultam a reflexdo dos raios, e, quanto maior for a concentracdo de raios refletidos sobre o

foco, melhor sera a qualidade do sinal.

5.3 LEIS DE KEPLER E A ELIPSE: LUGAR GEOMETRICO DA TRAJETORIA
DESCRITA PELOS PLANETAS EM TORNO DO SOL

Por muito tempo, 0 modelo planetario do geocentrismo, aperfeicoado por Claudio
Ptolomeu (90 -168) e apresentado por Aristételes de Estagira (384 a.C. — 322 a. C.), foi tomado
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como referéncia para justificar a movimentacdo dos astros. O geocentrismo (geo = Terra)
considerava que a Terra estava fixa no centro do Universo e todos 0s outros astros giravam em
torno dela, inclusive o Sol.

Ademais, defendia-se que a trajetoria descrita pelo movimento dos astros em torno da
Terra era na forma de um circulo, motivo que justificava o fato da Terra ser considerada o

centro do Universo, Figura 44.

Figura 44 - Modelo simplificado do sistema planetario geocéntrico

Fonte: Autor

Vale destacar que, nos diversos estudos realizados acerca do assunto, alguns cientistas
consideravam a Terra em repouso absoluto. J& outros consideravam que a Terra, mesmo sendo
0 centro do universo, realizava um movimento em torno de seu préprio eixo, denominado
movimento de rotacao.

A teoria do geocentrismo passou a sofrer algumas contradigdes, e “somente com 0
Renascimento (a partir do século XV), com bases mais racionais, se propds o modelo
heliocéntrico — o Sol como centro do sistema planetario” (GUIMARAES, PIQUEIRA,
CARRON, 2014, p. 235). Nicolau Copérnico (1473 — 1543), na perspectiva do heliocentrismo,
também chegou a afirmar que os planetas descreviam trajetérias circulares em torno do Sol,
conforme Figura 45, porém a ideia ndo foi muito bem aceita pelos cientistas da época, que

continuaram realizando investigacdes sobre o assunto.
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Figura 45 - Modelo simplificado do sistema planetario heliocéntrico de Ptolomeu
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Fonte: Autor

Apds um longo tempo de estudos, Johannes Kepler propds trés leis que descrevem as
principais caracteristicas da movimentacdo dos planetas ao redor do Sol, as quais sdo
conhecidas e aceitas (pelo menos até o presente momento) como as “leis de Kepler”. As teorias
Newtonianas, dentre elas a da gravitagdo universal, auxiliaram na compreensdo e reforgaram
0s conceitos ja abordados por Kepler, até entdo.

A teoria newtoniana da gravitacdo universal relaciona o comportamento entre dois
corpos quaisquer do espaco, afirmando que “matéria atrai matéria na razéo direta do produto
entre suas massas e na razdo inversa do quadrado da distancia que as separa” (GUIMARAES,

PIQUEIRA, CARRON, 2014, p. 245). Pode ser representada algebricamente por:

m1 ) mz

sendo F a forca de atragdo entre os corpos de massas m, € m, separados por uma distancia d,

- ~ . _ N- 2
e G uma constante de gravitacdo universal, dada por G = 6,67 - 10711 Ft"z.

Ainda, de acordo com Moro (2015, p. 09), reforcando a lei da gravitacdo universal,
afirma que “todos os objetos no Universo atraem todos os outros objetos numa forga
direcionada ao longo da linha que passa pelos centros dos dois objetos e que é proporcional ao
produto das suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre os dois

objetos”, conforme Figura 46.
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Figura 46 - Representacdo das forgas existentes entre dois corpos no espago

Corpo 1

Corpo 2

Distancia (d)

Fonte: Autor

A primeira lei de Kepler, também conhecida como lei das 6rbitas, define que “todos os
planetas do sistema solar, incluindo a Terra, giram em torno do Sol em Orbitas elipticas. Em
cada uma dessas Orbitas, o Sol ocupa um dos focos da elipse” (GUIMARAES, PIQUEIRA,
CARRON, 2014, p. 237).

Inicialmente, para melhor compreender o fenémeno, é importante definir e caracterizar
matematicamente uma elipse. Para isso, serdo pautadas as descri¢fes propostas por Paiva
(2009).

Fixados dois pontos, F; e F,, de um plano a, tal que F;F, = 2¢, com ¢ > 0, chama-se
elipse o conjunto dos pontos P do plano a cuja soma das distancias PF; e PF, é uma constante
2a, com 2a > 2c. Assim, PF; + PF, = 2a. Note que, como ¢ > 0 = 2¢ > 0 = 2a > 2¢ >
0= a > 0, Figura 47.

Figura 47 - Esboc¢o de uma elipse obtida a partir de trés pontos do plano
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Fonte: Autor
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Seguem algumas especificagdes:

* 0S pontos F; e F, séo os focos da elipse. A medida 2c¢ ¢ a distancia focal (distancia
entre os dois focos), sendo ¢ a semidistancia focal;

« qualquer segmento de reta cujos extremos sdo pontos da elipse é chamado corda da
elipse. A corda A, A, que passa pelos focos F; e F, é chamada eixo maior (ou eixo principal)

da elipse e sua medida é igual a 2a, Figura 48;

Figura 48 - Eixo maior de uma elipse
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Fonte: Autor

Ainda:

« 0 ponto médio C do eixo maior A;4,, que também é ponto médio do segmento F; F,,
é chamado de centro da elipse, sendo A, C e 4,C 0s semieixos maiores;

« a corda B;B,, que passa por C e é perpendicular ao eixo maior, é o eixo menor da
elipse, sendo os segmentos B;C e B,C 0s semieixos menores. Esses semieixos tem medidas

iguais, que serdo indicadas por b, isto ¢, B,C = B,C = b, Figura 49;

Figura 49 - Elipse com todos os seus elementos
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Fonte: Autor
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* na Figura 49, note que ha congruéncia de triangulos: AB,F,C = AB,F,C = AB,F,C =
AB,F,C por LAL, o que implica B;F, = B,F, = B,F, = B,F, (5.3.2). Ainda, pela definicdo
de elipse que B,F, + B;F, = B,F; + B,F, = 2a (5.3.3), entdo, por (5.3.2) e (5.3.3), tem-se
que B,F; = B,F, = B,F; = B,F, = a;

* note que, 0 AB,F,C é retangulo em C. Com isso, pelo Teorema de Pitagoras, mostra-

se que BF,” = B,C? + F,C? = a? = b? + ¢2;
* 0S pontos A4, A,, B; e B, sdo denominados vértices da elipse;

* 0 nUmero e = 2 é chamado de excentricidade da elipse. Note que, 0° < B,F,C <

90° = 0 < cos(B,F,C) = 2 —e<1=>0<e<1. Isso permite concluir que, se a

excentricidade for um valor numérico préximo a zero (pela direita), entdo a elipse se assemelha
ao formato de uma circunferéncia, e, se a excentricidade for proxima a 1 (pela esquerda), a
elipse serd mais achatada.

A partir dos dados caracteristicos da elipse, obtém-se as equacdes da elipse de acordo
com sua posicao em relacdo ao eixo 0XY.

1° caso) Elipse £ centrada na origem e eixo maior contido no eixo 0X: Nesse caso, terd
as seguintes caracteristicas: C = (0,0); F; = (—c,0); F, = (c,0); A; = (—a,0); 4, = (a,0);
B, = (0,b) e B, = (0,—b)demodoque a > ¢ > 0 e b = Va2 — c2. Assim:

P=(xy) €& dPF)+dPF,) =2a

e JEx+)2+y2+/(x—c)2+y2=2a
o Ja+2+y2=2a—(x—c)? +y?

S @+ +y:=4a%>—4a\/(x — )2 +y2 + (x — )? + y?
o x% + 2xc + c2 + y? = 4a% — 4a\[(x — ©)? + y? + x2 — 2xc + % + y?
o 4xc = 4a® — 4ay/(x — ©)? + y?
sa*—cx=a(x—c)2+y?

& (a®? —cx)? =a*((x — c)? + y?)

& a* —2a%cx + c?x% = a?(x? — 2cx + c? + y?)

& (a? — cH)x? + a’y? = a* — a’c? = a*(a? — ¢?)
< b%x? + a?y? = a?b?
xZ yZ
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2° caso) Elipse &€ centrada na origem e eixo maior contido no eixo OY: Nesse caso, tera
as seguintes caracteristicas: C = (0,0); F; = (0,—c¢); F, = (0,¢); A; = (0,—a); 4, = (0, a);

B; = (b,0) e B, = (—b,0) de modo que a > c > 0 e b = Va? — c?. Assim, analogamente a
demonstracdo anterior do 1° caso:

P=(xy)€e&<d(PF)+d(PF,) =2a

S x2+ Y +c)2+x2+(y—c)2=2a

xZ yZ

3° caso) Elipse £ centrada no ponto C = (m, n) e eixo maior paralelo ao eixo OX: Nesse
caso, terd as seguintes caracteristicas: C = (m,n); F; = (m—c,n); F, = (m+c,n); A, =
(m—an); A, =(m+an);By=(mn—->b)eB,=(mmn+b)demodoquea>c>0e

b = +Va? — c?. Assim, analogamente aos casos anteriores:

P=(xy) €& dPF)+dPF,) =2a

@J(x—(m—c))2+(y—n)2+J(x—(m+c))2+(y—n)2=2a

(x —m)?

y —n)?
a? -

(
0 1 (5.3.6).

4° caso) Elipse € centrada no ponto C = (m, n) e eixo maior paralelo ao eixo 0Y: Nesse
caso, terd as seguintes caracteristicas: C = (m,n); F; = (m,n—c); F, = (m,n+c¢); A; =
(mn—-—a); A, =(mmn+a);By=(m—bn)eB,=(m+b,n)demodoquea>c>0e

b = +Va? — c?. Assim, analogamente aos casos anteriores:

P=(xy)€e&=dPF)+d(PF,) =2a

(:>\/(x—m)2+(y—(n_c))2+\/(x—m)2+(y_("+c))2=2a

o _Zm)z L& _2")2 —1 (5.3.7).
b a

Nos links https://ggbm.at/ujptms42 e https://ggbm.at/wjsejwd8 encontram-se

disponiveis dois arquivos que permitem manipular a posi¢cdo da elipse em relacdo ao plano



https://ggbm.at/ujptms42
https://ggbm.at/wjsejwd8
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0XY, mantendo sempre o eixo focal paralelo aos eixos OX e OY, respectivamente. Destaca-se
também que os casos 1° - 3°, e, 2° - 4°, podem ser visualizados simultaneamente em um mesmo
arquivo, respectivamente aos links citados.

Com as informac0es anteriores, 0s conceitos da primeira Lei de Kepler e utilizando-se

do GeoGebra, é possivel simular o movimento da Terra em torno do Sol, Figura 50.

Figura 50 - Simulacdo do movimento da Terra em torno do Sol

Terra
-~
-

SOL

Fonte: Autor

Enfatiza-se também que, o tempo necessario para um planeta realizar uma volta
completa em torno do Sol caracteriza um ano sideral. No caso do planeta Terra, por exemplo,
este periodo corresponde a aproximadamente 365 dias e 6 horas. Como 0 ano é caracterizado
com 365 dias, existem 0s anos bissextos a cada 4 anos, suprindo as 6 - 4 = 24 horas excedentes,
e, 0 dia 29 de fevereiro, que existe de 4 em 4 anos, supre 0s tempos excedentes das seis horas
anuais.

E denominado translacdo o movimento descrito pelo planeta em torno do Sol, que tem
as estacdes do ano como uma das consequéncias. Vale ressaltar que, as estacfes do ano sé
existem em virtude do angulo de inclinacéo do eixo de rotacdo da Terra em relagdo ao plano
orbital, que é de aproximadamente 23,5°. Caso ndo existisse tal inclinacdo, em virtude da
pequena excentricidade da trajetdria eliptica desenvolvida pela Terra, as estacfes do ano néo
existiriam. A caracterizacdo das estacOes do ano é dada de acordo com a posi¢do que o planeta
se encontra na trajetoria eliptica desenvolvida em torno do Sol e do hemisfério que o ponto de
referéncia encontra-se localizado, sobre o planeta.

Pelos conceitos de elipse e da 12 Lei de Kepler ja abordados, como o Sol localiza-se fixo

em um dos focos da elipse, entdo a distancia da Terra ao Sol varia de acordo com a posi¢ao na
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trajetoria. Existe um ponto no qual a Terra encontra-se o mais distante possivel do Sol e outro
no qual estd mais proxima possivel do Sol, que sdo denominados de afélio e periélio,
respectivamente. O periélio ocorre, aproximadamente, nos dias 03 ou 04 de janeiro e o afélio
nos dias 03 ou 04 de julho.

Considerando que o Sol encontra-se sobre o foco F;, estando entre o centro C e 0 veértice
Ay, o periélio ocorre no instante em que a Terra esta sobre o vértice A; do eixo maior, e, 0
afélio ocorre no momento em que a Terra encontra-se na posicao do veértice A, sobre 0 eixo

maior, Figura 51.

Figura 51 - Posi¢do da Terra quando ocorrem os fendmenos afélio e periélio
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Fonte: Autor

Quando o planeta esta na posicdo A, (periélio), a distancia da Terra ao Sol é dada por
a — c, e, quando o planeta encontra-se na posi¢do A, (afélio), a distancia da Terra ao Sol é dada
pora + c.

Estudos indicam que a distdncia média da Terra ao Sol é de 150.000.000 km
(quilémetros), sendo 147.098.290 km no periélio e 152.098.232 km no afélio®. Considerando

esses dados, tem-se:

{a + ¢ = 153.098.232 (5.3.8).

a—c =147.098.290

Resolvendo o sistema (5.3.8) obtém-se que a = 150.098.261 e ¢ = 2.999.971. Como
b>0c¢eb=+1Va?—c? entdo b = 150.068.278,22435. Note que, a,b e c¢ representam,

S Disponivel em: https://www.suapesquisa.com/astronomia/distancia_sol_planetas.htm. Acesso em: 03 mar. 2018.
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respectivamente, a distancia do centro ao vértice focal da elipse, a distancia do centro ao veértice
néo focal da elipse e a distancia do centro ao foco da elipse, que possuem o quilébmetro como

unidade de medida.
Ainda, analisando a excentricidade da elipse que descreve o movimento da Terra em

¢ 2999971
a  150.068.261

(pela direita), o que caracteriza que a elipse tem um formato que se aproxima de uma

torno do Sol tem-se e = = 0,0199907094, sendo um valor préximo de zero

circunferéncia.

Considere-se as proporcgdes e a diferenca:

a _ 150.098.261 50,0332373213 50,0332373213 (5.3.9)
Rttt =>a= e
¢~ 72999971 ’ e i '

b 150.068.278,22435

c 2999971 = 50,0232429661 = b = 50,0232429661c (5.3.10),

a—b = 150.098.261 — 150.068.278,22435 = 29.982,77565 # 0 (5.3.11).
Na Figura 52 apresenta-se um esboco da trajetdria descrita pela translacdo da Terra em
torno do Sol, utilizando a proporcionalidade dos valores aproximados e apresentados nas

relacdes (5.3.9), (5.3.10) e (5.3.11).

Figura 52 - Translacdo da Terra utilizando valores que se aproximam dos dados reais
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Note que, na Figura 52, ao usar os dados huméricos que se aproximam da realidade, a
elipse aproxima-se do formato de um circulo. Mas, de (5.3.9) e (5.3.10) tem-sea # ce b # c,
e, de (5.3.11) tem-se que a # b, 0 que ndo caracteriza um circulo. Vale ressaltar que, os valores
reais foram utilizados em quilémetros.

No link https://ggbm.at/GDgqcBwF encontra-se disponivel uma animagdo que

apresenta a trajetoria eliptica descrita pelo planeta Terra em torno do Sol, permitindo manipular
através de um controle deslizante, a posi¢cdo da Terra sobre a elipse. Destaca-se que as estaces
do ano apresentadas referem-se ao hemisfério sul do planeta.

Ainda, a segunda lei de Kepler, conhecida como Lei das Areas, enuncia que “a area
descrita pelo raio vetor de um planeta (linha imaginaria que liga o planeta ao Sol) € diretamente
proporcional ao tempo gasto para descrevé-la” (ARTUSO, WRUBLEWSKI, 2013, p. 171). Em
outras palavras, Serway e Jewett (2011, p. 374) enunciam a segunda lei de Kepler afirmando
que “o raio vetor tracado do Sol até qualquer planeta descreve areas iguais em intervalos de
tempos iguais”.

Utilizando o GeoGebra, na Figura 53, busca-se representar graficamente o que a lei

enuncia.

Figura 53 - Representacdo grafica da segunda lei de Kepler
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Fonte: Autor

De modo geral, pelas defini¢cdes da segunda lei de Kepler, pode-se estabelecer a seguinte
relagéo:

4 _ A A Ay e > 1 (5.3.12)
A, AL, A, At " / e
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Em (5.3.12), tomando ;471:;172 e considerando A; = A,, implica At; = At,.
1 2

Generalizando, se A; = A; entdo At; = At; com i,j € N. Dessa forma, ao considerar a Figura
53, e, sendo AS;,AS,, AS; 0s deslocamentos do planeta sobre a trajetoria eliptica descrevendo

as areas A,, A,, A5, respectivamente, obtém-se AS; > AS, > AS;.

AS; . / 4- ~
Sendo V; = A—t‘ a velocidade media de translacéo do planeta ao percorrer o deslocamento
i

AS; no intervalo de tempo At;, descrita a area A;, com i € N. Da definicdo, tomadas areas
iguais, tem-se intervalos de tempos iguais e deslocamentos diferentes. Como os intervalos de

tempos séo iguais, adotemos At, = At, = Atz = At > 0. Ao dividir ambos os membros da

AS; _ AS, _ ASs
S>> >V, > Vs

Assim, quanto mais préximo do Sol o planeta estiver, maior serd sua velocidade ao

inequacdo AS; > AS, > AS; por At temos

descrever o movimento de translacdo. Dessa forma, conclui-se que o planeta atingira velocidade
méaxima quando estiver caracterizando o fendmeno periélio que vale, aproximadamente,
30,2 km/s e, terd velocidade minima no momento que caracteriza o fenémeno afélio, sendo
essa igual a 29,3 km/s.

Essa justificativa vem ao encontro do que enuncia a lei de gravitacdo universal de
Newton, quantificada em (5.3.1), afirmando que a forca de atracdo entre os corpos é
inversamente proporcional ao quadrado das distancias entre eles, no caso, quanto maior a
distancia do planeta ao Sol, menor sera a velocidade de translacdo, e vice-versa, conforme

Figura 54.

Figura 54 - Classificacdo do movimento do planeta de acordo com o espaco da trajetdria no
qual ele se encontra
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Portanto, pode-se classificar o movimento dos planetas em torno do Sol de acordo com
a posicao que eles ocupam. Considerando P e Q os pontos da trajetdria eliptica do planeta em
torno do Sol que representam o periélio e o afélio, respectivamente, classifica-se 0 movimento
em duas etapas:

i) Quando o planeta desloca-se de P para Q: Nesse caso, 0 planeta estd cada vez
distanciando-se mais do Sol, o que tem como consequéncia a diminuicdo na velocidade de
translacdo, ou seja, 0 movimento é classificado como retardado ou retrogrado;

i) Quando o planeta desloca-se de Q para P: Nesse caso, 0 planeta descreve uma
trajetoria de modo que sua distancia ao Sol est& cada vez menor, acarretando o aumento de sua

velocidade de translagéo, e, com isso, classifica-se 0 movimento em acelerado.

5.4 CONTRIBUICOES E POTENCIALIDADES DAS PROPOSTAS METODOLOGICAS

Os desenvolvimentos das propostas metodologicas aqui apresentadas possuem como
principais contribui¢fes: proposta 01) Caracterizagcdo das imagens formadas por espelhos
esféricos concavos e convexos em diferentes distancias em relacdo ao espelho; proposta 02)
Explicacdo do funcionamento de uma antena parabdlica; e proposta 03) Identificacdo e
caracterizacdo do lugar geométrico que os planetas descrevem em torno do Sol.

Para isso, partiu-se da contextualizacéo, utilizando-se de fendmenos cotidianos, seguido
da busca por referenciais tedricos que abordam conceitos estudados junto a Educacdo Bésica e
que auxiliam nas justificativas dos problemas.

Destaca-se que, ao introduzir uma aula de Fisica sobre espelhos esféricos, uma atividade
possivel de ser realizada € trazer um espelho esférico, e, posicionar os alunos em distancias
diferentes em frente ao mesmo. Dessa forma, espera-se que os alunos percebam algumas
caracteristicas da imagem distintas, se comparadas as de um espelho plano, por exemplo, o
tamanho da imagem, que pode ser maior, menor ou igual, podendo variar de acordo com sua
posicao.

Analogamente, para iniciar o estudo de ondas e sinais de satélites, junto as aulas de
Fisica, a introducdo pode ser feita com um video pedagogico cujo assunto revé alguns conceitos
basicos sobre ondas, e, a partir disso, interligar e provocar uma discussdo associada ao cotidiano
dos alunos, que assistem a canais de TV frequentemente e que precisam de uma antena

parabolica e um receptor para que seu funcionamento seja satisfatorio.
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Ainda, ao trabalhar as Leis de Kepler em uma aula de Fisica, é possivel efetuar um
resgate historico quanto a evolucdo da teoria que explica o comportamento do movimento dos
astros em torno do Sol, abordando desde o geocentrismo até o heliocentrismo e as relacfes da
gravitacdo universal. Também € oportuno investigar alguns conceitos geograficos, como 0s
fendmenos periélio, afélio e estagdes do ano.

Partir dos questionamentos e duvidas contextualizadas dos alunos em relacdo a
situacOes-problema, e buscar possiveis respostas através de investigacdes pautadas em
conceitos especificos, € uma possibilidade para introduzir o desenvolvimento da aula, o que
corrobora com as descrigOes propostas por Tomaz e David (2013).

Além disso, Tomaz e David (2013) destacam que a contextualizacdo e o trabalho
interdisciplinar produzem uma combinacdo perfeita no desenvolvimento de propostas
metodoldgicas, que ndo primam apenas por estudar teoricamente conceitos especificos a uma
ou outra disciplina seguindo rigorosamente um roteiro pré-estabelecido no planejamento, e sim
inter-relaciona-los, buscando explica¢des para determinado fenémeno.

Nesse sentido, a partir dos conceitos fisicos abordados nas propostas metodologicas, é
valido efetuar um resgate de conceitos matematicos presentes em cada situacdo-problema, que
atuam de modo complementar quando sdo desenvolvidos paralelamente nas aulas de ambas as
disciplinas.

Destaca-se na sequéncia alguns conceitos da disciplina de Matemaética que podem ser
abordados ou resgatados em cada uma das propostas apresentadas.

Na proposta 01 pode-se resgatar conceitos relativos a angulos congruentes (simétricos
e opostos pelo vértice), retas paralelas, retas concorrentes e respectivo ponto de interseccéo,
razdo e proporcao, propriedades na circunferéncia, retas tangentes, dentre outros. Além disso,
no desenvolvimento desta proposta metodoldgica, utiliza-se constantemente da semelhanca de
tridangulos para justificar as caracteristicas da imagem em relacdo a posicdo do objeto diante do
espelho.

Na proposta 02, é possivel explorar, dentre outros, elementos relativos ao estudo da
pardbola, angulos congruentes, congruéncia e semelhanga de triangulos, propriedades do
triangulo isdsceles, retas tangentes, paralelismo e perpendicularismo. Todos esses conceitos
matematicos sdo suportes facilitadores para justificar o funcionamento de uma antena
parabolica.

A proposta 03, permite estudar, dentre outras, as seguintes abordagens matematicas:
elipse com caracterizacdo, elementos e relagbes matematicas (formulas), vetores, razdo e

proporcao, analise de areas. Assim, 0s resgates matematicos aqui descritos auxiliam na
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compreensdo e estudo das leis de Kepler, as quais caracterizam o movimento dos astros em
torno do Sol.

A investigacdo da situacdo-problema pode néo se restringir apenas a disciplina de Fisica.
E possivel que, com auxilio da disciplina de Matematica, por exemplo, realize-se um trabalho
de anélise da propria, onde ambos os professores possam contribuir com argumentacées
resgatadas do contexto e possam aplicar conceitos pertinentes aos contetidos da grade curricular
da disciplina que ministra, buscando justificar determinado fenémeno de estudo.

De tal modo, o objetivo de estabelecer relacfes interdisciplinares nao corresponde ao
fato do professor deixar de ministrar suas aulas abordando contetdos especificos de sua
disciplina, e sim trabalhar com situacdes-problema que sejam do interesse do aluno e que
também sdo investigadas em outras disciplinas, o que permite ao educando uma interligacédo
dos conceitos, conforme destacam Fazenda (2011), Fazenda (1998) e as DCE’s (2008).

Dessa forma, na busca por justificar determinados questionamentos dos alunos, é
necessaria a aplicacdo de conceitos abordados em duas (ou mais) disciplinas, ou seja,
estabelecerem-se relacdes interdisciplinares, o que legitima as defini¢cbes propostas por Suero
(1986) apud Yared (2008), quando distingue interdisciplinaridade de relacbes
interdisciplinares.

Os materiais aqui propostos tém por objetivo auxiliar no direcionamento de possiveis
contextualizagdes a serem investigadas na sala de aula, destacando o uso de situacdes-problema
como uma de suas potencialidades, permitindo com que o aluno tenha um tema como
pressuposto de estudo, instigando-o a investigar, o que difere de abordar os conceitos
especificos, de modo direto, sem justificar suas aplicagdes.

Ainda, durante o desenvolvimento do material, disponibilizam-se alguns links que
direcionam para construcbes realizadas no software GeoGebra, sendo considerada uma
potencialidade deste material a possibilidade de visualiza¢do e manipulacdo de dados, inclusive
com animacdes. Retomando Silveira e Bisognin (2008), reforca-se que a utilizacdo de recursos
tecnoldgicos no processo de ensino-aprendizagem é um fator preponderante, pois cativa a
atencdo dos estudantes e permite uma articulacdo dos dados, além de riquezas como imagens,
sons e animagdes.

Igualmente, espera-se que, a partir da contextualizacdo e dos direcionamentos
apresentados nestas propostas metodoldgicas, os alunos tenham capacidade de compreender e
justificar os fendBmenos abordados, utilizando-se de conceitos pertinentes, principalmente, as

disciplinas de Matemaética e Fisica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento das propostas metodoldgicas apresentadas nesse trabalho teve como
principal direcionamento o uso de problemas cotidianos abordados mais especificamente na
disciplina de Fisica, e, a partir desses, resgatar a aplicacdo de alguns conceitos matematicos.

Sendo um dos focos reforcar a interdisciplinaridade, foram utilizadas relacGes
interdisciplinares entre contetdos da Matematica e da Fisica para direcionar a investigacao dos
problemas abordados: formacdo de imagens em espelhos esféricos céncavos e convexos;
funcionamento de uma antena parabdlica; e, trajetéria desenvolvida pelos planetas em torno do
Sol.

Além disso, ciente da importancia do uso de recursos tecnolégicos no processo de ensino
e aprendizagem, utilizou-se o software GeoGebra como suporte para o desenvolvimento de
materiais virtuais com a finalidade de facilitar ao aluno a compreenséo da teoria especifica bem
como das diferentes possibilidades de interpretar os resultados graficamente, de acordo com as
condigdes iniciais de determinado problema.

Destaca-se que o0 uso de recursos tecnologicos em sala de aula facilita o trabalho dos
profissionais atuantes na Educacdo, pois o aluno consegue visualizar mais facilmente e de
maneira clara as relagdes que o professor deseja abordar nas aulas com suas explicacdes. No
caso do GeoGebra o fato de poder manipular os dados é um fator importante, pois permite
trabalhar com valores distintos em uma mesma situa¢do problema, permitindo facilmente
relacionar formas algébricas com suas respectivas visualizacGes geométricas.

Espera-se que o material desenvolvido nas propostas metodoldgicas possa contribuir no
direcionamento dos contetdos em aplicacfes no espaco escolar, onde alunos e professores
possam obter resultados conjuntos a partir da investigacdo e do desenvolvimento das aulas.

Nas propostas metodoldgicas apresentadas, 0s recursos online disponibilizados
(construgdo com o GeoGebra), permitem ao educando a visualizacdo das diferentes
caracteristicas de acordo com posi¢oes diversas dos objetos, sendo que, a manipulacao de dados
através do controle deslizante, possibilita ao aluno a capacidade de comparacdo de acordo com
as posigoes ocupadas. A ferramenta “habilitar rastro” também esta disponivel no GeoGebra e
auxilia na assimilag@o dos conceitos.

Um fator preponderante para que o uso de relagdes interdisciplinares esteja presente nas
aulas é que depende muito da disponibilidade e iniciativa do professor em buscar propor

situacBes-problema que inter-relacionem os conteudos especificos, bem como estabelecer
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vinculos de rela¢fes com professores de outras areas durante os planejamentos pedagogicos,
trabalhando com problemas equivalentes, porém com abordagens diferentes, sendo estas
complementares.

Reforcando assim o que enunciam as DCE’s (2008), quanto mais o docente inserir
praticas interdisciplinares ao seu planejamento, mais a aprendizagem torna-se significativa,
pois permite uma articulagdo de conceitos abordados em disciplinas distintas, o que enriquece
na compreensao.

Levando em conta tudo o que foi abordado na fundamentacdo teérica e no
desenvolvimento das propostas metodoldgicas, pode-se dizer que a inser¢do do uso de praticas
interdisciplinares na sala de aula é de importancia basilar, j& que traz beneficios associados a
aprendizagem dos alunos, de modo que essa ndo fica restrita a apenas uma disciplina, mas
permita associar com conceitos abordados em outras disciplinas.

Ressalva-se que o uso de préaticas interdisciplinares ndo se faz necessario a todo
momento no desenvolvimento das aulas, mas quando os assuntos a serem abordados permitem
realizar essas relacOes a partir de problemas presentes no cotidiano dos alunos, acredita-se que
a aprendizagem e o estimulo na investigacdo e coleta de dados da situacdo-problema torna-se
mais produtiva, tanto por parte do aluno que esta no papel de aprendiz, como para o professor
que atua como um mediador.

Por fim, destaca-se que o autor deste trabalho possui intenc¢des futuras de aprofundar os
estudos acerca de assuntos associados a interdisciplinaridade, assim como de aplicar as
propostas metodoldgicas aqui apresentadas, tanto com alunos como com professores da
Educacdo Baésica, buscando verificar se as contribuicdes e potencialidades apresentadas

ocorrem junto & prética.
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