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Resumo

O objetivo desta dissertacao ¢ apresentar uma possivel solucao geral para sistemas de
equagoes de recorréncias lienares de ordem (m-1) relacionadas a equagoes de recorréncias
lineares de ordem m, através das teorias usuais de sistemas lineares e matrizes estudadas
em algebra linear e, consequentemente, a solucao geral para equacoes de recorréncias

lineares de ordem m.

Palavras chave: Matematica discreta; equacoes lineares; sistemas matriciais.
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Abstract

The objective of this dissertation is to present a possible general solution for systems of
equations of order linear recurrences (m-1) related to linear recurrence equations of order
m through the usual theories of linear systems and matrices studied in linear algebra, and

consequently the general solution for equations of linear recurrences of order m.

Keywords: Discrete mathematics; linear equations; matrix systems.
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Introducao

Este trabalho tem por objetivo, oferecer material matematico referente as re-
corréncias lineares estudadas até o presente momento.

Durante o curso pude observar algo que ame instigou ao estudo, a pesquisa do
material pelo qual segue o contetido que serd apresentado nesta dissertacgao.

Do conteido matematico desenvolvido até o momento, referente as solugoes de re-
corréncias lineares de primeira ordem, fui motivado a tentar encontrar solugoes referente a
um sistema linear de recorréncia de primeira ordem homogénea e posteriormente
0 caso nao homogéneo.

No entanto, tive que me debrucar novamente sob o conteiido das recorréncias
lineares de primeira e segunda ordem, aprofundar melhor a compreensao das solucoes
encontradas e os teoremas referentes a esta teoria, (Carvalho e Morgado, 2015; Lima,
2014). E ainda revisar contetdos, propriedades e teoremas sobre sistemas de equagoes e
matrizes, com suas solugoes (Santos, 2004).

Sendo assim, este trabalho tem por objetivo abordar os assuntos desenvolvidos nos
livros até o presente momento em relacao as equagoes de recorréncias lineares, assunto
do primeiro capitulo, e a intencao de ampliar o tema para os sistemas de equagoes de
recorréncias lineares, verificando se ha alguma relacao entre eles. E se ha, de que forma
esta relacao matematica ocorre, assunto dos dois seguintes capitulos, e por tultimo, um

capitulo de exercicios contextualizados.



Capitulo 1

Recorréncias

Neste capitulo serao apresentadas as formas introdutoérias de equagoes de re-
corréncias lineares, com n € N, ou seja, sequéncias em que um termo qualquer é definido
por uma expressao que envolve o termo anterior, com expoente destes termos igual a 1.

Conforme visto em Carvalho e Morgado (2015), "uma sequéncia é definida re-
cursivamente se ela for dada por uma regra (recorréncia) que permite calcular um termo
qualquer por meio de um ou mais termos anteriores. Por exemplo, PAs (Progressoes
Aritméticas), PGs (Progressdes Geométricas), fatorial, poténcias com expoentes com

nimeros naturais e a sequencia de Fibonacci sao definidas por recorréncia”.

1.1 Recorréncia linear de 1¢ ordem

Seja x, uma sequéncia definida sobre os nimeros reais, com n € N. Dizemos que

a sequencia x,, satisfaz a recorréncia linear de primeira ordem quando temos

Tpi1 = g(n)z, + f(n) (1.1)

para todo n € N, com g(n) e f(n) aplicagoes conhecidas.

A sequéncia x,, que satisfaz a equacao acima é chamada de solucao fechada da
recorréncia linear.

Dizemos que a recorréncia é homogénea quando f(n) = 0 para todo nimero
natural n.

Em muitos casos é possivel obter uma formula que determina a solugao de uma

dada equagao de recorréncia definida pela equagao 1.1. A seguir, veremos como obter tais



solucgoes:

Teorema 1. (Carvalho e Morgado, 2015)
Seja g(n) = c e f(n) =0. Entdo a solu¢ao da equacao 1.1 é a sequéncia x,, cuja a formula
€ dada por

T, = x1c" (1.2)

com 1 € R.

Demonstracao.

Substituindo f e g na equacao 1.1 temos

Tyl = CTp.
Dessa forma, podemos ver que:
T = C.’L’l
I3 = CI’Q
Ty = CIg
Tp—1 = an—Z
Ty = anfl

e, fazendo o produto de todos os termos membro a membro, obtemos
ToT3%y ... Typ1Xy = Cr1Cx9Cx3...CxpoCxpy

cuja simplificagao resulta em

z,=CCC...CCux
—

n—1
ou seja

T, = C" .

Veja que, por este processo, foi determinada uma férmula geral para a solugao da equagao
dada. A demonstracao da validade desta formula é feita por inducgao finita em n € N.
Sen =1entdo 21 = C* Loy = 1L.og = ;. O que se verifica a validade da férmula para

n=1.



Suponha, por hipétese, que para n = k a equacio z, = C* 1z, é vélida. Vamos entdo

mostrar que a mesma ¢é véalida para n =k + 1.
hi _
zpp = Cayp = CO* Vg = CFay = Ok

. O que demonstra a inducao. [

Usando a férmula anterior, podemos encontrar a solucao fechada da recorréncia
Tpi1l = 3T, com T1 = 2.

Neste caso temos C' = 3 e x1 = 2, assim por 1.2,
z, =3""12=23""1

Vejamos a seguir solugao da equacao 1.1 para o g(n) # 0.

Teorema 2. (Carvalho e Morgado, 2015)

Se f(n) =0 para todo n € N entao a solu¢ao da equagao 1.1 é a sequéncia x,, dada por

Ty = :m(l:[g(p)) (1.3)

para todon € N e peN-—{0}.

Demonstracao.

Desde que f(n) = 0 entdo a equagao 1.1 resulta em

Tpt1 = g(n)x’m

de onde temos que

To = g1z
T3 = 9g(2)zy
Ty = g(3)x3
Tp—1 = g(n - Q)xn—2
Ty = gn—1Dwz,



e, fazendo o produto de todos os termos membro a membro, obtemos

o3y ... Tpn1Ty = g(1)x19(2)229(3)23. .. 9(Nn — 2)TH8_29(n — V)21

cuja simplificagao resulta em

zn = 9(1)9(2)9(3) ... g(n — 2)g(n — 1)z,

ou seja

Veja que, por este processo, foi determinada uma féormula geral para a solucao da equagao

dada. A demonstracao da validade desta formula é feita por inducao finita em n € N.

1-1 0
Suponha, por hipdtese, que para n = 1, entdo x; = (Hg(p)) =1 (Hg(p)) = 2.
p=1

p=1

O que se verifica a validade da férmula para n = 1.
k—1

Suponha, por hipétese, que para n = k, a equacao r, = . (H g(p)) é valida. Vamos

p=1
entao mostrar que a mesma equagcao valida para n = k + 1.

v = gR)z 2 g<k>[x1(ﬁg<p>)]:ml(gu)g@) ..... ol = g(h) ) =

O que demonstra a indugao. O

Usando a férmula anterior, podemos encontrar a solucao fechada da recorréncia
Tpil1 =N.T, € T1=2.

g(n) =n e x; = 2. Logo, por 1.3

Ty = X1 (ﬁg(p)) = 2(ﬁp> =2.(1.23....(n = 1))=2(n — 1)!

Assim, z, = 2(n — 1)L
Vejamos agora como solucionar Recorréncia linear de 1% ordem com g(n) # 0,

constante, e f(n) # 0 do caso mais simples para o mais complexo.

Teorema 3. (Carvalho e Morgado, 2015)



Se f(n) #0 e g(n) =1 para todo n € N entao a solugdo da equagio 1.1 é a sequéncia x,,

dada por
n—1
te=2+ > f(p) (14)
p=1

para todon € N e peN-—{0}.

Demonstracao.

Solugao geral:

T2 = r + f(l)
I3 = To + f(2)
vy = a3+ f(3)
T, = Tp1+ f(n - 1)

somando as parcelas membro a membro,
To+ a3+ T4+ .. +x, =x1+To+x3+ .. +xo + )+ f2)+fB)+...+f(n—-1) =
r, =m1+f)+f2)+f3)+...+f(n—1) —

n—1
=11+ f(p).
p=1

Veja que, por este processo, foi determinada uma férmula geral para a solucao da equacao

dada. A demonstracao da validade desta formula é feita por inducgao finita em n € N.
1-1

0
Suponha, por hipdtese, que para n = 1, entao r; = x1 + Z f(p) =21+ Z f(p) = 1.
p=1 p=1

O que se verifica a validade da férmula para n = 1.
k—1

Suponha, por hipdtese, que para n = k, xp = z1 + Zf(p) ¢é valida, entao serd valida

p=1
paran =k + 1.

Tp1 = o + f(K) i (931+Zf(p)) + f(k) =

k
Tpp1 = T1 + <f(1) +f2)+ f3)+ ...+ f(k— 1)> + f(k) =21+ Zf(p).
p=1
O que demonstra a indugao. O]

Usando a férmula anterior, podemos encontrar a solucao fechada da recorréncia

Tpi1 = Tp + 2",



f(n) = 2", logo,
n—1

n—1

Ta=11+ Y f(p) =4 Y P =+ 2+ 22+ 254 2,
p=1 p=1

Note que no parénteses hd uma soma de PG (progressao geométrica), com a; = 2' = 2

eq=2.
Assim,

n—1 __
ﬂfn:%—i—QT:xl—{—Z(T—l—l) :$1+2n—2

Vejamos agora o caso mais complexo para as recorréncias de primeira ordem, nao

homogénea, com f(n) # 0 e g(n) # 0, aplicagbes quaisquer com n € N.

Teorema 4. (Carvalho e Morgado, 2015)
Se a,, € uma solugdo nao-nula da recorréncia T,y = g(n)x,, entao a substitui¢io =, =

any, transforma a recorréncia x,.1 = g(n)x, + f(n) em

f(n)
i g(n)ay
para todon € N e p e N—{0}.
Demonstracao.
Da hipoétese,
Ty = AQplYn - Tn+1 = An4+1Yn+1 - p41Yn+1 = g(n)anyn + f(n) I;
Mas de z,11 = g(n)x, =  ani1 = g(n)a, II.
Logo, substituindo II em I
f(n)
g(”)anyn 1= g(n>anyn + f(n) < Ynt1 =Yn Tt . []
! ' g(n)an
Observagao: Veja que com este teorema se determina z,, explicitamente.
~ T
Da relacao x, = apy, — 1y = —
a1

e finalmente a solucao x,

o= o = (24 00 (16)




Vejamos a solugao fechada da recorréncia x,.1 = 2z, + 3, com z; = 3 conforme teorema
acima.

Se p+1 = 2%, a solucdo particular é a, = 2"

Assim,

Tp = nlYn = Tpn=2""Yy» =  Tpi1=2"Yns1.

Logo,

Tpt1 =20, +3 =

21 =227y 43 = 2% =2"Yn + 3 = Y1 = Yp +3.27"

A qual obtemos f(n) =327" e zy=ay <<= 3=2"y <= 1y =3.
n—1 n—1 n—1
Yo =+ flp)=3+> 327=3+3> 277

=3+4+327 142242784 . 42707

No parénteses, uma soma de PG com a; =2"' e ¢=27"

Assim,

=3+ 3(2_1 9—(n-1) _ 1

) =3-32""-1)=3-62"+3=6-62""
2-1 1 ) ( ) +

e a solucao sera

Ty = QpYp == T, =2""16-62"")=322""1-322"1"=32"-3 V necN.

1.2 Recorréncia linear de segunda ordem

Seja x, uma sequéncia definida sobre os niimeros reais, com n € N. Dizemos que

a sequéncia x,, satisfaz a recorréncia linear de segunda ordem quando temos

Tpt2 + PTpi1 + qTn = f(0) (1.7)

para todo n € N, com p e ¢ constantes e f(n) uma aplicagao.

A sequéncia x,, que satisfaz a equacao acima é chamada de solucao da recorréncia
linear.

Dizemos que a recorréncia é homogénea quando f(n) = 0 para todo nimero
natural n.

Dentre as formas de recorréncia de 2% ordem abordadas, segue abaixo o estudo

da solucao dos casos da forma mais simples para a mais complexa. Sera analisado neste



texto a recorréncia de 2* ordem da forma 9 + pT,41 +qx, = f(n) com p e ¢ constantes
e f(n) uma aplicagao.
Porém, falemos da associacao do polinomio caracteristico com a solucao das re-

corréncias lineares de segunda ordem.

Dada a equacdo 1.7, conforme Lima (2014), se nomeado z,1 = vy, —
Ynil = Tniz = —qT, — PYn, transforma a equacao no seguinte sistema
Tnt+1 = 0z, + Yn Tn+1 0 1 T
e =
Yn+1 = —qTn — PYn Yn+1 —-q —Pp Yn
1 s . . ~ . N .
onde A = é a matriz correspondente do sistema. Entao o polinomio ca-
—q —p

racteristico é dado por P(\) = det(A — X\.I) e I é a matriz identidade. Portanto,
P(A\) = A +pA +¢. Ou seja, A é um autovetor associado a um respectivo autovalor
associados que determinan a solucao do sistema de forma unica, e assim a solucao da
equacao de recorrencia.

Veja entao, que ¢é desta forma que o polindmio caracterisitico esta associado
as solugoes das recorréncias de segunda ordem.

Segue abaixo os teoremas resultados referente a estas solugdes para cada caso
analisado.

Solugoes das recorréncias associadas ao polinomio Caracteristico x, 19 + pTni1 +

qry, = f(n) com p#0,q#0,p,g eRe f(n)=0

Teorema 5. (Carvalho e Morgado, 2015)
Se as raizes da equagio N> +p\+q =0 sdo A\ e Ay, entio a, = C1.\} + Cy. Ny € solugdo

da recorréncia Tpio + p-Tuy1 + q.x, = 0, para quaisquer valores das constantes Cy e Cy.

Demonstracao.

Se a,, é solugao, entao:

Tpyo +PTpv1 + 9.2, =

Apt2 + P.Qpi1 +q.ap =

(CLNTT2 + CoNyT2) + p(CLNTT + CoAST) + @ (CLAT + CoNy) =

(CLNP2 + p.CONTTE + . CINY) + (CoX T2 4 p.Co Ny T+ q.Co Ny =

CIN O +p i+ ) + CoA3 (N +pha+q) 2

CIAT.0+CoNl0=0 V neN. O



Teorema 6. (Carvalho e Morgado, 2015)
Se as raizes da equacio N +pA+q = 0 sdo iguais, \1 = Ay = A, entdo a, = C1.A\"+Cy.n.\"
€ solucao da recorréncia T,o + p.Tni1 + q.x, = 0, para quaisquer valores das constantes

Cl (& CQ.

Demonstracao.

Oberserve que:
M=do=) = A:_?p<:>2>\+p:().

Assim,

Tpyo +PTpv1 + 9.2, =

Apy2 + P.Qpy1 + q.ap i

(CLN"2 + Co(n + 2)N"2) + p.(CL"T + Co(n + DA™ + ¢.(CLA" + Con ™) =

(CLA™2 4+ p.CLA™ 4 .CIA™) + (Con + 2)A™2 4 p.Co(n + DA™ 4 ¢.ConA™)=

CLIN' (A2 + p X+ q) + ConA™ (A% + p A+ q) + CoA™ 1 (2A + p) 2

CIA™.0 + ConA™.0 + CoN" 12X + p) =

da observacao,

CIA".0 + ConA".0+ CoA"™0=0 V neN. O

Teorema 7. (Carvalho e Morgado, 2015)
Se as raizes da equacdo N> 4+pA+q =0 sdo Ay e Ay, com A\ # N, entdo todas as solugoes
da equagao Tnio + prpiy1 + q.x, = 0 sao da forma a, = C1.A\] + Cy. Ay com Cy e C

constantes.

Demonstracao.
Seja vy, uma solucao qualquer de x,,. 9 + p.xp11 + q.x, = 0.

Determinando os valores C e Cy

01./\1 + 02~>\2 =W >\2y1 — Y2
Cl Y v NN

— A
= e Oy = Y2 191
C’l)\? + C’g)\g =1 A(A2 — A1)

(A=A

com Ay — \; # 0 da hipdtese e a,, é solucao, entao,

Yn — A = Y — C1 A} — O3y = 2z, equivale a, ser comprovado, que z, = 0. Veja:
Zns2 = Yng2 — CLIATT? = CoA5 ™2
PZn+1 = PYn+1 — pcl)\?ﬂ - ng)\SH I
Qzn = qyYn — qCLAT — C2A3

Znts + Dongt + Q2n = Ynsz + DUnit + qUn — CLNTAZ + pAy + q) — CoAZ(A2 + pAy + q)

10



Note que, por hipotese

Y2 T PYni1 +qYa =0, A +pM+g=0 e AN +plt+g=0
portanto  zp49 + pzpt1 + gz, = 0.

O que garante y; = C1.A\] + C3.\5 para todo n € N.

Veja ainda que

Zn=Yp—Qp —> zn=yY1—0a1=0ez=1y —a=0.

Sendo assim,

Znio +PZny1 +q2n =0e 2y =20 =0,entao 2z, =0 V neN. O

Teorema 8. (Carvalho e Morgado, 2015)
Se as raizes da equacdo A\° + al + b= 0 sdo iguais, \j = Ay = X, entdo todas as solucoes
da equacao Tpio + a.Tpiq + bz, = 0 sao da forma a, = Cy.\" + Co.n\" e C; e Oy

constantes.

Demonstracao.
Seja y, uma solucao qualquer de x,19 + p.xp11 + q.x, = 0.
Determinando os valores C; e Cy
C1 A+ Co X =y, _2n oy Y= An
= (Oi=—-Se(Cy="——
CLN2 420502 = 4y AN A2
com A # 0.
a, é solucao, entao y, — a, = y, — C1 A" — Con\" = 2z, equivale a, ser comprovado, que
2z, = 0. Veja:
Znts = Ynga — CLAT2 — Cy(n + 2)A" 2
PZns1 = PYns1 — PCIN" T = pCoh(n + DA™ =
Qzn = qyn — QC1AT — CanAy
Znr2 D21 H 0% = Yns2FPYni1+qUn—CrLA" (N +pA4q) — Con A" (A2 +pA+q) —Co A" (pA+2)
por hipdtese
Ynt2 + DYni1 + qyn =0, XN +prt+g=0e
pA+2 =0, pois)\:—g
portanto
Zny2 + PZng1 + @2, =0,
O que garante y; = C1. A" + Con\"  VneN.
Veja ainda que

Zn = Yp — Qn — znn=y1—a1=0e 2=y —as =0.

11



Sendo assim,

Znio + P21 +q2n=0e 2y =20 =0,entao z, =0 V neN. O

Vejamos alguns exemplos de resolugoes apresentando solugoes fechadas de re-

corréncias lineares de 2 ordem que recaem aos teoremas vistos acima.

1. Obter a solugao fechada da recorréncia de segunda ordem x,,9 — 3x,41 + 2z, = 0.
Equacdo do polindémio caracteristico A> — 3\ + 2 = 0, resolvendo a equacio do 2°
grau, obtemos
AM=1 e M=2
Dessa forma, conforme teorema 7 a solucao geral é

A, = Cl)\? + Cg)\g - a, = Clln + CQ2” < an = Cl + CQQ”

2. A solucao fechada da recorréncia de segunda ordem Tpio — 3Tp1 = 0, com
Ty = 3.
Veja que esta recorréncia, falta o termo gx,. Assim poderiamos reduzi-la a x, 1 —
3z, = 0, uma recorréncia de primeira ordem e resolve-la pelo teorema 1.1.

Tpio —3Tpi1 =0 — xp1—32,=0 <<= 1z, =37,

_ T 3
n=23"lg =2=3"=23" IS n=3"
x T1 3 3 x

Ou ainda resolve-la como:

Equacdo do polindmio caracteristico A*> — 3\ = 0, solucao da equacdo do 2° grau
AM=0 e X =3

Solulucao geral é

a, =C1.0"+(Cy.3" <— a,=(03"

=03 =3=3 = Cy=1 =a,=3"

3. Veja a solugao da recorréncia x, 9 + 62,11 + 92, =0 e x; =29 = 2.

Equacdo do polinomio caracteristico: A* + 6\ 49 = 0 com solucdo A\; = Ay = —3.

n

Solugdo geral da Recorréncia: x,, = C1(—3)" + Con(—3)".
Encontrando C e Cy conforme teorema acima:
oy 22 2 34 2 14
TN XN 3 (=32 33 9 9
C p— p— pu— —_—.
¢t 2 (=32 9

Solucgao final da Recorréncia:
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L —14(=3)m 4 8(=3)"  6.(=3)"  2.(=3)" o
Ty = 5 =——9 3 = 2.(=3)" .

ou seja,
r, =2.(-3""' V neN.
Vejamos a resolucao da equagao 1.7, x, 19 + p.Zy1 + q.2, = f(n) com f(n) # 0,
aplicagao qualquer com n € N.

A solucao desta equacao é dada através do seguinte teorema:

Teorema 9. (Carvalho e Morgado, 2015)

Se a, € uma solu¢ao da equacdo Tpio + PTps1 + qr, = f(n), entdo a substitui¢ao
Tn = an + Y, transforma a equagcao em Ynio + PYni1 + q-Yn = 0.
Demonstracao.

Se a,, é solugao de x, 2 + prpi1 + qr, = f(n), entao:
nt2 + Pani1 + qan, = f(n), e
qTn = qan + qYn
DTny1 = PAn41 + PYnt1 =
Tny2 = Qg2 + Yni2
Tnt2 + PTnt1 + (Tn = Yni2 + PYnt1 + qYn + Qng2 + Ppyr + qan =
f(n) =Ynso + PYns1 + qun + f(n) <= Yny2 +DYn+1 +qyn =0 YV nelN. O]

Definidas ¥, e a, solugoes, recorremos a x,, = a, + Y,, determinando assim a
solucao geral da recorréncia linear de 2* ordem.
Veja a solucao da recorréncia, ,.o — 62,41 + 5z, = n + 4"
Pelo teorema acima:
Ynto — 6Uns1 + Byn = 0 possui polindmio caracteristico A> — 6\ + 5 = 0, a solucdes do
polindmio é, Ay = 2 e Ay = 3, e a solucao particular é y,, = C.2" 4+ C5.4".
Encontrar, a solucao particular do outro membro da igualdade, n + 4".
A estratégia aqui abordada é verificar que forma de funcoes que se adequam a n + 4".
Sendo assim, veja que aqui se aplicam, uma fun¢ao do 1° grau somada a uma fungao
exponencial, ou seja, An + B + C4", que sera chamada de a,, a, = An + B + C'4" com

A, B e C constantes a serem determinadas. Determinando A, B e C-:

Unyo= An+2)+B+C4" = An+ 24+ B+ 16C4"
—5a,41 = —5[A(n+1)+ B+C4"""|= —5An— 54 —5B —20C4"
6a, = 6An + 6B + 6C4"
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Somando os extremos dos membros:
Gpio — Dapyq +6a, = 2An —3A+ 2B+ 2C4"
n+4"= 2An—3A 4+ 2B + 204"
Desta tltima igualdade:
1

2A=1 <= Azé;

1 3
—3A4+2B=0 <= —3§+28:0 — 8:1:3.2*2;

1
20=1 <= Czﬁ;

logo,
n Ly, 2 -1 -2 | o2n—1
an:§—|—3.2 —|—7:2 n+327°4+2 e por final,

Ty =ap +yp = (27 0 +3272 42271 1 (C1.2" + Cp.4™).

Veja o exemplo em que, Tpi0 + Tpi1 + 2, = 1+2" comx; =1 e x5 = 2.
Encontrando ¥, e posteriormente a,,:

Para 9,42 + Ynt1 + ¥Yn = 0, 0 polinonmio caracteristico é A* + X\ 4+ 1 = 0 com solucio nos

—1+/3i o —1—+/3i

complexos, \; = 5 Ao 5 , ao qual escrito na forma trigonométrica
resulta em:
-1 31 2 2 2
Para A\ = +—\/_Z = p=1 é 6,= il e assim A\ = cos—ﬂ + senli.
2 3 3 3
-1 -3 4 -2
Para)\gz—\/_z —p=1 ¢ nglz—ﬁeassim
2 3 3
\ —27 . -2
= cos—— + sen——1.
? 3 3
Solucao y, = C1AT + CaAy
2 2 -2 -2
= C’l[ln(cos?7r + sen%i)]" + Cs[1"(cos 37T + sen 37ri)]"

2 2 —2 —
= Cy(cos n% + sen n%z) + Cy(cos nTﬂ + sen nTWz)

Encontrando a,,. Com a, =14 2" = An + B + C2", assim,
Unyo = An+ 2+ B+ C2""2 = An 4+ 2A + B + 4C2"
Upi1 = An+1+ B+ C2" = An+ A+ B+ 202"
a, = An+ B+ C2"
Somando os termos membro a membro da igualdade acima, resulta,
142n=0m+14+12"=3An+3A+ 3B+ 7C2" =
1 1 1 1

A:O,B:§ e C:?. Logoan:§—|—?2".
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Solugao geral:

1 1 2 2 —2 —2
Tn =3 + ?2” + Cy(cos n% + sen n%z) + Cy(cos nTﬂ + sen nTWz)

15



Capitulo 2

Sistemas de equacoes de recorréncias

lineares

Neste capitulo serao apresentadas as formas introdutorias de sistemas de equacoes
de recorréncias lineares, com n € N, ou seja, sistema onde suas equacoes, sao sequéncias
em que um termo qualquer é definido por uma expressao que envolve o termo anterior,

com expoente destes termos igual a 1.

2.1 Sistemas de equacoes de recorréncias lineares de
primeira ordem

Suponha o seguinte sistema linear u,, 11 = Au, + F(x) a ser solucionado, encon-

trar uma formula fechada onde,

Tn a b Tn n
Upt1 = o , A= nao nula, u, = e F(n) = fi(n)

Yn+1 c d Un fQ(n)
Un1 = Aun + F(I) —

Tpi1 = at, + by, + f1(n) 2.1)

Ynt1 = CTy + dyn + f2(n)

com a, b, ¢, d € R — {0}, fi(n) e fa(n) € R.

Vejamos como proceder a resolucao do sistema 2.1, abordando o tema da forma
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mais simples para a mais complexa.

2.1.1 Caso homogéneo

Fagamos primeiro fi(n) = fa(n) = 0.
Entao u, 1 = Au, + 0 e assim,
Upy1 = Au, =

Tpy1 = ATy + byn

(2.2)
Ynt1 = CZp + dyy,
Facamos a resolucao do sistema 2.2 agora utilizando teorias de matrizes.
Tpy1 = ATy + byn
—
Yn+1 = CTp + dyn
Tyt1 a b Ty
AR (2.3)
Yn+1 c d Yn

Teorema 10.
Se o vetor u, € R% e A € M,, entdo u, = A" uy é solucdo da recorréncia matricial

Upy1 = Ay, Vn € N,

Demonstracao. Por inducao finita.
_ _Al=1, 40, o
Paran=1, wu =A" "u = Auy = Lu; = uy.
Fato que se verifica para n = 1.
Suponha que, por hipdtese, que para n a equacao u, = A" 'u; é vélida, entdo serd valida
) ) 3 )
para n + 1.

Uppr = Aup L AAC Dy = Ay = A"y Y neN.

O que demonstra a indugao. ]
n—1
. Tn a b 1 ) ~ .
Sendo assim, = , € a solucao da equacao 2.3.
Yn c d hn

A seguir veremos duas proposicoes que nos auxilia a explicitar a solugao acima.

Segue da algebra linear a seguinte teoria:

Coroléario 11. (Santos, 2004)

Seja A1 e Ao, 0s autovalores encontrados do polinomio caraceteritico associado a matriz
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A, onde estes autovalores geram respectivamente os vetores vy, e vy, autovetores linear-
mente independentes(LI) do R?. Ainda Py = [v1  vy] € matriz quadrada de ordem 2 dos

autovetores gerados por seus respectivos autovalores associados, P2_1 a matriz inversa de

)\1 0 R R )\1 0
P, e por final, D = a matriz diagonal de A. Se D = , entao
0 )\2 0 /\2
A0 A0
D™ = = com m € N.
0 X 0 Ay

Demonstracao. por inducao finita.

Considerando ja conhecido a definicao do produto de matrizes quadradas.
1

A0 A0

Param=1, D!= = . Fato que se verifica para m = 1.
0 A 0 A
. e | A0 o
Suponha, por hipdtese, que para m = k, D" = L€ valida, entao sera valida
0 A3
param =k + 1.
k+1 k 1
D+ _ A0 _ A0 A0 hip
0 X 0 X 0 X
A0 MO A0 -
0 M 0 Ao 0 A1

Teorema 12. (Santos, 2004)
Seja A € My, D matriz diagonal de A e P matriz dos autovalores em D. Se A= PDP™!,

entdo A™ = PD™P~!, com m € N.

Demonstracao. por inducao finita.

Paran =1, A'=(PDP )= pP'D'PEVI = PDIP~! o que se verifica.

Suponha, por hipétese, que para n = k, A¥ = PD*P~! ¢ vélida, entdo serd valida para
n==k+1.
AR = Ak A ™ (pDRp-Yy(PDP™Y) = PD*(P'P)DP~' = PD*IDP ! =
= P(D*D)P~! = PD"' P~
Note que foram cumpridas as propriedades usadas de matrizes.

Ainda, a solucao de 2.3 explicitamente sera:
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n—1
T, a b 1 At 0 B T
= = [’Ul ’1}2] ! _1 [Ul UQ] !
Yn c d Y1 0 Ay U1

. ~ . Tn+1 = Tn — Yn
Veja a resolucao por matrizes, de ,com xy =y, = 1.

Yn+1 = 3$n + 5yn

Pelo teorema 10,

. Tn a b 1
U, = A" U] <= = =
Yn & d Y1
n—1
Ty, 1 -1 1
Un 3 5 1

1. Calculando os autovalores pelo corolario 11:

I-x -1

det(A— M) =0 <= det =0 <<=
3 5—A

1-=N56-X)+3=0 += MN-6A+8=0.

Cuja as solugoes sao: A =2 e M =4.

2. Gerando os autovetores associados a estes autovalores:
A1 =2 para o vy = (ky, 21):
1-2 -1 K 0 —k1—2=0
3 5H-2 2 0 3k1+321 =0

]{?1 = —21 — V1 = (—]_, 1)

Ay = 4 para 0 vg = (ko, 22):

1—-4 —1 ]fg 0 —3k52—22:0
= g -
3 5-4 || = 0 ks + 21 =0
—3]€2 =21 < k’g = —% — Uy = (—1,3)

E assim encontra-se a matriz P = [v;  vy]
-1 -1
1 3

P =

3. Calculando P~'.

Sera usado o método da matriz P, com a matriz identidade I a direita, escalonado,
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COImMo se segue:

3 1
1110 10— —3
- 11
1 3]0 1 o 1L 1
2 2
3 1
Assim P! = 12 12
2 2
Usando o teorema 12:
L Y U e 2" 0 —-3/2 —1/2 1
Un n 1 3 0 4"t /2 1/2 1
Resolvendo produto duas a duas:
_ . —-3-1
T, _2n—1 _4n—1 5 _2n—1 _4n—1 -9
Un 2n71 3.477,71 1 + 1 27171 3.477,71 1
- - 2
E entao a solucao:
T, 277,71 - 47L71
Un _2n—1+3.4n—1

2.1.2 Caso nao homogéneo

Facamos fi(n) # fa(n) # 0, a forma mais geral, aplicagdes com n € N.

Tpi1 = Ay + by, + f1(n)
Yn+1 = CTp + dyn + f2<n)

. b |
Topr | _ | @ |, fi(n) (2.4)
Yn+1 c d | Yn fa(n)
a b fi(n) 2
Onde A = com A€ My, e F(n) = com F(n) € R
c d I fa(n)

Definindo assim a equagao u,.; = Au, + F(n).

Teorema 13.
Sejam os vetores un, kn, 2, e F(n) € R?, ainda A € My e A uma matriz diagonizdvel.
Se k,, € uma solug¢ao da equa¢ao u,1 — Au, = F(n), entao a substituicio u, = k, + z,

transforma a equagdo em z,.1 — Az, = 0.
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Demonstracao.

Se k, é solucao de u, 1 — Au, = F(n), entao k,,1 — Ak, = F(n), e ainda de u,, = k,, + 2,
= Upy1 = kni1 + 2na1 € Auy, = Ak, + Az,

Dessa forma,

+1 +1 +1 = Upp1 — Auy = kpy — Ak, + 201 — Az, £
Au,, = Ak, + Az,

Fn)=Fn)+ zy41 — Az, <= 2z, — Az, =0 vV neNlN. O

2
. - . Tpgl = Tn —Yn + 1
Veja a resolucao do sistema com x, =y = 1.

Yntl = 3Ty + OYn + 1

Assim, i
Tn 1 -1 Tn n?
+| n
Aplicando o teorema 13:
b n—1
4 T, 1 -1 1
Z, = A" = =
Un 3 5 1
Como visto em exercicio anterior.
T 2n71 - 4n71
zn = =
Un _2n—1 + 3.471—1
. Tt 1 -1 Tn n?
Encontrando k,, da igualdade, - =
Yn+1 3 5 Un n
n? An®> + Bn+C
n Dn*+En+F
An+1?*+Bn+1)+C 1 -1 An? 4+ Bn+C
Fn+1)—AF(n) = ( ) ( ) —
Din+12+En+1)+F 3 5 Dn®+ En+F
<~
n? | | Dn*+(2A+ E)n+ (A+B+F)
n (=3A —4D)n* + (2D — 3B —4E)n + (=3C + D + E — 4F)

Resolvendo esta igualdade, encontramos os parametros A, B, C, D, E e F, ao qual nos

apresenta:
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4, 29 131

3" T 9T o7

n2_|_8_n_|_4_1
379

E finalmente a solucao geral do sistema:
4, 29 131

kn =

2n71 - 4n71 —n n— —

W=k 4y — 3 9 27
" " " n—1 n—1 o 8n 41
-2 + 3.4 +n” 4+ ? + 5

2.2 Sistemas de equacoes de recorréncias lineares de
segunda ordem

Facamos a resolucao do sistema onde as equacoes sao equagoes de recorréncias de

segunda ordem da forma

Tpta = ATpi1 + OYnt1 + ez, + fy, + Fi(n) (2 5)

Ynta = CTpi1 + AYni1 + 9Tn + by, + Fo(n)

com a,b,c,d € R e Fy(n), F»(n) aplicagoes conhecidas e n € N.
De acordo com o sistema dado, vejamos como solucionar o sistema dado.

2.2.1 Caso homogéneo

Seja Fi(n) = Fy(n) = 0, assim o sistema dado 2.5, recai em um sistemas de

equacoes homogéneas, como se segue abaixo.

Tpt2 = QTpi1 + OYni1 + exy + fy,

(2.6)
Ynt2 = CTnt1 + dYny1 + 92n + Ay
a qual abordaremos da seguinte forma para a resolucao.
Teorema 14.
Toda equacgao de recorréncia linear homogénea de ordem 2, da forma x, o + bx,1 + cx, = 0,

se reduz a um sistema de equagoes de recorréncias de primeira ordem através de (2-1)

interacoes recorrentes, a, b, ¢ € R e nao nulos.

Demonstracao.
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Se atribuirmos x,, 11 = y,, entao Tp1o = Ypi1-
Fato que nos permite reescrever a equacao na forma de um sistemas de equagoes da

seguinte forma,

Tn4+1 = Yn Tnt1 = Oxn + Yn
<~
Tp+42 + bxn—‘rl + cx, = 0 Yn+1 = —CTp — byn
O que demonstra o proposto. ]

Teorema 15.
Se o vetor u, € R* e A € M,, entdo u, = A" uy é solucio da recorréncia matricial

Upy1 = Ay, Vn € N,

Demonstra¢ao. Por inducao finita.

Paran=1, wu; =A"'u; = A%y = I4u; = ;. Fato que se verifica para n = 1.
Suponha que, por hipétese, que para n a equacio u, = A" 'uy é vélida, entdo serd valida
para n + 1.

Unyr = Aup "L AA Dy = A"y = A"y ¥V neN,
O que demonstra a indugao. O]

Corolario 16. (Santos, 2004)

Seja \1, A2, A3, € A\, 0s autovalores encontrados do polinomio caraceteritico associado a
matriz A, onde estes autovalores geram respectivamente os vetores vy, vy, U3, € U4, QU-
tovetores linearmente independentes(LI) do R*. Ainda Py = [v; vy w3 vy € matriz

quadrada de ordem 4 dos autovetores gerados por seus respectivos autovalores associados,

A0 0 0
1 o 0 X 0 O o
P, a matriz inversa de Py e por final, D = a matriz diagonal de A.
0 0 X3 O
0 0 0 M\
A0 0 0 A0 0 0 A0 00
0 X 0 O ~ 0 X 0 O 0 A" 0 0
SeD = , entdo D™ = =
0 0 X3 O 0 0 X3 O 0 0 A" 0
0 0 0 M\ 0 0 0 N\ 0 0 0 A/
com m € N.

Demonstracao. por inducao finita.

Considerando ja conhecido a definicao do produto de matrizes quadradas.
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Param =1,

D' =

A1
0
0
0

Fato que se verifica para m = 1.

Suponha, por hipétese, que para m = k, D¥ =

valida para m =k + 1.

(M 0 0 0
i | 0 X 0 0
0 0 X O
0 0 0 M\
(N0 0 0 | A
0 M 0 0 0
0 0 X 0 0
[0 0 0 A |[O

0 0 0_1 _/\} 0 0 0|
D 00 |0 X 000
0 x 0| o 0o A o0
0 0 A | |0 0 0 A}l_
-)\’f 0 0 0|
0% 00 ¢ valida, entao sera
0 0 X o
00 0 N
q k+1 - 9k 11
M 0 0 0 M 0 0 0
10 X 000 0 A 0 0 hip
1o 0 a0 0 0 A 0 N
| 000 0 A| [0 0 0 X\
0 0 0] _)\’f“ 0 0 |
A 00 | | 0 X0 0 -
0 X3 0 0 ML
0 0 AN | 0 0 AT

Usando as proposigoes imediatas anteriores, podemos reescrever a equacao 2.6:

Seja ky, = Tpi1 € Ly = Yna1, assim kpi1 = Tpao € lyy1 = Ynao.

Substituindo estas novas varidveis no sistema 77 e reescrevendo o sistema, teremos

p

Yn+1 =

\

Tp+1 = kn

L

kn+1 — akn + bln + €Ty + fyn
ln+2 = Ckn + dln + gxn, + hyn

Tn41
Yn+1
kn+1

ln—i—l

Cc

_ o O O

(

10
0 1
e f
g h

Tnt1 = 0z, + Oy, + Ky + 01,
Yns1 = 0z, + Oy, + Ok, + 1,

—
kni1 = ax, + by, + ek, + fl,
L ln+2 = CTp + dyn + gkn + hln
Tn
o (2.7)
K,
In

Sendo assim, pelo teorema 15, podemos apresentar a solucao fechada para a equacao

acima:
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- — — — nil — -

Yn 0 001 Y1
k., a b e f k1
l, c d g h I
Ainda, explicitamente pelo Coroldrio 16, onde D é a matriz diagonizdvel de
0010
0 001
A= e A, Ao, A3 e Ay autovalores determinados em A, com seus respec-
a b e f
c d g h
tivos a:uutoveres V1, 1_)2, U € Uy. )
Tn A0 0 0
Yn 0 A 0 O .
=[v; vy vz w4 (V1 v vy vy
ky, 0 0 A O
Ly 0 0 0 A

2.2.2 Caso nao homogéneo

Vejamos os resultados a partir de Fy(n) # Fy(n) # 0. Note que aqui estd o caso
mais generalizado das F'(n)s.
Seguindo a linha de raciocinio de 2.1.2. Conhecida a solucao k,, da recorréncia particular

de u,,, podemos enunciar:

Teorema 17.
Sejam o0s vetores y, kn, 2z, ¢ F(n) € R*, ainda A € My e A uma matriz diagonizdvel.
Se k,, € uma solug¢ao da equa¢ao u,1 — Au, = F(n), entao a substituicio u, = k, + z,

transforma a equagdo em z,.1 — Az, = 0.

Demonstracao.

Se k,, é solucao de u,41 — Au,, = F(n), entao k,.; — Ak, = F(n), e ainda de u,, = k, + 2,
= Upt1 = kpe1 + 2p1 € Au, = Ak, + Az,

Dessa forma,

U, = kn + zn i
+1 +1 o = Up+1 — Aun = kn—&-l — Ak’n + Zn+1 — AZn lap
Au,, = Ak, + Az,
Fn)=Fn)+ zy41 — Az, <=  z11— Az, =0 vV nelN O

Entao conhecidas as solucgoes k,, e z,, podemos explicitar u,, através de u,, =k, + z,.
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Capitulo 3

Sistemas de equacoes de recorréncia

linear de ordem m

O contetdo que se segue abaixo, leva em consideracao todos os conceitos, operagoes
e propriedades em relacao a sistemas lineares e matrizes, generalizando a teoria vista no

capitulo 2, para ordem m.

Teorema 18.
Se o vetor u, € R™ e A € M,,, entio u, = A" 'u; € solucao fechada da recorréncia

matricial u, 1 = Au,, Vn € N.

Demonstra¢ao. Por inducao finita.

Paran=1, wu; =A"u; =A%, =1,,u1 =u;. Fato que se verifica.

Suponha que, por hipétese, que para n a equacio u, = A" 'uy é vélida, entdo serd valida
para n + 1.

Uppr = Aup L AAC Dy = Ay = Ay Y neN.

O que demonstra a indugao. O]

Corolario 19. (Santos, 2004)

Seja A1, Aa, ..., A\p, 08 autovalores encontrados do polinomio caraceteritico associado a ma-
triz A, onde estes autovalores geram respectivamente os vetores vy, vs, ..., U,, autovetores
linearmente independentes(LI) do R". Ainda P, = [v1 vy ... v, € matriz quadrada

de ordem n dos autovetores gerados por seus respectivos autovalores associados, P, a
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matriz inversa de P, e por final, D =

A0
D 0 A
0 0

comm en € N.

, entao D™ =

Demonstracao. por inducao finita.

At 0

0

0

An
0 AT
0 0 AP
An 0

Considerando ja conhecido a definigao do produto de matrizes quadradas.

Param =1,

Fato que se verifica para m = 1.

D'=

A0 ... 0
0 X ... 0
0 0 An

1 —

Suponha, por hipétese, que para m = k, D* =

valida para m = k + 1.

MO
Db 0 A
0 0

A0

0 M

0 0

Qk+l

0 A1

0 0

An 0
A0 0
0 A 0
0 0 AL

Teorema 20. (Santos, 2004)
Seja A € M, D matriz diagonal de A e P matriz dos autovalores em D. Se A = PDP™,

entio A™ = PD™P~! com m € N.
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Al 0
0 A 0
0 A
Moo .0
0 M 0 .
. é valida,
0 0 ... A\
k -
0 M 0 ...0
0 0 X 0
An 0 0 An
ML 0
0 At 0
0 0 ... M\t

a matriz diagonal de A. Se

entao sera



Demonstracao. por inducao finita.
Paran =1, A'=(PDP ™)'= P'D'PUY = PD'P~! o que se verifica.

1

Suponha, por hipétese, que para n = k, A¥ = PD*P~! ¢ vélida, entdo serd valida para

n==k+1.
AL = AR AP (pDFPY)(PDPTY) = PD*(P'P)DP~' = PD*IDP! =

= P(D*D)P~" = PD*' P,

Sendo assim, podemos dizer que, dada a matriz A diagonizavel, entao

A0 ... 0

0 A ... 0 »
A" =[vr va ... vl o B T e S )

0 0 ... A"

Teorema 21.
Sejam os vetores uy,, k, e z, € R™, ainda A € M,, e A uma matriz diagonizdvel. Se k,, €
uma solugdo da equagdo u,,1— Au, = F(n), entao a substitui¢ao u, = k,+ z, transforma

a equagao em z,y1 — Az, = 0.

Demonstracao.

Se k,, é solucao de u,11 — Au,, = F(n), entao k,.; — Ak, = F(n), e ainda de u,, = k, + 2,
= Ups1 = kno1 + 2p01 € Au, = Ak, + Az,

Dessa forma,

Up+1 = kn + zn i
i i i =  Up+1 — Aun = kn—&-l — Ak, + Zp4+1 — AZn <2>
Au,, = Ak, + Az,

Upni1 — Auy = kpi1 — Ak + 201 — Az Uy — Auy = ko — Ak + 2000 — Az, <=
Fn)=Fn)+ zy41 — Az, <= 2z — Az, =0 vV n, meN. O

Teorema 22.

Toda equacao de recorréncia linear homogénea de ordem m, da forma
Tpgm T ATng(m-1) T - +0Tp i (m—(m—-1)) + CTpp(m—m) = 0, se reduz a um sistema de equagoes
de recorréncias de primeira ordem através de (m-1) interagoes recorrentes, com m > 1 e

meN, a,b, ..., ceR enao nulos.

Demonstracao. Demonstracao por inducao finita em m.

Param =2 =— 1w, +bxy1+cx, =0.

Tnt1 = Oa:n + Yn
Se Tn4+1 = Yn — Tn4+2 = Yn41 —

Yn4+1 = —CTp — byn
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O que se verifica para m = 2.

Suponha que, por hipdtese, que para m = z a proposicao

Tpyet0Tngz—1)+. . F0Tpy (o (z-1)) + CTnp(.—2) = 0 seja valida, com z interagoes, vejamos
se é valida a proposicao para z + 1 interagoes.
Dada a equacao Ty (z41) + @Tpqz + ... + 0Ty (z—(2—1)) + CTpy(z—z) = 0.
Se Tntz = Ynt(z-1) =  Tni(etl) = Yntz —

Tntz = Ynt(z—1)

Yntz + QWnt(z—1) + oo+ OUng(z—z) + CTpy(z—z) =0 .
Que da hipétese, o sistema anteior, possui exatamente (z — 1) interagoes a serem execu-
tadas. Sendo assim, faltando apenas mais 1 interagao recorrente.

O que resulta em, (z — 1) + 1 = z interagoes, gerando o sistema abaixo.
4

Tni1 = 0z, + 0y, + ... — t, + 0k,
Yns1 = 0z, + 0y, + ... + 08, — Ky,

thi1 = 0x, +0t, +...4+ k, + Oy,

\ kpi1 = —dz, —ct, + ... — bk, + Oy,
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Capitulo 4
Aplicacoes

Este capitulo estd dedicado a algumas aplicacoes sobre o contetido desenvolvido
nesta dissertacao. Estard exposto alguns exercicios bem usuais que aparecem em muitos

dos livros usados sobre o assunto. E ainda alguns nao tao usuais.

1. Suponha que numa cultura existam, inicialmente, 120 células e que cada célula
produz 2 filhas ao se dividir (Diniz, 2011). Quantas células existirao na décima
geracao? E na vigésima?

Resolucao:
Na 10* Condigao inicial: z; =120, C=2 e n=10.

r,=C"1la, < 1,=2"1120=2°2335=21235 «—

Na 20* Condicao inicial: 1 =120, C=2 e n =20,
z,=C" 1o, <= 190=2%"1120=2Y2335=2%235 <«—

Too = 222.3.5

2. Analises quimicas mostram que substancias radioativas decaem exponenciamente.
Um determinado percentual da massa se desintegra em uma unidade de tempo; o
tempo que leva para metade da massa decair é chamado de meia-vida.

Embora nao seja radioativo, o mercirio metélico presente na lampada fluorescente
na forma gasosa é uma substancia toxica aos seres humanos e ao meio ambiente.
Considerando )y como sendo a quantidade inicial de merctirio no ambiente de meia-
vida, aproximadamente, de 2 meses, podemos determinar a quantidade @, rema-
nescente a cada periodo de dois meses. Assim, dado @)y, a quantidade inicial e n

um numero natural par, usando um processo recursivo, podemos escrever:
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Q2 = 5@
1
Q4= 5@2
1
Qe = 5@4
1
Qn - §Qn—2
Veja que estas contas recaem em 1.2, onde C' = 3 e n—1=—

Solucao: @, = (%) Qo.

. Num processo de engenharia genética, usam-se duas células de uma mesma geragao
para se obter uma nova célula. Sabendo que numa cultura experimental existem
2.024 células, quantas deverao existir apds ser aplicado o procedimento 5 vezes,
sucessivamente.
Resolucao:
Condigao inicial. Se observado que gy = 2024,

2024 3 3

= T 12024 = 22024 = 2y
g1 5 + 5 2907

_o 338\ (3
=5 TH=50=515%)=(5) 9

Note que estas ocorréncias recaem em 1.2 onde C' =

3 (5+1)-1 3
T, =C"la, <= 5= (—) 2024 = (5) .2024.

e n=>5+1.

ol w

2

5
Portanto no 5° procedimento havera (5) .2024 células na cultura.

. A Torre de Handi com 3 hastes: Considere ja conhecido e razoavelmente difundido
entre as brincadeiras matematicas.

O jogo tem por objetivo transferir a pilha de discos para uma outra haste, deslocando
um disco de cada vez, de modo que, a cada passo, nenhum disco esteja sobre um

outro de didmetro menor. Qual o nimero minimo de jogadas(.J,,) para n discos onde

n € N?

31



A B c

Figura 4.1: Hastes

Considere as hastes A, B e C, com os discos inicialmente na haste A; Para n = 1,
obtem-se uma jogada, pra haste A ou B. J; = 1; Para n = 2, retire o primeiro
disco colocando-o numa das hastes. Suponha que seja haste B, entao, coloque o
segundo disco, o maior, na haste C, e em seguida o disco da haste B para a C.
Resolvido esta situacao com 3 jogas, ou ainda, J, = 2J; +1 = 2.1 +1 = 3; Para
n = 3, primeiro disco para uma das hastes, que seja a B, jogada 1, o segundo disco
para haste C, jogada 2, o primeiro disco da haste B mova para a C, jogada 3, o
ultimo disco, da haste A para a B, jogada 4, o disco menor da haste C para a A,
jogada 5, o disco intermediario da haste C em cima do maior que estd na haste B,
jogada 6, e por ultimo o menor disco que esta na haste A para a haste B. Problema
resolvido. J3 =2J5+1=2.3+1= 7. Ou seja, a jogada posterior(.J,,) é o dobro da
jogada anterior(.J,) somada a uma jogada. Sendo assim, uma recorréncia da forma
Jp=2Jp1+ 1.

Resolucao:

Conforme equacdo 1.2, a solucdo particular de J, .1 = 2J, é a, = 2" '

Entao,

Jp = Qpyp = J,=2""ly, = Jnr1 = 2"Ypi1.

Aplicando o teorema 4,

Jpt1=2J,+1 =

21 =22y 41 = 2y =2" 4+ 1 = Y =y + 27"

Sendo f(n) =2"" e xzi=ay <+ 1=2% = y =1

n—1 n—1
Yo =yt fR)=1+> 27F=
k=1 k=1
=1+ @2 4224273 4. 42 (2 L o-(n))

No parénteses, uma soma de PG com a; =2"' e ¢=27"

Assim,
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P

e a solucao sera

21=n 1
yn:1+<21 ):1—1(21"—1):2—21”.

Jp = apyp, = Jy,=2""102-2'"") —

J,=2"—-1 vV neN.

Até aqui, foi determinado uma fémula fechada para esta contagem,.J,.
Vejamos se esta formula encontrada é valida para a equagao de recorréncia.

Facamos a demonstracao por inducao finita.

(i) Paran=1; J; =2' —1=2—-1=1 ok.

(ii) Se por hipédtese J, = 2" — 1 é vélida para todo n € N, entao serd valida para
n+ 1 Veja; Jyo =20, +1 222" — 1) + 1= 2" 4241 = 2nFL,

O que confirma a veracidade da férmula encontrada.

5. Determine o nimero maximo de regioes em que n circulos podem dividir o plano.

Resolucao:

Inicialmente, tomaremos x, como sendo o nimero maximo de regidoes em que n
circulos podem dividir o plano. Veja que um circulo divide o plano em duas regioes,
ou seja, 1 = 2. Se tracarmos mais um circulo, de modo que gere uma quantidade
maxima de regioes, veremos que esta ocorréncia gera mais duas novas regioes, ou
seja, ro = x1 + 2.1 = 4. Continuando o processo, tracando-se mais um circulo nas
mesmas condi¢oes do enunciado, veremos que este gera mais quatro novas regioes,
ou seja, r3 = x9+ 2.2 = 8. Assim, quando tragarmos o circulo n+ 1, este intersecta,
os n circulos ja existentes, em 2n pontos, gerando 2n novas regioes. E assim, ficando
caracterizado recurssivamente a maneira de contar a quantidade méxima de regioes,
Tpi1 = Tp+2n com x; = 2.Veja que é o caso da recorréncia anterior onde, f(n) = 2n

e r1 = 2, logo,

n—1 n—1
tn=a+ Y fR) =2+ 2k =2+2+446+..+2n—1)=
k=1 k=1
—1
2+2(1+2+3+...+(n—1))—2+2w—2+n2—n—n2—n+2.
Portanto  x, = n® —n + 2, V. neN-{0}.

6. Resolva =, = 2z, + 1, sendo que z; = 2.
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Resolucao:

Para a equacdo x,,1 = 22, a solucao é dada pela equacao 1.2. Solucdo a, = 2"
Do teorema 4:

T, = 2" 1y, — Tni1 = 2"Ypa1, substituindo estes resultados na equacao
principal, temos

21 = 22" 1y, 4+ 1 = 2 =2"y,+1 = Ypr = Yn+27"
Calculando v,

n=2"y = 2= = y=2

O que recai em 1.3.

n—1
Y = Y1 + Zf(k), onde f(n)=27".
k=1
Esta solucao particular fica:
U=y +27+272 42704 270N
— 2 + 2—1 (2_1)n_1 - 1
Yn = o1 —
Y, =2—2"" 41 = yp =3 — 217"
Solugao final:

T, = 2" 1y, = T, = 2" 13 -2 = T, =321 — 1.

. A recorréncia de Fibonacci: Quantos pares de coelhos nascem ao longo de um ano,
a partir de um par inicial? Consideragoes, todos os meses cada par de coelhos da a
luz a um novo par de coelhos, que é fértil a partir do segundo més e considerando

ainda que nao ha mortes durante o processo.

- Més 1: 1 casal,;

- Més 2: 1 casal,;

- Meés 3: 2 casais. O anterior e o que nasceu;

- Meés 4: 3 casais. Os anteriores, 2, e outro nascido, 1, casal do primeiro casal;
- Meés 5: 5 casais. Os anteriores, 3, outro nascido do primeiro casal e mais um

nascido do segundo casal;

- Més n: 7 casais. Os anteriores, e outro casal do primeiro casal,

Veja como se segue numa tabela:
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Tabela 4.1: Nascimento de coelhos.
Més N° casais més anterior N° casais més recém-nascidos Total

1° 0 1 1
20 1 0 1
20 1 1 2
3° 2 1 3
40 3 2 5
50 5 3 8
n? anterior anterior ao anterior soma

ou seja, por observacao, o mes seguinte ¢ o meés anterior somado ao mes anterior
do anterior. Se atribuido F,, como a quantidade de coelhos daquele periodo, entao
Foio=F,1+ F, com I} = F;, = 1. E, assim, a famosa férmula de Fibonacci.
Observe que esta recorréncia é de 2 ordem, de forma que sua resolucao sera pelo
Teorema 5. Resolugao:

Fn+2:Fn+1+Fn < Fn+2_Fn+1_Fn:O

Polinémio caracteristico A2 — A — 1 = 0, resolvendo a equacio do 2° grau, obtemos
1++/5 N V5
2 ? 2
Dessa forma, a solucao geral é

a, = 01>\§L + CQ)\S - a, = 01<

A1

2
Calculando C e (5 ja. Por conveniéncia, com ag = Fy =1ea; = Fy, = 1:

ao = cl.<1+2\/3>0+02.(1 _Qﬁ)o _1

ar = 01(”2\/5)1 +02.(1 _2\/5>1 _1

Resolvendo este sistema se obtém:
5+5 5—+/5
= e 02 = .
10 10
E por fim, a solucao do problema:
oo (BB (14VEN" (5= VEY (1-V5)"
" 10 )\ 2 10 )\ 2 '
Por curiosidade, observe que apesar de C; e Cy nao serem naturais, a, € natural

VneN.

1 +2\/5>”+C2'(1 - \/5)”

Ch

. Suponha, a torcida do Corintians migra 10% ao més para a torcida do sao paulo.
A torcida do Sao Paulo 20% ao meés para a torcida corintiana. Sabendo que inicial-

mente a torcida dos dois times respectivamente sao de x; e y; de pessoas. Descreva
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a funcao fechada desta relacao.

Seja respectivamente .1 e y,+1 a quantidade de torcedores corintianos e saopau-
linos do més sequinte;

Veja que os torcedores corintianos do més seguinte serao x,.1 = 0,92, + 0,2y, e

saopaulinos y,.1 = 0,8z, + 0, ly,. Ou seja, caso este que recai no teorema 5
Tpe1 = 0,92, + 0, 2y,
,com xy ey, €N.
Yn+1 = 0,8z, + 0, 1y,
a=0,90=0,2,¢c=0,8ed=0,1.

0,9+# —0,1¢0,9.0,1+#0,2.0,8.
p=1(0,9+0,1)=1#0eq=(0,9.0,1-0,2.0,8) =—0,07 #0
Tpio — (0,940, 1)z,1 +(0,9.0,1-0,2.0,8)z, =0 <=
Tpto — Tpy1 — 0,72, = 0.

Que pode ser resolvido pelo teorema 5,
5—4v2 k- 42
_— 9= ———.

Polinémio caracteristico A>*—A—0, 7 = 0 com solucdo \; = 10 0

Encontrando as constantes C e Cs:

5—&-4\/5_ . 2
a7 (EHE-09) 02

C) = = >
Al()‘2 - )\1) 5—42 [5+4\/§ _ (5—4@)}
10 10 10
o —20z1 — 30v2x1 + 40y, + 25V 21,
e 28 ‘
0,2y — (=02 0,9
byl . ()\1 o G)ilfl , 41 ( 10 ’ x
Cy = = —.
)‘2()‘2 - )‘1) 544+/2 {5+4\/§ N (5—4@)}
10 10 10
c 40y, — 2021 4+ 30v/2x; — 2521,
2 p— .

28

Calculando y,,,
 Tpp1 — 0,92, 10xp41 — 92,
n = 0,2 2 -
= CIAN(=2—2V2) + Co\j (=2 +2V2) =

e (#)?—2 —2V2) + O,y (#)n(—z +2V2).

5—4v2\" 5+ 4v2\"
Solucao do sistema x,, = C (1—0\/_) + Cs (+1—0\/_> e

Yy = C1 (5_1—4(?/5)71(—2 —2V2) + Cy (#)n(—z +2V2).
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Use (' e C5 encontrados para descrever a solucao explicitamente por completo.

Ou podemos resolver este problema pelo teorema 10 e 11.

Tpe1 = 0,92, + 0, 2y, Tpil 0,9 0,2 Tn
— e
Yn+1 = Oa Sx’n + Oa 1% Yn+1 07 8 07 1 Yn
n—1
Tn 0, 9 0, 2 T

Pelo teorema 10: =
yn 07 8 07 1 ?/1

Calculando os autovalores:

0,9— X\
det(A— X)) =0 <= det =
0,8 0,1—X
—2N)(0,1—=X)—0,16 = L S
(0,9 )(0, )—0,16=0 <= 100 0.
i 5—4v2 5+4v2
SOIUQOGSI )\1 = T e )\2 = 1—0

Gerando os autovetores associados a estes autovalores:

5—4v2
A = —\/— para o vy = (ki, 2z1):
10
_ 5_ 43 i
o= (7)o S =
5—4v2 B
0,8 01— —= 21 0
_ , 1= (57 |
[ (22 +2 _
( i) > 072 kl = 0 —
0,8 2v2 -2 2 0
i 5 -
)
2v/2 +2 2
(T)kl 1—021—0 .
S b+ 2v2 -2 =0
| 0T T )T
—(=2=2V2)k; = v =(1,-2—2V2).
4+/2
Ay = u para o vy = (ko, 29):
10
4
0,9 — M 0.2
10 ’ ko B 0 —
0,8 0,1—(#) 2 0
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[ (222

L (2 2l -
( (2—2f> 1_022_0

S (220

m=02V2-2k, = wvy=(1,2v2-2).

E assim encontra-se a matriz P = [v;  vg]

1 1
"= [(22\/5) (2\/52)}

Calculando P~ !.
Sera usado o método da matriz P, com a matriz identidade I a direita, escalonado,

COImo se segue:

—V2+2 V2
1 1 10 VO —F— —%
-
(—2-2v2) (2v2-2)|0 1 o 1] Y22 V2
4 8
2-v2 V2
Assim P! = 4 8
242 V2
4 8
Usando o corolario 1:
Ty T
=ppipt | | =
yn yl

[ 1 1 ] e
(

—2-2v2) (2v2-2) 0 (5+4\/§>"1

10
2-v2 V2
4 8 N
2+v2 V2 [ o ]
4 8 1 -
) (5 —éﬁ)" (5 +1éﬁ)
) (— 2—2\/_)(5 é\/_)n 1 (5+1§\/§>n_1(2\/§—2)
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S

2 —
4
+
4

(—10— 15\/§> (5 —4\/§>"+ (15\/5— 10> (5+4\/§>”

x

\)

5
Sl

n

|

14 10 14 10

<40+25\/§) (5 _4\/§>n+ (40 — 25\/§> <5+4\/§)”

28 10 28 10

<40+25\/§) <5 _4\/§>n+ (40 — 25\/§> <5+4\/§)”

7 10 7 10
(—65\/_—90> (5—4\/5)"+<—90+65\/§> (5+4\/§>” "
14 10 14 10
Resolvendo os calculos, resulta em:

—30v2z1 — 2021 + 40y; + 25201\ (5 — 4v2\"
T 28 10 +

Un (—30\/§x1 — 209312; 40y; + 25\/_21/1) <5 —;é\/i) (L2 9v)+

28 10

40y, — 20 304221 — 254/2 54+ 44/2\"
( Y1 T+ 28\/_9131 \/—Z/l)( —l—lo\/_) (_2+2\/§)

X1

Note que estao determinados C; e Cj.

9. Vejamos uma possivel solugao fechada para o problema da recorréncia dos niimeros
poligonais, deduzido conforme Rosa (2017), onde se deduz a equagao de recorréncia
ap = 3ap_1 — 3ap_2 + QAp—3-

Resolucao:
Vejamos uma equivaléncia a formula dada.
ap = 3ap—1 — 3p_3 + Gp_3 <~ an43 = 3an+2 - 3an+1 + ay.

Conforme teorema 15:

An+2 = Yn+1
S€ An4+2 = Yn+1 - Ap+43 = Yn+2 - ;
Yn42 = 3yn+1 - 3an+1 +an

S€ Ap41 = kn € Ynt+1 = (2 — Qpy2 = kn—i—l € Ynt2 = tn+1 —
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Any1 = kn

Ynt1 =ty N
kni1=tn

tni1 = 3t, — 3k, + a, \
wal oo 1 0l]a,
b | |00 0 1]
ko | oo o 1|k
s | 10 -3 3| ¢

ni1 = 0ay + Oy + kn + Ot
Yn+1 = Oa,, + 0y, + Ok, + 1,
kn+1 = Oa, + 0y, + Ok, + 1,
thi1 = an + 0y, — 3k, + 3,

n, 00 1
Yn 00 0
ky, 00 O
tn 1 0 =3

a1
Y
ki
131

Note que este sistema possui uma linha identica a outra, ou seja, é uma sistema li-
nearmente dependente(LD).

Determinando os autovalores para a matriz encontrada,

00 1 O

00 0 1 _
A= . através de (A — \)v =0.

00 0 1

10 -3 3

0—A 0 1 0 0

0 0-x 0 1 0 PR

= S AN =3V H3IN-A=0 =

0 0 0—-X 1 0

1 0 -3 3-A 0

AM=0, ==\ =1

Determinando os respectivos autovetores:

Para \; = 0 = v, = (21, 29, 23, 24, ).

00 1 0 21 0
00 0 1 2 0
e — Z4 = O, zZ3 = 0
00 0 1 23 0
1 0 -3 3 Z4 0

Da 4% linha, z3 e z4 determinados, entao z; = 0. E por final 2z, € R.

Portanto v; = (0, 29, 0,0). Se 2o =1 = v; =(0, 1,0, 0).

Para Ao = A3 = My = 1 = vy = v3 = vy = (a1, X2, T3, Ty).
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-1 0 1 0 X 0
0O -1 0 1 To 0
0o 0 -11 T3 0
1 0 -3 2 T4 0
-1 0 1 0]0
0 -1 0 1|0
Resolvendo por escalonamento
0 0 -1 1|0
1 0 =3 20
1 00 —-1/0
010 —1]0
chegamos em
001 —1]0
000 010

o que nos leva a: 1 = x4, To =Ty, € T3 =124
e assim, v = v3 = vy = (T4, Ty, Tq, Tq,) T4 € R.
Portanto, se 24, =1 = vy =v3=0v,= (1,1, 1, 1).

Dessa forma podemos escrever P = [v; vy w3 vy

0111

1111
P =

01 11

0111

Ao tentarmos encontrar P~ vemos que o det P = 0, fato que garante que P~' ndo

exite. E sendo assim, podemos dizer que esta recorréncia nao possui uma solugao

fechada.
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Consideracoes finais

Neste trabalho é apresentada as resolugoes usuais das recorréncias lineares vis-
tas na maioria dos livros e trabalhos sobre o assunto, e que por consequente, resolucoes
de sistemas de equacoes de recorréncias lineares, onde podemos apresentar alguns teo-
remas pelos quais podemos resolver, por consequéncia, equagoes de recorréncias lineares
de ordem m, através de relacionamento entre as equacoes de recorréncias lineares com
sistemas de equagoes de recorréncias lineares onde neste universo das matrizes, podendo
assim obtermos através das propriedades de matrizes uma possivel solucao da recorréncia
dada.

Assim, dada a equacao de recorréncia de ordem m, reescrevemos esta equacao
para um sistemas de equagoes usando os teoremas elaborados e generalizados do capitulo 2,
e caso a matriz A gerada do sistema for diagonizavel, podemos apresentar explicitamente

a solucao fechada da equacao de recorréncia linear de ordem m.
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