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Resumo: Neste trabalho discorremos sobre conjuntos discretos e funcoes de varidveis discre-
tas, ou seja, funcoes definidas em conjuntos discretos. Apresentamos definicoes e exemplos
no estudo de funcoes de varidveis discretas e na classificacao de um conjunto discreto em
regularmente espacado ou nao regularmente espacado. Apresentamos também exemplos de
aplicagoes, como no estudo de sequéncias recorrentes, reticulados, equacoes diofantinas, re-
presentacao visual de fungoes usando ferramentas computacionais, o uso de transformadas
discretas no processamento de sinais digitais e uma proposta de atividade para o Ensino
Médio.

Palavras-chave: Varidvel Discreta. Func¢oes. Computacao

Abstract: In this work we discuss textit discrete sets and functions of textit discrete vari-
ables, that is, functions defined in textit discrete sets. We present definitions and examples
in the study of functions of discrete variables and in the classification of a discrete set in re-
gularly spaced or not regularly spaced. We also present examples of applications such as the
study of recurrent sequences, lattice, diophantine equations, visual representation of functi-
ons using computational tools, the use of discrete transform in the digital signal processing
and a proposal of activity for High School.
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1 Introducao

A matematica discreta nao é um ramo da matematica, como a algebra e a geometria, mas
sim a parte da matematica que tem como objeto de estudo as estruturas discretas, ou seja, as
propriedades de conjuntos discretos e as relagoes entre conjuntos discretos e entre elementos
de um conjunto discreto ou ainda de um conjunto discreto obtido por amostragem de um
conjunto continuo. A matemaéatica discreta, além da importancia intrinseca & matematica,
vem adquirindo importancia para outras ciéncias com o avango do uso de ferramentas com-
putacionais, ja que o computador trabalha de modo discreto para representar situagoes, na
maioria das vezes, de variaveis continuas.
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Entretanto, conforme Stewart([1]), o uso de ferramentas computacionais para tragar o
grafico de uma funcao nao diminui a importancia de se entender os conceitos por tras da
representacao grafica. Deve-se sempre ter a clareza se o objeto que estamos representando é
discreto, ou se é um objeto obtido por amostragem de um continuo, assim como é importante
saber transitar entre as varias maneiras de representar um mesmo objeto.

No ensino de matematica na educacao bésica, muitas vezes ha uma tendéncia em disso-
ciar a matematica discreta da “matematica continua”, ou seja, da matematica que estuda o
conjunto dos nimeros reais e as funcoes nele definidas, ao invés da interacao entre as par-
tes. Por exemplo, o ensino de sequéncias, em especial progressoes aritméticas e progressoes
geométricas, dissociado do ensino de fungoes ou explicar sobre a origem dos nimeros usando
apenas a ideia de contagem([2]). Acreditamos que a interacdo entre discreto e continuo é
possivel e benéfica ao ensino de matematica.

Neste trabalho estudamos as fungoes definidas em dominio discreto, procurando conexoes
com a “matematica continua”’, especialmente no que tange a representacao visual de funcoes
usando ferramentas computacionais.

Na secao 2 diferenciamos os conceitos de discretude e continuidade, definindo conjunto
continuo e conjunto discreto através de exemplos e definigoes de conceitos basicos como
densidade, pontos isolados e enumerabilidade.

Na secao 3 temos exemplos de algumas funcoes de variaveis discretas, como as sequéncias
recorrentes, os reticulados, que tem dentre as aplicacoes a analise de problemas de empa-
cotamento, as equacoes diofantinas lineares de duas varidveis e a transformada discreta de
Fourier, que tem uma interessante aplicacdo no processamento de sinais digitais. Os graficos
dessa segao foram construidos usando o Geogebra, com excecao do exemplo da transformada
discreta de Fourier em que usamos o Octave.

Na secao 4 procuramos mostrar o estreito vinculo da matematica discreta com a computa-
¢ao, através de exemplos de plotagem de graficos usando como ferramenta o Yag e deixamos
uma proposta de atividade para o Ensino Médio.

2 Discreto versus Continuo

A matemética elabora modelos para analisar e resolver problemas da vida real, de outras
ciéncias ou ainda intrinsecos & matematica. No processo de construcao de um modelo, as
informagoes obtidas ou supostas sao expressas em linguagem matematica para que possam
servir de parametro para descricao e compreensao do problema. Em uma expressao mate-
maética usamos simbolos e letras para representar as operacoes e as variaveis envolvidas. As
variaveis podem ser quantitativas ou qualitativas. Uma varidvel quantitativa pode ser con-
tinua ou discreta. Mas, o que significa uma varidvel ser continua ou ser discreta? Quando
usar uma ou outra?

De acordo com o dicionério da lingua portuguesa ([3]), a etimologia da palavra continuo
vem do latim continuus e significa ininterrupto. Ja a etimologia da palavra discreto, também
vem do latim discretus e significa separado, posto a parte. Existe um outro sentido na lingua
portuguesa para a palavra discreto, bem mais utilizado no dia a dia, que é o adjetivo cujo
significado é prudente; reservado, circunspecto; que se comporta de maneira comedida, mas,
nao ¢é esse o sentido utilizado pela matematica e sim o original do latim de ’separado’, posto
a parte. E no caso da palavra continuo em matemaética, o sentido é mesmo de ininterrupto.
Tentaremos diferenciar os conceitos de continuo e discreto nos exemplos abaixo.
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Exemplo 2.1 Quantos alunos estao matriculadas na turma 3A do Ensino Médio da Fscola
X? Observe que a resposta a essa pergunta resulta de uma contagem, por exemplo, 32 ou
33 alunos (mas nao podem ser 32,4 alunos). Neste caso, a varidvel "nimero de alunos'"é
discreta.

Exemplo 2.2 O tempo é uma varidvel continua, ininterrupta, pois sabemos que o tempo
nao pdra. Entretanto, a marcagcao do tempo por um relogio digital nao € feita de modo
continuo. Um reldgio digital em cujo visor aparece apenas as horas, 0s minutos e 0s sequndos,
salta abruptamente de 10:25:40 (dez horas, vinte e cinco minutos e quarenta sequndos) para
10:25:41 (dez horas, vinte e cinco minutos e quarenta e um sequndos) e depois para 10:25:42 e
assim sucessivamente. Ou seja, nao hd tempo algum entre, por exemplo, 10:25:40 e 10:25:41
para esse relogio digital. Neste sentido, podemos dizer que a varidvel "tempo"é continua
enquanto a varidvel "marcacao do reldgio”é discreta.

Exemplo 2.3 A meia-vida de determinado farmaco € de 3 horas. Supondo que as 8 horas
a concentragao desse farmaco no plasma seja igual a 100 meg/mL, qual das duas situagoes
acontece?

1. De 8 horas até 11 horas a concentracdo do farmaco permanece constante no sangue e
as 11 horas, abruptamente, a concentracao abaiza para 50 meg/mL ou

2. De 8 horas até 11 horas a concentrag¢ao do farmaco diminui gradativamente no sangue
e as 11 horas a concentracao estd em 50 meg/mL.

O leitor deve ter percebido que a situacao plausivel € a sequnda o que nos mostra que a
concentracao plasmdtica nao € um exemplo de varidvel discreta e sim de varidvel continua.

Precisaremos de algumas defini¢oes, antes de formalizarmos melhor os conceitos matema-
ticos de Discreto e Continuo.

Defini¢ao 2.1 (Bola aberta) Dados o ponto a € R™ e o nimero real positivo J, a bola
aberta de centro a e raio 6 € o conjunto dos pontos x € R"™ cuja distdncia ao ponto a €
estritamente menor que o, denotado por

B(a,0) ={z eR": ||z —a|] <d}.

Defini¢ao 2.2 (Densidade de um conjunto em R) Um conjunto X C R ¢ denso em R
se para todo ponto a € X e para qualquer nimero real positivo 6, tivermos

B(a,6) NX # {a}.

Decorre da definicao acima, que se X C R é denso em R, entre quaisquer dois elementos
a,b e X, com a < b, sempre existe um terceiro elemento r € X tal que a < r < b.

Observe que Z nao é denso em R, pois B(2,1) N Z = {2}, ou seja, entre os inteiros 2 e
3(ou entre 1 e 2) ndo existe nenhum outro inteiro. Ja o conjunto Q dos nimeros racionais
¢ denso em R, pois entre quaisquer a,b € QQ sempre existe r € Q tal que a < r < b. Basta
tomar r = “7“’, por exemplo.

Convém agora perguntar: “Se um conjunto X C R é denso em R e a,b € X, podemos
afirmar que se o niimero real ¢ é tal que a < ¢ < b, entao c € X77”

Defini¢ao 2.3 (Lacunas de um conjunto em R) Dados o ponto x € X C R e o nimero
real positivo 0, se existir | € B(x,0) tal que | ¢ B(x,0) N X, dizemos que o nimero real | é
uma lacuna de X em R.
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O conjunto Q, por exemplo, apesar de denso, possui lacunas: nem todos os pontos per-
tencentes a B(1,41, 0,01) sdo ntimeros racionais ja que 1,41 < /2 < 1,42 e /2 nio é racional.
Portanto v/2 é uma lacuna de Q em R.

Defini¢ao 2.4 (Conjunto Continuo) Um conjunto X C R é dito continuo se
e X ¢ denso;
e X nao possut lacunas.
Portanto, R é continuo, mas, Q nao é continuo, ja que possui lacunas.
Defini¢ao 2.5 (Ponto isolado) Seja X C R™. Se existe § € R, com ¢ > 0, tal que
B(a,0) N X = {a},

dizemos que a € um ponto isolado de X.

Consideremos um conjunto X C R?, representado geometricamente abaixo, formado pelos
pontos sobre a linha poligonal AK e os pontos L, M, N,O,P,Q,R e S.

Figura 1: Exemplos de ponto isolado: O e P

Observe que existe um real positivo  tal que B(0,0) N X = {O} e B(P,0) N X = {P}.
Mas nao existe um real positivo § tal que B(A,§) N X = {A}. Portanto, os pontos O e P sao
pontos isolados de X, mas A nao é um ponto isolado de X.

Definicao 2.6 (Conjunto discreto) Se todos os elementos de X C R™ sao pontos isolados
de X, dizemos que X € um conjunto discreto.

Os conjuntos N = {1,2,3,4, --- }, dos naturais e Z, dos inteiros, sao exemplos de conjuntos
discretos.

Nos proximos exemplos e defini¢oes, veremos a relagao entre discretude e enumerabilidade
de conjuntos.
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Defini¢ao 2.7 (Conjunto Enumerdvel) Dizemos que um conjunto é enumerdvel quando
é finito, isto €, quando possui bijecio com I, = {x € N: 1 <z <n, para algum n € N}, ou
quando possui a mesma cardinalidade de N, ou seja, quando puder ser colocado em bijecao
com N.

Neste trabalho sempre que referirmos a um conjunto enumeravel infinito, o chamare-
mos simplesmente de conjunto enumeravel e a um conjunto enumeravel finito, chamaremos
conjunto finito.

O conjunto Z é enumeréavel. De fato, a funcao f: N — Z, definida por

1—n

, sen impar
f(n) =

, se n par

|3

¢ bijetiva.

Agora, considere m € Z. O produto cartesiano {m} x Z também é enumeravel. De fato,
a func¢ao g que leva o par ordenado (m,x), com = € Z, em um inteiro m+ z, é bijetiva. Logo,
{m} X Z é enumeréavel.

Se X e Y sao dois conjuntos finitos, sabemos que XUY é finito com cardinalidade igual a

card(X) + card(Y) — card(XNY).

Mas o que dizer da cardinalidade da uniao de conjuntos enumeraveis?
Consideremos um conjunto U formado pela uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis

XI’XQ "’7Xn7

Como os conjuntos X,,, sao enumeraveis, podemos dispor os elementos de cada X,, em uma
sequéncia (L1, Tm2, > Tmn, -+ ), onde T, é o n-ésimo termo do Conjunto X,,, ou seja,
em ,,, o indice m denota a posicao do conjunto em U e o indice n denota a posicao do
elemento no conjunto X,,.

Abaixo distribuimos os elementos de U, de forma que

e 0s elementos de X; fiquem dispostos sequencialmente na linha 1, com z1; posicionado
na coluna 1,

e 0s elementos de X, fiquem dispostos sequencialmente na linha 2, com 9, posicionado
na coluna 2,

e 0s elementos de X, fiquem dispostos sequencialmente na linha m, com z,,; posicionado
na coluna m e

e em cada coluna fiquem dispostos sequencialmente elementos de U com o mesmo so-
matorio de indices, por exemplo, os elementos 3, T99 € x3; pertencem a uma mesma
coluna na disposicao abaixo.
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Ti1 — T12 Z13 Z14 15 16
~ 4 S 1 \ \
T21 T22 T23 T4 T25
N S ! !
T31 T32 I33 T34
~ 4 S \ ’
T41 Ty2 Ty3
~ LS
Ts1 T52
~

onde a seta " indica para ir para o elemento da primeira linha da proxima coluna.
Construindo uma tabela relacionando a posicao dos elementos de X; em U,

’ Elemento \ Posicao em X, \ Posicao em U ‘

T11 1 1
T12 2 2
13 3 4
Ty 4 7
T15 5 11
T1k k ag

verificamos, usando técnica de recorréncia linear(veja o exemplo [3.6)), que um elemento

: . kK*—k+2
de posicao k£ em X;, tem posicao — S em U.
2
. . . n n
Consideremos entao a sequéncia (a,)nen, com termo geral a, = 33 + 1.

A partir dos termos de a,, podemos representar o conjunto dos naturais como

N = {al,ag,&g—i—l,CL3,G3+1,&3+2,G4,G4+1,a4+2,a4+3, T
ak,ak+1,ak—|—2, ---,ak+(k3—1), }
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Como a funcao f: N — U, definida por

(al = 11,
(g — T12,
as + 11— x21,
a3 — 13,
as + 1+— T922,
as+ 2 — x31,

Qg4 —> T14,
ag — T1k,
ap + 1 — xa41),

ap + 2 — T3(k—2);

ap + (k—1) — a1

.-

¢ bijetiva, concluimos que U, a uniao enumerével de conjuntos enumeraveis, ¢ um conjunto
enumeravel. Podemos ainda concluir que se Y C U, Y é enumeravel([4]).

Em particular, o conjunto Z?, uniao dos produtos cartesianos {m} x Z, com m percorrendo
7, &€ enumeravel.

Vimos que QQ é denso, mas nao é continuo. Vamos mostrar agora que QQ é enumeravel.
Consideremos o conjunto W = {(a,b) € Z* : b > 0e mdc(a,b) = 1}. Como W é um
subconjunto de Z?, W é enumeravel. A fungao f : W — Q, definida por f(a,b) = 24

b
bijetiva. Portanto, Q é enumeravel.

Teorema 2.1 Todo conjunto X C R discreto é enumerdvel.
Demonstracao: Se um conjunto discreto € finito, nao hd o que demonstrar.

Consideremos entao um conjunto discreto infinito X C R e & a menor distancia entre dois
elementos quaisquer de X.

ey
menor distancia(d)

Figura 2: 8 (x,g) ,comx € X

J J J
B <x,§> NR = <x—§,x> U [m,x+§>

Observe que
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e como X € formado por pontos isolados,

3 (w2) 02 (o)

Mas Q € denso em R. Entao para cada x € X firemos um racional q, tal que x < q, < x4+ g.
Vamos considerar a funcao f: X — Q, definida por f(x) = q, e dois elementos, a e b, de X|
com a < b.

As expressoes f(a) = q, ea < q, < a+ g sao equivalentes, assim como a desigqualdade
a < b implica que existe um € > ¢ tal que b= a + €.

Somando € o desigualdade a < g, < a + g, temos

)
a+€§qa—0—€<a+8+§,

substituindo a + € por b,

0
bgqa+€<b—|—§.

Suponhamos, por absurdo, que q, = q,. Entao

o
bgqb+5<b—|—§,

o que implica que € < %, 0 que € um absurdo, jd que € > 9. Absurdo. Logo qy, # q., ou seja,

f € injetiva e devemos ter
card(X) < card(Q) = card(N).

Portanto X ¢ enumerdvel. O

Os conjuntos N, Z, Q@ e R sao todos infinitos. J& vimos nos exemplos anteriores que
Q e R sao densos em R, mas Q possui lacunas. Portanto dos conjuntos aqui analisados, s6
R é continuo. Salientamos que ser denso é condicao necessaria, mas nao suficiente, para ser
continuo.

Importante ressaltar também que ser discreto é uma condicao suficiente, mas nao
necessaria, para ser enumeravel. Os conjuntos N e Z sao enumeraveis e discretos, mas Q
¢ enumeravel e nao é discreto, ja que é denso em R.

Ainda quanto a enumerabilidade, R é nao-enumeravel, pois qualquer que seja a funcao
injetiva f : N — R sempre sobrard y € R tal que y # f(n). Ou seja, nenhuma funcao
f: N — R é sobrejetiva, logo nao ¢ possivel bijecao entre N e R.

Observe também que discreto e finito nao sao sindénimos. O conjunto Z, por exemplo, é
infinito e discreto. Retomando a pergunta do inicio da se¢ao, podemos agora responder que

1. Uma variavel é discreta quando assume valores em um conjunto discreto.
2. Uma variavel é continua quando assume valores em um conjunto continuo.

Na secao seguinte veremos outros exemplos de conjuntos discretos e de funcoes de variaveis
discretas.
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3 Exemplos de funcoes de variaveis discretas
Definicao 3.1 (Sequéncia) Uma sequéncia de nimeros reais é uma fungao
a:N—R ou I, - R,

que associa a cada natural n um nidmero real a,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Uma sequéncia com dominio em N € chamada sequéncia infinita e uma sequéncia com
dominio em 1,, € chamada sequéncia finita.

Usaremos as notagoes (an)nen (ou simplesmente (ay,)) e {a,} para representar, respecti-
vamente, uma sequéncia e um conjunto formado por seus termos.

Observe que {a,} ¢é finito ou existe uma bijecao entre N e {a,}. Além disso, {a,} é
formado por elementos isolados. Logo {a,} é um conjunto discreto e portanto enumeravel,
qualquer que seja a funcao a.

Exemplo 3.1 Sejam as sequéncias infinitas (a,) e (by), definidas por, respectivamente,

{ 0, sen par, { 0, sen € miltiplo de 3,
CLn - [ bn =

1, se n impar 1, caso contrdrio.

Escrevendo os termos iniciais das sequéncias
(an):<170717071707"') € (bn):<17170717170717"')7
€ facil ver que sao sequéncias diferentes, mas que seus termos formam o mesmo conjunto:

{an} = {bn} = {0, 1}.

Defini¢ao 3.2 (Operador Diferencga) Define-se para sequéncias (a,) o operador A, cha-
mado de operador diferenca, dado por Aa, = a1 — ay.

Aplicando o operador diferenca nas sequéncias do exemplo 3.1, temos
Ala,) =(-1,1,-1,1,-1,1,---) e A(b,) =(0,—1,1,0,—1,1, ---)-

Observe que A(a,) e A(b,) também sao sequéncias. Ou seja, aplicando o operador diferenga
a uma sequéncia geramos uma nova sequéncia.

Defini¢ao 3.3 (Progressdo Aritmética) Se A(a,) € constante, (a,) € uma progressao
aritmética de primeira ordem, denotada doravante por PA.

Defini¢ao 3.4 (PA de ordens superiores) Se A" (a,), m > 2, ou seja, a m-ésima aplica-
¢ao do operador diferenca, € constante e diferente de zero, (a,) é uma progressao aritmética
de ordem m, denotada doravante por PA(m).

Exemplo 3.2 A sequéncia a, = (2,4,6, ---), dos naturais pares € um exemplo de PA, pois
Aa,, = 2 para qualquer n € N.
Jd a sequéncia b, = (1,8,27,64,125,216, ---), dos cubos dos naturais é um exemplo de

PA(3). De fato, Aby) = (7,19,37,61,91,---), A2(b,) = (12,18,24,30, ---) e
A3b,, = 6 para qualquer n € N. Portanto (b,) é uma PA(3).
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3.1 Recorréncias Lineares

Definicao 3.5 (Sequéncia Recorrente) Uma sequéncia recorrente de ordem m é uma
sequéncia em que cada termo € determinado como uma fung¢ao dos m termos anteriores:

an = f(an—l,v Ap—2, ' Upn—(m—1); An—m; g(”))y
comnm €N, n > m e g uma funcao qualquer com dominio nos naturais.

Nessa subsecao, abordaremos em particular algumas recorréncias lineares homogéneas de
ordem m, isto é, sequéncias em que a,, € combinagao linear de m termos anteriores e g(n) = 0.

Exemplo 3.3 Seja uma funcao b: N — R definida recursivamente por
bn = q.bn—1, com q # 0-

Procuraremos uma férmula fechada que permita calcular b, em funcao apenas de n.
Observe que b, € uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem, ou seja, b, depende
apenas de b,_1 e g(n) =0 e verifique que a sequéncia C.q" € solugao de b,, para qualquer
C € R. De fato,
C.q"=qCq" "

Em particular, para C' =1, a sequéncia ¢" € solucao de b,.
Da solucao geral b, = C.q", precisamos determinar C. Para 1sso basta conhecer um termo
de (by). Supondo conhecido by temos

C:_a
q

o que fornece a formula
b, = b1 q" .

Portanto a recorréncia
by = q.by_1, com q#0

caracteriza a progressao geométrica de primeira ordem (PG), e tem como férmula fechada,
uma funcgao do tipo exponencial em n. Observe ainda que, para qualquer q, o conjunto {b,}
€ discreto.

A partir de agora, se um conjunto é discreto iremos classificid-lo quanto ao espagamento.

Defini¢ao 3.6 (Conjunto discreto regularmente espacado em R) Um conjunto dis-
creto X C R € reqularmente espacado se para todo v € X, a distancia de x até seus vizinhos,
ou seja, seu antecessor e seu sucessor em X, for a mesma.

Figura 3: Espacamento regular

Um exemplo de conjunto discreto regularmente espacado é o conjunto Z, dos inteiros. A
distancia entre quaisquer dois elementos consecutivos ¢ sempre 1.

Analisaremos agora se {b,}, do exemplo 3.3, é regularmente espacado. Como (b,,) é uma
PG, A(b,) ¢ uma PG de mesma razao de (b,). Se a razdo ¢ da PG for igual a 1, {b,} é um
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conjunto unitario e nao faz sentido falar em espacamento. Nos interessa entao o caso de PG
com razao q # 1.

Representando geometricamente o conjunto {b,}, como bolas T’y de centro by e raio
Aby,

TE = pEEE podemos concluir que {b,} é um conjunto discreto nao regularmente espagado,
q
pois Abg nao é constante.

Como A(by,) ¢ uma PG de mesma razio de b, os raios das bolas I'y também sio termos
de uma PG. Relacionando os raios das bolas I'y, e 'y, 1 com Abg, temos

T+ = Aby
=Tyt qry = Abk

:>7’k(q—|—1) = Abk
=T = Abk

Na figura abaixo, os centros das bolas sdao, em particular, os termos da PG b, = 2" 1.

Figura 4: Conjunto {b,} dos termos da PG

Do exemplo 3.3, sabemos ainda que a PG ¢" ¢ uma solucao particular de recorréncias
lineares homogéneas de ordem 1, da forma b, = ¢-b,_1, com g # 0- Vamos supor agora que
existe uma PG de razao A, solucao da recorréncia linear homogénea de ordem m dada por

(p, = Cllp—1 + C2Qp_2 + *++ + Cplp—m, 1 >1,
0 que equivale dizer que
N = A" AT e AT
Dividindo por \"~™, obtemos uma equagao polinomial de grau m:
AT — e AT AT e AT =),

que denominamos equagao caracteristica de a,, ([5],[6]) . Portanto, para A" ser solucao da re-
corréncia é necessario que \ seja raiz da equacao caracteristica. Além disso, se A, Ao, -+, A\,
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sao as raizes da equagao caracteristica, as sequéncias A, A5, --- , A" sao solugoes da recor-
réncia, assim como suas combinagoes lineares C1 A} + CoAy + - - + C, A%, com C; € R.
De fato, tomando duas raizes distintas da equagao caracteristica, \; e \;,

A= e AN AT e AT
A= AT AT e AT

multiplicando A} por Cy, AT por C e somando obtemos
Cl)\? + CQ)\? = Cl(Cl)\?il + CQ)\?il) + CQ(Cl)\?72 + 02)\?72) + -t Cm(Cl)\?im -+ 02)\,;,7,1)

A solucao geral de a,, € uma combinagao linear de m solugoes linearmente independentes, ([6])
onde os coeficientes C,Cs, - -+ , C,, podem ser determinados a partir de m termos conhecidos
da sequéncia.

Uma observacao importante acerca da solugao geral e que serd tutil nos dois proximos
exemplos é o caso da multiplicidade de raizes. Verifica-se que se \; é uma raiz de multiplici-
dade k, as sequéncias

A AT, AN pFTIT

sao k solugoes linearmente independentes([6]). No caso extremo, uma raiz de multiplicidade
m, a solucao geral da recorréncia linear homogénea de ordem m é a combinacao linear

m

Exemplo 3.4 Seja uma funcao a : N — R definida recursivamente por
(p = 20p_1 — Qp_3

Procuraremos uma formula fechada que permita calcular a, em funcao apenas de n.

Observe que a, € uma recorréncia linear homogénea de sequnda ordem, com equacao
caracteristica \> — 2\ +1 = 0, que tem uma raiz dupla X = 1. Entdo, a solucdo geral de a,, ¢
da forma a, = 1"(C1 4+ nC%), onde Cy e Cy sao determinados se conhecidos dois termos de
(an)-

Supondo conhecidos ay e a1, temos

= Aay = Cs, para qualquer k

ar = C1 + kCy
k11 :Cl—l-(k]—l-l)Cg

e tomando k = 1, temos a; = C1 + Cy, ou seja, C; = ay — Aa,. Portanto, de acordo com as
definicoes 3.2 e 3.3, a recorréncia

Up = 20p_1 — Ap_2

caracteriza a progressao aritmética de primeira ordem, tem como equacao caracteristica
2 .
(A—=1)" e como formula fechada

an, = (Aay)n + (a1 — Aay,),

polinémio de primeiro grau em n.
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Representando geometricamente o conjunto {a,} como bolas 'y de centro ay e raio r, =

Aak
——, pois, como Aay é uma constante, os raios das bolas I'y e 'y, sdo iguais. Portanto

2
e+ T = Aay
= 2r, = Aak
N Aak
T pr— _—
k 92 )

ou seja, {a,}, conjunto dos termos de uma PA | é um conjunto discreto regularmente espagado.
Na figura abaixo representamos geometricamente o conjunto {a,}, formado, em particular,
pelos termos de a,, = 3n — 1.

Figura 5: Conjunto discreto regularmente espacado em R

No proximo exemplo veremos que a férmula fechada de uma recorréncia linear de ordem
m+1, com m > 1, € um polindémio de grau m em n, que gera uma PA(m).

Exemplo 3.5 A solucdo geral da recorréncia

m+1

Uy, = Z (_1)k+1 (m}jl) T

k=1

de ordem m + 1, é um polindmio de grau m em n e caracteriza uma PA(m).
A equacao caracteristica de u,, €

(A—1)" =0,
que tem uma raiz real, A = 1, de multiplictdade m + 1. As m + 1 solugoes linearmente
independentes de u, sao X", nA\*, n?X*, .- n™I\* e nmA\". Como N\ = 1, a solucdo

geral
U, =C1 4+ Con + Csn® + -+ + Copun™ ' + +Cppyin™, com Chypq # 0,

€ um polinomio de grau m em n. Para determinar os coeficientes do polindmio, precisamos
conhecer m + 1 termos da sequéncia.

Precisamos mostrar agora, que u, € uma PA(m). Aplicando o operador diferenca a u,,
resulta um polindémio de grau m — 1, pois para o termo de maior grau

o+ 17" = Copan™ = oy ((7) 07+ ()2 o () (7))

Entao, se aplicarmos sucessivamente o operador diferenca, a cada operacdo, o grau do
polindomio diminut um, conforme tabelado abaizo:
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Polinomio Grau
u(n) = up, m
Aluy,) m—1

A(A(uy)) = Azr(un) (m—1)—1=m-—2
A(A%(uy)) = A%u,) | (m—2)—1=m—3

A(Am_l(unj) = A" (uy,) m = m

Logo, A™(u,), pela tabela acima, tem grau m — m, ou seja, € constante. Portanto, u,
caracteriza uma progressao aritmética de ordem m.

O conjunto {u,}, dos termos de uma PA de ordem m maior que 1, é um conjunto discreto
nao regularmente espacado, pois A(u,) ndo é constante.

Representamos abaixo o conjunto {u,}, para o caso de uma PA(2), como bolas T’y de

A Ay,
centro uy e raio r, = M Sabemos que, como (u,) ¢ uma PA(2), A(u,) ¢ uma

PA. Entao os raios das bolas nao tem medidas iguais, pois Au, ndo é constante. Portanto
{u,} é um conjunto discreto nao regularmente espagado. Relacionando os raios das bolas T’y
e ki1 com Auyg, temos

T+ = Auy
= Tp1 e = Augg
= Aug + Augy = 71+ (Tee1 + 7r-1) + 7%
=1y +2r,+re = Aup + Aug_q
Auy + Aug_q

=Ty = —4 ,

ou seja, os raios formam uma PA. A figura abaixo representa, em particular, o conjunto {u,},
2

n
dos termos de u,, = 5 + n.

Figura 6: Conjunto {u,}, dos termos da PA(2): discreto nao regularmente espagado

O proximo exemplo mostra uma técnica para descobrir formula fechada de uma PA(m),
dados os termos iniciais.

Exemplo 3.6 Seja a sequéncia infinita (a,), cujos termos iniciais sao 1,2,4,7,11,16, nessa
ordem. Queremos uma formula fechada para (ay,).

Aplicando o operador diferenca na sequéncia, temos A(ay,) = (1,2,3,4,5, -++) e A%(a,) =
(1,1,1, --+), o que mostra que (a,), € uma PA(2) e tem como férmula fechada o polinémio
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C1 + Cyn + Csn?. Como conhecemos termos suficientes para calcular os coeficientes do po-
linémio, temos

ap=01+0C+C5=1

as =C1+205+4C3 =2

CL3201+302+903I4

n2
2

ou seja, a formula fechada de (a,) é + 1.

|3

3.2 Reticulados

Nesta e nas proximas subsecoes vamos definir e exemplificar conjuntos discretos em R” e
funcoées com dominio nesses conjunto, enfatizando n = 2.

Definicao 3.7 Sejam B = {uy, us, -+, upn} um conjunto linearmente independente de
vetores do R™ e a = {ay, ag, -+, ap} € Z", com m < n.

Definindo uma fungao f 1 Z™ — R™ por f(a) = ajus + agug + -+ + @y, oblemos
A = f(Z™), que é um Conjunto Discreto no subespago de dimensao m em R™, chamado de
Reticulado m-dimensional em R™. O conjunto 5 € chamado de base de A.
Exemplo 3.7 Sejam u= (1,3), v=(0,1) e B = {u,v}. 4 fungio f: Z* — R? definida por
f(z,y) = xu+ yv, corresponde ao reticulado bidimensional Ay no plano, dado pela figura
abaizo.

° ® a‘R

25 @

® 2@
15 @

@ 19

A

05
/
—e é/ R

-4 0 05 1
05 @

Figura 7: Reticulado no plano: A; gerado por = {(1,3), (0,1)}

Suponha que vamos cobrir o plano com bolas centradas nos pontos de um reticulado e

raio r = g, sendo 0 a menor distancia entre dois elementos quaisquer desse reticulado. Dado
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um elemento A = (x,y) do reticulado, definimos como vizinhos de A os centros das bolas
tangentes & B(A,r) e os centros das bolas que podem tangenciar B(A,r) através da translagao
por um vetor de norma igual a diferenca das normas dos vetores da base, sem que intercecte
nenhuma outra bola em mais de um ponto.

Definicao 3.8 (Vizinhos) Suponha que vamos cobrir o espaco n-dimensional com bolas
centradas em pontos de um conjunto discreto X C R" e raior = g, sendo 0 a menor distincia
entre dois elementos quaisquer de X. Dado x € X, definimos como vizinhos de x os centros
das bolas tangentes & B(x,r) e os centros das bolas que podem tangenciar B(x,r) através de

translacao, sem que intersecte outras bolas em mais de um ponto.

Definicao 3.9 (Orbita de um elemento) Seja x um elemento de um Conjunto Discreto
X C R". Chamaremos orbita de x e denotaremos por O, (X) ao conjunto formado por seus
vizinhos em X.

Por exemplo,

o= {(23) (20 (3. (33) 20, (1)

O(—2,1) (Z2> = {<_17 1)7 (_27 2)7 <_37 1)7 (_27 O>}

Defini¢ao 3.10 (Conjunto discreto regularmente espagado em R") Seja um conjunto
discreto X C R"™ e x um elemento de X. Se a distancia de x até qualquer elemento de O, (X)
e a distdncia entre quaisquer dois elementos vizinhos em O, (X) é a mesma, dizemos que
x possui uma orbita reqularmente espacada em X. E se todos os elementos de X possuem
orbitas reqularmente espacadas, dizemos que X € reqularmente espacado em R™.

Observe que no reticulado Ay, da ﬁgura a distancia(A, B) = 1 e a distancia(A, C) = \/75
Mas, 1 # \/75 Portanto, A; é um conjunto discreto nao regularmente espacado.
Analogamente, Z?, abaixo representado, também é um conjunto discreto nao regularmente

espacado, pois a distancia(A, B) = 1 e a distancia(B, D) = v/2.

Figura 8:

72

reticulado gerado pela base candnica 8 = {(1,0), (0,1)}

L 4
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Mas quais devem ser as condigoes para que o Reticulado no plano seja Regularmente
Espacado?
A figura abaixo mostra, em particular, um subconjunto X de R? regularmente espacado.

Figura 9: Conjunto discreto regularmente espacado em R?

Observe que
On1y (X) ={(5,1), (3,1 +2v3),(~1,1 + 2v3), (=3,1), (1,1 — 2v/3), (3,1 — 2V/3)}

e que fixando (1,1) e escolhendo dois elementos consecutivos de sua orbita formamos um
triangulo equilétero.

O reticulado do proximo exemplo também é um conjunto discreto regularmente espacado
em R2.

Exemplo 3.8 Sejam u = (0,2), v = (v3,1) e B = {u,v}. A funcio f: Z*> — R? definida
por f(x,y) = xu+ yv, determina o reticulado bidimensional Ay, de formato hexagonal em
R2.

L] "Y L
L] L] 5 (]

[ @
® [

® —— [
] L]

—@ — X
5 -4 3 2 3 4

L] ®

[ (]

Figura 10: Reticulado As
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Observe que

l02)] = ||v3.1)|

(02, (V3D) _L_ o)

121 |(vV3.1 2

onde ( , ) denota o produto escalar usual.

Pelo exemplo acima podemos ver que o reticulado hexagonal é um conjunto discreto
regularmente espagado, com as normas dos vetores da base iguais e os vetores formando
angulo de 60 graus. Uma regiao hexagonal com centro em um ponto qualquer do reticulado
Ao pode ser decomposto em seis triangulos equiliteros congruentes. Vamos mostrar
que essa é a condicao para um reticulado no plano ser um conjunto discreto regularmente
espacado, ou seja, que as normas dos vetores da base sejam iguais e os vetores formem angulo
de 60 graus.

Consideremos um reticulado A; no plano, gerado pelos vetores u = (u1,us) e v = (vy, v2).
E claro que (0,0) € A;, pois 0.u 4 0.v = (0,0). Sabemos ainda que os pontos U = (u1, us)
e V = (v1,v2) pertencem a O, ¢y (A;). No caso de |Ju|| # ||v]|, a distancia entre (0,0) e U é
diferente da distancia entre (0,0) e V, o que implica A; ndo é regularmente espagado. Nos
interessa entdo o caso ||u|| = ||v]| = d. Pela lei dos cossenos a distancia d; entre U e V é dada
por

di? = d®+d*—2.d.d.cosb
= 2d%> — 2d?cosf
= 2d*(1 — cosb),

com 6 denotando o angulo entre os vetores da base, u e v. Escrevendo dy = d+ ¢, para algum
€ € R e substituindo na expressao acima temos

2(1 —cosO)d* = (d+¢)?
= d* 4 2de + £,
0 que resulta cosf = % e ¢ = 0, ou seja, o angulo entre os vetores da base é de 60 graus e
a distancia entre de (0,0) até qualquer elemento de O o) (A;) e a distancia entre quaisquer
dois elementos vizinhos em O(g,¢) (A;) é a mesma. Note que isso nao vale apenas para (0, 0),
pois um ponto A = (ay, ay) pode ser obtido por translacio de (0,0) por um vetor a = (ay, as),
assim como Oy4 (A;) pode ser obtida por translacao de O(o, o) (A;) pelo vetor a = (a1, az).

Portanto, um reticulado no plano é um conjunto discreto regularmente espacado se as
normas dos vetores da base sao iguais e os vetores formam angulo de 60 graus.

Uma aplicagao importante dos reticulados é no estudo da densidade de empacotamento
de esferas([7]) em R™. Um empacotamento esférico ¢ a distribuicao de esferas de mesmo
raio no espaco euclidiano n-dimensional de tal modo que a intersec¢ao de duas delas tenha
no maximo um ponto (|§]). Dentre os empacotamentos reticulados de bolas em R? o que
apresenta melhor densidade, isto é, a maior razao entre a area ocupada por bolas em uma
regiao do plano e a area dessa regiao, é o reticulado hexagonal Ay, ([9]) com densidade

3
—— =~ 90,69%-
63 !
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O anélogo do reticulado bidimensional Ay, em R?, com relacao a densidade, é o reticulado
denominado fee (cubo de face centrada) ([7], [9], [10]), gerado por

B = {(17071)7 <07171)7 (1717())}7

com densidade
—— =~ 74,05%-

Figura 11: Reticulado fcc

Em 2005, o matematico Thomas Hales, publicou no volume 162 da secao 3 do Annals of
Mathematics (http://annals.math.princeton.edu/wp-content/uploads/annals-v162-n3-p01.
pdf) uma prova de que a densidade do reticulado fec é a melhor densidade dentre todos os
tipos de empacotamentos em R3.

No estudo da estrutura dos soélidos cristalinos, na quimica, o reticulado fcc é um dos
catorze reticulados descritos por Bravais ([11]). Cada ponto do reticulado representa a posi¢ao
de um atomo, ion ou molécula que formam o solido cristalino. A forma como esses elementos
fundamentais se agrupam determina qual reticulado representa a estrutura do sélido e permite
estudar importantes propriedades das ligagoes quimicas, o fator de compacidade atomica, as
densidades volumétrica, planar e linear, bem como caracteristicas do sélido, como o nivel de
estabilidade, por exemplo ([11], [12], [13]).

3.3 Equacgoes Diofantinas

As equacoes do tipo ax + by = ¢, com a, b, ¢ € Z, sao chamadas equacoes diofantinas lineares
com duas incognitas (x e y). Todo par ordenado (zg,yo) de coordenadas inteiras tal que
axg + byy = ¢ é uma solucao inteira da equacgao. Nesta subsecao vamos analisar as condicoes
para que uma equacao diofantina linear tenha solucao inteira e no caso afirmativo representar
o conjunto de pares ordenados solucao da equacao.

Seja, por exemplo, a fungao f : Z? — Z definida por f(z,y) = 6x + 9y. Queremos saber
quais valores f assume em Z.

Como mdc(6,9) = 3, para quaisquer valores inteiros de = e y, temos

6x 4+ 9y = 0 (mod 3).


http://annals.math.princeton.edu/wp-content/uploads/annals-v162-n3-p01.pdf
http://annals.math.princeton.edu/wp-content/uploads/annals-v162-n3-p01.pdf
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Ou seja, f assume somente valores multiplos de 3. O que permite afirmar que a equacao
6z + 9y = 2000 nao tem solugao inteira e que 6z + 9y = 201 e 62 + 9y = 2000000001 tem
solucao inteira.

Mas quais sao as solugoes inteiras de 6x + 9y = 2017
201 — 6x

. . 9 . . .

Como queremos y inteiro é necessario que 201 — 62 = 0 (mod9), ou seja, devemos ter

x =2 (mod9).

Tomando zy = 2, temos yy =

Desenvolvendo temos y =

201 — 12
— =

21.

Portanto (2,21) é uma solucao de 6z + 9y = 201. Em outras palavras, 201 pode ser escrito
como combinacao linear de 6 e 9 como 201 = 2-6 4+ 21-9. A solugao geral de 6x + 9y = 201 ¢é

S ={(2,21) + (9, — 6)t, com t € Z}.
E facil ver que qualquer elemento de S é solucdo de 6z + 9y = 201, pois
6(2 + 9t) + 9(21 — 6t) = 201.

Mais geralmente, considere os vetores u = (2,21), v = (9, — 6) e a fungao g : Z* — R?
definida por ¢(z,y) = xu + yv. Denotaremos o reticulado gerado por {u,v} por Az e o
representamos geometricamente abaixo, destacando de azul os pontos de S.

® Y

20

Figura 12: A3

Observe que qualquer ponto de Az é da forma (2k + 9¢,21k — 6t), para k,t € Z, e que
f(2k +9t,21k — 6t) = 6(2k + 9t) + 9(21k — 6t) = 201k. Isso mostra que S é um subconjunto
de A3, tomando k = 1.
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Importante ressaltar que A3 é um conjunto discreto nao regularmente espacado. Basta
ver que |lu|| # ||v]]. Nao obstante, S C A3 é um conjunto discreto regularmente espagado,
pois a distancia entre dois vizinhos, A = ((2,21) +(9,—6)t) e B = ((2,21) + (9, — 6)(t + 1)),
em S, é igual a /62 + 92, para qualquer t € Z.

Considerando agora, dados a,b € Z quaisquer e uma funcio h : Z? — Z definida por
h(z,y) = ax + by, podemos afirmar que

o W(Z?) = {c =0 (modd), com d = mdc(a,b)}, logo a equagao ax + by = ¢ tem solugao
inteira para todo ¢ € h(Z?);

e se (xg,Yp) ¢ uma solugdo da equagdo ax + by = ¢, existe um reticulado A; gerado por
B = {(x0,y0), (b, — a)}, tal que a solucao geral da equacao diofantina,

S = {(zo,90) + (b, — a)t, com t € Z},
¢ um subconjunto de A;.

De fato, se um ponto pertence a A;, entdo é da forma (xok + bt, yok — at), para k,t € Z e

h(xok + bt,yok — at) = a(xok + bt) + b(yok — at)
= (axo+ byo).k
= c.k,

o que mostra que S é um subconjunto de A;, tomando k£ = 1.
Além disso, considere os elementos de S:

A= (xo+0bt,yo—at),B=(xg+b(t+1),yo—a(t+1)) e C = (xg+b(t+2),y0— a(t+2)).

Temos que
distancia (A, B) = va? + b? = distancia (B, C).

Logo, conclui-se que S é um conjunto discreto regularmente espacado, para quaisquer a,b € Z.

3.4 Transformada Discreta de Fourier

O mundo fisico nos fornece func¢oes de variaveis continuas, mas com o avango das técnicas de
inteligéncia computacional, as transformadas discretas vem adquirindo aplicagoes em vérios
campos. Uma func¢ao de variavel discreta pode ser construida pela amostragem de uma funcgao
de variavel continua, por exemplo, a fun¢ao afim f : R — R, definida por f(z) =2z — 1 é
continua, mas amostrando f para A = {1,3,5,7,9,11}, a discretizamos.

Nesta subsecao, apresentaremos a DFT, Transformada Discreta de Fourier, que é obtida
da discretizacao da Transformada de Fourier em Tempo Continuo.

Defini¢ao 3.11 (CTFT - Continuous Time Fourier Transform) Seja f(t) uma fung¢ao
continua e integravel. A CTFT de f(t) é dada por

+o00 )
S(f(t) = ft)e™"dt = F(w),
—0oQ
onde t € tempo, w = 27 f, com w indicando a frequéncia em radianos/sequndo e § indicando
frequéncia em Hertz, ou seja, ciclos por sequndo. Portanto, uma CTFT transforma uma
fungao com dominio no tempo em uma funcao com dominio na frequéncia.
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Observe que f(t) e F(w) sao funcdes de variaveis continuas. Discretizar a fungao f é consi-
derar ¢ variando em um conjunto discreto.

Defini¢ao 3.12 (DTFT - Discrete-time Fourier Transform) A DTFT de f(t) € dada
por

Fa(f(t) = > flnle™" = Faw),

n=—0oo

com a notagao f[n| representando uma sequéncia abrangendo todos os valores nao-zero de f,
amostrada para tempo discreto.

Observe que a DTFT de uma funcao f é obtida discretizando o tempo, mas a variavel w é
continua. Portanto, Fy(w) é continua e periodica, nao podendo ser implementada de maneira
exata num computador. Em aplicacoes praticas, o calculo da DTFT pode ser aproximado
pelo calculo da DFT de N pontos regularmente espacados em w, com incremento de %

Defini¢ao 3.13 (DFT - Discrete Fourier Transform) A DFT de f(t) é dada por

=

, R 2
fln]e™ k™ = F(k), comwzﬁﬂ e k=0,1,--- /N —1.

Bulf() = 5

i
o

A DFT pode ser considerada, entdo, como uma amostragem finita da DTFT. Como os
computadores s6 lidam com um nimero finito de valores, é possivel implementar algoritmos
para lidar com a DFT. O FFT (Fast Fourier Transform), por exemplo, é uma forma mais
rapida de calcular a DFT, utilizando alguns algoritmos numéricos que permitem reduzir o
ntimero de operacoes. A DFT é uma transformada discreta importante, usada para realizar
a andlise de Fourier em muitas aplicagoes ([I4]). No processamento digital de sinais, a
funcao é qualquer quantidade ou sinal que varia ao longo do tempo, como um sinal de audio,
leituras de temperatura em intervalos finitos e regularmente espacados ou amostras da QEE
- qualidade da energia elétrica. No processamento de imagem, as amostras podem ser os
valores de pixels ao longo de uma linha ou coluna de uma imagem gerada por pixels. A
técnica de geracdo, transmissao e recepcao de sinal da TV digital, OFDM - Orthogonal
frequency domain multiplez, utiliza a DF'T e a sua inversa, respectivamente, na recepcao e
transmissao de sinais(|15],[16]).

Exemplo 3.9 Vamos calcular a DTFT do sinal f[n] obtido de f(t) = 27 .uln], onde

1
5 sen <0
uln] =

- sen > 0.

Pela definicao, temos

s = 3 (3) e
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n
‘ e . L
Observando que a sequéncia f, = ( 5 ) ¢ uma PG podemos calcular o somatdrio como

série geométrica,

+

n=0

s =h) = > (5)
1

O exemplo abaixo ([I7]) ilustra de maneira bem rudimentar o uso dos algoritmos FFT,
que calcula a DFT, e IFFT, que calcula a inversa da DF'T, no processamento de sinais, no
caso um sinal de voz.

Exemplo 3.10 Neste exemplo usamos o Octave, que pode ser obtido por download em
https: //www. gnu. orq/ software/octave/, para capturar um sinal de voz durante 5 se-
gundos, com uma taza de amostragem de 8000 amostras/seqgundo. Em seguida calculamos
a DFT desse sinal, pelo algoritmo FFT e pedimos para colocar as coordenadas da DFT em
ordem decrescente de valor absoluto e medir quanto do sinal estd concentrado nas frequéncias
com mator amplitude. Zeramos as frequéncias com menor amplitude, observando que perde-
mos pouco do sinal. Comandamos, por iltimo, o algoritmo IFFT que retorna a parte real da
wnversa da DFT. Neste exemplo, retorna o sinal de voz comprimido.

>>f=recorc[(5); % Vocé grava a sua voz, apos digitar ;" >> norm(fj’(]:jOO))/non(fS)
>> subplot(1,2, 1) plot(f)subplot(1,2,2): stem(f) ans = 0.96275

>> F=fft(f) >> F(n(501:8000))=zeros(7500,1);
>> [ES, n]=sort(abs(F), descend’) >> g=real(ifft(F))
>>norm(ES(1:2000))/norm(ES) >> subplot(3,1,1);plot(f);

ans = 0.98376 >> subplot(3,1,2); stem(F);
>>norm(ES(1:1000))/norm(ES) >> subplot(3,1,3):plot(g)

ans = 0.97820

>> norm(ES(1:800))/norm(ES) >> soundsc(f)

ans = 0.97521 >> soundsc(g)

Figura 13: Algoritmo no Octave

O grdfico abaizo mostra o sinal de voz original e sua amostra (sinal discreto).


https://www.gnu.org/software/octave/
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Figura 14: Sinal de voz original e sua amostra

FEzecutando o programa acima, ao comandar “soundsc(f)” e “soundsc(g)” o que ouvimos
€, respectivamente, o sinal de voz original e o efeito de uma projecao ortogonal desse sinal.
Observamos que f e g sdo quase indistinguiveis, apesar de g ser um sinal comprimido.
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Figura 15: Sinal de voz original e sua compressao num fator 1:16

Outra transformada importante e que ganhou destaque recentemente sao as wavelets. O
pioneiro e principal estudioso da teoria dos wavelets foi agraciado em 2017 com o Prémio Abel.
Mais informacoes sobre a teoria dos wavelets e o matematico Yves Meyer podem ser obtidas
emhttps://impa.br/page-noticias/yves-meyer-faz-matematica-como-quem-compoe-sinfonia/.


https://impa.br/page-noticias/yves-meyer-faz-matematica-como-quem-compoe-sinfonia/
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4 Funcoes e Computacao

As ferramentas computacionais sdo aliadas no processo de aprendizagem em funcoes. Nesta
secao utilizamos o software livre Yag, que pode ser obtido por download no link
http://www.matematica.pucminas.br/yag/yag.htm, para exemplificar como um compu-
tador traca o grifico de uma determinada funcdo a partir de sua representacao algébrica.
Apresentamos também uma atividade a ser desenvolvida com alunos do ensino médio dentro
do contexto de funcoes, mostrando a importancia da nao dissociacao entre o discreto e o
continuo ao estudar determinadas funcoes.

Os programas graficos tracam o grafico das fungoes reais de uma variavel real escolhendo
um certo niimero de pontos da reta e calculando suas respectivas imagens pela fung¢ao. Em
seguida marcam pontos (z,y) e tragam um caminho poligonal, unindo os pontos por segmen-
tos de reta formando assim a representacao do grafico da funcao, como podemos observar no
exemplo abaixo.

O Yag apresenta uma interface simples. Basta digitar a lei da funcao, o intervalo do
dominio e a quantidade de pontos que serao marcados pela maquina. A escolha da Janela de
Visualizagao (ou Tela de Inspegao) é opcional.
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Figura 16: f(z) = 2% com 3 pontos

Na figura acima, utilizamos o software Yag para construir o grafico da fungio f(x) = 2.
Esse programa pede ao usudrio que insira o intervalo em x no qual vocé deseja visualizar
a fungao. Escolhemos nesta se¢ao, como exemplo, o intervalo —5 < x < 5. O programa
também permite que escolhamos quantos pontos a funcao ird utilizar para tragar o gréfico
da fungao (como pode ser visto na janela “Numero de Pontos”). Observe que o que o Yag fez
foi escolher os pontos -5, 0 e 5 no intervalo —5 < x < 5, calcular suas respectivas imagens
pela funcao f, gerando no plano os pontos (—5,25), (0,0), (5,25) e unindo-os por segmentos
de reta, apresentando como gréfico de z? a figura que vemos acima.

Na proxima figura, vemos o que acontece se mudamos de 3 para 5 pontos:


http://www.matematica.pucminas.br/yag/yag.htm

4 FUNCOES E COMPUTACAO 26

B8 Vag - Vet Another Graphics - Verséo 10.0.1 = [=@]=
Arquivo Editar  ConfiguragBes OpgBes Ajuda

Gréfico de fungfio - Coordenadas cartesianas

vi= [z [s <xe= |5 Nurn. de Pantos:  [5

Comandos Tela de Inspegso ( opcional )

Tragar Limper Editor Limpar Gréfico Fechar | I~ Manter [ x| [ ye

25

21.429

17.857

14286

10714

7143

3571

Figura 17: f(z) = 2% com 5 pontos

Observe que nenhum dos dois gréficos corresponde ao grafico da fungao quadratica f(z) =
2%, mas com 5 pontos o nimero de segmentos tracados aumentou de 2 para 4, em relacao
ao grafico com 3 pontos. Agora, deixando 1000 pontos (que é o padrao do Yag), o gréfico
apresentado, na figura abaixo, ja possui, pelo menos visualmente, o formato da parabola,
como conhecemos, embora na realidade o que estd tracado ¢ uma poligonal composta por
999 segmentos de reta.
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Figura 18: f(z) = z* com 1000 pontos

Portanto, o computador trabalha de maneira discreta ao tracar o grafico de uma deter-
minada funcao. Entretanto, como sao utilizados diversos pontos nesse processo, o resultado
final ndo mostra os segmentos de reta e sim o formato “original” do grafico da fungao que
pode ser comprovado através das técnicas do célculo diferencial em conjuntos continuos.

Outro problema dessa maneira discreta de trabalhar do computador ao se tracar um
grafico, pode ser visto no exemplo abaixo, ao tracar o grafico de g(z) = sen (%) no Yag.
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Figura 19: sen (1) com 3 pontos

Observe que quando escolhemos 3 pontos e o intervalo —5 < 2 < 5, o Yag nao gerou
nenhum grafico e retornou a mensagem de erro do dominio, ou seja, alertou que no intervalo
escolhido, —5 < x < 5, existe pelo menos um elemento que nao pertence ao dominio da
funcao. De fato nao existe sen (%) Mas alterando para 5 pontos, o YAG apresenta um
grafico considerando que 0 pertence ao dominio de g.
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Figura 20: sen (1) com 5 pontos

Ou ainda, mantendo a escolha de 3 pontos, mas alterando o intervalo para —4 < z < 6,
0 Yag também apresenta um grafico considerando que 0 pertence ao dominio de g.
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Figura 21: sen (1) com 3 pontos em [—4,6]

Percebemos que dado um intervalo em x, o Yag tenta marcar os pontos de um conjunto
discreto regularmente espacado em x e calcular as imagens desses pontos pela funcao dada.
No caso de informarmos o intervalo —5 < x < 5 e 3 pontos, a escolha natural para o conjunto
ser regularmente espacado é {—5,0,5}. Mas zero nao pertence ao dominio de sen (%), 0 que
faz o Yag retornar a mensagem de erro.

Alterando o nimero de pontos para 1000, temos o grafico correto de sen (%)
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Figura 22: sen (1) com 1000 pontos

Observe que quanto mais proximo de zero, maior a taxa de variacao de g, ou seja, mais
rapido a funcao oscila entre —1 e 1, mas nunca corta o eixo Y, pois zero nao esta no dominio
da funcao.

Abaixo propomos uma atividade que o professor do primeiro ano do Ensino médio pode
realizar com seus alunos em um laboratorio de informatica ao estudar fungoes. O objetivo da
atividade ¢ mostrar que a maquina traca o grafico da funcao da mesma forma que fazemos
na sala de aula no Ensino Béasico. Ela marca pontos (z,y) para um certo numero de valores
igualmente espagados na reta e traga um caminho poligonal, formando assim a representagao
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do grafico da funcao. Mas, temos que tomar cuidado com esse processo discreto de tragar o
grafico e mostrar aos alunos a importancia de um conhecimento maior e mais profundo, no
mundo continuo, para termos a certeza do tracado do grafico.

Atividade 4.1 Tragcando os grdficos de f,g: R — R definidas por

flz)=|—4a| e g(z) =2
Para execucao dessa atividade no Yag, recomenda-se sequir o seguinte roteiro:

e Inicie o Yag e digite abs(-4*x) no campo da funcao, escolha o intervalo [—4,4] e para
o numero de pontos digite 3.

e Clique sobre o comando “Tracar” e em sequida selecione a op¢io “Manter”.
e Apague a expressao abs(-4*xr) no campo da funcao e digite x**2.
e Tente responder:

1. Quantos segmentos de reta formam o grdfico apresentado na tela?
2. Quais as coordenadas dos extremos de cada segmento de reta?
3. Por que as curvas ficaram sobrepostas, apesar de representarem funcoes diferentes?

4. A curva g ficou parecida com o que vocé esperava?
e Altere o campo niumero de pontos para 5 e clique em “Tracar”.
e Tente responder:

1. Quantos segmentos de reta formam o grdfico apresentado na tela?

2. Quais as coordenadas dos extremos de cada segmento de reta?
e Repita o passo anterior para 9 pontos, para 11 pontos e para 1000 pontos.
e Tente responder:

1. Quantos segmentos de reta formam o grdfico apresentado na tela quando escolhe-
mos um numero k de pontos?

2. Como a mdquina construiu o grafico apresentado na tela?

Consideracoes Finais

Ao discorrermos sobre conjuntos discretos e funcoes de variaveis discretas, percebemos
que é possivel trabalhar topicos de matematica discreta no Ensino Médio em interacao com
a “matemaética continua”. Como exemplo, podemos citar a possibilidade de aprender PA
concomitante com fun¢ao afim e PG com funcao exponencial, além de outros exemplos nao
tratados neste trabalho, como grafos ([18],[19],[20]) e o teorema de Pick(|21]). Procuramos
neste texto apresentar ao leitor exemplos e defini¢oes de forma gradual visando o entendi-
mento sobre funcoes de variaveis discretas e suas aplicacoes tanto na matematica quanto em

outras ciéncias.
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