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RESUMO

Este trabalho trata do Décimo Problema de Hilbert, cujo enunciado é: Dada uma equacéo
diofantina com coeficientes inteiros em um nimero qualquer de variaveis, € possivel elaborar
um processo que decida, atraves de um namero finito de operacdes, se a equacdo tem solucbes
inteiras. O objetivo é demonstrar que ndo é possivel elaborar tal processo, isto €, mostrar que
0 Décimo Problema de Hilbert é insoluvel. Este trabalho inicia-se com um estudo sobre
Equagdes Diofantinas, Conjuntos Diofantinos e Fungbes Diofantinas, analisando suas
propriedades, seguindo-se uma prova do Teorema da Sequéncia dos Numeros. Um papel
central nesse estudo é desempenhado pelas Equacdes de Pell, utilizadas com a finalidade de
mostrar que a funcdo exponencial € diofantina. Este resultado, juntamente com o conceito de
funcéo recursiva, permite mostrar que a funcdo ser recursiva € equivalente a ser diofantina.
Finalmente, provamos o Teorema de Universalidade que é utilizado na demonstracdo do
teorema principal que afirma a insolubilidade do Décimo Problema de Hilbert e no ultimo
capitulo é dada uma aplicacdo desse resultado para a demonstracdo do Teorema de

Incompletude de Gédel.

Palavras-chave: Equacfes Diofantinas. Fungdes Recursivas. Fungdo Exponencial.



ABSTRACT

This work discusses the Hilbert's Tenth Problem, whose statement is: Given a Diophantine
equation with any number of unknown quantities and with integer coefficients, it is possible
to devise a process according to which it can be determined by a finite number of operations,
whether the equation is solvable in rational integers. The goal is to prove that it is impossible
to develop such a process, ie, to show that the Hibert’s Tenth Problem is unsolvable. This
work starts with a study of Diophantine Equations, Diophantine Sets and Diophantine
Functions, with an analysis of their properties, followed by a proof of the Number Sequence
Theorem. An important role, in this study, is played by the Pell equations, which are used to
show that the exponential function is diophantine. This result, together with the concept of
recursive function, allows us to show that there is an equivalence between recursive functions
and Diophantine functions. Finally we prove the universality theorem which is used in the
proof of the main theorem which asserts the insolubility of Hilbert’s Tenth Problem and not
last chapter and given application of result for a demonstration of Gddel's Incompletude

Theorem.

Key words: Diophantine Equations. Recursive Functions. Exponential Function.
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1 INTRODUCAO

No ano de 1900, o mateméatico David Hilbert divulgou um documento contendo vinte e
trés problemas que deixaram o século XIX para serem resolvidos no século XX. O décimo
problema trata-se de equagdes diofantinas e seu enunciado é : Dada uma equacgdo diofantina
com coeficientes inteiros em um namero qualquer de varidveis, é possivel elaborar um
processo que decida, através de um numero finito de operagdes,se a equacgdo tem solucéo
inteira. Hoje entendemos o termo ‘“elaborar um processo” no sentido de encontrar um
algoritmo. Mas, quando os problemas de Hilbert foram propostos, ndo havia nenhuma nocéo
rigorosa para o conceito de algoritmo, e isso era um obstaculo para a solugdo desse problema.

A primeira grande contribui¢do foi dada em 1931 por Kurt Godel , além de outros
I6gicos como Alonzo Church e Alan Turing , que contribuiram na formulacdo rigorosa para a
nocdo de computabilidade. Isso possibilitou o estabelecimento do que seria um algoritmo
insOluvel, isto é, a impossibilidade de existir um algoritmo com determinadas propriedades.
Assim, os primeiros exemplos de algoritmos insoluveis foram encontrados inicialmente na
I6gica matematica para surgirem posteriomente em outros ramos da matematica.

A teoria da computabilidade forneceu diversas ferramentas para enfrentar o Décimo
Problema de Hibert. Na década de 1950, surgiram varios artigos relacionados ao problema,

alguns deles escritos por Martin Davis e Hilary Putnam .

A matematica Julia Robinson contribuiu fortemente na demonstracdo de que a funcao
exponencial é diofantina . Mas, a peca chave na solucdo definitiva do problema foi o
matematico Yuri Matiyasevich que, apesar de ndo ter sido o primeiro a investigar o problema,
soube habilmente juntar as pecas deste grande quebra-cabecas e resolver, no ano de 1970, o

Décimo Problema de Hilbert.

A dissertacdo comeca tratando das equacbes diofantinas com alguns exemplos e
propriedades. Os resultados nesta secdo sdo: 0 Teorema das Funcdes de Emparelhamento e o
Teorema da Sequéncia de NUumeros. Em seguida vem 25 lemas sobre equacdes de Pell com a
finalidade de provar que a funcdo exponencial é diofantina. Como consequéncia desse fato
obtemos novas funcbes diofantinas e novos conjuntos diofantinos. Na parte final da
dissertacdo definimos funcdo recursiva e provamos que uma funcdo ser recursiva é
equivalente a ser diofantina. Apds isso, demonstramos o Teorema da Universalidade e
concluimos a dissertagdo com o Teorema que afirma a insolubilidade do Décimo Problema de

Hilbert e usamos esse resultado para provar o Teorema de Incompletude de Godel.
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Nessa dissertagdo vamos denotar o conjunto dos nimeros naturais por N = {0,1,2,3, ...}
e 0 conjunto dos nimeros inteiros positivos por N* = {1,2,3, ... }. Além disso, sera necessario
utilizar o Teorema de Lagrange, que afirma que todo nimero natural possui representacdo
como soma de quatro quadrados e tambem usaremos o teorema chinés sobre restos. As
demonstracdes desses teoremas se encontram na referéncia bibliogréafica (Introducéo a Teoria

dos nameros.
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2 EQUACOES DIOFANTINAS

O objetivo principal desse capitulo é introduzir dois conceitos, o de conjunto Diofantino e
0 de fungdo Diofantina bem como suas propriedades e exemplos que elucidardo estes
conceitos.
Uma equacao Diofantina é uma equacdo da forma:
D(xq4, ., %) =0
Onde D € um polinbmio com coeficientes inteiros. Esta equacdo também pode ser escrita da
seguinte forma:
D; (xq, ooy Xn) = Dr(xq, vy X))
Onde D, e Dy sdo polindmios com coeficientes inteiros positivos. Para obter tal forma basta
transpor para o lado direito os termos com coeficientes negativos.

2.1 Sistema de equac0es diofantinas
Lema 1.1. um sistema constituido de k equacGes Diofantinas
{Dl(xl, vy X)) =0

Dy (%1, e, xy) =0

Tem como solucdo os inteiros x4, ..., x,, Se, € somente se, a equacdo Diofantina

k
E(xq, ., Xp) = Z D#(xq, ., X)) = 0
i=1

tem a mesma solucéo.
Demonstracao.
Primeiramente, suponha que o sistema é satisfeito, ou seja, D;(xy,..,x,,) =0 paral <

i < kdai D?(xy,..,x,) =0 paral <i <k ,eentdo X5, D?(xy,...,xp) = 0.

Reciprocamente, se Y%, D?(xy, ..., %,y) = 0, como D?(xy, ..., x,) = 0paral <i <k,
segue que D;(xq, ..., X)) =0 para 1l < i < k. Portanto um sistema de equacdes Diofantinas
pode ser reduzido a uma Unica equacao Diofantina. m

A transformacdo inversa também é possivel, isto € , transformar a
equacdo D (x4, ...,%,,) = 0 emum sistema

D1 (X1, ooy Xy Vs oo V) = 0

Dy (X1, e Xy V1, ey Yn) = 0
Onde yy, ..., y,, S80 novas variaveis no sistema.
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Um possivel motivo para transformar uma equacdo Diofantina em um sistema pode
ser a obtengdo de um sistema constituido de equagdes de grau menor. E interessante perceber
que qualquer equacdo Diofantina pode ser transformada num sistema de equacGes constituido
de equac0es de dois tipos:

) a=B+y I a=By
Onde «, B ey sdo numeros particulares ou dependem das variaveis xq, ..., Xy, V1, e » Y-

Exemplo 1.1 : Considere a seguinte equacdo Diofantina que envolve trés variaveis (x,y,z) ,
D(x,y,z) = 4x3y —2x%z3 — 3y?x+5z=0 transpondo 0s termos negativos obtemos
4x3y + 5z = 2x%z3 + 3y?x. Agora introduziremos 15 novas variaveis

D1y oo Par 1y T1s 15, S1, -0, Sz, b1, Uy (DaD3PaP1,  TsTalsTaly, S3S;8; #0) e obtemos o

sistema equivalente:

( D1 =4x, P2 =P1X, P3 =DP2X,  Ps =DP3Y;

| g1 = 5%;

4r1=2x, T, =TX, T3=T1yZ, Ty =132, T5 =147

|k s; =3y, Ss,=8y, S3 = SyX;
t1=Ps+q1, Uy =7s+5S3, 1 =U.

Vejaque p, = 4x3y, q, = 5z, 15 = 2x%z3,s; = 3y?

X.
Finalmente, utilizando o Lema 1.1, obtemos uma equacdo de grau 4
independentemente do grau da equacéo inicial. Entdo para resolver o 10° problema de Hilbert

sera suficiente decidir se uma equacéo de grau 4 tem ou nédo solucéo.

2.2 Solucdes nos nimeros naturais

Em seu 10° problema, Hilbert falou sobre as solu¢des nos inteiros. Algumas vezes
uma solucdo nos inteiros é evidente. Por exemplo , a equacdo (x+1)3+ (y+1)3=
(z+ 1) tem infinitas solugdes da forma x =z ey = —1. Por outro lado, a obtengdo de
solucdes ndo-negativas x,y e zpara tal equacdo ndo é trivial. Desse modo, para uma
equacdo Diofantina particular , o problema de dicidir se esta tem uma solucdo inteira e o
problema de decidir se esta tem uma solucdo inteira ndo-negativa sao em geral dois problemas

distintos.



13

Lema 1.2. A equacdo Diofantina D(xy,...,x,) = 0 tem uma solucdo nos naturais se, e
somente se, 0 sistema

( D(xq, ..., %) =0

I a2 2 2 2

4 X1 =Yi1tYiz v Vi3t Via

| .

\Xn = Y21+ Vnz + Vi + Via
tem uma solucéo nos inteiros.
Demonstracao.

Considere (x4, ...,x,) uma solucdo nos naturais da equacdo D(x,...,x,) = 0. Pelo
teorema de Lagrange todo natural pode ser escrito como soma de quatro quadrados
portanto,podemos expressar cada x; com
1 < i <n como soma de quatro quadrados, dando uma solu¢éo ao sistema. Reciprocamente,
qualquer solucdo do sistema em nameros inteiros inclui a solugdo (x4, ..., x,,) em naturais da
equacdo D (x4, ..., x,) = 0.
|

Pelo Lema 1.1 podemos reduzir o sistema a uma Unica equacao
E(xq, o) X, Y115 -, Yna) = 0 do resultado acima ela tem solucéo inteira se , e somente se

D (x4, ..., x,) = 0 tem solucdo natural , onde as equacdes D e E séo diferentes.

Desse modo, foi mostrado que o problema de decisdo de determinar a existéncia ou
ndo-existéncia de solugdes ndo-negativas € reduzido ao problema de determinar a existéncia
ou ndo-existéncia de solugdes inteiras. Assim , para provar que 0 Décimo Problema de Hilbert
é insoluvel na sua forma original é suficiente mostrar que o mesmo € insolivel nos inteiros

ndo-negativos.

2.3 Conjunto diofantino

Definigdo 1.1: Seja M < (N*)™. O Conjunto M sera chamado de conjunto Diofantino quando
existir um polinémio D(al,...,an,xl,...,xm) a coeficientes inteiros tal que (a4, ...,a,) €
M < 3 x,,...,x,, € N* tais que D(al,...,an,xl, ...,xm) = 0. O nimero n é chamado de
dimensdo de M.

Exemplo 1.2. O conjunto C dos numeros compostos positivos é Diofantino. Observe que,

x €EC&e 3Ty,z eN‘taisquex = (y+ 1)(z+ 1).
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Demonstracao.
Seja x € C. Entdo existem 1 < a,b < x tais que x = ab. Como a,b > 1, existem
y,z EN‘taisquea=y+1leb=z+1. Logo,x =(y+1)(z+ 1).
Reciprocamente, suponha que 3JIy,z € N* tais que x=(y+1)(z+1) e
(y+1),(z+ 1) > 1 segue que x é composto. Portanto, x € C. Veja que a dimenséo de C é
n=1lexeC=@y,zeN)[Dxyz)=x—Q+1Dz+1)]. =

Vejamos agora, que a unido e a intersecdo de dois conjuntos Diofantinos de mesma

dimensdo sdo também conjuntos Diofantinos.

Proposigdo 1.1: Considere os conjuntos Diofantinos M; e M, de mesma dimensdo entéo
M; U M, também € um conjunto diofantino.
Demontracao.

Por hipétese M; = {(a, ...,a,) € (N)":3xy, ..., x,, € N*| Dy(ay, ..., A, X1, e, Xpp) = 0}
€
M, ={(ay,..,a,) € (N)*:3y,,...,y: € N'| D,(ay,...,an, Y1, .-, V:) = O}

Devemos mostrar que,
(@y, ., ay) €E M{ UM, & 321,25, ..., Zinyr € N*| [D(ay, .o, @p 21,22, o) Zinat) = O]

Para isso definimos , D(ay, ..., @y 21,22, o) Zinst) =
Di(aq, ...,an, X1, -, Xm)Do(aq, o,y V1, s Ve) =0 € Xy =21, Xy =2y, € Y1 =

Zm+1r Yt = Zm+t -

Seja (aq, ...,a,) € M; UM,.Se(a,,..,a,) € My, entdo, 3 x,...,x,, € N* tal que
Di(aq, .., Qp, X1, -, X)) = 0 dai Dy(ay, ..., Ay, X1, oo, Xm)D2(ay, .., Qny Y1, -, y¢) = 0, Para
quaisquer vy, ...,y; € N*. Se (a4, ...,a,) € M, ,entdo , existem y,,..,y, € N* tais que

D,(aq,...,an, Y1, -, ¥Yt) = 0. Logo, Di(aq, ..., an, X1, -, Xm)Da(aq, -, Ay, V1, oy Vi) =
0, Para quaisquer x, ..., x,, € N*.
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Reciprocamente , suponha que 3xq, ..., Xm, V1, ---, ¥¢ € N* tais que o produto seja zero, ou
seja , Di(aq, -, Qp, X1, ooy Xm) D2 (A4, o) Qy V1, oo, Vi) = 0.CaS0 Dy(@y, ov) Ay X1y veey X)) =
0 entdo, (aq,...,a,) € My, logo, (a4, ...,a,) € M; UM,.  Agora, Caso

Dz(al, ...,an, yl' ""yt) = O, entéO (al, ey an) € Mz. LOgO, (al, ...,an) € Ml V) Mz. |

Proposigdo 1.2: Considere os conjuntos Diofantinos M; e M, de mesma dimensdo entdo
M; N M, também é um conjunto diofantino.

Demonstracao.

Por hipétese, M; = {(ay, ..., a,) € (N*)":3x4,...,x, € N*| D;i(aq, ..., apn, X1, ., X)) = 0} €

M, = {(a4,...,ay) € (N)":3y,,...,y: € N'| D,(a,,..,an, V1, .-, y:) = 0}

Devemos mostrar que

(a, .., ay) EM; N M, & 32,25, .., Ziyir € N¥| [D(al, weer Ay 21, Z3, ...,zm+t) = 0].

Para isso definimos

— N2 2 _
D(al, vy Ay 21, Zp, ...,Zm+t) = Di(aq, ..., Qpn, X1, -, Xm) + D5(aq, .., Qn, Y1, -, Ve) =0
onde

X1 =21,Xm=2Zm © Y1 = Zmi1, YVt = Zm+t -

Seja (ay, ...,a,) € My N My, entdo 3xy,..,Xm, ¥1,.-, Ve € N*| Di(aq,..,apn, X1,.., %) = 0€
Dy(ay, ..., Qy, V1, .., ¥r) = 0. Portanto, DZ(ay, ..., Ap, X1, v, X)) +

D3(ay,...,an, Y1, -, ye) = 0.

Reciprocamente, suponha que 3x;, ..., X, 1, ---, V; € N* tais que
D#(ay,..,an, X1,..,Xm) + D2(ay,..,an, y1,..,¥:) = 0. Entdo, D;(ay,.., ay, X1, ., Xym) = 0 €
D,(aq, ..., an, V1, ., ¥:) = 0. Logo, (a4, ...,a,) € M; e (ay,..,a,) € M,, ouseja,

(aq,..,ap) €E M\;N M,. m

Vejamos alguns exemplos de conjuntos Diofantinos:
Exemplo 1.3. O conjunto E dos nimeros positivos que ndo sao poténcias de 2 é Diofantino
com dimensao 1, pois,

X€EE o 3y,z eN)[x=y(2z+1)].
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Exemplo 1.4. O conjunto D = {(x,y) € (N*)%: x < y} é Diofantino com dimensdo 2, pois
(x,y)ED & 3z eN)[x+z=y].

Exemplo 1.5. (Relacdo de Ordem) O conjunto N = {(x,y) € (N*)?:x < y} é Diofantino
com dimenséo 2, pois

(x,y) EN & 3z eN)[x+z—-1=y].

Exemplo 1.6. (Relacéo de Divisibilidade) O conjunto E = {(x,y) € (N*)?:x | y} é
Diofantino com dimensé&o 2, pois
(x,y) €E & (3z € N")[ y = zx].

Exemplo 1.7. (Relagéo de Intersecdo) O conjunto Y = {(x,y,z) € (N3 x|y e x <z}
é Diofantino com dimenséo 3.
Demonstragao.

Como x|y © (3a eN)[y=ax] e x<z © (3b € N*)[z =x + b], Podemos
ver Y como a unido de dois conjuntos Y; NY, =Y onde Y; = {(x,y,2) € (N")3:x | y} e
Y, ={(x,y,2) € N)*| x <y}

pela propriedade (1.2) , (x,y,z2) €Y < (Qa,be (N)?) [(y —ax )2+
(z—x—b )? = 0], 0useja, Y é diofantino.
|
Exemplo 1.8. (Relagdo de Congruéncia) Sejam a,b,c € N* definimos a relacdo de
congruéncia sobre N* como:

a=b(modc)ecla—>b
Mas isso € equivalente a :
a=b(modc) ©3Ix eN* talque a=b+ cx
Pela propriedade 1.1 temos que :
a=b(modc) ©3Ix eN* talque a—b — cx = 0.
Assim pela definicdo 1.1, arelacdo de congruéncia € diofantina.
|
1.4 Funcéo diofantina
Definigdo 1.2: Seja f: (N*)™ — N*. Chamamos de gréafico de f o conjunto
graf(f) = {(ay, ...,an, b) € (N 1| b = f(ay, ..., an)}.

Definigdo 1.3. (Func¢do Diofantina): Seja f: (N*)™ — N*. Dizemos que f é uma funcéo

diofantina quando graf(f) é um conjunto diofantino.
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Exemplo 1.9. Considere a fungéo T: N* — N* definida por ,

nn+1)

Tn)=1+4+2+-+n= , observe que T é uma fungdo Diofantina, de fato, como

n(n+1)

graf(T) = {(n,m) € (N*)?2 | m =T(n)} entdo (n,m) € graf(T) & m = & 2m =

n(n + 1). Logo, graf(T) é um conjunto Diofantino e, portanto, T é uma funcéo Diofantina.

n(n+1)
2

T(z) = zeparacada z € N*, existe um Unico inteiro n > 0,talque T(n) < z < T(n + 1).

Lema 1.3. Seja a funcdo T: N — N definida por T(n) = . Entdo T(z) é crescente,

Demonstracao.
Como T(z+1)— T(z)=z+1>0,segue que T(z) é crescente. Seja z € N*

+1 ~ +1
,como z > 1,temos que ZT > 1, entdo Z(ZZ—) > z,e portanto, T(z) > z.

Agora , defina o conjunto S, ={ne€N: T(n) >z}. Veja que S, # ¢, pois z
€ S, .Alemdisso, S, € N*, pois 0 € S, . Pelo principio da boa ordem, existe um Gnico m €
S, tal que m = minS, , e consequentemente, existe um tnico n=m—1 € N. Como n <
m = minS, temos que n € S, . Logo , T(n) <z, e como m € S, , temos que z < T(m).
Portanto , T(n) <z < T(n + 1).
|
Teorema 1.1 (Teorema das Funcbes de Emparelhamento) Existem fun¢Ges Diofantinas
P(x,y),L(2),R(z) tais que :

1) Paratodo x,y,z € N* L(P(x,y)) =x, R(P(x,y)) =y e P(L(2),R(2)) =z
2)L(z) <z R(z) <z
Demonstracao.

Pelo Lema (1.3) a funcdo T é crescente e para cada z € N* , existe um Unico inteiro
n=>0,talque Tn) <z< T(n+1) = T(n)+n+1.Como T(n) < z temos entdo que y
i=z—T(n) >0, logo y e N*.Por outro lado, z<T(n+1)=Tn)+n+1= y+
Tm)<Tn)+n+l1l=>y<n+l=n+l1l-y=20=>n+2-y>0=>

x:=n+2-y€eN~

Note que x e y sdo Unicos e dependem de z. Podemos entdo definir as funcbes

{L: N* — N*,com L(z) = x;
R:N* — N*,com R(z) =y;

Como z=T(m)+y e n=x+y— 2 definimos P: (N*)? — N*, como
P(x,y) =T(x+y—2)+ynote que P(x,y) = z.
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Provade 1)

Para todos os nimeros x,y,z € N* L(P(x,y)) = x ,R(P(x,y)) =
y,P(L(2),R(2)) = z de fato pois, L(P(x,¥)) & L(z) € x , R(P(x,y)) L R(z) L y e
P(L(2),R(2)) & P(x,y) & z.

Prova de 2)

Provemos agora que L(z) <z e R(z) <z de fato, como z=T(n)+y=>z=>y=

z = R(z). Para o que falta usamos o lema (1.3) jaque z=>T(x+y—2)+1>T(x—1) +

1>(x—1)+1=x.Logo z=x, ouseja, z = L(z).

L, R e P sao Diofantinas
Note que L(z), R(z) e P(x,y) sdo fun¢des diofantinas uma vez que :

z=P(x,y) & 2z=(x+y—-2)(x+y—1)+2y
x=L0z) o@y2zz=+y—-2)x+y—-1)+2y
y=R(z) © A)[2z=x+y—-2)(x+y—1)+2y

A funcdo P(x,y) estabelece uma bijecdo entre conjunto dos pares ordenados formados por
inteiros positivos e o conjunto dos nimeros inteiros positivos. E para cada inteiro z , o par
ordenado que esta associado a z por P(x,y) é (L(2),R(2))

m.

Outra funcdo Diofantina que nos sera muito util esta relacionada ao Teorema Chinés
sobre restos. Defina a funcdo S(i,u) = w onde w é o Unico inteiro positivo para o qual w =
L(w)(mod 1+ i.R(u)) ew < 1+ iR(u). Aqui, w € o resto da divisdo euclidiana de L(u)
por 1 + iR (u).

Teorema 1.2 (Teorema da Sequéncia de Numeros) Existe uma funcdo Diofantina S (i, u) tal
que :

1)SGu)<u,e

2) Para cada sequéncia ay,...,a, € N*, existe um numero inteiro u tal que S(i,u) = a;
paral <i <n.

Demonstracao.

S é Diofantina
Definimos a funcdo S: (N*)?2 — N*, da seguinte forma : S(i,u) = w, onde w é o
nico inteiro positivo para o qual w = L(u)(mod 1 +iR(u)), 0 <w <1+ iR(u), sendo

u = P(x,y) tal que x = L(u) e y = R(u). Mostremos agora que S(i,u) € diofantina.
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Veja que w=SGu)e 3z eNtal que L(u)=(z- 1)(1 + iR(u)) +w e
O<w<1+4+iR(u)

2u=(x+y—-2)(x+y—1)+ 2y,
& 3x,y,z,v € N* tais que x=w+(z—-1)1+iy), & 3x,y,z,v € N* tais
iy=w+v-—1.

que

(2u—(x+y—2)(x+y—1)—2y)2+(x—w—(z—1)(1+iy))2+
1+iy—w—-v)2=0.

Entdo usando a Lema 1.1 (somando os quadrados das trés equacOes) prova-se que
S(i,u) é Diofantino, note que a terceira equacdo do sistema (iy = w + v — 1) vem do fato
queld<w<14+4iRlueo0<1+iy—w=veN,

Provade 1)

Provemos agora que S(i,u) < u. De fato , como L(u) = (z — 1)(1 + iR(u)) +w=>
L(u) =w = L(u) = S(i,u) mas pelo Teorema (1.1) , L(u) < u . Logo, S(i,u) <u.

Prova de 2)

Finalmente, sejam a4, ..., a, € N* uma sequéncia de nimeros. Escolha y € N* como
sendo algum namero maior que cada a, ..., a, e divisivel por 1,2, ...,n. Entdo 0s nimeros
1+y,1+ 2y,...,1+ ny sdo relativamente primos entre si.

De fato, seja d € N* onde d|1+iy,e d|1+jy,comi<j, entdo d| [j(1+
iy) —i(1+jy)],istoé,d| j—i demodoqued <j—i<n dai d| y.

Ded|yed|1+iytemosd = 1.Sendo assim, podemos aplicar o Teorema Chinés

sobre restos para obtermos um namero x tal que:

(X= a (mod1+y)
{xz a, (mod1+2y)
kx = a, (modl+ny)
Logo para i = 1,2,...,n teremos a; = L(w)(mod 1 +i.R(uw))ea; <y =R(u) <1+

iR (u). Mas por definicdo da funcdo S(i,u) seque que a; = S(i,u). =

Uma impressionante caracterizacdo dos conjuntos Diofantinos de inteiros positivos é dado

pelo:

Teorema 1.3 Um conjunto S de inteiros positivos é Diofantino com dimensdo 1 se e somente
se existe um polindmio P tal que S é precisamente o conjunto dos inteiros positivos na

imagem da funcéo definida por P.
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Demonstracao.
Primeiramente, suponha que S € Diofantino, logo, existe um polindmio Q tal que:
x €S (3xy, ..., x, € N)[Q(x, x4, ..., x,,) = 0].
Seja P(x,xq, ., Xpy) = x.[1 — Q?%(x, x4, ..., x;n)]. Se x €S, escolha x4, ..., x,, tais
que Q(x,xq,...,%y) =0, logo P(x,xq,...,%,,) =x, 0 que mostra que x esta no conjunto

imagem da funcéo definida por P.

Por outro lado, seja z = P(x, x4, ..., X ),z > 0.Como z = x.[1 — Q2(x, x4, ..., xy)] €
x>0, segue que 1—0Q%2(x,xq,...,xy,) >0, logo Q2%(x,xq,...,%,) = 0 pois
Q (x,xq,..,xy,) EZ ,o0useja, Q(x,xq,...,%,) = 0.Portanto z = x € Q(z, x4, ..., %) =00
que mostraque z € S.

Reciprocamente, seja S o0 conjunto dos inteiros positivos na imagem da fungéo
definida por P. Logo,

x €S o (3xy, ..., Xy € N)[P(xq, ..., x;n) = x].
Defina R(x,xq, ..., X)) = x — P(xy, ..., X;). Entd0o, x € S & (Axy, ..., xp €
N*)[R(x, x4, ..., X,n) = 0], Logo o conjunto S é Diofantino.
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3 010°PROBLEMA DE HILBERT E INSOLUVEL

3.1 A funcéo exponencial é diofantina

O objetivo desta secdo é mostrar que a funcdo exponecial h(n, k) = n* é Diofantina. Isto é
necessario pois esta funcéo servira de base para mostrarmos que outras fun¢bes importantes
também sdo Diofantinas. Para isso serdo necesséarios 25 lemas, 0s quais enunciaremos e
provaremos a seguir. Nestes lemas utilizaremos fortemente a Equacdo de Pell, a Teoria de
Congruéncias e o Principio de Inducéo Finita.

Definigdo 2.1 A equacdo diofantina x> — dy? = N, onde d e N sdo inteiros é chamado de

equacao de PELL. A equacdo de Pell é de grande importancia na teoria dos nimeros devido

ao fato de que muitas equacOes diofantinas podem ser transformadas em uma equacéo de Pell

, 0u que dependa de alguma forma dela.

Exemplo 2.1 : Encontre todas as soluc@es inteiras da equacéo geral do segundo grau:
ax?+bxy+cy’+dx+ey+f=0,

Onde a,b,c,d, e, f sdo inteiros. O procedimento é 0 seguinte : Agrupamos 0s termos desta

maneira , ax? + (by + d)x + (cy? + ey + f) = 0. Logo a equacdo inicial pode ser vista

como uma simples equacao do segundo grau com descriminante,

A= (by + d)? — 4a(cy? + ey + ) = (b? — 4ac)y? + (2bd — 4ae)y + d?> — 4af , esse
descriminante deve ser um quadrado perfeito , chamaremos entao A, = z2. Definindo ,
p=b%—4ac, q=2bd-4ae, r=d? — 4af
Logo teremos , py?+qy +r —z? =0, que de novo é uma equacdo do segundo grau com
descriminante A,= g% — 4p(r — z?) ,novamente esse descriminante deve ser um quadrado

perfeito , chamaremos entdo A,= w?. Dai,

q* —4p(r —z*) = w? & w? — 4pz* = q* — 4pr.

Que é uma equacdode PELL , com g% — 4pr = N. Logo , se conhecemos as solucdes inteiras
dessa equacdo , obtemos imediatamente as solucBes inteiras da equacdo geral do segundo
grau. Nessa dissertacdo trabalharemos com o caso especial (ou particular) x? — dy? = 1.

A Equacdo Especial de Pell é dada por x2 —dy? =1, comx,y € Z,onde d:=a? -1, a >
1. d € N*. Observe que (x,y) = (1,0) e (x,y) = (a, 1) séo solugdes triviais da equacdo de
Pell, além disso se (x,y) é uma solucdo entdo (—x,y),(x,—y)e (—x,—y) também sdo
solucdes. Note que se d = k? para algum valor de k, entdo a equacdo especial acima so tem

a solucdo trivial (x,y) = (1,0).
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Demonstracao :

Se d = k? para algum valor de k , entdo usando fatoracdo (x + ky)(x — ky) =1, logo
x+ky=+11oux —ky = +1, pois o produto de inteiros é igual a um se e s6 se ambos sdo
iguais a 1 ou —1. Assim temos 0s sistemas :

{x+ky=—1 {x+ky=1
x—ky=-1 x—ky=1

Resolvendo temos que a Unica solucdo é (x, y) = (£1,0). De agora em diante consideraremos

d como sendo um niimero que ndo é quadrado perfeito , ou seja, Vd ¢ Q.

Definicdo 2.2 x,(a) e y,(a) paran € N,a > 1, sdo definidas por x,,(a) + y,(a)Vd =
(a + \/E)n. Quando o contexto permitir , a dependéncia em relacdo a a nédo sera explicitada e
escreverei apenas x,, € yy,.

Exemplo2.2: x;(a)=a e y,(a) =1, x4(a)=1¢e y,(a) =0
xo(@) + yo(a)Vd = (a + \/E)O =1, 0 que implica que x,(a) =1 e y,(a) =0

x1(a) + y,(@)Vd = (a + \/E)l = a ++/d, 0 que implicaque x;(a) =a e y,(a) =1

Exemplo 2.3 : b > a © x,(b) > x,(a) .Usando bindmio de Newton temos x;(a) +

Ye(@Vd = (a +vd)"

xi(@) = X520 (k) a1

I ]
4 Jpar .Logose b >a e b* 7 > a*J = x,.(b) > x(a).
|

.
(@ =% (¥)ad>

j impar
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Lema 2.1 N&o existem inteiros x,y, que satisfagam a Equacéo de Pell para os quais
1<x+yJd<a++d.

Lema 2.2 Sejam x,y e x, y' inteiros, que satisfacam a Equacéo de Pell. Definindo
x"=xx"+yy'd e y"=x"y+y'x. Entdo x"' e y" satisfazem a Equacéo de Pell.
Lema 2.3 x,, e y,, satisfazem a Equacéo de Pell.

Lema 2.4 Sejam x, y solugdes ndo negativas da Equacéo de Pell. Entdo para algum
ne N,x=x,ey =y,

Lema 2.5 Xpmin = XmXn + dYmYn € Yimin = Ym¥n £ XmYn.

Lema 2.6 Y41 = aym £ X € Xppy1 = AXpy = Ay,

Lema 2.7 (x,, y,) = 1.

Lema 2.8y, | Vo n € N*

Lema2.9y,| y: se, esomente se, n| t. n € N*

Lema 2.10 y,, = kxk1y, (mod y3), Vk € N*, k> 1.

Lema2.11yz| y,,, . n€N"

Lema 2.12 y2| y,entdio y,| t. n € N*

Lema 2.13 x,,,1 = 2aXx, — X;—1 € Yn+1 = 2aYy — Vn-1-

Lema2.14 y,(a) =n (mod a — 1).

Lema2.15Sea=b(modc), entdovVn € N, x,(a) =x,(b) (modc)e
yu(a) = y,(b) (mod c).

Lema 2.16 Quando n € par, y, € par e quando n € impar, y,, é impar.

Lema 2.17 x,(a) —y,(a)(a—y) = y™ (mod 2ay — y? — 1).
Lema218vne N,y,,.1 >y, =n.

Lema219 Vne N, a™ < x,(a) < x,41(a) e x,(a) < (2a)™.

Lema 2.20 x,,4; = —x; (Mod x5,).

Lema 2.21 x4,4; = x; (Mod x,).

Lema 2.22 Seja x; = x; (mod x,), i<j<2n, n>0.Entdoi = j, exceto se
a=2,n=1,i=0ej=2.

Lema 2.23 Sejax; = x; (modx,), 0<n, 0<i<n, 0<j<4n,entdo
j=iouj=4n—1i.

Lema224Seja0d <i<ne x;=x; (mod x,)entdo j = +i (mod 4n).

Lema2.25 Sea > y* entdo 2ay —y?—1>yk
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Lema 2.1 Nao existem inteiros x,y, que satisfacam a Equacéo de Pell e a inequacéo

1<x+y\/3<a+\/3.

Demonstracao.
Suponha que x,y satisfazem x?2 —dy?=1 e 1<x+yVd <a++d. Como,
1=(a+Vd)(a-Vd) = (x+yVd)(x —yVd)

essa igualdade e a inequacdo implicam que 1 > x — y/d > a —+/d. Dai,

1>x—y\/d_>a—\/d_ —1<—x+y\/c_l<—a+\/c_l

e = e =>0<2y\/c_l<2\/c_l=»0
1<x+yJd<a+Vd 1<x+yJd<a+Vd

<y<l1l

Por fim chegamos em uma contradi¢do portanto o Lema 2.1 esta provado.

|

Lema 2.2 Sejam x,y e x’, y' inteiros, que satisfacam a Equacéo de Pell. Definindo
x"=xx"+yy'd e y'"=x"y+y'x.Entdo x" e y" satisfazem a Equacéo de Pell.
Demonstracao.
Pela definicdo temos que

x" +y"Vd = (x + yVd)(x' + y'Vd)

= (xn)z _ d(y//)z — x// + y//\/a x// _ y//\/a

x" _yu\/az (x_yﬁ)(xl_yrﬁ) ( )( )
= (x +yVd)(x —yVd)(x' — y'Vd)(x' + y'Vd) = (x* — dy?)(x"* = dy'*) = 1.

|

Lema 2.3 x,, e y,, satisfazem a Equacdo de Pell.

Demonstragdo. Paran = 1 o lema é verdadeiro. De fato, x;(a) + y;(a)Vd =

(a+ \/E)l = a +/d, 0 que implica que x,(a) = a e y,(a) = 1, é a solucdo trivial da
Equacdo de Pell. Suponha que o lema seja verdadeiro paran — 1, ou seja, x,_,(a) e

v,,—1(a) também satisfazem a equacédo. Logo

xp(a) + yp(a)Vd = (a + \/H)n = (a+Vd)(a+ \/E)n_l = (%1 + y1Vad) (xp_q + yu_1Vd)

Utilizando o Lema 2.2 e a hipdtese de indugdo, temos que x,,(a) e y,, (a) satisfazem a

equacédo. m
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Lema 2.4 Sejam x, y € N solucdes da Equacéo de Pell. Entdo para algum n € N* temos,x =

Xn €Y = Yn.

Demonstracao.

Inicialmente note que x + yv/d > 1. Por outro lado, a medida que n aumenta (a + \/H)n
tende a0 infinito. Portanto existe um n > 0, tal que (a + Vd) < x +yvd < (a + Vd)"** se
ocorre a igualdade (a + \/E)n =x+yvVd o resultado esta provado, caso contrario
Xn + yoVd < x +yVd < (x, + yuVd)(a +Vd) como (xy +ypVd)(xn — yaVd) = 1 (ver
Lema 2.3), entdo o nimero x,, — y,vd > 0 pois x, + y,vd > 0 . Dai:

(on = yuVd) (on + ynVd) < (s = yuVd) (x + yVd)
< (xn - Yn\/@(xn + Yn\/@(a + \/C_l)

Logo,

1< (xp — yuVd)(x + yVd) < a +Vd >, Ax",y' € Z| 1<x"+y'Vd< a+d

Mas isto contradiz o lema 2.1. Logo , devemos ter (a +vd)" = x + yvd ,ou seja, In €

N |[x=x,ey=y, =
Lema 2.5 Xm+n = XmXn T dymyn € Ym+n = YmXn i ey

Demonstracao. x4, + ym+n‘/a = (a+t \/a)m+n = (xm + Ym\/a) (xn + yn\/a) =
Cemxn + AVmYn) + Gmxn + Xy )Vd.
Xman = XmXn + dYmYn

Portanto, e
Ymi+n = YmXn T XmYn.

De forma analoga, temos que (X,_p + Vi V) (X + ¥uVd) = xp + yuVd, €
multiplicando por x,, — y,v/d de ambos os lados, obtemos:
Xm-n T ym—n\/_ = (xm + ym\/a)(xn - Yn\/a) = (xmxn - dymyn) + (men - xmyn)\/a-
Portanto,

Xm—-n = XmXn — deyn
e ||

Ym-n = YmXn — XmIn.
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Lema2.6 ypi1 =aym X, € Xpy1 = aXpy = dypy,

Demonstracao.

Facan =1 no Lema 2.5 e lembre que x; =a e y, = 1.Uma consequéncia desse Lema é
que Yms1 > Y de fato pois yp,iq1 = aym + Xy = aym > Y. Portanto segue por inducéo
que n>rsy, >y,

|

Lema 2.7 (x,, y,) = 1.

Demonstracao.

SejaD € N*talqueD| x,, € D| y,,,entioD| x2 —dy? =D|1=D =1

|

Lema2.8 y,| Y n € N

Demonstracao.

Vamos utilizar inducéo sobre k . O lema é verdadeiro para k = 1, ja que, y,,| ¥, .Suponha
que seja verdadeiro para k=m, ou seja, V.| Vnm DO Lema 2.5 temos que
Ynm+1) = Ymn+n = YmnXn + Xnm¥n. COMO  y, | Xy ¥, € pela hipotese de inducdo
Yo | YamXn = Yn | OmnXn + Xmn Yn) = Yn| Ynm+1)- Portanto o lema é valido para k =
m + 1, 0 que conclui a prova por indugéo.

|

Lema29y,|y. ©n|t. n€e N*

Demonstragao.

Inicialmente, suponha que vy,|y. mas que ntt. Entdo podemos escrever
t=nq+r0<r<n Ent&o y; = ynq.., € pelo Lema 2.5 temos que, y; = YnqXy + XngVr-

Do Lema 2.8 y,| y,q € por hipotese y,| v, COMO XpgYVr = Yr — XngVyr SEQUE que

Yn| Xng Vr-

Provemos agora que (Y, Xnq) =1, se d| y, e d| x,,, pelo Lema 2.8 ,d| y,, e do Lema
2.7 temos que (Xpg ¥ng) =1 , segue que d| 1, ou seja, d = 1. Portanto y,| y,, e dai
Yn < ¥,. Por outro lado como n > r, pela consequéncia do Lema 2.6 teriamos y,, > 1y, , ou
seja, v, < v, ey, > ¥, que é uma contradicdo. Portantor =0 =t =nq = n| t.
Reciprocamente, se n| t = t = nk, pelo Lema 2.8 v, | Yk, OUSeja, V| V-
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Lema 2.10 vy, = kxk~ty, (mod y2), Vk € N*,

Demonstracao.

Por definicio x,x + yneVd = (a + Vd)™ = (x,, + y,Vd)* e pela formula do Bindmio de

Newton:

VR

k A |
(xn + yn\/a)k = (1> xnk_JYn]d%

Jj=0

k k 1 k k k
(0t + (et m (ot s (o

Desta igualdade concluimos que ,

j—-1

k k
k V| k PR T !
yudd= ) (C)a vl = ey d v Y (C)avd T =
J=0 J=3

jimpar J impar
Sk - S -
_ k=jJ gt _ 0 k-1 k=j.J 202
= Ynk = z <j>xn Yndz =kxn yn+ j Xn ynd z
j:O ]=3
jimpar j impar

Para j >3, os termos desta expansdo sdo todos congruentes a zero (mod y3).Entdo
Yk = kxii ™ y, (mod y3).
|

Lema 2.1l y7|¥,.,. n€ N

Demonstragao. Utilizando k = y,, no Lema 2.10 obtemos y,, ,, = y,%xfl’""l(mod y2) e desta

congruéncia temos que 3t € Z tal que y, . = (7,)3t + 222" = y2(yat +x5m 1), de
onde concluimos que yZ | y, 5, . ®

Lema2.12 v?|y,=>y,|t. ne N*
Demonstracao.

Como y2| y., segue que v, | y. e pelo Lema 2.9, n| t. Seja t = nk. Do Lema 2.10 temos
que, Ju € Z tal que kxX 1y, =y — u(y,)3 e como y2| vy € 2| (y,)3 concluimos que
y2| kxk=1y,, ou ainda, y, | kxk~1. Mas pelo Lema 2.7, (x,,y,) = 1.Entdo y,| k, e como

t =nk,segue que y,| t. m
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Lema 2.13 x,,,1 = 20X, — X1 € V41 = 20Yn — Vn-1-
Demonstracao.

Xnt1 = AXp +dYn € Yny1 =AYy + Xy, Xpa1 T Xno1 = 2ax,
Do Lema 2.6 temos: = e
Xp—1 = Xy — dYn € Yn-1 = AaYn — Xp, Yn+1 t Yno1 = 2ay,

e entdo , xppq = 2ax, — Xp_1 € Yn41 = 2aY, — Yn—1. EStas equacbes mais as

condicdes iniciais x, = 1,x; = a,y, = 0 ey, = 1 determinam todos os valores de x,, € y,.
|
Lema 2.14 y,(a) =n (mod a — 1).
Demonstracao.

Paran = 0 en = 1 a congruéncia é trivialmente satisfeita ja que y,(a) =0 e y,(a) = 1.
Vamos supor que o0 lema € verdadeiro para k<n . Devemos mostrar que
Yn+1(a) =n+1 (mod a — 1). Da hipdtese de indugéo temos ,

yp(@) =n(moda—1)
e
Vn-1(@)=n—1 (moda—1).

Como a =1 (mod a — 1), segue das propriedades de conguéncia que 2ay,(a) = 2n (mod
a—1),dai

2ay,(a) =2n (moda—1)
e
—Yn-1(@) = —(n—1) (moda—1)

Logo, yns+1(a) = 2ay,(a) = yp_1(@)=2n—(n—1)=n+1 (moda—1) . =

Lema 215 Se a=b (mod c¢)entdo Vne N,x,(a)=x,(b) (mod ¢) e
yn(a) = y,(b) (mod c).

Demonstracao.

Vamos provar que x,,(a) = x,(b) (mod ¢). Paran = 0 en = 1 acongruéncia € trivialmente
satisfeita ja que xq,(a) = xo(b) =1,y,(a) =y,(b) =0, x,(a) =a,x;(b) =b, y,(a) =
y1(b) = 1. Vamos supor que o lema é verdadeiro para k <n. Em particular, x,(a) =
x,(b) (Mod ¢) e x,_4(a) = x,,_,(b) (Mmod ¢). Dai,
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xn(a) = x,(b) (mod ) 2ax,(a) = 2ax,(b) (mod c)
e = e
xn—l(a) = xn—l(b) (mOd C)' _xn—l(a) = _xn—l(b) (mOd C)'

= 2ax,(a) — Xn_1 (@) = 2a20,(B) — Xp_1(b) (MOA €)' B xpy1(a) = xpys(b) (Mod C)

A prova de que y,(a) = y,(b) (mod c) é feita de forma inteiramente analoga.
|
Lema 2.16 Quando n é par, y,, é par e quando n € impar, y,, € impar.
Demonstracao.
Do Lema 2.13 V41 = 24V — V-1 = Ym-1 (Mod 2) = y,,41 = Ym—1 (Mod 2) dai
temos dois casos
0=y =y, = y, =+ =y, (mod 2). Logo y,, é par quando n é par.

-+ =y, (mod 2). Logo y, é impar, quando n & impar.

1=y1=y3 = s
u
Lema 2.17 x,(a) —y,(a)(a—y) =y™ (mod 2ay — y? — 1).
Demonstracao.
Paran = 0e n =1 acongruéncia e satisfeita.

xo—Yola=—y)=1=y° e x—yla-y)=a—-1(a—-y)=y=y"
Devemos mostrar que x,.;(a) — y,+1(@)(a—y) = y™*! (mod 2ay — y? — 1) para isso

suponha que o lema seja verdadeiro para k < n. temos que:

Xn41(@) = Yns1(@(a—y) = Rax, —xp_1) — Qay, —yn-1)(@—-y) =

= Za[xn —ynla— :V)] - [xn—l — Yn-1(a— y)]
Mas pela hipétese de inducéo,

Xy —Yp(a—y) = y™ (mod 2ay — y* — 1)
e
—[xp-1 = Yn-1(@—y)] = —y™* (mod 2ay —y* — 1)
Entao,

n+1

Xn41(@) = ynp(@(a—y) = 2ay™ —y" 1 =y" 1QRay - 1) =y"hy? =y
(mod 2ay —y? — 1) o que conclui a prova. Perceba que na Gltima igualdade foi usado que
2ay — 1 =y (mod 2ay —y? — 1).
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Lema 218 vne N , y,.1 >y, =n
Demonstracao.

Pela consequéncia do Lema 2.6, y, ., > y,. Resta provar que y, =n. Sen =20, 0
lema é verdadeiro, pois y, = 0 = 0. Suponha que o lema seja verdadeiro para n, ou seja, y,, =
n. Sabemos qUe Vn11 > Yn = Vns1 = Yn + 1, € pela hipotese de indugéo Yn+1 =N+
1, 0 que conclui a prova.
|
Lema219 Vne N , a" < x,(a) < x,41(a) e x,(a) < (2a)™
Demonstracao.

Primeiro Provemos que a" < x,(a) < x,4,(a). Para n =10, as desigualdades se
verificam, pois x, =1ex; =a > 1 =a’ portanto , a® < x, < x; suponha o lema valido

para n. Devemos provar que a™*! < x,,,4(a) < x,4,(a). De fato , pois

L2.6 L2.6 indugao
= = n+1
Xnyz = AXpiq T dyn+1 = AXpt1 > Xpy1 = AXp T dYn = aXn = a
+1
= a™ < xpyq(a) < xppp(@).

Provemos agora tambem por inducdo que x,(a) < (2a)". Paran = 0 a desigualdade é

o, L2.13 indugao
verdadeira ja que xo < (2a)® , como x,.; = 2ax, —X,_1 <2ax, < Qo=
Xpi1(a) < Qa)™* .
u

Lema 2.20 x,,4; = —x; (Mod xy,).
Demonstracao.
Pelas formulas de adicdo do Lema 2.5 e lembrando que dy? = x2 — 1 temos :
Xontj = Xni(ni)) = XnXns + AnYnsj = %0 (X0 £ dyny;) + dyn(yax; £ x,55)
= dyzx; = (x5 — Dx; = —x; (mod x,,).
|
Lema 2.21 x4,1; = x; (Mod xy,).
Demonstracao.
Pelo Lema 2.20. X4n1j = Xont2ntj) = —Xontj = —(—%;) = x; (mod x;,,).
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Lema 2.22 Seja

x;=x; (modxy,), i<j<2n,n>0.

]
Entdoi =j,excetosea=2 ,n=1,i=0¢e j=2.
Demonstracao.

-1 ~ ,
X"Z . Entdo o0s nlmeros

x, impar : Suponha que x,, é impar e seja q =

-q9,—q+1,—q+2,..,—-101,..,9g—1,q

Formam um sistema completo de restos mddulos x,,.

Pelo Lema 2.19, 1=xy<x; << x,-1.Usando 0 Lema 2.6
Xn = Qg+ dYn_g = Xy ST <TASSIM Xy < q.

Se xpo1=q=>2xp_1=x,—1=2x,_,+1=x,=>>dy,_, =1=d =1 absurdo
jaque d>1.Se x,.;<q pelo Lema 2.20 0S NUMEroS X1, Xn4+2, «-» X2n—1, X2n SA0
congruentes modulo x,, a respectivamente a —x,_q, —Xn_2, ..., —X1, —Xo. Deste modo os
nameros x,, X4, ..., X2, S80 mutuamente incongruentes modulos x,, 0 que prova o resultado.

Note que x,, = 0 (mod x,,).

x,, par : Suponha que x,, é par e seja g = ==, Neste caso, 0s nlimeros abaixo formam um
n n q 2

sistema completo de restos modulo x,,
-q+1,—-q+2,..,-101,..,g—1,q
Como acima x,,_; < q. Assim, 0 resultado segue como acima, exceto se x,_, = q = xz—” de

modo que pelo Lema 2.13, x,,,; = —q (mod x,,) esei =n —1ej =n+ 1 nosso resultado
seria falso ja que

Xn+1 =4 =9 = xn—l(mOd xn) = Xp41 = xn—l(mOd xn)

mas n—1 # n+ 1. Novamente do Lema 2.6, x,, = ax,_; + dy,_;, € desse modo x, =
2X,_, Implicaa=2 ey, =0 jaque d > 0, isto é, n = 1. Assim,o resultado pode falhar
somentequandoa =2, n=1,i=0ej=2.

|

Repare que x; = x; (modx,) < x; =x; (modx,) Assim,o resultado pode falhar

quandoa=2,n=1,i=2 ej =0.
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Lema223 Sejax; =x; (modx,), 0<i<n, 0<j<4nentdoj=iouj=4n—1I.
Demonstracao.

Primeiro suponha que j <2n. Entdo pelo Lema 2.22, j =i, exceto se 0 caso
excepcional ocorrer.Como i > 0, entdo isto s6 pode acontecer se j=0,a=2,n=1¢€
i = 2 que é uma contradicdo ja que por hipétese i < n.

Por outro lado, seja j > 2n e considerando j' = 4n — j, temos 0 < j' < 2n. Do Lema
221xy =x; (mod x,) mas por hipotese x; =x; (mod x,)segue que

xjp =x;  (mod x,).Novamente j* = i, exceto se 0 caso excepcional do Lema 2.22 ocorrer,

mas isto esta fora de questdo ja que ,iej’ > 0.
|
Lema224Seja0 <i<ne x;=x; (mod x,)entdo j = +i (mod 4n).
Demonstracao.
Escrevendo j = 4nq +j', 0 <j' < 4n. Note agora que
dnk+ j'=dn+4nk -1+, 1<k<q = X =X4q-1)+j’ =" =
Hipotese

Xgn1-1)+;' (Mod x,) = x;=xy (mod x,)=x; = x;=xy (Mmod xy). E
2.8

peloLema2.23,i=j'oui=4n—j'Sei=4n—j',comoj=4nq+j =i+j =
4n(g+1) =0 (mod4n) = j=—i (mod4n)Sei=j,comoj=4ng+j =j—i=
4nq =0 (mod 4n) = j =i (mod 4n).

Lema2.25 Sea > y* entdio 2ay —y?—1> y*

Demonstracao.

Defina g:R— R, g(y)=2ay—y?—1. Entdo g(1)=2a—-2=a,pois a=2.
Derivando g(y) temos g'(y) = 2a — 2y, Paral<y <a, g'(y) =2a—2y > 0, ou seja, a
funcdo g(y) é crescente nesse intervalo e consequentimente g(y) = a no intervalo , como
por hipétese a > y* portanto ,

gy) > y*¥ = 2ay—y?—1=a>y*
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Estes lemas serdo necessarios para provarmos os dois resultados seguintes. Considere o

seguinte sistema de equacdes Diofantinas.

. x2—(a®?—-1)y?=1
. w—-(a?-1v?=1

.  s2—B*-Dt?2=1

V. v=ry?

V. b=1+4py=a+qu,
VI. s=x+cu,

VIl. t=k+4(d—- 1)y,
VIIl. y=k+e—-1.

Vale o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Dados a, x, k, (a > 1), o sistema de (I)-(\V11I) tem solucdo em N* nos
argumentos restantes y, u, v, s, t,b,r,p,q,c,d,e Se e somente se x = x;, (a).
Demonstracao.

Primeiramente consideremos dadas as solucées de (1)-(VIII).De (V), b > a > 1. Pelo Lema

2.4 concluimos a partir de (1), (I1) e (1) que existem i, j, n > 0 tais que:

x=x(a), y=ya, u=x(a), v=y(a, s=x0) t=yjb)
Perceba que i,j ou n ndo pode ser nulo.
1) b=a (modx,(a)) e x;(a)= x;(b) (mod x,(a))

As equacoes (V) e (VI) produzem respectivamente essas congruéncias.

2) x;(b) = x;(a) (mod xn(a)).

Como b =a (mod x,(a)) Lz':;s x;(b) = x;(a) (mod xn(a)).

3) xi(a) = x;(a) (mod x,(a)).
Usando 1) e 2) temos x;(a) = x;(b) = x;(a) (mod xn(a)) = x;(a) =
x;j(a) (mod xn(a)).
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4) j=+i (mod4n)
L2.6
Usando (IV) temosque v >y = y,(a) > y;(a) > n>i>0.

x;(a) = x;(a) (mod xn(a)) L2='>24j = +i (mod 4n)

5) j=+i (mod4y;(a))
Da equacéo (1V) deduz-se que (y;(a))?| y,(a) e do Lema 2.12 y;(a)| n, dai (4) implica
que j = +i (mod 4y;(a)).

6) y;(b) =j (mod 4y;(a))
Daequacdo (V) b—1=4py e dolLema2.14 y;j(b)=j (modb—1)= y;(b) =
Jj (mod 4py) = y;(b) =j (mod 4y ) = y;(b) =j (mod 4y;(a)).

7) y;(b) = k (mod 4y;(a)).
Segue diretamente de (VII).

8) k=i (mod4y;(a)).

Segue diretamente da relacdo de transitividade entre 5), 6) e 7)

9) k=i
A equacdo (VIII) produz k < y;(a) eo Lema 2.18 i < y;(a), ou seja, —2y;(a) < k +
i <2y;(a),mas4y;(a)| k+i, daikt+i=0.comok+i>0, temosk—i=0, istoé

,k =1 assimx = x;(a) = x(a).

Reciprocamente, seja x = x; (a) devemos mostrar que o sistema de (1)-(V1I1) tem
solucdo nos argumentos restantes y,u,v,s,t,b,r,p,q,c,d, e.

1) Como x = x;(a) entdo y = y,(a) satisfaz (I).

2) Considere m = 2ky,(a) e sejau = x,,(a) e v = y,,(a). Entdo (II) é satisfeita.

3) Pelo Lema2.11, y¢| y 5,, mas k.y, | m, pelo Lema 2.9, yy,, | ¥m. Portanto

yZ| Y, isto é, y2| v.com isto podemos escolher r satisfazendo (1V).



35

4) Além disso, como m € par, pelo Lema 2.16, v é par e como u e v satisfazem (1) segue
que u é impar. Pelo Lema 2.7, (u,v) = 1. Provemos agora que (u,4y) = 1, de fato,
seja p um nGmero primo que divide u e 4y entdo p| y pois u é impar, e como k| m
pelo Lema 2.9. yi | y,,isto é, y| v, logo p| v e como (u,v) = 1 segue que p| 1,
uma contradicao.

by =1 (mod 4y)
Pelo Teorema do Resto Chinés podemos encontrar b, tal que: e
by = a (mod u),

Como 4jyu =0 (mod 4y) e 4jyu =0 (mod u), entdo b, + 4jyu também satisfaz

as congruéncias, e podemos encontrar b, p, q satisfazendo a equagéo (V).

5) A equacdo (I11) é satisfeita, definindo, s = x,(b) e t = y,(b). Perceba que s > x.
pois,

Exemplo 2.3
b>a = X, (b) > x(a) = s > x.

6) Provemos agora que s =x (mod u).De fato , da equacdo (V) temos que
b = a (mod u), agora usando o Lema 2.15 temos x,(b) = x;,(a)(mod u). Assim
¢ , pode ser escolhido de forma a satisfazer (V1).

7) Pelo Lema 2.18, ye(b) =k, ou seja, t=k e pelo Lema 2.14,
t = yx(b) =k (mod b — 1) e assim, usando (V) temos que 4y| (b—1) dai, t =

k (mod 4y). Podemos entdo escolher d satisfazendo a equacédo (VI1).

8) Aindapelo Lema 2.18,y = k, entdo (VI111) pode ser satisfeito tomando
e=y—k+1.

O Teorema 2.1 implica que o conjunto
M ={(ax k)| x=x(a)}
é Diofantino, basta utilizar o Lema 1.1 para reduzir o sistema de equacdes Diofantinas (I)-
(V1) a uma sé equacao.
Colorario 2.1 A funcdo g(z, k) = x;(z + 1) é Diofantina.
Incluindo ao sistema (1)-(VIIl) a equagdo a =z + 1 (*)Pelo teorema 2.1, o sistema
(*),(D-(VHI) tem solucdo se, x = x;(a) = g(z k).Desse modo, pode-se mostrar que g é

Diofantina utilizando a maneira usual de somar os quadrados dos nove polinbmios. m
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Agora acrescente ao sistema (1)-(V111) as seguintes equacdes:
(IX) (x —y(a—n) —m)? = (f —1)?(2an — n? — 1)?,
X) m+g=2an—n?-1,

Xhw=n+h=k+1,

X a? —(w? —-1)(w—-1)%2z2 = 1.

Com isto podemos provar o seguinte Lema.

Lema 2.26 m = n* < asequacdes (1)-(XI1) tem uma solucdo em N* nos argumentos

restantes.
Demonstracao.
Suponha que (1)-(XI1) é satisfeito.
1) w>1lea>1.
Por (XI), w > 1. Assim (w — 1)z > 0, e por (XII), a > 1.
2) dkeN| x=x,(a) ey =y, (a)
Basta aplicar o Teorema 2.1.
3) x,—vyil@a—m)=m (mod2an—n?-1) e
x, — yr(a—n) =nF (mod 2an —n? — 1)
Basta extrair as raizes quadradas em (IX) e usar o Lema 2.17 respectivamente.
4) m=nf¥(mod2an—-n?-1) e nk<w.
Aplicando transitividade em 3) e usando a equacdo (XI) respectivamente.
5) 3jeN| a=x;w) W—-1Dz=y;(w) e y;w)=j (modw —1)

Segue diretamente do Lema 2.4 aplicado em XII e do Lema 2.14 respectivamente

6) j=0 (modw —1)
De 5) temos (w — 1)z = y;(w) ou seja y;(w) =0 (mod w—1). Mas y;(w) =
j (mod w — 1) ,Logo por transitividade j = y;(w) =0 (modw — 1).

NN w—-1<j e a=w
De6) w—1|j ej+#0,segue que w— 1 < j. Para segunda afirmacdo basta usar o
Lema 2.19 lembrando que x;(w) = a.

8) a>nk
Lembrando que nk<w, a=>w/ e w—1<j. Obtemos que

a>w >wWl>npw1l>npk
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9 m<2an-n?2-1 e n*¥<2an—-n?-1.

Basta usar a equacéo (X) e aplicar o Lema 2.25 em 8) respectivamente.
10)m = n*

Segue diretamente da combinagéo entre 4) e 9).
Reciprocamente, suponha que m = n*. Devemos encontrar soluc@es para o sistema (I)-

(X1I).
1) Escolha algum w tal que w > k,n .Seja a = x,,_;(w) tal que a > 1. Pelo Lema 2.14,
Yw1W)=w—-1=0 (modw —1)
Assim, 3z € N* tal que
Yw-1(W) = z(w = 1).
Tomando
Xy_1(W) =a
e
Yw-1(W) = z(w — 1)

Temos que (XI1) é satisfeita.

2) Definindoh =w —nel=w — k,temos que a equacao (XI) é satisfeita.

3) Provemos agora que a > n*, comow > k,n e x,,_;(w) = a. Dai

12.19
a > wWl>pw1l>npk

e novamente pelo Lema 2.25, m = n* < 2an — n? — 1.
Dai, 3g € N* tal que
m+ g =2an—n?—1,

Assim, (X) é satisfeita.

4) Definindo x = x;(a) e y = y,(a). O Lema 2.17 nos permite definir f € N* tal que:
x—yla—n)—-m==x(f—1)QRan—n?*-1)
De forma que (1X) é satisfeita.

5) Finalmente, o sistema (I1)-(\VV111) pode ser satisfeito pelo Teorema 2.1.

Pelo Lema 2.26, temos que o conjunto N = {(m,n, k) € (N*)3| m = n*}.é Diofantino.
Basta utilizar o Lema 1.1 para reduzir o sistema de equacdes Diofantinas (I)-(XII) a uma so
equacéo. E esta conclusdo implica diretamente no resultado mais importante desta secdo que

enunciamos no proximo teorema.

Teorema 2.2 A funcéo exponencial h: (N*)2 — N*, h(n, k) = n* é Diofantina
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3.2 A linguagem dos predicados diofantinos

Agora que provamos que a funcdo exponecial é Diofantina, podemos mostrar que muitas

outras funcgdes e conjuntos também séo.
Exemplo 2.4. Afuncdo h : (N*)3 — N*, h(u,v,w) = u®" é diofantina.
De fato, y = u"" < (Az€ N)(y =u? A z =vY),
Onde “A” ¢é o simbolo l6gico para "e". Usando o Teorema 2.2, existe um polinémio P tal que:
y=u? © @3r,.., 1, € N)[P(y,u,zr,..,1r)=0]

z=v"¥ & (3sy,..,5, EN)[P(z,v,w,s4,...,5,) = 0].
Entdo, y = u”" & A1y, .., Ty S1, w0 SWIP2(V, U, 2,14, .., ) + P2(2,0,W, Sq, ..., Sp) = O].
|

Este procedimento € perfeitamente generalizavel e isso ja sabemos das proposigdes 1.1 e

1.2 vistas no capitulo 1. Expressfes que ja sdo conhecidas por gerar conjuntos Diofantinos
podem ser combinadas livremente utilizando os operadores ldgicos “A” e “V”, a expressido
resultante sera novamente um conjunto Diofantino. Estas expressdes sdo chamadas de
predicados Diofantinos.
Nesta linguagem ¢ permitido o uso dos simbolos 16gicos “V” para “ou”, assim

Ar,..,m, €EN)[P,=0] vV 3sy,..,5, € N)[P, = 0]

< 371y, .., 1, Sy, Sy € N¥)[P. P, = 0].
Ar,..,m, €EN)[P,=0] A 3sy,...,5, € N)[P, = 0]

& (3ry, .., T, S, o, Sy € N9)[P2, + P2, = 0].

Trés importantes func@es Diofantinas sdo dadas pelo :

Teorema 2.3 As seguintes fungdes sdo Diofantinas:

[ ran=()
{ gn) =n!

y
th(a, b,y) = g(a + bk)

Na prova deste teorema a notagdo [a], onde @ € um nimero real, sera usada para denotar o

anico inteiro tal que:

[@] < a < [a]+ 1.
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Lema2.27 Para 0 <k <n, u>2" temosque

[22]-5 2y

i=k

Demonstracao.

(ot D" = 5i (7)uf = 2 = St

u

?) uk =S +R, Onde S =Y, (Tll) ut=k e

n ; ; . ~ p . .
R=Yk4 (i)ul‘k. Como u'~% € N* para k < i <nentdo S éum inteiro e para

0<i<k-1,-k<i—k<-1, logou'™* <u~?!assim,

k-1 n
n
-1 n -1 n_ . n_2_
R<u (i)<u Z(i)—u A+t =<l
i=0 i=0
. (u+1)™
Assim, S < " < §+ 1, O que prova o resultado.
|

Lema2.28 Para0 < k <n, u > 2™ temos que.

(uzi)n] = (Z) (mod u).

Demonstracao.

Pelo Lema 2.27 , temos que [(u;)n] =Xy (rlz) ut~k = (Z) u® + (k :l_ 1) ul 4+ -+

(n) utk = (Z) (mod u). m

n
n , . .
Lema2.29 f: (N)2 — N* f(n k) = (k) é Diofantina.

Demonstracao.

Como

0<()= ) (1)-2 <n

4

n

Do Lema 2.28 [(”“)n] = (n) (mod u) e sabemos que 0 < (k

" K ) < u . Portanto (Z) éo

_— f . . +1)"
anico inteiro positivo congruente a [(uuk) ] (mod u) e menor que u. Desse modo,

Z=(n> © FurvweN)v=2" Au>v Aw= [(u::;)n] A z=w (modu)

k
Az <u).

n
k

um predicado Diofantino.

Para ver que ( ) ¢ Diofantina, ¢ suficiente notar que cada expressdao acima separada por “A” &
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1) v = 2™ é claramente Diofantino pelo Teorema 2.2.
2) Ainequacdo u > v é claramente Diofantina pelo exemplo 1.4.
3) Acongruéncia z =w (mod u) é Diofantina pelo exemplo 1.8.

4) W=[

(u+)™
uk

](:)(Elx,y,t)(t=u+1/\x=t" Ay =uk Awsi<w+1),

WS§<W+1=)W)/SX<(W+1)}I.
|
Lema 2.30 Ser > (2x)**1, entdo x! = [&—;]
Demonstracao.
Parax = 0 , o resultado é imediato pois 1! = [(%] , consideremos agora x > 0 entdo, é

verdade que

r* 1 .
- < x!———= pols,
O ey
o xx!(r—x)!_ . xl.(r—x)! B r*. x!
(r)—r. 7! o rr-1).0r-x+D0r-x) r.(-1..(F-x+1)
X
| 1 < x! 1
=x X
0 1 (x-1) x\*
(1-9)(-3)-(-%7) (1-3)
2x
_<14+=
T r
i x+1 X 1 1
Por hipétese , r > (2x)**! = <2 <7 Logo,

2

e 13 () e m 12 (1434 ()

+---><1+’T—‘(1+§+G)2+---)=1+
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rx (Zx)x+1
I~ < x4+ —-
(%)
r* 1 2x\” 2x x+1 (2x)*t1
< x! x<x!(1+—> <x!(1+—.2x)=x!+ xS xl+—
G (-9 " "
X r
Pois x.x! < x**1.
X
m <x'+1
X
x+1 X x+1
Por hipotese % <1, Portanto (Tr—) <x!'+ % <x!'+1.
X
rx
x! < =<
(%)
Comor—x > 1, teremos xS x! = s x!, segue que
r.(r-1)..(r-x+1) — "’ r(r-1)..(r-x+1) — 7' G~ 7 gueq

x
X!ST<X!+1.

X

O que conclui a prova do lema.

Lema 2.3l g: N* — N*, g(n) =n! é uma fungdo Diofantina.
Demonstracao.

Basta mostrar que

ar,s,t,u,VEN"|s=2n+1 At=n+1

m=nlo Ar=stAu=r*Aa

/\v=(£)/\mv£u<(m+1)v.

De fato, suponha que m = n!.

. Tr
Defina s=2n+1,t=n+1,r=st, u=r"¢e vz(n).COmom,n>0,temosque

s, t,r,u,v > 0. Observe que
r=st=2n+ 1)1 > (2n)"*1,

e pelo Lema 2.30,
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m=nt = ()]
ou seja,
mSE<m+1,
v

logo,

mv <u<(m+ 1)v.

Reciprocamente, suponha que 3 r,s,t,u,v € N*taisque ,s =2n+let=n+1ler=ste

r
=rn = <
u=r"e v (n)emv_u<(m+1)v.

Comomv<u<(m+1v = [%] =m = [r"/(:l)] =m, Noteque r = st =
(2n+ D)™ > (2n)™*1, dai novamente pelo Lema 2.30 ,

nl = [r"/ (;)] = m =n!
|

Lema 2.32 Seja bg = a (mod m). Entéo,

y
H(a + bk) = bY - y! (q ;I; y) (mod m)
k=1

Demonstracao.
bY -yl (@+y)! bY-(q+y)
by,y!(q+y): yt-(g+y)t_ bY-(g+y)
y y!'-q! q!
b -(qg+y)-(g+y-D--(q+1)-q!
q!

=b"-(q+y)-(@+y-1(q+1)
= (bq +yb) - (bq + (y — 1)b) - (bq + D).

Mas por hipétese bg = a (mod m) , segue que:

(bq +yb) - (bg + (y = Db) = (b +b) = (a+yb) - (a+ (y = Db) - (@ + b)
y

= H(a +bk) (modm).

k=1
E isto prova o resultado.
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Lema 2.33 h(a, b,y) = II;_,(a + bk) é uma funcio Diofantina.

Demonstracao.
No Lema 2.32, faca m = b(a + by)” + 1. Entdo (m,b) = 1 e m > [[%_,(a + bk) > 0.
Logo, a congruéncia bX = a (mod m) possui uma Unica solucdo X = q talque 0 < g <m

dai bqg = a (mod m).Do Lema 2.32 Hizl(a + bk) é o Unico nimero menor que m que é

) + .
congruente modulo m a b7 y! (q y y) , Isto €,

y

zZ= H(a + bk) © (3m,p,q,1,s,t,u,v,w,x € N*)
k=1

{fr=a+by ANs=1r¥ N m=bs+1 Abg=a+mt N u=>bY Av=y! Az

<m
w
AN w=q+y /\x=(y) A zZ+mp = uvx}

Como a funcéo exponencial, combinatorial e fatorial sdo diofantinas segue que h € uma
funcédo diofantina.A afirmacdo do Teorema 2.3 esta provada pelos Lemas 2.29, 2.31 e 2.33.

3.3 Novos conjuntos diofantinos
Com este lema 2.33 , combinado com os proximos Lemas 2.34 e 2.35 poderemos mostrar
que ¢ diofantino o seguinte conjunto:
S={(y,xq, 0, x,) € (N )" l:vzeN"cOMz<y,3y; ..V €
N* | P(y,2,%1, e Xp, Y1, o0» Ym) = O}

Onde P é um polinémio qualquer. Este conjunto S ser diofantino sera fundamental para

provar o Teorema da Universalidade e 0 Teorema que caracteriza as fungdes diofantinas.

Lema 2.34
Vk e N‘comk <y, 3y; ... %m € N*| P(V,k, X1, e, X Vis o) Vi) = 0

()’
Ju € N*| vk e N‘com k<y,3y; ...ym EN‘comy, <u, i =

1,....m | POY,k,Xq) i, X Vi, r Vi) = 0



44

Demonstracao.

Por hipotese, para cada k € {1,2, ...,v}, 3y, ..., y% e N* para os quais

P(y, k,x, ...,xn,yl(k), ...,y,(nk)) = 0.
Tomando u como sendo 0 maximo destes nimeros , isto é.
u=max{y®| 1<i<m;1<k<y}
Segue que,
Ju € N*| vk e N‘com k <y,3y; ...y, EN‘comy, <u, i =
1,....,m | POV, K, Xq, i, X Viy or Vi) = 0
A reciproca é trivial.

Lema 2.35 Seja Q(y, u, x4, ..., X, ) um polindmio com as propriedades:

Q) ey, u, x4, e, xp) > U,

(2) Qv u, X1, 0, %) >y,

B k<yey,..ym<u = | Pk X1, 0, X, Y1, -, Ym )| < Q(V, U, X1, v, X7).
Entdo,

Vk e N‘comk <y, 3y; .. ym € N*| P(V,k, X1, e, Xpu V1) o) Vi) = 0
()’
(3¢ t,ay, .., am EN*| 1+ct =[_,(1+kt)
t=Q(y,u xq, .., xp)!

u
()9 1+ct|1_[(al-—j), 1<i<m
j=1

\P(y,C, X1, e, Xy, Ay, ooe, Q) = 0 (mod 1 + ct).

Demonstracao.

Provemos que Vk € N*com k <y, 3y; ..y € N*| P(y, k, X1, e, X, Viy er Vi) = 0
,supondo a validade de (1), (2), (3) e (*). Paracada k = 1,2, ...,y, seja p, um fator primo
de 1 + kt . Seja yl.("”) o resto da divisdo de a; por p, , ou seja, a; = yl.(k) (mod p,) onde
(1 <k <y ;1<i<m).Distosegue que paracadak, i:

a) 1< yl-(k) <u,

b) P(y, k,xq, ...,xn,yl(k), . T(nk)) =0
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Demonstracao de (a)

Note que por definicdo p,|1+kt, por  hipbtese (x) 1+ kt|1+cte
1+ct | [Tf1(a; —j), por transitividade, py | [I=,(a; —j). Assim, como p, € primo,
Pr | a;—j para algum j € {1,2,..,u},ou seja, j=a; (modpy,).Dai também por

transitividade, j = yl.(k) (mod py.).

Uma vez que t = Q(y,u, xq, ..., X,,)! iss0 implica que p, > Q(y,u, x4, ..., x,) , Suponha o
contréario entdo isso implicaria que pr < Q(y,u, X4, ...,%,) = pi| t , mas por definicdo
pr | 1+ kt , portanto p, | 1, absurdo. Dai todo divisor primo de 1 + kt deve ser maior que

Q(y,u, xq, «r), Xp)-

De (1), px > u. Portanto, j < u < p,. Uma vez que yl.(k) é o resto da divisdo de a; por p;
temos também que y < py.. Assim. y*, j sdo ambos menores que p; ,positivos e

congruentes a py entdo y™ =j ecomo 1 <j < usegue que 1 <y <.

Demonstracéo de (b)
Primeiro provemos que k = ¢ (mod py) para isso lembre que p, | 1+ kt e pi| 1+ ct ,
entdopy | k(1 +ct) — c(1 + kt) = pi| k—c = k = c (mod py).Por definicdo ja

sabemos que a; = yl.(k) (modp,),1<i<m.

E por hipdtese (*),

P(y, k,x, ...,xn,yl(k), ...,y,%k)) = P(y,c,xq, ey X, Aq, oo, Q) = 0 (mod 1 + ct).

Como, py | (1 + ct) temos,

P(y, k, x4, ...,xn,yl(k), ...,y,%k)) = P(y,c, X1, 0, X, Aq, ..., Q) = 0 (Mod py,).

Assim, P(y, k, x4, ...,xn,yl(k), ...,y,ﬂ‘)) é multiplo de p, e, por (3) , temos que

k k
| P(y, k,xl,...,xn,yl( )'---'%51)) | <QWy,u, xq, ..., %) < Py

Portanto, P(y, k,xq, ..., xn,yl("), s y,ﬂ‘)) = 0. Isto prova (b) e completa a primeira parte da

demonstracéo.
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Reciprocamente, supondo valida que Vk € N‘comk <y, 3y; ...yym €
N*| P(y,k, X1, e, Xy V1, -» Vi) = 0 € também a validade de (1),(2) e (3) . Verifiqguemos a
validade de (*).

) Supondo que, P(y, K, X1, o X, YOO, ...,y,(nk)) =0, paracadal < k < y, onde

cada yj(k) < u. Nos fixamos t := Q(y, u, x4, ..., xp)!.

1) Note que 1_[?;:1(1 + kt) =1 (mod t), entdo existe c € N* talque 1 + ct =
vey (1 + k).

1)  Agora, paral < k <l <y, devemos ter (1+ kt,1+ It) = 1. De fato suponha
que existaum primo p talque p| 1 + kt e p| 1+ It, entdo p| (I — k)t dai como

p é primo temos dois casos:

Sep| (I — k) teriamosquep <l —k <y epor (2)temosp <y < Q(¥, U, Xq, ., Xp) =
pl Qy,u, xq,...,x,) '= p| t = p| 1 ,contradicdo. Se p|t = p| 1temos um absurdo.
Portanto, (1 + kt,1 + It) = 1. Desse modo 0s nimeros 1 + kt, com 1 < k < y sdo primos
entre si, e 0 Teorema Chinés do Resto pode ser aplicado para produzir, paracada i, 1 <i <

m, um numero a; tal que
a; = yl.(k) (mod 1 + kt), 1<k<y
Provemos agora que k = ¢ (mod 1+ kt). Como 1 + kt| 1+ ct, temos que

1+ kt| k(1+ct)— c(1+kt),ouseja,1+kt|k—c.Assim, paracadal <k <y ,

temos que P(y, ¢, X1, oo, Xppy Qg ooy Q) = P(y, k, x4, ...,xn,yl(k), ...,y,glk)) (mod 1 + kt)

.Como por hipébtese P(y, k,xq, ..., xn,yl("), ) y,gl'ﬂ) = 0, temos que

P(y,c,xq, .., Xp,0q, ..., @) = 0 (Mmod 1 + kt)

Uma vez que 0s nimeros 1 + kt séo primos entre si e cada um divide
P(y,c,xq, ..., Xy, a4, ..., Ap,), Tazendo seu produto,obtemos:
P(y,c,xq, ..., Xp,Q4, ...,4) =0 (mod 1 + ct).

Pois,
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y
1+ct= 1_[(1 + kt) | P(y,¢, X1, ) Xy Aq, wney Qi)
k=1

IV)  Lembrando que,
a; = yl.(k) (mod 1 + kt),
Isto é,
1+kt|a; — yl.(k)

ecomo 1 <y® <,

j=1
E novamente, como os nimeros 1 + kt sdo respectivamente primos entre si,
1+ct| [T¢ 1(a; = ).

Teorema 2.4
Se P é um polinbmio a coeficientes inteiros, entdo sao diofantinos os seguintes conjuntos:

R={(y,xq,..,x,) €E N3k e N comk <y,3y, ...,y EN*| P(y,k, X1, .0, X, V1, e Vi) = 0}

S={(,xy, ., %) E N)" vk e N“ comk <y,3y; ..,V EN* | P(¥, k, X1, e, X, V1, oer Vi) = 0}
Demonstracao.
R € um conjunto diofantino
Como (y,x1, ..., xp) ER S Ak, Yy, ., Vm EN* | k <y € P(y,k, X1, e, X, Y1y or Vi) =
0. Segue que R é um conjunto diofantino.
S € um conjunto diofantino
Agora é facil completar a prova do Teorema 2.4 usando os Lemas 2,34 e 2.35.Primeiro
encontre um polindmio Q satisfazendo (1), (2), (3) no Lema 2,35
Para isso , escreva: P(y,k, X1, oo, X, V1, o) Ym) = 201 t,, Onde cada t, tem a seguinte

forma:

— aib,.q1.,.92 an,,S1,,52 Sm
bt = YR X X, XYY e Y

Para cada c, positivo ou negativo.
Sejau, =| ¢ y*PxBxl? Lxrusitsttim e Q(y,u, xq, e, ) S u+y + 2N u,.
Lembrando que

u=max{yi(k)| 1<i<m;1<k<y}

Entdo (1), (2) e (3) do Lema 2.35 é trivialmente satisfeito. Desse modo,



VkeNcomk <y, 3y, .vm EN*| P(y,k,x1, e, X, V1) o0, Yim) = 0
E equivalente a,

(Ac,t,ay, ., am €EN| 14+ct =[[_,(1+kt),
t=Q(y,u xq, ..., x)!,

u
1+ct|1_[(ai—j), 1<i<m
j=1

A

\P(y,C, X1, e, Xy Qq, e, @y) = 0 (mod 1 + ct).
Que por sua vez, € equivalente a

( JU,C,t, A1, e, Ay €, fr G1s oo G Ry e gy L € N* |
e=14+ct N e= l_[izl(l +kt) A f =0Q(v,u,xq, ..., Xy)

t=fl AN gi=a;,—u-1, 1<i<m

u
hi=1_[(gi+j) A el h
j=1

\ = P(y,¢, X1, ey Xy Qg e, Q) =0 (Mmod 1+ ct) Aell.

Note que ,

ﬁ(ai -j)= ﬁ(ai —u—1+j).
j=1 j=1

Como cada uma dessas expressdes acima sdo diofantinas a combinacdo delas utilizando o

operador “A” e ““3” também serd, portanto o conjunto
S={(y,xq, .., x,) E (N )"l:vzeN" comz<y e 3y, ..., Vm
EN* | P(y,2,X1, ) Xpy V1, oo0r Vi) = 0}
E diofantino.

Lembre que ja provamos no teorema 2.3 que as fungdes h(a,b,y) = [1T;_,(a + bk) ,

g(n) = n!
e f(n k)= (Z) sdo diofantinas.

48
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3.4 Conceito de algoritmo e modelos de computabilidade

Um algoritmo é um método cuja execucdo consiste na aplicacdo, passo a passo , de certas
regras especificas a priori. Estas regras devem determinar o resultado final completamente. As
operagbes basicas da aritmética ; somar , multiplicar e dividir sdo procedimentos
algoritmicos. Um algoritmo conhecido é o algoritmo de Euclides para determinar 0 maximo
divisor comum de dois inteiros ndo negativos. Necessitamos definir as funcBes calculaveis,

existem os seguintes modelos de computabilidade :

1) Godel — Herbrabd - Kleene (1936) : FuncGes recursivas gerais definidas por meio de
uma equacao de Calculo.

2) Church (1936) : Funciones A — definidas.

3) Godel - Kleene (1936) : Fungdes u —recursivas e funcdes recursivas parciais.

4) Turing (1936 ) : Funces calculaveis definidas por maquinas finitas conhecidas como
maquinas de Turing.

5) Post (1943) : Funcdes definidas por sistemas de deducdes candnica.

6) Markov (1951) : FuncGes obtidas por certo algoritmo sobre um alfabeto finito.

7) Shepherdson - Sturgis (1963) : Maquinas ilimitadas de registro.

Todos os modelos anteriores de Computabilidade séo equivalentes e determinam a classe
das funcbes calculaveis denotada por € . Nesse trabalho usaremos o modelo de

computabilidade 3.

A Classe de FuncGes recursivas surge ao tornar mais preciso o conceito intuitivo de uma
funcdo calculavel. Algumas FuncGes Iniciais , que podem ser consideradas imediatamente
calculaveis , sdo chamadas de recursivas , e certas regras (Recursdo Primitiva , Composicéo e
Minimizacdo) sao especificadas por meio das quais novas funcbes recursivas podem ser
geradas a partir de funcdes que ja sabemos ser recursivas. As regras sao tais que , para cada
nova funcdo recursiva , é possivel indicar de uma sé vez um algoritmo para calcular os

valores da funcdo , se tais algoritmos estiverem disponiveis para as funcdes recursivas dadas.

Definigdo 2.3 : Uma funcdo f : N* — N é computavel (ou calculavel) se paraum x €

dom (f). Pudermos encontrar um algoritmo tal que o valor de y = f(x).
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Exemplo 2.5 Seja f : N2 — N, f(x,y) = mdc(x,y). Esta funcdo pode ser calculada pelo
método de Euclides.

1, x é primo

. s Esta funcdo pode ser
2, x nao é primo

Exemplo 2.6 Seja f:N — N, f(x):{

calculada pelo Crivo de Eratdstenes.

3.5 Fungbes recursivas

Para definir funcéo recursiva considere a funcdo S(i, u) definida no Teorema 1.2.

Definicéo : Funcbes Recursivas sdo aquelas que podem ser obtidas a partir das fungdes

recursivas iniciais

c(x) =1; (Identidade)
{ Sx)=x+1; (Sucessor)
UM(xq, o, xp) =%, 1<i<n; (Projecio)
S(i, w). (Teorema 1.2)

Aplicando interativamente trés operagdes basicas: Composicdo, Recursdo Primitiva e
Minimizacédo definida abaixo podemos obter uma funcdo h também recursiva.
Composicéao:
Define a funcéo h que satisfaz a equacao:
h(xy, s %) = F(G1001 s X)) ey G (X1, e, X)),

a partir das fungdes recursivas g, ..., gm © f (t, ..., t,,) dadas.

Recursdo Primitiva: Define a fungdo h(x;, ..., x,, z) que satisfaz as equacdes:
h(x1, ooy X, 1) = f (g, oon, X)),
h(x1, o, Xt + 1) = g(t, h(xq, oo, Xy £), X1, ooy X)),
a partir das funcbes f,g dadas. Quando n =0, f torna-se uma constante e h é obtida
diretamente de g. Note que a sequéncia de fibonacci pode ser escrita como uma fungédo
recursiva.
Minimizacdo: Define a funcdo h que satisfaz a equacao:

h(xq, ) Xp) = myin[f(xl, ey X V) = g(xq, e, X, Y1,

A partir das fungdes f, g dadas e assumindo que f, g sdo tais que para cada xg, ..., x, existe
pelo menos um y satisfazendo a equacéo

f(xll ey xTLI :V) = g(xl: ey xn; )’);
Ou seja, h esta definida para toda n-upla (xy, ..., x5,).
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Abaixo temos uma lista de algumas funcGes recursivas.

Proposicao 2.1: A fungdo h(x,y) = x + y é recursiva.

Demonstracao.

Defina g(u,v,w) = v+ 1e f(x) = x + 1. Note que g e f sdo recursivas pois podem ser
obtidas a partir das fung@es recursivas iniciais, g(u, v,w) = S(U3(w,v,w)) =S(v) e
f(x) = S(x) = x + 1. Agora considere a funcdo h(x,y) definida por ,

{ h(x,1) = f(x)
h(x,t +1) = g(t, h(x, t), x).

Portanto, segue por indugdo que h(x,t) = x + t e por recursao primitiva, h é recursiva.
|

Proposicao 2.2: A funcdo h(x,y) = xy é recursiva.

Demonstracao.

Defina f(x)=x e gluv,w)=v+w . Note que g e f sdo recursivas, pois
flx)=U(x) e glu,v,w)=sU3u,v,w)U3u,v,w)). Onde s é a funcdo soma que ja
sabemos que é recursiva, veja que g € recursiva por composi¢cdo.Agora, considere a funcéo
h(x, t) definida por,

{ h(x,1) = f(x)
h(x,t +1) = g(t, h(x, t), x).

Logo, por inducdo h(x, t) = xt e por recursdo primitiva, h é recursiva.
|
Proposicao 2.3: Para cada k € N*, a funcdo constante ¢, (x) = k é recursiva.
Demonstracao.
Para k = 1 vale o resultado. Suponha que ¢, (x) = k é recursiva, entdo ¢, (x) é recursiva
por Composicao pois,
Cr+1(x) =k + 1= ¢ (x) + ¢1(x) = s(cp(x), ¢, (x)).
|
Observe que todos os polinbmios P(x;, ..., x,)com coeficientes inteiros positivos sao
recursivos. Basta expressar essas funcdes por uma iteracdo finita de adicdo e multiplicacdo de
variaveis e c(x).Por exemplo:

2x2y +3xz3+5=c,(x) x-x-y+cs(x) x-z-z2-z+ cs(x).

Teorema 2.5 Uma fungdo é recursiva se e s se é computavel .
A demonstracdo desse resultado pode ser visto com detalhes na referéncia bibliografica

[Computability Theory , veja as paginas 61 e 69].
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Agora enunciaremos um dos resultados centrais deste trabalho:

Teorema 2.6 Uma funcdo é Diofantina se, e somente se, é recursiva.
Demonstracdo.Seja f uma funcdo diofantina, y = f(xy, ..., x,) © 3ty, ..., tyy €
N*| P(xq, e, Xpy ¥, tq, weer b)) = Q(Xq, oo, X, ¥, by, ov, tyy) ONAE P € Q sé0 polindmios com
coeficientes inteiros e positivos. Entdo pelo Teorema da Seqliéncia de Numeros,
JueN | SQuw=yeSi+Lu=t,1<i<m,Assim,
P(xq, ., xp, S(Lw), ..., S(m + 1,u)) = Q(xy, ..., x,, S(L, ), ..., S(m + 1,0)).
Logo, o conjunto
A={u€N"| P(xq .., x,S(1,u),..,S(m+ 1,u)) = Q(xy, ..., X, S(L,u), ..., S(Mm + 1,u)}
é ndo vazio. Pelo principio da Boa Ordem, existe u, = minA. Dai,
P(xq1, o, X, S(Lug), .., S(m + 1,up)) = Q(xq, e, X0, S(1, Ug), ..., S(M + 1, uy)).
Onde S(i+1,uy) =t; , 1 <i<m,temosque
P(xy, oo, X, S(L,ug), t1, ooy ) = Qx4 o, X0, S(1,Ug), Eq,y oovy Epy)-
Portanto ,
f(xqg, ., %) = S(1,uy) = S(1, minA).

Assim , por composicdo , P e Q sdo recursivas ja que sao polindmios com coeficientes
inteiros e positivos , por minimalidade , minA € recursiva e , novamente por composicéo , f é
recursiva.

Reciprocamente, como c(x), S(x), U* (x4, ..., x,,) € S(i,u) sdo diofantinas ,basta
mostrar que as fungdes diofantinas sdo fechadas para as operacfes de composi¢éo, recursao
primitiva e minimizacao, ja que no Teorema 1.2 mostramos que S(i,u) € Diofantina e as
funcgbes recursivas iniciais sdo trivialmente Diofantinas. Faremos isto a seguir:

Composicéo:
Se h(xy, s %) = F(91(X1s s X)) woer G (X1, e, X)), ONDE £, G4, .., g SHO Diofantinas
entdo h também é , pois, y = h(xy, ..., X)) & 3Ity, e, tym E N1 t; = gi(Xg, ey ), 1 <0 <
mey=f(ty, .. tm).

((t1=g1(x1, ., Xp)

= G (1 %)

\ y = f(ty, ., tm)

Pelo Lema 1.1 podemos reduzir o sistema em uma Unica equagao

E(xq,-, %0, Y, t1, ., tm) = 0.
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Recurséo primitiva:
Se
h(x1, oo, 0, 1) = f(xq, 00, xp)
h(xy, o, X, t +1) = g(t, h(xq, o) X, £), X1, s X)),

Onde f, g sdo Diofantinas, entdo h tambem é, pois, usando o Teorema da Sequéncia de
NuUmeros para codificar os nameros  S(1,u) = h(xq, ..., X, 1), ..., S(z,u) = h(xy, ..., Xy, Z)

temos que ,

Ju,v eN*| [v=5S,u) e v=Ff(xq,...x)],
e [VteEN",1<t<ztemost=z]out < zenesse caso
Jv eN*| v =S+ 1,u) e v =g(tS(t,u),xqg, ., xy))]
e [y =5S(zu)]

Yy =h(xq,...,%Xp,2) & { [

Do teorema 1.2 temos que S(i,u) é diofantino alem disso os operadores A e vV geram
conjuntos diofantinos , os quantificadores 3 e V também geram. Esse Gltimo quantificador

gera conjuntos diofantinos por causa do Teorema 2.4, assim h é Diofantina.

Minimizacéo:
Se

h(xq, ..., xp) = min[ f(xq, ..., xp,¥) = g(x4, ..., X5, ¥)], onde f, g sdo Diofantinas, entdo h
y

também é, pois,

AzeN*| [z= f(xy, ., xy) ez = g(xg, ..., xp, V)],
e [VteEN",1<t<ytemost=7y]out <yenesse caso
[Fu,veN*| u=f(xg,...,xp,t)ev = glxy, .., xpt)
e [(u<vouv<u).

vy =h(xq, .., xXp,2) & {
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3.6 O conjunto diofantino universal

Seja S 0 conjunto de todos os polinbmios a coeficientes inteiros e positivos. Fixado um
alfabeto infinito de variaveis x,, x4, x,, ... € considerando o nimero 1, as opera¢des de adi¢do
e multiplicacdo sucessivas e também as funcdes de emparelhamento descritas no teorema 1.1

, temos que afungdo P:N* - S, P, = P.(xq, x4, ..., x,,) definida por.

P1 = 1,
P3i_1 = X1,
P3; = Py + Prepy,
P3iy1 = Ppiy - Prep -
E sobrejetora, isto € a funcdo P gera todos os polinémios de S. Escrevendo
P; = P;(xy, x4, ..., X5,), Onde n é grande o suficiente para que todas as variaveis que ocorram
em P; estejam incluidas (E claro que P; geralmente nfo depende de todas as variaveis).
Finalmente, seja
D, = {x, € N*:3xy,..,x, € N*| Py (X0, X1, vy Xn) = Py (X0, X1, e X))
Observe que Py ) € Pr(y) N30 envolvem todas as variaveis xo, xy, ..., X, Mas claramente
ndo podem envolver qualquer outra (Lembre-se que 0 < L(n),R(n) < n). Pela forma como a
sequéncia P; foi construida, vé-se que a sequéncia de conjuntos D, D,, D5, ... inclui todos os

conjuntos Diofantinos de nimeros inteiros positivos.

Proposigdo 2.4. A familia D = {D,, D,, Ds, ... } contem todos os conjuntos diofantinos de
nameros inteiros positivos.
Demonstracéo.

Seja A € N* um conjunto diofantino. Entdo, por definicdo existe um polindmio D com
coeficientes inteiros tal que ,

A={x, € N*: 3xq,..,x, EN* | D(xp, %1, ..., X)) =0 }

Podemos escrever D = f — g , onde f e g sdo polindmios com coeficientes inteiros e
positivos. Como a funcdo P definida anteriormente € sobrejetora, existem
x,y EN'| P,=fe P,=g. Como (x,y) € N*x N*, existe n EN*| x=L(n) ey =
R(n). Logo, D=f—g= P.— P, = Py — Pg(y -Portanto, A =D,
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Teorema 2.6 (Teorema da Universalidade)

O conjunto U = {(n, x) € (N*)?| x € D,,} é Diofantino.
Demonstracao.
Basta mostrar que

r JueN| SLu)=1e SQ2u)=x
ViEl, ..n) temos SGiu) = S, W) + SRD,W
* €Dy Sy SGi+ 1,1 = SO, - SR,
L S, W) = SRG, ).

Seja x € D,, para x e n dados. Entdo , por defini¢do 3t,, ..., t, € N* tais que:
PL(Tl) (x, tl’ ey tn) = PR(TI.) (x, tll sery tn)
Pelo Teorema da Sequéncia de Nimeros, Ju € N* tal que S(j,u) = P;(x,t;, ..., t,) onde 1 <

j<3n+2.

Entdo em particular S(1,u) = P;(x,ty, ...,t,) = P; =1 eS(2,u) = P,(x,tq, ..., t,) = Xy =
x,ouseja, S(1,u) =1 e $(2,u) = xparai € {1,...,n} temos que
S@Bi,u) = P3;(x, ty, .o, ty) = Prin(x, ty, s ty) + Prepy (X, tq, oo, t)

= S(L(),w) + S(R(D),w),

SGBi+1,u) = Paip1(X, tg, o, ty) = Prpy (X, ty, oo, ). Prpy (X, £y, oon )
=S(L@{®,w - SR, v,

Como x € D,, , sabemos que

Py, ty, s ty) = Prany (X, ty, e, t).
Ou seja,

S(L(n),u) = S(R(n),u).

Reciprocamente, seja o lado direito verdadeiro para x e n dados. Seja t;; = S(3j" + 2,u) para
1 <j' <n.Entdo

t; =SG5,u), t, =S6B,u),...,t, =S@Bn+ 2,u)
Vejamos por inducdo que S(j,u) = Pj(x,ty, .., ty) onde 1 < j < 3n+ 2.Paraj = 1, temos

que
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S(l,u) = Pl(x, tl, ey tn) = 1
Agora, suponha valido para valores até j — 1, e vamos mostrar que vale para j.

Sej=3i—-1
Entdo, SBi— L,u) =SB — 1) +2,u) = t;_y = P3;_1(x, ty, ..., t,). Lembre que t;; =
S(3j'+2,u)enotequel <i—1<n.

Sej=3i

y
Entdo , SG3i,u) = SLE,u) + SR, W = Pry(tty, s t) + Priy (6, ooy ) =

Psi(x, ty, ..., t).

Sej=3i—-1
~ . Hip . ] Ind
Entd, SGBi+1,u) = SIL@E),u) SR, u) = Py, ty, ., ty). Pripy(X, by, e, t) =

Pyiiq(x,ty, .o, ).

Portanto S(j,u) = P;(x, t;, ...,t,) onde 1 < j < 3n+ 2. Como S(L(n),u) = S(R(n),u) ,
segue que
Prony(x,ty, o tn) = Prony (3, t, e, £).
Logo,x € D,
|
Uma vez que D4, D,, D4, ... ddo uma enumeracdo de todos os conjuntos Diofantinos de
inteiros positivos, € facil construir um conjunto diferente de todos eles e, portanto nédo

Diofantino. Basta definir:
V={neN|né¢D,}

Teorema 2.7 O conjunto V = {n € N* | n ¢ D,} ndo é Diofantino.
Demonstracao.

Esta é uma aplicacdo do método de diagonalizacdo de Cantor. Suponha que V é
Diofantino , entdo existe k € N*| V = D, ,comoV = D, temos ,k €V & k€ D, eda
definicdo de V temosk € V & k ¢ Dy, absurdo.

keVe ke D,
e
keV e k¢ D,.
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Teorema 2.8 A fungdo g(n, x) definida por:

(1, sex &D,
g(n,x)—{zj sex € D,

ndo é recursiva.
Demonstracao.

Se g fosse recursiva, entdo g seria diofantina, isto é,

y=9gnx) < 3y, .., Vm €E N*| P(n,x, 9, V1, .., Ym) = 0.
Mas disto segue que:
V={xeN'|x¢D,J={xeN| g(xx)=1}
={x eN*:3y;, ... ym EN*| P(x,x,1,y4, ..., Vp) = 0},
Logo, V é diofantina , absurdo.
u

Teorema 2.9 O Décimo problema de Hilbert é insolivel nos inteiros positivos.

Demonstracao.
Pelo Teorema da Universalidade , sabemos que o conjunto U = {(n,x) € (N*)?| x € D,;} é
Diofantino , isto é,

x €D, 3z,...,2, €N*| P(n,x,2q,...,2) = 0.

Suponha por absurdo que o Décimo problema de Hilbert seja solivel nos inteiros
positivos,ou seja , suponha que exista um algoritmo para testar se uma equacdo diofantina
possui solugdes inteiras positivas. Entdo para x e n dados, este algoritmo poderia ser usado
para testar se a equagdo

P(n,x,zy,..,2,) =0

Tem solucdo, isto é, se x € D,, ou ndo. Desse modo o algoritmo calcula a fungéo g(n, x).
Uma vez que as funcgdes recursivas sdo apenas aquelas para as quais existe um algoritmo de
computacdo, g(n,x) seria recursiva, ou melhor , se existe um algoritmo para determinar
g(n,x) , para cada n e cada x inteiros positivos , entdo g é recursiva, mas isto contraria o

Teorema 2.8. Logo o Décimo Problema de Hilbert é insoltvel nos inteiros positivos.
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Teorema 2.10 O Décimo problema de Hilbert é insolGvel nos naturais.
Demonstracao.
Seja P(xy, ..., X;n) = 0 uma equacdo diofantina. Defina o polinémio
QWi e ym) =Py1 + 1, ...,y + 1).

Suponha por absurdo que o décimo problema de Hilbert é solivel nos naturais. Entdo
,existe um algoritmo que testa se 3y, ...,V € N| Q(y4, ..., Vi) = 0. Escrevendo x; = y; +
1,onde 1 <i<m, esse algoritmo testa se 3xy,...,x, € N*| P(xy,...,x,,) = 0. Logo 0
décimo problema de Hilbert é solivel nos inteiros positivos, absurdo.
|

Teorema 2.11 O Décimo problema de Hilbert é insolGvel

Demonstracao.

Seja P(x4, ..., x,») = 0 uma equacdo diofantina. Pela proposicdo 1.1 sabemos que o sistema
( P(xy, e, xy) =0
I — A2 2 2 2
4 X1=Yi1tYVip T Yiz tVia

| .
\Xm = Y21 + V22 + Vas + Vi

Pode ser simplificado na equacéo, E(x4,...,Xm, Y11, - Yma) = 0. Suponha por absurdo
que o décimo problema de Hilbert seja sollvel, logo, existe um algoritmo que testa se a
equacao, E(xq, ..., Xm, V1.1, - » Yma) = 0 possui solugdo inteira. Pelo Lema 1.2, isso equivale
a dizer que esse algoritmo testa se, P (x4, ..., x,,) = 0 possui solucdo nos naturais. Portanto, o
décimo problema de Hilbert é sollvel nos naturais, absurdo.

Note que este resultado ndo da informacdes sobre a existéncia de solugbes para qualquer
equacdo Diofantina especifica, limita-se a garantir que ndo existe um algoritmo Unico para
testar todas as classes de equacBes Diofantinas. Isto ndo quer dizer que, dada uma equacédo
diofantina em particular, ndo possamos achar um meétodo para tentar descobrir se ela possui

ou ndo solucdes inteiras.



59

4 UMA APLICACAO PARA O 10° PROBLEMA DE HILBERT

Uma implicacdo muito importante dessa solucdo negativa do décimo problema de
HILBERT ¢ o teorema de incompletude de GODEL demonstrado em 1931.

4.1 Teorema de incompletude de Godel

Teorema 3.1. N&o existe um sistema axiomatico consistente do qual se pode deduzir todas as
verdades da aritmética.

Demonstracao.

Suponhamos que existe um sistema I' consistente que deduz todas as verdades da
aritmética. A notacgdo I' -  indica que a formula da aritmética { se deduz de I'. O conceito
de deducdo formal é um processo algoritmico, no sentido de que, dada uma sucessdo de
formulas, é possivel deduzir se é ou ndo é uma deduco correta. E entdo possivel fornecer um
algoritmo que liste todas as deducdes corretas. Agora, dada uma equacao diofantina
P(x) = 0, ela pode ser escrita na forma P;(x) = P,(x) onde ~“P,(x) = P,(x)" pertence a
linguagem da aritmética. Consideremos a formula

Y= 3x [P (x) = P,(X)].

Este formula deve ser verdadeira ou falsa. Se s € verdadeira, I' - {r por hipotese. Se s €
falsa entdo — é verdadeira, assim I' - —. Como T é consistente , I' ndo pode deduzira { e
= . O algoritmo a seguir resolveria o décimo problema de HILBERT.

Liste todas as deducdes corretas e examine a Ultima férmula, pare o processo quando
aparecer  ou —r. O processo termina pois alguma das duas formulas é dedutivel , deve
haver uma dedugdo que termina em § ou —s . Se é Y a que aparece, a equagdo P(x) =0 €
soluvel. Se é =, a equacdo ndo é soluvel . Assim temos encontrado um algoritmo que
soluciona o décimo problema de HILBERT!! , isso contradiz o teorema 2.11. Por conseguinte
ndo existe um tal sistema I'.

Entdo se existe um sistema consistente que deduz Todas as verdades da aritmética ele
conseguiria dizer se dada uma equacdo diofantina ela tem ou ndo tem solucdo nos inteiros ,
mas isso significaria que o Décimo problema de Hilbert é sollvel nos inteiros , portanto um
absurdo ja que sabemos que o décimo problema ndo é sollvel e portanto ndo existe tal sistema

axiomatico consistente.
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5 CONCLUSAO

E Importante perceber que a insolubilidade do 10° problema de Hilbert ndo da
informacdes sobre a existéncia de solucbes para qualquer equacdo Diofantina especifica,
limita-se a garantir que ndo existe um algoritmo Unico para testar todas as classes de equacdes
Diofantinas. Isto ndo quer dizer que, dada uma equacdo diofantina em particular, nao

possamos achar um método para tentar descobrir se ela possui ou ndo solugdes inteiras.
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