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RESUMO

O presente trabalho consiste em apresentar resultados relativos as seguintes questoes:
dados trés nimeros positivos arbitrarios m, n, p, existe um triangulo com bissetrizes inter-
nas de comprimento m, n, p? E possivel construir um tal tridngulo com régua e compasso?
Esta dissertacao é resultado de uma pesquisa bibliografica onde levantamos a histéria dos
problemas em foco, e apresentamos a teoria necessaria para as demonstracoes. No pri-
meiro capitulo introduzimos os problemas, comentando um pouco da histéria dos mesmos.
Seguimos no segundo capitulo, apresentando as preliminares necessarias para o desenvol-
vimento das demonstracoes dos problemas. Na sequéncia apresentamos as demonstragoes
pretendidas, e por fim concluimos o texto com nossas consideragoes, onde destacamos o
reconhecimento da importancia das inter-relagdes existentes entre elementos de diferentes

areas da Matemaética.

Palavras-chave: Geometria. Construcoes geométricas. Algebra abstrata. Anélise.



ABSTRACT

The present paper consists of presenting results regarding the following questions: given
three positive numbers arbitrary m,n,p, is there a triangle with internal bisectors of
length m, n, p? Is it possible to construct such a triangle with ruler and compass? This
dissertation is the result of a bibliographical research where we raise the history of the
problems in focus, and present the necessary theory for the demonstrations. In the first
chapter we introduce the problems, commenting a little on their history. We continue
in the second chapter, presenting the necessary preliminaries for the development of the
demonstrations of the problems. In the sequence we present the intended demonstrations,
and finally we conclude the text with our considerations, where we highlight the recog-
nize the importance of the existing interrelations between elements of different areas of

Mathematics

Keywords: Geometry. Geometric constructions. Abstract algebra. Analysis.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho consiste em apresentar resultados relativos as seguintes ques-
toes: dados trés niimeros positivos arbitrarios m,n, p, existe um triangulo com bissetri-
zes internas de comprimento m, n, p? E possivel construir um tal tridngulo com régua e
compasso? A resposta para a primeira interrogacao é positiva enquanto para segunda,
negativa.

Nossas referéncias indicam que as solugoes para estes problemas s foram possiveis
gracas ao grande desenvolvimento matematico nos tultimos séculos, no que diz respeito a
Algebra Abstrata e & Anélise, e & aplicacio destes conhecimentos na Geometria Elementar.

Em 1842, 0 matemaético francés Orly Terquem (1782 - 1862) calculou o compri-
mento das bissetrizes internas de um triangulo em termos dos comprimentos dos lados do
mesmo, encontrando um sistema de equacgoes. Este sistema possibilitou concluir a existén-
cia de uma possibilidade analitica para determinarmos os comprimentos dos lados de um
triangulo, dados os comprimentos das trés bissetrizes internas. No entanto, na tentativa
de desenvolver esta solucao analitica, Terquem acabou encontrando uma equacao de grau
muito alto, o que tornou inviavel a possivel solucao.

De 1842 a 1994, muitos esforgos foram feitos em relacao a busca pela solucao
do problema da existéncia, sendo objeto de estudo de matematicos como Imme van Den
Berg, Pierre Henri Brocard, W. Heymann, A. Korselt, Paul Barbarin e F. Neiss. Nossas
pesquisas revelaram que a primeira solucao, devida a Mironescu e Panaitopol, surgiu
em 1994 (DINCA e JEAN, 2010), a qual encontra-se disponivel em (MIRONESCU e
PANAITOPOL, 1994).

No ano de 1843, respondendo a uma questao levantada em 1830 no volume 6 do
Jornal Fur Reine und Angewandte Mathematik (Questao 12, p. 213 - 2014), von Renthe-
Fink, calculou a area de um triangulo em termos de suas bissectrizes internas, concluindo
que a equacgao para o raio do circulo inscrito deve ser do 16° grau, mas absteve-se de
derivar essa equagao explicitamente (DINCA e JEAN, 2010).

O problema da construcao com régua e compasso do triangulo, foi proposto por
Henry Brocard em 1875, nao surgindo nenhuma solucao na época. Assim como o problema
da existéncia, foi objeto de pesquisa de muitos estudiosos, vindo a ser solucionado em 1937,
quando F. Neiss monstrou que em geral a constru¢ao com régua e compasso ¢ impossivel
(DINCA e JEAN, 2010).

A demonstragao que faremos neste texto para impossibilidade da construcao, foi
desenvolvida em uma parceria entre os professores Dr. Antonio Caminha Muniz Neto e
Dr. José Alberto Duarte Maia, ambos da Universidade Federal do Ceara, e publicada em
junho de 2017, no servigo de e-print Arxiv, gerenciado pela Cornell University Library
(NETO e MAIA, 2017).

A seguir, descrevemos brevemente o contetido dos capitulos seguintes dessa dis-
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sertacao.

No Capitulo 2, apresentamos as preliminares para desenvolvermos as demons-
tragoes, objetos principais do texto. A importancia deste capitulo reside na exposicao
dos principais elementos envolvidos com o objetivo do trabalho como todo. Iniciamos dis-
correndo um pouco sobre elementos da Geometria Plana, seguidos de alguns topicos da
Algebra Abstrata, onde discutimos a algebrizacio das construgdes com régua e compasso,
e concluimos com a apresentacao de um resultado da Analise, conhecido como Teorema
do Ponto Fixo para Contragoes.

Munidos da teoria necessaria, construimos no Capitulo 3 a prova da existéncia
e da unicidade de um triangulo, dados os comprimentos de suas bissetrizes internas.
Concluimos este capitulo apresentando uma prova puramente geométrica para o fato
da unicidade do triangulo, nao recorrendo a quaisquer outros conhecimentos relativos a
Trigonometria, Anélise ou Algebra Abstrata.

Realizamos no Capitulo 4 a prova da impossibilidade da construgao com régua
e compasso de um triangulo, dados os comprimentos de suas bissetrizes internas.

E por fim, no Capitulo 5, expomos nossas consideracoes acerca do trabalho
desenvolvido, ressaltando a importancia das pesquisas na area da Algebra Abstrata e da

Anélise, para a construgao e desenvolvimento dos conhecimentos da ciéncia matemaética.
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2 PRELIMINARES

Apresentamos neste capitulo a teoria que fundamenta as demonstracoes, objetivos
centrais deste trabalho, presentes nos capitulos posteriores. Embora nao seja nosso intuito
construir um texto auto-suficiente, boa parte dos elementos ultilizados no restante da
dissertagao serao aqui discutidos. Apresentamos defini¢des e resultados importantes para
uma boa compreensao do trabalho como um todo.

Iniciamos expondo os elementos relativos a Geometria Plana. Em seguida, os
elementos da Algebra, cuminando na discursdo acerca da algebrizacio das construcoes
com régua e compasso.

Para finalisar o capitulo, discorremos sobre condigoes que uma aplicagao necessita
satisfazer para possuir um tnico ponto fixo, enunciando e demonstrando o teorema do

ponto fixo para contragoes.

2.1 Elementos da geometria plana

Nesta se¢do abordaremos os elementos da geometria plana que serdo de funda-
mental importancia para o desenvolvimento do restante desse texto.

Discutindo um pouco sobre as construgoes com régua e compasso, expondo as
construgoes mais elementares. Em seguida comentaremos a historia relativa aos trés pro-
blemas clasicos que foram objetos de investigacao de inimeros matematicos por mais de
2000 anos, e realizaremos algumas das principais construcoes relativas aos triangulos, bem

como oberservacoes pertinentes.

2.1.1 Construgcoes com régua e compasso

Antes de mais nada, para se discutir sobre constru¢oes com régua e compasso,
¢ importante compreendermos claramente o que é permitido fazer com uma régua sem
escala (nao graduada) e um compasso.

Com a utilizacao destes intrumentos e apoiados nos postulados de Euclides os

gregos sabiam construir inimeras figuras, realizando somente,

1) com a régua, o trago de uma reta de comprimento indefinido passando por dois

pontos distintos dados;

2) com o compasso, um circulo com centro em um ponto dado e passando por um outro

ponto também dado.

Para eles, solucionar um problema, provar uma proposicao ou um teorema era
equivalente a construir geometricamente uma solugao.

E interessante saber que:
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[---] o compasso de Euclides difere dos compassos modernos, uma vez
que com estes é permitido tragar um circulo com centro num ponto qual-
quer e tendo como raio um segmento AB qualquer. Em outras palavras,
permite-se transportar a distancia AB ao centro C, usando para isso o
compasso como [...] transportador |...]. O compasso euclidiano, por outro
lado, desmonta-se quando se levanta um de seus bragos do papel. Pode-
ria parecer assim que o compasso moderno fosse mais poderoso que do
que o euclidiano, ou compasso desmontével. Mas é bastante curioso que

os dois instrumentos sejam equivalentes (EVES, 2004, p. 134).

Para verificar a equivaléncia entre o compasso moderno e o euclidiano, vejamos
inicialmente como construir um tridngulo ABC equilatero, dados os pontos A e B, com
os instrumentos euclidianos.

No que segue, sempre que escrevermos XY estaremos nos referindo ao compri-
mento do segmento XY

Com a régua, ligue os pontos A e B obtendo o segmento AB. Em seguida, com o
compasso trace o circulo de centro A e raio de medida AB, e o circulo de centro B e raio
de medida AB. Chame de C' e C" os pontos de intersecao entre os dois circulos. Agora

ligando A a C' e B a C obtemos um tridngulo equildtero com lado de comprimento AB.

C

Cl

Figura 1 — Construgao do triangulo equilatero com compasso euclidiano.

Podemos agora mostrar que os compassos moderno e o euclidiano sao equivalen-
tes. Ou seja, dados os pontos A, B e C, mostraremos que é possivel construir o circulo de
centro A e raio BC', utilizando o compasso euclidiano.

Construa como acima, o tridngulo equilatero ABD e em seguida realize os seguin-
tes procedimentos: trace o circulo de centro em B e raio BC, e seja E sua intersecio com
a semi-reta B?; trace o circulo de centro D e raio DE e seja F' uma de suas intersecoes
com a semi-reta E Construa agora o circulo de centro em A e raio AF. A imagem

abaixo nos mostra os dois casos possiveis.
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Figura 2 — Equivaléncia entre o compasso euclidiano e o compasso moderno.

Veja que se BC' > AB entdo AF > AD, se BC' < AB entao AF < AD, e quando
BC = AB o segmento AD = AF.

Em qualquer dos casos, o circulo de centro em A e raio AF' é aquele que queriamos
construir pois AF = BC.

A seguir apresentaremos algumas das principais construgoes elementares que os

gregos sabiam realizar, no plano, com os instrumentos euclidianos, segundo (WAGNER,
2007) e (REZENDE e QUEIROZ, 2008).

2.1.1.1 Soma e subtracdo de segmentos

Dados os segmentos AB e CD com AB > CD construa os segmentos EF ¢ GH
tais que FF = AB+CD e GH = AB —CD.

Construcgao:

Soma: Trace uma reta r e marque sobre ela um ponto O. Em seguida, transporte o
segmento AB para 7, obtendo um segmento OF tal que OF = AB. Agora, transporte o
segmento C'D para r, a partir do ponto O, obtendo um ponto F, tal que OF = CD e
O € EF. Note que EF' = AB + CD.

A B
C____ D

Figura 3 — Soma de segmentos.
Segunda parte: Trace uma reta r e marque sobre ela um ponto O. Em seguida, trans-

porte o segmento AB para r, obtendo um segmento OH tal que OH = AB. Agora,
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transporte o segmento C'D para r, a partir do ponto O, obtendo um ponto G, tal que
OG =0CD e G € OH. Perceba que GH = AB — CD.

A B

C D

Figura 4 — Subtracao de segmentos.

2.1.1.2 Transporte de angulo

Dado um angulo AOB , construa um angulo CO'D congruente a AOB.

Construcgao:

Trace o circulo de centro O e raio r arbitrario, obtendo os pontos F € @)1 e F' e @ .
Em seguida, considere dois pontos do plano O’ e D, e trace o circulo de centro O e raio
r, obtendo o ponto G € (ﬁ Para finalizar, construa o circulo de centro G e raio E'F,
denotando por C, uma de suas interse¢oes com o circulo de centro O’ e raio r. Temos que

—

CO'D = AOB. A Figura 5 ilustra a construgao.

0 o |

Figura 5 — Transporte de angulo.

2.1.1.3 Soma e subtracdo de angulos

Dados os angulos AOB e CO'D com AOB > @, construa um angulo BOL
tal queEO\L:A/O\B—i-C’/OT), e um angulo BOK tal que@(:@—@.
Construcgao:

—
Trace o circulo de centro O e raio r arbitrario, obtendo os pontos £ € OAe F € O? . Em
R —
seguida, trace o circulo de centro O’ e raio r, obtendo o ponto G € O'D e H € O'C'. Para
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finalizar, construa o circulo de centro E e raio G H, denotando por L e K os pontos de suas

intersegoes com o circulo de centro O e raio r. A figura abaixo ilustra os procedimentos.

Figura 6 — Soma e subtracao de angulos.

Observe que BOL = AOB + C@, e BOK = AOB — CO'D. E note que nesta
construgao fizemos o transporte (2.1.1.2) do angulo CO'D.

2.1.1.4 Reta perpendicular

Dados um ponto A e uma reta r, construa uma reta perpendicular a r passando
por A. Temos dois casos: A € r ou A ¢ r. Faremos uma unica descri¢do da construgao

para os dois casos.

Construgao:

Trace o circulo de raio r e centro em A, de modo que intersecte a reta em dois pontos,
digamos B e C. Em seguida, trace os circulos centrados em B e C' com raios r' > r.

Denotemos a intersecao entre os dois ultimos circulos construidos por D e E. A reta

determinada pelos pontos D e E passa por A e é perpendicular a r.

Figura 7 — Reta perpendicular.

2.1.1.5 Mediatriz de um segmento

Dado um segmento AB, construa a reta mediatriz.
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Construcgao:

, . 1— . . .
Trace os circulos centrados em A e B, de raio r > §AB. As intersecoes entre estes dois
circulos s@o os pontos C' e D. A reta que passa por estes dois pontos é a mediatriz do

segmento AB, que intersecta AB no seu ponto médio.

Figura 8 — Reta mediatriz.
Vejamos agora um exemplo de aplicacao da construgao da mediatriz.

Exemplo 2.1. Dados dois pontos, A e B, e uma reta r, tais que a mediatriz de AB

intersecte r, construa o circulo que passa pelos dois pontos dados e que tem o centro sobre

a reta r.

Construcgao:
Trace a mediatriz do segmento AB, que intersecta r no ponto O. Como O pertence a

mediatriz, seque que OA = OB. Agora, trace o circulo de centro O e raio OA.

Figura 9 — Aplicacao da construcao da mediatriz.

Vale observar que se a reta r for a mediatriz do segmento AB, entao existem
infinitos circulos que tem centro sobre r e que passam por A e B. Caso contrario, o

circulo construido é unico, pois duas retas nao paralelas concorrem em um tnico ponto.
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2.1.1.6 Retas paralelas

Caso 1: Dados um ponto A e uma reta r, construa a reta s paralela a r, e passando por

A.

Construcgao:

Tome um ponto O pertencente a r e trace o circulo de centro em O e raio OA. Sejam B
e C os pontos de intersecao entre este circulo e a reta r. Agora, trace o circulo de centro
em B e raio AC, obtendo o ponto D, intersecao deste circulo com o outro ja construido,
situado no mesmo semiplano de A em relagao a reta r. Observe que os tridngulos OAC' e
ODB sao congruentes. Logo as distancias dos pontos A e D para reta r sao iguais, pois
as alturas correspondentes dos dois tridngulos possuem mesmo comprimento. Portanto, a

reta s definida pelos pontos A e D ¢é paralela a r e passa pelo ponto A.

A )

Figura 10 — Reta paralela passando por um ponto dado.

Caso 2: Dados um segmento AB e uma reta r, construa as retas paralelas a r, distando

AB de r.

Construcgao:

Tome um ponto O pertencente a reta r e construa a reta ¢t perpendicular a r passando
por O. Trace o circulo de centro em O e raio AB, obtendo os pontos C' e D, intersecoes
de deste circulo com a reta t. Para finalizar, construa as retas paralelas a r e que passam

pelos pontos C' e D usando a descrigao da Construgao, anterior.

s
N

N

Figura 11 — Retas paralelas distando AB, sendo dado o segmento AB.
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2.1.1.7 Divisdo de segmentos

Dado o segmento AB, divida-o em n segmentos congruentes.
Construcao:
Pelo ponto A, trace uma semirreta zﬁz ,com X ¢ 1@ . Sobre esta semirreta tome n pontos
sucessivos, A, Ay, -+, Ay, a partir de A, tais que AA; = A1 Ay = AyA3 = --- = A, | A,.

Trace a reta r definida pelos pontos A,, e B, e construa as retas rq, 79, --- r,_1, paralelas a

r, passando respectivamente pelos Ay, A, -+, A,_1. Asretas ri,ry, « -+, r,_1 intersectam o
segmento AB respectivamente nos pontos By, Bs, - -, B,_1, e estes pontos, pelo Teorema
de Tales, sao tais que AB; = B1By = ByBs = --- = B,,_1B.

B1 BZ B3 Bn

B
1

Figura 12 — Divisao de segmentos em partes congruentes.

Esta construcao nos permite obter segmentos de comprimento fracionario em

relagdo ao comprimento de outro segmento dado.

2.1.1.8 Bissetriz de um angulo

— e — —
Dado um angulos AOB, construa a semirreta OM tal que BOM = AOM.

Construcgao:
o
Trace o circulo de centro em O e raio arbitrario r, obtendo os pontos C € OAe D € O? .
H — —_—
Encontre o ponto médio M, de DC' (2.1.1.5). A semirreta OM é tal que BOM = AOM

como queriamos.

@)

Figura 13 — Bissetriz de um angulo.
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2.1.1.9 Arco Capaz

Dado um segmento AB e um angulo C/D\E, construir os arcos tais que qualquer

de seus pontos, seja P um deles, determine angulos APB = COD.

Construcgao:

A partir do ponto A e considerando o segmento AB, construa um angulo congruente
a CDE (2.1.1.2), obtendo a semirreta B , e trace reta s, mediatriz do segmento AB
(2.1.1.5). Em seguida, construa a reta t perpendicular a semirreta H e passando por A
(2.1.1.4). Seja O a intersegao de s e t. Construa o arco de centro em O, situado no mesmo
semiplano de O em relacao a reta aB , raio OA = OB e extremidades A e B. Este é um
dos arcos da construgao. Obtemos o outro tracando o circulo de centro M, médio de AB,
que determinard o ponto O intersecao desse circulo com s. Para finalizar, com centro em

O', construa o arco situado no mesmo semiplano de O’ em relacdo a reta Ag, de raio

OA = OB e extremidades A e B.

Figura 14 — Arco capaz.

2.1.1.10 Multiplicacao e divisdo de segmentos

Dada uma unidade de medida e dois segmentos de comprimentos a e b, construir

segmentos de comprimentos a - b e a/b.

Construgao:

Construa, utilizando a Construcao 2.1.1.4, tridngulos retangulos como na figura abaixo !,

B G

&

AE C FH

1Ia[b

Figura 15 — Multiplicacao e divisao de segmentos

1 Fazemos apenas o caso em que 1 < a < b, mas em todo caso podemos contruir tridngulos retdngulos

que solucionam o problema.
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onde BC=GH =a, AC=FJ=b ¢ AE=FH=1.
Como AABC ~ AADE e AFIJ ~ AFGH segue

BC_DE o _DE g o
AC AE b 1 by
e
i:G:H = Q:g IJ=a-b

FJ FH b1

2.1.1.11 Quadrado inscrito em um circulo

Dado um circulo de centro O, construa um quadrado inscrito.

Construcgao:
Trace duas retas perpendiculares passando por O. As intersecoes, A, B,C e D, dessas

retas com o circulo sao os vértices de um quadrado.

B
Figura 16 — Quadrado inscrito em um circulo.

Observe que esta construcao é equivalente a dividir o circulo em quatro arcos

congruentes.

2.1.1.12 Poligonos regulares de 2" lados

Dado um circulo de centro O, construa um poligono de 2" lados inscritos no

circulo, com n > 3.

Construcgao:

Estas construgoes serdo feitas por recorréncia. Construa um quadrado inscrito no circulo
e por bisse¢ao de seus angulos centrais obtenha o octégono regular inscrito (Figura 17).
Realizando novamente a bissecao dos angulos centrais, agora do octégono, obtenha o
poligono de 2% lados inscrito no circulo. Seguindo desta forma, a partir do poligono de
2("=1 lados, por bissecdo de seus angulos centrais, obtenha o poligono regular incrito com
2™ lados.
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C

Figura 17 — Octégono.

2.1.1.13 Segmento com comprimento /T

Dada uma unidade de medida e um segmento AB tal que AB = r, construa um
segmento BC' de modo que BC = /.

Construgao:

Trace a semirreta AB e sobre ela tome o ponto D tal que AD > AB =r e BD =1
(unidade de medida). Encontre o ponto médio M do segmento AD e construa o semicirculo
de centro M e raio AM = DM. Para finalizar construa a reta s, perpendicular a semirreta,
zﬁ passando pelo ponto B, obtendo o ponto C', intersecao da reta s com o semicirculo.
O segmento BC é tal que BC = \/r.

A M B D

Figura 18 — Segmento de comprimento /7.

As construgoes que descrevemos acima, nos mostram que utilizando as constru-
¢Oes mais basicas, os gregos conseguiam fazer uma quantidade enorme de novas cons-
trucoes, e cada vez mais complexas. Como vimos por meio da construcao 2.1.1.13, era
possivel construir segmentos de comprimento /7, dado um segmento de comprimento .
Isto é, podemos construir segmentos com comprimento irracionais da forma /7.

Também podemos observar que é possivel construir poligonos regulares de 2"
lados, inscritos em um circulo, e embora nao tenhamos realizado aqui, os gregos sabiam
ainda construir os poligonos regulares de 3, 5, 6, 10, 12 e 20 lados, inscritos em um
circulo, assim como os de 2"n lados desde que soubessem construir o poligono de n lados,
utilizando a bissecao dos angulos centrais.

Segundo (HEFEZ e VILLELA, 2012, p. 201),
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[...] por mais que os gedbmetras tentassem construir com régua e compasso
o heptdgono (poligono de 7 lados) e o enedgono (poligono de 9 lados),
eles nunca conseguiram. Comegou entao a pairar a suspeita de que tais
construgdes nao seriam possiveis. Mas como provar tal impossibilidade?
Uma coisa é provar que uma determinada figura é construtivel, exibindo
sua construgao; outra coisa é mostrar que nenhuma construgao podera

levar & obtencao de uma dada figura.

Os trés famosos problemas deixados pelos gregos acerca da construtibilidade com

régua e compasso sao:

[) Duplicagdo do cubo: Construir o lado de um cubo cujo volume é o dobro do de

um cubo dado;
IT) Trissecgao do dngulo: Dividir um dngulo arbitrario dado, em trés partes iguais;

IIT) Quadratura do circulo: Constrir um quadrado com é&rea igual & de um circulo
dado.

Estes trés problemas sao exemplos de elementos de grande importancia historica
para o desenvolvimento da Matematica. A busca ingente por solugdes para os mesmos
influenciou profundamente a geometria grega e levou a muitas descobertas, como as se¢oes
cOnicas, muitas curvas ciibicas e quarticas e varias curvas transcedentes.

Somente no século XIX, mais de 2000 anos depois de os problemas terem sido
concebidos, se estabeleceu a impossibilidade de tais construgoes utilizando apenas uma
régua nao graduada e um compasso. Tal fato se deu gragas aos avangos nos estudos
relativos a teoria dos corpos. (EVES, 2004).

Na proposicao a seguir expomos uma argumentacao que possibilita teoricamente
trisectar um angulo arbitrario com régua e compasso, desde que a régua utilizada seja
graduada, isto é, possua marcas relacionadas a uma unidade definida. Este resultado esta
presente em (GONCALVES, 2013), e é um dos problemas diretamente relacionados aos

esforcos pela solucao da trissec¢cdo do angulo, com os instrumentos euclidianos.

Proposicao 2.1. FE possivel realizar a trissec¢io de um angulo arbitrario com régua gra-

duada (com marcas) e compasso.

Prova: Seja dado o angulo o = AOB. Considere que a régua utilizada possua marcas
indicando segmentos de comprimento igual a a.

Com a régua, marque sobre as semirretas @)l e % os pontos X e Y respectiva-
mente, de modo que OX = OY =a e O € BY, e em seguida construa o arco XOY de
raio a (Figura 19).

Para cada ponto C' no arco, com C' # X, trace a semirreta ﬁ que intersecta a

—
semirreta OY no ponto D. Note que para C' =Y temos D =Y e neste caso a distancia
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entre C' e D é nula. Por outro lado, quando o ponto C' se aproxima de X, a medida

CD cresce arbitrariamente. Logo, existe um ponto C pertencente ao arco de modo que

CD =a.

Figura 19 — Trissec¢ao de um angulo.

Afirmamos que XDO = %. De fato, sejam XDO = Be OXC = 0. Como ACOD
e AXOC sao isosceles por construcao, temos que COD = b e OCX = 0,dai, 0 =2 - e

a = B+ 0 (angulos externos aos tridngulos COD e XOD respectivamente) implicam em

Q ,
[ = —, como queriamos. O

3
Vale observar que a efetiva construgao da trisseccao de um angulo, passa pela
dificuldade de, mesmo com a régua graduada, encontrarmos o ponto C' pertencente ao
arco de modo que DC = a.
Apresentamos agora, como exemplos, algumas das principais construgdes com os
instrumentos euclidianos, relativas a triangulos. Nestes exemplos, sempre que usarmos «
estaremos nos referindo ao angulo Ado triangulo, assim como S ao angulo Befao angulo

C do triangulo.
Exemplo 2.2. Construa o triangulo ABC sendo dados o lado BC' e os angulos A e B.

Construcgao:
Transporte o angulo B para o segmento BC' obtendo a semirreta ﬁz , € em seguida

construa um arco capaz do angulo A relativo ao lado BC' (2.1.1.10).

V(A
o

Figura 20 — Tridangulo ABC sendo dados o lado BC ¢ os angulos A e B.

Marque o ponto A do triangulo, que é a intersecao de 37 com o arco construido.
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Exemplo 2.3. Construa o triangulo ABC' sendo dados o perimetro 2p e os angulos Be

~

C.

Construcgao:
Construa o segmento RS tal que RS = 2p. Transporte os angulos BeCa partir dos
pontos R e S respectivamente. Trace as bissetrizes dos angulos resultados do transporte;

as intersecoes destas bissetrizes determinam o ponto A.

Figura 21 — Tridngulo ABC sendo dados o perimetro 2p e os angulos BeC.

B
2

o | QY

Agora, construa os angulos a partir do ponto A, de medida — e —, obtendo respectiva-

mente os pontos B e C' do triangulo.

Exemplo 2.4. Construa o triangulo ABC sendo dados o lado BC', a soma AB + AC e
o angulo B.

Construcgao:

Transporte o dngulo S a partir de B obtendo a semirreta ﬁ . Sobre a semirreta B—X>
marque o ponto M tal que BM = AB + AC. Trace a mediatriz do segmento MC. A

intersecdo da mediatriz com o segmente BM é o ponto A do triangulo.

AB+ AC X

/s/ -

B C

Figura 22 — Triangulo ABC sendo dados o lado BC, a soma AB + AC e o angulo B.

Exemplo 2.5. Construa o triangulo ABC' sendo dados o lado BC' e as medianas M, e

Mec relativas respectivamente aos lados AC e AB.
Construcao:

Construa os segmentos §Mb e §Mc (2.1.1.8). Trace os circulos de centros em B e C e

2 2
raios respectivamente gMb e gMC, obtendo o ponto O (baricentro do tridngulo), interse¢ao
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entre eles. Sobre as semirretas B@ e @ marque os pontos Mac e M ap respectivamente,
tais que BMac = M, e CMp = M,. Estes pontos sdo os pontos médios dos segmentos

o
AC e AB. Para finalizar, marque o ponto A sobre a semirreta BMsp de modo que

BMysp = M,gA. O tridangulo esta construido.

/My
W 2
MAB
Mac
B C

Figura 23 — Triangulo ABC' sendo dados o lado BC' e as medianas M, e M, relativas
respectivamente aos lados AC e AB.

Exemplo 2.6. Construa o triangulo ABC' sendo dadas as medianas M,, M, e M, rela-
tivas respectivamente aos lados BC', AC' e AB.

Construgao:
2 2 2
Construa os segmentos §M‘“ §Mb e gMC (2.1.1.8) e em seguida o tridngulo ARS tal que
- 2 - 2 - 2
AS = §Ma, AR = §Mb e RS = §MC' Para isso, considere os pontos R e X, e trace a

- 2
semirreta }?)_(z . Tome o ponto S sobre a semirreta }ﬁ de modo que RS = gMc. Construa

2 2
os circulos de centros em R e S, e raios respectivamente — M, e §M‘“ obtendo o ponto A
intersecao entre eles (Figura 24). Agora, construa as retas r e s paralelas respectivamente
as retas /@ , € /ﬁ, marcando o ponto B, intersecdo entre elas. Sobre a semirreta ﬁ ,

2
tome o ponto C' tal que SC' = gMc-

R . R

B

Figura 24 — Triangulo ABC sendo dadas as medianas M,, M, e M, relativas respectiva-
mente aos lados BC', AC' e AB.
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As construgoes acima nos mostram a construtibilidade de triangulos, conhecidos
alguns de seus elementos. Os problemas da existéncia e construtibilidade de um triangulo
dados os comprimentos de suas bissetrizes internas, assim como também os trés famosos
problemas supracitados, diferente destas construcgoes que realizamos como exemplos e tan-
tas outras possiveis em relagao aos tridngulos, permaneceram sem solugao por bom tempo
na historia, haja vista que os conhecimentos geométricos nao possibilitavam construir tais
solugoes.

A seguir, continuamos desenvolvendo as preliminares de Geometria, onde apre-

sentamos outros resultados relevantes para este trabalho.

2.1.2 Owutros resultados importantes

Nos préximos topicos, expomos quatro resultados importantes relativos aos ob-

jetivos do trabalho. Seguimos essencialmente (NETO, 2013).

2.1.2.1 Relacées trigonométricas do tridngulo retangulo

Consideremos o triangulo ABC, retangulo em A, com ABC = [, e o sistema de
coordenadas cartesianas X BY de modo que o semieixo positivo das abscissas coincida
com a semirreta ﬁ e o lado BC' do tridangulo esteja situado no primeiro quadrante.

Trace o circulo de centro em B e raio 1 obtendo o ponto P, interse¢ao deste
circulo com a semirreta B? , e seja () o pé da perpendicular baixada de P ao eixo das

abscissas.

Figura 25 — Seno, cosseno e tangente de um triangulo retangulo.

Temos que ABPQ ~ ABCA. Dali,

AC QP AB QB
BC BP' BC BP’

aC QP
e = ==—.
AB @B
Como
QP =senB e QB = cosf,
seguem das igualdades acima que
AC

—— = senf,

BO :COSB7 € ::tanﬁ

Sl
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Temos assim definidas as razoes trigonométricas do tridngulo ABC retangulo em
A e com ABC = B, podendo portanto enunciar:

cateto oposto a [ cateto adjacente a 3

, cosf=

senf3 =

hipotenusa hipotenusa

cateto oposto a [

tan § = .
B cateto adjacente a [

Exemplo 2.7. Seja ABCD um quadrado de lado 1 e E um ponto sobre o lado C'D, de
modo que AE = AB + CE. Se ' € o ponto médio de CD, mostre que EAB =2.-FAD.

— 1
Demonstracao: Como F é o ponto médio de C'D, temos que F'D = 3 Uma vez que

—

1
o triangulo ADF' é retangulo, segue tan DAF = tan = 3 Consideremos agora o ponto
G pertencente ao segmento AB, de modo que o triangulo AGFE seja retangulo. A figura

abaixo ilustra o processo.

A D
a

F

Gl E

B C

Figura 26 — Quadrado ABCD de lado 1, nas circunstancias do problema.

Do enunciado temos que AE = 1+ CFE, e pela forma como tomamos o ponto G,
ficamos com GA = 1 — C'E. Dai, pelo Teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo AGE
segue,

(1+CE?=(1-CE)+12 = CF = i

1
2. =
1 2-t
Logo, tana = = 2 - an = tan(2f) .. tana =
1 1., 1 — (tan 3)?
-7 1-G)

tan(2/3). Portanto, como  0° < a < 90° e 0° < B < 90° segue o = 20, isto é,
EAB =2.-FAD. O
2.1.2.2 Teorema da bissetriz

O resultado que apresentamos neste topico ¢ uma das mais importantes aplicagoes

do Teorema de Thales.

Proposicao 2.2. Seja ABC um triangulo, P € o pé da bissetriz interna e (Q o pé da

bissetriz externa relativas ao lado BC.
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Figura 27 — Teorema da bissetriz.

As sequintes igualdades sdo satisfeitas,

QC AC CP
QB AB PB’

Prova: Suponhamos que AC < AB (o caso AB < AC é andlogo). Pelo ponto C, construa
a reta paralela a reta m, obtendo o ponto C’ € AB.

Desta forma temos que o triangulo ACC" é isésceles, de base C'C’, pois CCO'A =
Q/ﬁ (Angulos colaterais) e C/Q@ — ACC (alternos internos).

B C\™~~._ Q
Figura 28 — Prova do teorema da bissetriz, primeira parte.

Dai, AC" = AC, e pelo teorema de Thales segue

QC AC" AC  QC AC
QB AB AB =~ QB AB’

Para o que falta, construa a reta paralela a reta jﬁ e que passa por C', obtendo o ponto

C" e 1@

2 AN
Figura 29 — Prova do teorema da bissetriz, segunda parte.
Assim temos que o tridngulo ACC" é isésceles, de base CC”, pois BAP = AC"C

(Angulos colaterais) e PAC' = ACC” (alternos internos). Dai, AC” = AC, e pelo teorema
de Thales segue

AC" AC _CP  AC CP
AB AB PB '~ AB PB’
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2.1.2.3 Lei dos cossenos

A lei dos cossenos é uma generalizacdo do Teorema de Pitdgoras. Vejamos a
seguinte

Proposicao 2.3. Se ABC € um triangulo com BC =a, AC =b, AB=ce BAC = Q,
entao

a’> =b% + & — 2bccos a.

Prova: A figura abaixo representa os trés casos possiveis (a é agudo, reto, ou obtuso).

No caso em que « ¢ reto, temos que cosa = 0, e assim o Teorema de Pitagoras nos
assegura que a’ = b* + ¢? — 2bccos a.

C C C
A B A B A B

Figura 30 — Lei dos Cossenos.

Para os demais casos, seja H o pé da altura relativa ao lado AB, de modo que

CH = h.

Se o angulo « é agudo, pelo Teorema de Pitagoras segue

Figura 31 — Lei dos Cossenos, caso em que « ¢é agudo.
A?=h*+(c—AH? = a?=h2+ 2 —2AH + AH =

= a® = (h? —I—HQ) +c* —2cAH (2.1)
7 2 —572 2 ~ . , . H _—
e também h” + AH™ = b°. Das relagoes trigonométricas temos — = cosa = AH =
bcos a.. Dai, substituindo em (2.1) temos a? = b* + ¢* — 2bc cos a.

Se o angulo « é obtuso, de modo analogo ao caso a agudo, temos,

H A c B

Figura 32 — Lei dos Cossenos, caso em que a é obtuso.
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a?=h?+ (c+AH)? = a>=h?+ 2 +2¢AH + AH" =

= a’= (W2 +AH)) + & + 2cAH (2.2)
e também h2 + AH = b2,
Das relacoes trigonométricas temos —— = cosp = —cosa = AH = —bcosa. Dali,
substituindo em (2.2) obtemos a? = b* + ¢ — 2bccos a. O

2.1.2.4 Bissetrizes internas

O resultado apresentado neste topico possibilita obtermos os comprimentos das

bissetrizes internas de um tridangulo, em fun¢ao dos lados. Vejamos.

Proposigao 2.4. Seja ABC um triaingulo com BC' = a, AC =b, AB = c.

B D C

Figura 33 — Bissetriz em funcao dos lados.

Se m,n,p sdo os comprimentos das suas bissetrizes internas e s o seu semiperimetro,

entao temos,

bes(s — a), (2.3)
com formulas semelhantes para n e p.

Antes de demonstrarmos a proposicao Proposicao 2.4, faremos o pequeno lema a

seguir.
Lema 2.1. Nas condi¢oes da figura Figura 33, vale a identidade

cos(a) = M,

be

onde s € o semiperimetro do triangulo ABC.

Prova: A lei dos cossenos assegura que a? = b + ¢ — 2bc cos(2a), dai

b2 42— g2
cos(2a) = +20ba'
c

1+ cos(2c
Da trigonometria temos cos(a) = 2() Logo,
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b + 2 — a?

14+ — 2 2 2 2 2
B 2bc ~ 2bc+b*+ " —a _\/(b—l—c) —a
cos(ar) = J 2 N \/ 4bc N 4bc =

o= Bz () (55)

Isto é,

s(s —a)
be

cos(a) = (2.4)
O
Prova da Proposigao 2.4: Se S(MNP) denota a area do tridngulo M N P, entao

S(ABC) = S(ABD) + S(ACD) = 2S(ABC) = 2S(ABD) + 2S(ACD),

B D C

Figura 34 — Prova da proposicao 2.4.

de modo que, usando a férmula para calcular area de tridngulos em funcao dos senos
1 1 1
dos angulos, S(ABC) = ibcsen(Za),S(ABD) = acmsen(a) e S(ACD) = ibmsen(a),

temos

besen(2a) = bmsen(a) + ecmsen(a)

e portanto,

~( bc \sen(2a) [ 2bc ‘ ~( 2bc
m = <b+c> sen(a) <b+c> cos(a) . m= <b+c> cos(a).

Pelo lema anterior, a equacao (2.4) nos da

m:<2bc> (s —a)

b+c be

que implica em
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2.2 Elementos da algebra

Nesta secao apresentamos alguns resultados da dlgebra que sao importantes nos

desenvolvimentos posteriores. Para mais detalhes o leitor pode consultar as obras (FILHO,
1990), (GARCIA e LEQUAIN, 2001), (GONCALVES, 2013), e (HEFEZ e VILLELA,
2012).

2.2.1 Anéis, corpos e homomorfismos

Defini¢ao 2.1 (Anel). Seja A um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas ope-

racoes, as quais chamamos de soma e produto em A e denotamos por + e -,

+: AxA — A - AxA — A
e :
(a,b) — a+b (a,b) — a-b

Dizemos que (A, +, ) é um anel se as sequintes propriedades sao satisfeitas para quaisquer

que sejam a, b e c € A.
i) (a+0b)+c=a+ (b+c) (associatividade da soma);
ii) 30 € A tal que a+ 0 =0+ a = a (existéncia de elemento neutro para a soma);

iii) Vo € A eziste um unico y € A denotado por y = —z tal que x +y =y +x =0

(existéncia de inverso aditivo);
iv) a+b="0+a (comutatividade da soma);
v) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);

vi) a-(b+c¢)=a-b+a-c; (a+b)-c=a-c+0b-c (distributividade a esquerda e a direita).

Complementos da definicdo 2.1
Se um anel (A, +, -) satisfaz a propriedade:

vii) 31 € A, 0# 1 tal quex -1 =1-2 =z, Vo € A, dizemos que (A, +, -) é um anel

com unidade.
Se um anel (A, +, -) satisfaz a propriedade:

viii) Vz,y € A, -y =y -z, dizemos que (A, +, -) é um anel comutativo, caso contrdrio

dizemos que € “nao comutativo’.

Se um anel (A, +, -) satisfaz a propriedade:
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xix) x,y € A, x-y=0=2=0 ouy =0, dizemos que (A, +, -) é um anel sem divisores

de zero.

Se um anel (A, +, ) é comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que

(A, 4, -) é um dominio de integridade ou simplismente um dominio.

Por questao de comodidade e para nao carregar o texto, a partir deste ponto,
quando nos referirmos a um anel (A, +, ), o denotaremos apenas pelo simbolo A e

entenderemos que este anel possui as duas operagoes como acima.

Defini¢ao 2.2 (Subanel). Um subconjunto ndo vazio B de um anel A é dito um subanel

de A se sequintes propriedades sao satisfeitas:

i) Sea,be B, entio a+beB (B fechado para soma de A);
ii) Sea,b € B, entioa-beB (B é fechado para o produto de A);

iii) B é um anel considerando as operagoes herdadas de A.

A proposicao a seguir estabelece uma condi¢ao para que um subconjunto de um

anel seja um subanel.

Proposicao 2.5. Sejam A um anel e B um subconjunto de A. Temos que B é um subanel

de A se, e somente se, sao vdlidas as sequindes afirmagoes,

i) 0 € B (o elemento neutro de A é o elemento de B);

ii) a,beB=a—0beB (o conjunto B é fechado para a diferenca);
iii) a,beB=a-beB (o conjunto B é fechado para o produto).

Prova:

[=] Se 0 for o elemento neutro de B entdo 0 +0 = 0 = 0+ 0, logo 0 = 0, isto é, o
elemento neutro de B é o mesmo elemento neutro de A. Dado b € B, seja b € B tal
que b+b=0=0= b+ (-b), daf b = —b. Consequentemente, dados a,b € B temos
a—0b=a+ (—b) € B. Por defini¢do segue que o item iii) é valido.

[<] Pelo item i) temos que B é ndo vazio, B # &, e pelos itens i) e ii) segue b € B = —b =
0—b € B. Dai, se a,b € B, entdo a+b = a— (—b) € B, ou seja, B é fechado para a soma, e
zero é o elemento neutro de B. Como ja sabemos por iii) que B é fechado para o produto,
e as propriedades associativa, comutativa, distributivas sdo herdadas de A, temos que (B,

+, -) é um anel, e portanto subanel de A. O

Dado a pertencente a um anel comutativo com unidade A, dizemos que a é
invertivel se existir um elemento b € A tal que a - b = 1. Pode-se verificar que quando
existe, esse elemento b é Uinico, o qual e dito inverso do elemento a, e o denotamos por

a~!, ou seja, b= a1l
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Definigao 2.3 (Corpo). Chamamos de corpo, um anel comutativo com unidade K que

satisfaz a sequinte propriedade:
Vee K,z # 0,3y € K tal que z-y=1.

E importante notar aqui que todo corpo é um dominio de integridade, pois se
a-b=0comb#0 entdo (a-b)-b~' =0, logo a = 0. Por outro lado o anel dos inteiros é

um exemplo de dominio que nao é corpo.

Exemplo 2.8. Os conjuntos 7, Q, R, C, munidos com as suas operagoes de soma e
produto usuais, e Z[\/p] = {a + by/p;a,b € Z, pprimo}, Q[\/p] = {a + by/p;a,b €

Z, p primo} com as operagoes dos reais, sio anéis. Dentre eles, apenas os conjuntos

Q, R, C, e Q[/p] sdo corpos.

Definigao 2.4 (Subcorpo). Um subconjunto nao vazio F de um corpo K é um subcorpo
de K se, é fechado com respeito as operagoes induzidas de K, e munido dessas operacoes

ele € um corpo.

Definigao 2.5 (Ideais). Seja A um anel e I um subanel de A. Dizemos que I é um ideal
a esquerda de A se a-b € I,VYa € AVb el (A-TC1), el é un ideal a direita de A
seb-a€l,Vae AVbel (I-A CTI). Sel é simutaneamente um ideal d esquerda e a

direita de A, dizemos que I € um ideal bilateral, ou simplismente um ideal de A (A-TC 1
el-ACTl.

Definiremos agora uma importante relacio em um anel. Seja A um anel e I um
ideal de A. Dados a,b € A, temos

a=bmod ) & a—-bel
Afirmamos que = (mod I) é uma relagdo de equivaléncia. De fato,
1) a = a(mod 1) pois 0 = a — a € I (reflexividade);
2) a = b(mod I) = b = a(mod I) pois se a — b € [ entdo b —a = —(a — b) € [(simetria);

3) a = b(mod I) e b = c(mod 1) = a = ¢(mod 1) pois a —b € I e b— ¢ € I implica
a—c=(a—0b)+ (b—c) €l (trasitividade).

Denota-se por @ a classe de equivaléncia de a € A segundo a relacdo = (mod I).

Desta forma,

{b € A;b=a(mod I)}.

a
Considerando a relagdo definida, temos b € @ se, e somente se, b — a € 1. Ou seja, para

cada b € @ existe x € 1 tal que b = a + x3. Dai, denota-se ainda a classe a por

a=a+1={a+xzxel}
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Chamamos de conjunto quociente de A pelo ideal I o conjunto A/l = {a =a+1;a € A}.

Definiremos ainda operagoes em A /I como abaixo,

4o ATX AT — AJT L AJIX AT — AJT
_ _ e _ .
(@b) > a-+b (@b) +~— a-b

O conjunto A /I munido das operagoes acima é um anel, o qual chamamos de anel

quociente de A por I.

Defini¢ao 2.6 (Homomorfismo de anéis). Sejam A e A’ dois anéis. Uma fungio f: A —

A’ € chamada de homomorfismo de A em A’ se satisfaz as sequintes condigoes:
i) fla+0b)= f(a)+ f(b) Va,be A;
ii) f(a-b)= f(a)- f(b) Va,be A.

Neste contexto de homomorfismos, consideraremos a partir de agora os simbolos
0 e 1 como respectivamente os elementos neutro (da soma) e unidade relativos ao anel A,
e 0’ e 1’ como respectivamente os elementos neutro (da soma) e unidade relativos ao anel
A

Se A e A’ sdo dominios de integridade e f é nao nulo, entdo f(1) = 1'. Quando
A e A’ sdo aneis comutativos com unidade arbitrérios, a condicao f(1) = 1’ é exigida na

defini¢cao de homomorfismo nao nulo.

Exemplo 2.9. Sejam A, A’ anéis com unidade, e f : A — A" uma funcao definida por
fla) =0",Ya € A. Vejamos que f é um homomorfismo. Para isso, sejam a,b € A. Temos

fla+b) =0 =0+0"= f(a) + f(b) e fla-b) =0"-0"= f(a) - f(b).

Quando um homomorfismo f de A em A’ é bijetivo dizemos que f é um isomor-
fismo, e ainda que A e A’ sdo isomorfos, denotando por A ~ A’. Os homomorfismo f de
A em A sao chamados de endomorfismo e os isomorfismos de A em A sdo chamados de
automorfismo. O conjunto dos endomorfismo e o dos isomorfismos sao denotados respec-
tivamente por End(A) e Aut(A). A defini¢io de homomorfismo também se estende para
corpos, e neste caso assumimos as mesmas formas de escrever e denotar estes homomor-
fismos, que as de anéis.

Vejamos agora dois resultados relativos aos homomorfismos de anéis.

Proposigao 2.6. Sejam A e A’ anéise f : A — A’ um homomorfismo. Valem as sequintes

afirmacgoes,

i) f(0) =07
ii) f(—a)=—f(a)Va € A;
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iii) Se A e A’ sao dominios de integridade entio ou f é a fungdo constante zero ou
f(1)=1;
iv) Se A e A’ sio corpos, entio ou f € a fung¢io constante zero ou f € injetiva.

Prova:
i) Temos 0 =0+0= f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0) =0,

ii) Seja a € A. Segue, f(0) = f(a+ (—a)) = f(a) + f(—a), ou seja f(0) = f(a) + f(—a).
Logo pelo item i), f(a) + f(—a) =0 = f(—a) = —f(a);

iii) Temos f(1) = f(1-1) = f(1)- f(1) = 0" = f(1) - f(1) + (=f(1)) = F()(F(1
Como A’ é um dominio de integridade, temos que f(1) = 0" ou f(1) = 1. Se

entdo f(a) = f(a-1)= f(a)- f(1) = f(a) -0 =0"Va € A;

iv) Sejam A e A’ corpos e suponhamoss que f nao é a funcao constante zero. Pelo item
iii) temos que f(1) =1". Se a,b € A, e f(a) = f(b) entdao f(a —b) = 0". Suponhamos que
a#b=a—0b+#0. Una vez que A é um corpo, existe ¢ € A tal que ¢- (a — b) = 1. Segue
fle)- fla—0b)= f(c)-0' =1, 0 que é uma contradigao. Logo se a,b € A, e f(a) = f(b),

entao a = b, e portanto, f é injetiva. O

A préxima proposicao que apresentamos é conhecido na literatura como o pri-
meiro teorema de homomorfismo, sendo um dos mais importantes resultados relativos aos

homomorfismos de anéis.

Proposigao 2.7. Sejam A e A’ anéis e f: A — A" um homomorfismo. Temos,
i) Imf ={f(a);a € A} é um subanel de A’;

ii) N(f) ={a€A; f(a) =0} é um ideal de A, e f ¢ injetiva < N(f) = {0};
iii) Os anéis A/N(f) e Imf sao isomorfos.

Prova:

i) Ultilizaremos a Proposicio 2.5.
1) 0' = f(0) € Imf pelo item i) da Proposicio 2.6;
2) f(a), f(b) € Imf = f(a) + (=f(b)) = f(a —b) € Imf;
3) f(a), f(b) € Imf = f(a) - f(b) = f(a-b) € Imf.
ii) Mostraremos inicialmente que N(f) = {a € A; f(a) = 0/} é um ideal de A.

1) Novamente pelo item i) da Proposigao 2.6 temos que 0 € N(f), uma vez que
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2)a,be N(f) = f(a—b) = f(a)+(—f(b) =0+(=0") =0, isto é,a—b € N(f);
3)Vae AeVbe N(f), tem-se

fla-b) = f(a)- f(b) = fla)-0' =0

f(b-a) = f(b)- f(a)
isto nos diz que a-b € N(f) e b-a € N(f). Logo, por definigdo temos que N(f) é um

O/'f(a’) = 0/7

ideal de A. Mais uma vez fizemos uso da Proposicao 2.5. Para o que falta, notemos que
se f for injetiva temos que N(f) = {0}, pois f(0) = 0". Agora, se a,b € A, f(a) = f(b) e
N(f) = {0}, temos f(a) 4+ (—f(b)) =0 ouseja, fla—b) =0 =a—-be N(f)={0} =

a = b, e isso nos mostra que f é injetiva.

iii) Para provar este item, definiremos uma fun¢ao F' como abaixo,

F : A/N(f) — Imf

a — f(a)

mostraremos a mesma ¢ bijetiva, e também um homomorfismo de aneis.

Notemos que dados @,b € A/N(f) com @ = b, segue a — b € N(f). Logo
f(a) = f(b). Isso nos assegura que F estd bem definida, pois ndo depende da escolha
de representantes.

A injetividade de F fica clara pelo item ii) desta prépria proposigao, ao observar-

mos que
N(F)={a € A/N(f); F(a) = f(a) =0} ={a € A/N(f);a € N(f)} = {0}.
Vejamos agora que F' é sobrejetiva:
ImF = {F(a);a € A/N(f)} = {f(a);a € A} = Im],

isto é, o conjunto ImF" é igual ao contradominimo de F', ou seja, F' é de fato sobrejetiva.

Por fim temos que F' é um homomorfismo pois,

F@+b) = F(a+0b) = fla+b) = f(a) + f(b) = F(a) + F(b),

e

F(@-b)=F(a-b) = f(a-b) = f(a) - f(b) = F(@) - F(0).
As igualdades 1 e 2 nas equagoes acima decorrem do fato de f ser um homomorfismo.

Portanto, F' é um homomorfismo bijetivo, isto é, A/N(f) ~ Imf, como querfamos.  [J

Faremos agora a construgao de um corpo associado a um dominio de integridade.
Esta construcao nos possibilita, por exemplo, obtermos o conjunto dos niimeros racionais

a partir do conjunto dos niimeros inteiros. Em geral, a partir de um dominio de integridade



42

qualquer, conseguimos estabelecer um corpo, o qual serd denominado corpo de fra¢oes do
dominio em questao.

Seja D um dominio de integridade. Consideremos o conjunto D# = D — {0}.
Definimos uma relagao de equivaléncia no conjunto A = D x D# = {(a,b);a € D,b € D#}
da seguinte forma: dados (a,b),(c,d) € A, estes elementos estarao relacionados, o que
indicaremos por (a,b) ~ (¢, d), se, e somente se, a-d = b - ¢ (escreveremos esta igualdade
como ad = be, entendendo que ocorre a operagao produto).

a a
Denotaremos por 5@ classe de equivaléncia b= {(z,y) € A;2b = ya} e desta

a x / 7/ .
forma, 7= se, e somente se, zb = ya em D. O simbolo A/ ~ denotard o conjunto

quociente, 1sto €,

A/Nz{z,aeD,beD#}.

Definimos operagoes + e - em A/ ~ como segue,

a,c_aatbe a c_ac
b dT T bd ¢ b d bd

as quais pode-se verificar que estdo bem definidas pois ndo dependem da escolha dos
representantes, e com estas operacoes, o conjunto quociente é um corpo, o qual chamamos
de corpo de fragoes do dominio .

Consideremos o conjunto D = {6 = %;a € D} C Al ~= {Z,a eDbe ]D)#} :

Sem muito trabalho podemos mostrar que D é um dominio de integridade sendo 1 e 0
seus elementos unidade e neutro, respectivamente. Além disso, é de facio verificagdo que

a funcao

é um isomorfismo, ou seja, D ~ D C A/ ~. Por esta razao dizemos que D estd imerso em

A/ ~ = Kg(D), o corpo de fragdes de D.

2.2.2 Anéis de polinémios

Neste topicos discorremos sobre um dos mais importantes exemplos de anel, os

chamados anéis de polinomios.

Definigao 2.7 (Polinémio). Seja A um anel e (ag, ay,as, . ..) uma sequéncia de elemen-
tos de A(a; € A, Vi € NU{0}). Dizemos que a sequéncia (ag, ay,as,...) é um Polinémio
sobre A se existir um indice k € NU {0} tal que a,, = 0 para todo n > k, e chamamos o0s
elementos a; de coeficientes do polinomio (ag, ay, as, . ..). Em outras palavras, uma sequén-
cia de elementos de A é um Polinomio quando apresenta um nimero finito de termos nao

nulos.
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O conjunto de todos os polindmios com coeficientes no anel A é denotado pelo
simbolo A. Neste conjunto definimos as duas operagoes seguintes, respectivamente, adi¢ao

e multiplicagao,

+ Ax A — A
((ao,al,ag,...),(bo,bl,bg,...)) — (Co,Cl,CQ,...>

sendo ¢; = a; + b;, Vi € NU {0}.

Ax A — A
((ao,al,ag,...),(bo,bl,bg,...>) — (do,dl,d27...)
onde d; = Y ay-b,,Vie NU{0}.

Ap=t
Podemos mostrar que o conjunto .4 munido das operagoes acima é um anel, com

as mesmas caracteristicas de A, isto é: se A é um anel com unidade ou comutativo ou um
dominio de integridade entdao A também o é. Algumas destas afirmacoes estao provadas
em (BIAZZI, 2014).

Até agora, os aneis A e A s@o conjuntos cujos elementos possuem natureza dis-
tinta. Consideremos o conjunto L = {(a,0,0,...,0,0,...);a € A}. E possivel mostrar
que I é um subanel de A, e mais ainda, que L. ~ A. A partir deste isomorfismo,
identificamos cada elemento a € A ao polinémio (a,0,0,...,0,0,...) € L, escrevendo
a=(a,0,0,...,0,0,...). Una vez considerado esta identificagdo temos que A C A, e os
elementos de A passam a ser polindmios, chamados de polindmios constantes. Da multipli-
¢ao definida no anel A e sendo este um anel com unidade temos que, se a = (a,0,0,...) € A
e g=(bo,b1,bo,...,0,,0,0,...) € A entdo

a-g=1(a,0,0,...)(bo,b1,ba,...,0,,0,0,...) = (a-bg,a-by,a-by,a-...,a-b,,00,...).
Seja X = (0,1,0,0,...,0,...) € L. Temos,

X'=X =(0,1,0,0,...,0,...);
X2=X-X=(0,0,1,0,...,0,...);
X3=X-X-X=1(0,0,0,1,...,0,...);

seguindo assim, um argumento indutivo mostra que o polinémio X" possui somente o
coeficiente a,, = 1 nao nulo. Ou seja, X" = (ag, a1, as,...,a,,0...), onde a,, =1 e a; =
0, Vi # n. Considerando o exposto até aqui, dado f = (ag,a1,as,...,a,,0,0,...) € A,

temos
f = (ao,0,0,...,0,0,0,...) + (O,al,O,...,0,0,0,...) + (0,0,ag,...,0,0,0,...) + ...+

4 (0,0,0,...,a0,0,0,...) = ap+a1-(0,1,0,...,0,0,0,...) +as-(0,0,1,...,0,0,0,...) =
=ag+ar-X4a - X2+ .. . +a, - X" f=ay+a-X+ay-X>+...+a, X"
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Obtemos assim a notacao usual dos polinémios, denotando o polinémio f por
f(X). Com esta notagao, passamos a escrever os polindmios de .4 como expressao do tipo
ap+ar- X +ay- X?>+ ...+ a, X", e entdo utilizamos o simbolo A[X] para denotar o
conjunto destas expressoes, ou seja, o conjunto dos polinémios f(X) com coeficientes em
A. Por comodidade, escrevemos f(X) = ag + a1 X + a; X? + ... + a, X", subentendendo
a operacao realizada em cada parcela de f(X) = f.

Com esta notagao usual, as operagoes em A[X] se traduzem da seguinte forma.
Dados f(X) = anoanj eg(X)= injoijj em A[X], a operacao de adigdo correspondente

j= j=

a"7
FX) +9(X) = d; X7,
§=0

onde d; = a; + b; para 0 < j < M = méaxz{n, m}, enquanto a operagdo de multiplicacao
associada é dada como abaixo,

n+m

f(X) - 9(X) = Z:erj,

onde e; = ay - ¢y, para 0 < j < n+m.

PoAchr:rzljos definir polindmios sobre um anel A em duas indeterminadas X e Y,
construindo o anel B[Y] na indeterminada Y onde B = A[X], denotando o conjunto
destes polindmios por A[X,Y]. Podemos ainda repetir iteradamente esta construcao para
obtermos os aneis A[X7, X5, ..., X,,] dos polinémios em m indeterminadas X1, Xs,..., X,

com coeficientes no anel A.

Definigao 2.8 (Grau de um polinémio na indeterminada X). Seja f(X) € A[X] um
polinémio ndo nulo com coeficientes ag, ay, as, . ..,a, X". O grau de f(X), denotado por
If(X) =0f ougr(f(X))=gr(f), é nimeron € NU{0} tal que a, # 0 e a; =0,Yi > n.

O grau ndo é definido para o polinomio nulo.

Nessas condigoes, dizemos que a,, ¢ chamado coeficiente dominante, ou coeficiente
lider de f, e quando este ¢é igual a 1, dizemos que f é um polindémio ménico. Notemos que
os polinomios de A[X] que possuem grau igual a zero sdo os polindmios constantes.

A proposicao abaixo estabelece a relagdo existente entre o grau da soma e do

produto de dois polinémios, e o grau dos polinémios envolvidos na operacao considerada.

Proposigao 2.8. Sejam f(X) e g(X) polindmios nao nulos pertencentes a A[X], sendo

A um dominio de integridade. Temos,
i) [(X)+9(X)#0 = 9(f(X)+g(X)) <max{0f(X),09(X)};

i) (f(X)-g(X)) = 9f(X) + dg(X).
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Prova:

i) Sejam n e m os graus de f(X) e g(X), respectivamente. Suponhamos sem perda de
generalidade que n > m. Neste caso, o coeficiente dominante de f(X) + g(X) é a,, e
entdo O(f(X) + g(X)) =n = maz{0f(X),09(X)}. No caso em que n = m temos que o
coeficiente dominante de f(X)+g(X) é a,+by, e assim O(f(X)+g(X)) = nse a,+b, # 0
e (f(X)+ g(X)) <nseap+b, =0;

ii) Efetuado a multiplicagao f(X)-g(X) temos que o coeficiente dominando é ¢,y =

= > ay-b,. Como por definicao para todo i > n temos a; = 0 e para todo i > m,
A pu=n+m

temos b; = 0, segue que Cpym = Ay -by,. Logo O(f(X)-g(X)) = n+m = 0f(X)+0g9(X). O
Observagao 2.1. Seja f(X) um polinémio invertivel pertencente a A[X]. Logo, existe
9(X) € A[X],g(X) # 0 tal que f(X)-g(X) = 1. Pelo item i) da proposicio acima
seque que f(X) = a # 0 é um polinémio constante (a € A é invertivel). Com isso fica
claro que os elementos invertiveis em A[X] sao exatamente os elementos invertiveis em
A. Vale notar que se A nao for um dominio de integridade esta ultima afirmagdo pode
nao ser verdadeira, por exemplo o polinomio 2X + 1 € Z4[X] é invertivel e coinside com
seu tnverso multiplicativo.

A proposicao a seguir é conhecida na literatura por algoritmo da divisao.

Proposigao 2.9 (Algoritmo de Euclides). Seja A um anel. Se f(X),g(X) € A[X], com
g(X) # 0 e coeficiente lider invertivel em A, entao, existem unicos q(X),r(X) € A[X],
tais que

F(X) = ¢(X)g(X) +r(X),

onde r(X) =0 ou Or(X) < dg(X).

Prova: Sejam f(X)=ag+a; X +axX?+...+a, X" e g(X)=by+b0X+bX?+
o+ b, X™ onde Of =n e dg = m.

Provaremos primeiro a existéncia. Se f(X) = 0, tomamos ¢(X) = r(X) = 0.
Analisemos o caso em que f(X) # 0. Podemos assumir que n > m, pois se n < m
tomamos ¢(X) =0e r(X) = f(X).

Consideremos o polindmio f1(X) = f(X) — a,b,}

m

X"mg(X). Vejamos que o
polindmio a,b, ! X"~ ™g(X) tem coeficiente lider a,, e grau n, logo df1(X) = 0ou df1(X) <
Jf(X). Faremos indugdao sobre o grau de f(X). Sen = 0en > m entdo m = 0 e
f1(X) =0, logo f(X) = aghy'g(X), com q(X) = aghy* e r(X) = 0. Por outro lado, se
n>0e fi(X) # 0, pela hipétese de inducao existem ¢;(X), r(X) tais que

[i(X) = @ (X)g(X) +ri(X)
onde 71(X) =0 ou 9r(X) < dg(X). Com isso temos

FX) = (@1(X) + anby, X"7™)g(X) + 11(X).
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Tomemos ¢(X) = ¢1(X) + a,b,;! X" e r(X) = r1(X). Portanto existem ¢(X),r(X) €
A[X], tais que f(X) = q(X)g(X) + r(X), onde r(X) = 0 ou Ir(X) < 9g(X).
Para prova da unicidade sejam ¢;(X), g2(X), r1(X) e ro(X) pertencentes a A[X]
tais que
F(X) = a1(X)g(X) +r(X) = ¢2(X)g(X) + ra(X),

onde 7;(X) =0 ou 9r;(X) < 9g(X),i € {1,2}. Da igualdade acima temos
(1(X) = ¢2(X))g(X) = ra(X) — 1 (X).

Observemos que se ¢;(X) # g2(X) temos que o grau do polinémio (¢ (X) — ¢2(X))g(X)
é maior que ou igual ao grau de g(X), enquanto o grau de r3(X) — r1(X) é menor que o
grau de g(X), sendo a tltima igualdade uma clara contradigdo. Logo ¢;(X) = ¢2(X), o

que implica em r1(X) = ro(X). Portanto, os polinémios g(X) e 7(X) s@o tnicos. O

Quando 7(X) = 0 na proposicao acima, dizemos que o polinémio g(X) divide o
polinémio f(X), e denotamos isso por g(X) | f(X). O conjunto dos multiplos de g(X) é
denotado por gA[X], em outras palavras gA[X] = {h(X)g(X); h(X) € A[X]}.

Sejam B um subanel de um anel A, f(X) = ag+a; X +axX?*+...+a,X" € B[X]
e a € A. A expressao ag + a1 + asa® + ... + a,a" € A é denotada por f(a), e chamada,
de avaliagdo do polindémio f(X) em «. Quando f(a) = ag + a1 + asa® + ... + a,a” =0

dizemos que « é raiz de f(X). A proposigao a seguir é conhecida como teste da raiz.

Proposicao 2.10. Seja f(X) € A[X]—{0}. Vale a sequinte afirmacao: o é raiz de f(X)
se, e somente se, g(X) = X — a divide f(X). Isto ¢, f(a) =0 < g(X) | f(X).

Prova:

[=] Pela Proposicao 2.9 temos que existem ¢(X),r(X) € A[X], tais que
J(X) = q(X)g(X) +r(X),

onde r(X) =0 ou 9r(X) < dg(X) = 1. Logo r(X) = 0 ou 9r(X) = 0. Em qualquer caso
r(X)=r € A. Logo f(X)=q(X)g(X)+r com, r € A. Com isso temos

0= f(a) =qla)g(a) + 7 =7

pois g(ar) = 0. Dai f(X) = q(X)g(X), ou seja, g(X) | f(X).
(<] Se g(X) | f(X) entao existe ¢(X) € A[X] tal que f(X) = ¢(X)g(X). Logo, f(a) =
q(@)g(a) = 0 uma vez que g(a) = 0. Portanto « é raiz de f(X). O

Definicao 2.9. Sejam f(X),g9(X) € K[X] — {0}, sendo K corpo. O mdzimo divisor
comum de f(X) e g(X) é o polinémio méonico d(X) € K[X] — {0}, denotado por d(X) =
MDC(f(X),q(X)), que satisfaz as duas propriedades abaizo:

i) d(X) divide f(X) e g(X), isto é, d(X) | f(X),g(X);
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ii) Se d'(X) € K[X] — {0} divide f(X) e g(X), entdo d'(X) | d(X).

Dizemos que os polinémios f(X), g(X) € K[X] — {0} sdo relativamente primos,
ou primos entre si, quando M DC(f(X),g(X)) = 1. A proposi¢do a seguir garante a
existéncia do MDC.

Proposicio 2.11. Dados f(X),g(X) € K[X] — {0} onde K ¢ corpo, se

S ={a(X)f(X) +b(X)g(X); a(X),b(X) € K[X]},
entdo existe um tinico polindmio monico d(X) € K[X] — {0} tal que,
i) S = dK[X], sendo que d(X) | f(X), 9(X);
ii) Se d'(X) € K[X] — {0} divide f(X) e g(X), entdo d'(X) | d(X).
Prova:
i) Se d(X) € S — {0} ménico de modo que

9d(X) = min{Oh(X); (X) € S — {0}},

temos que S = dK[X], pois, sendo d(X) = ao(X)f(X) + bo(X)g(X) onde ao(X), bo(X) €
K[X], e ¢(X) € K[X], entao,

c(X)d(X) = (e(X)ao(X)) f(X) + (c(X)bo(X))g(X) € 5,

ou seja, dK[X] C S. Por outro lado, seja h(X) = a(X)f(X) + b(X)g(X) € S onde
a(X),b(X) € K[X], pelo Algoritmo de Euclides (Proposi¢ao 2.9) existem ¢(X),r(X) €
K[X], tais que

WX) = ¢(X)d(X) + r(X),

onde 7(X) =0 ou Or(X) < 9d(X). Mas se r(X) # 0, entao Or(X) < 0d(X) e além disso

r(X) = WX)—q(X)d(X) =
= (a(X)f(X) +0(X)g(X)) = (ao(X) f(X) + bo(X)g(X))q(X) =
(a(X) = ao(X)q(X)) f(X) + (b(X) — bo(X)q(X))g(X) € 5,

o que contradiz o fato de 9d(X) = min{oh(X); h(X) € S —{0}}. Logo r(X) = 0 e entao
h(X) = q¢(X)d(X) € dK[X], ou seja S C dK[X] e assim S = dK[X]. Para o que falta
acerca do item i), percebamos que tomando a(X) =1 e b(X) = 0 temos claramente que
f(X) € S =dK[X], e tomando a(X) =0 e b(X) = 1 temos g(X) € S = dK[X], e assim
A(X) | £(X), g(X).

ii) Se d'(X) € K[X] — {0} divide f(X) e g(X), entao f(X) = d'(X)f'(X) e g(X) =
(X)g/(X), onde f/(X),g/(X) € K[X].
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Seja h(X) = a(X)f(X) +b(X)g(X) € S,a(X),b(X) € K[X], temos
h(X) = a(X)f(X) +b(X)g(X) = (a(X) [ (X) + b(X)g'(X)d'(X) € IK[X].

o que mostra d(X) € S = dK[X] C d'K[X]. Logo d(X) = ¢(X)d'(X), com ¢(X) € K[X],
ou seja, d'(X) | d(X), como querfamos.

Para provar a unicidade de d(X), suponhamos que exista um polindémio mo-
nico d;(X) satisfazendo as condigoes i) e ii) assim como d(X). Pelo item ii) segue que
AX) | di(X) e dy(X) | d(X), daf d(X) = m(X)di(X) e di(X) = gu(X)d(X), com
hi(X), g1(X) € K[X]. Destas duas tltimas igualdades temos 0d;(X) < 0d(X) e 0d(X) <
0d;(X), logo 0dy(X) = 0d(X). Dai hi(X), g1(X) sdo constantes, isto é, hy(X),¢1(X) €
K. [

Observagao 2.2. Se f(X),g(X) € K[X] — {0} sao tais que MDC(f(X),g(X)) =1
(relativamente primos), entao, pela proposi¢io anterior seque que existem a(X),b(X) €
K[X] tais que a(X) f(X)+b(X)g(X) = 1. Ainda, se d(X) = MDC(f(X), g(X)) e existem
a(X),b(X) € K[X] tais que a(X)f(X) + b(X)g(X) = 1, novamente pela proposi¢io
anterior temos que 1 € dK[X], ou seja, d(X) | 1. Uma vez que d(X) = MDC(f(X), g(X))

¢ unitdrio, temos que d(X) = 1.

Seja D um dominio de integridade. Dados a,b € D com a # 0, dizemos que a
divide b e denotamos por a | b se existir um elemento ¢ € D tal que b = ac.

Vejamos agora a definigdo de Maximo Divisor Comum de um subconjunto de ele-
mentos de um dominio. Sejam aq, as, ..., a, € D. Dizemos que d € D é o maximo divisor
comum dos elementos ay, as, ..., a, € D, e o denotamos por d = M DC(ay,as, ..., ay),
se d divide cada um destes elementos e ainda, se d € D também dividir cada um destes
elementos, entdo d’ divide d.

Para a proposicao que segue, utilizaremos a defini¢cao de dominio fatorial. Indica-
mos a obra (GARCIA E LEQUAIN, 2001) para consulta acerca desta defini¢do e de mais
informagoes sobre a teoria dos aneis.

A proposigao abaixo estabelece um critério de pesquisa de raizes de f(X) (com
coeficientes em D[X| —1D, onde D é um dominio fatorial), pertencentes ao corpo de fragdes

K de D. Vejamos.

Proposicao 2.12. Sejam D um dominio de integridade, K o seu corpo de fracoes e

f(X)=ay+a; X +aX?*+...+a, X" €D[X]|-D. Sea= " ¢ K 6 uma raiz de f(X)
s

em K[X] e MDC(r,s) =1, entaor | ag € s | ap.

r
Prova: Como a = - € K é raiz de f(X) temos que,
s

0= ()= (C) son() s () ()
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Desta igualdade obtemos, multiplicando-a por s”,

0=aps" + arrs" '+ agr?s" 2+ ..+ an 17" s + a,r”, (2.5)

que implica em

—(aps™ + a1rs™t + agr?s" I A L ap 7™ ts) = a,r
Observemos que s divide o lado esquerdo da igualdade acima, logo s | a,r". Como
MDC(r,s) = 1 temos MDC(r",s) = 1, e isso nos mostra que s | a,. De modo ana-
logo, de (2.5) temos

—(ayrs" T+ agr?s T A ™ s anr™) = ags”,

onde r divide o lado esquerdo, e consequentemente divide ags”, e entdo, uma vez que
MDC(r,s) =1 temos MDC(r,s") =1 e dai r | ao. 0

Definigao 2.10. Seja f(X) € K[X] — K. Dizemos que f(X) € irredutivel em K[X] se ao
escrevermos f(X) como f(X) = g(X)h(X), com g(X),h(X) € K[X], necessariamente
tenhamos g(X) ou h(X) constante. Ou seja,

f(X) =g(X)n(X),  g(X),hX) cK[X] = ¢g(X)ecK ou h(X)ecK
Caso contrdrio, dizemos que f(X) € redutivel em K[X].

Com esta defini¢ao finalizamos este topico, que ja possui grande parte de toda a

teoria que necessitaremos mais adiante.

2.2.3 Extensoes de corpos

Discutiremos a seguir um pouco mais sobre algumas defini¢oes e resultados da
algebra, que serao fundamentais para nossos objetivos.
Sejam K corpo e F um subcorpo de K. Neste contexto dizemos que K é uma

extensao de I, e escrevemos K | F ou,

Temos que

RIQ CIR, C|Q

sao exemplos de extensoes de corpos.
Dada uma extensao K | F, dizemos que um elemento o € K é algébrico sobre F

se existir um polinémio f(X) € F[X] — {0} tal que f(a) = 0, isto é, @ é uma raiz de



50

f(X) € F[X] —{0}. Um elemento o € K que nao ¢ algébrico sobre F ¢ dito transcedente
sobre F. Se todo a € K for algébrico sobre F dizemos que a extensdo K | F é algébrica.
Se a € K for algébrico sobre F, o polindmio moénico e de menor grau com coeficientes em
F que se anula em « ¢é dito polindmio minimo, ou polinémio minimal de « sobre F.
Quando estamos no contexto dos ntmeros reais como extensao dos racionais,
convenciona-se chamar os elementos reais transcedentes sobre (Q apenas como niimeros
transcedentes. Do mesmo modo os elementos algébricos sobre Q sao chamados de niimeros

algébricos.
Proposigao 2.13. Sejam K | F uma extensao de corpos e a € K. Se p(X) € F[.X| madnico
¢ tal que p(a) = 0, entdo as afirmagoes abairo sao equivalentes:
i) p(X) € o polinomio minimal de o sobre T,
ii) se q¢(X) € F[X] € tal que q(a)) = 0, entdo p(X) | ¢(X);
iii) p(X) € irredutivel.
Prova:
i) = ii) Seja p(X) o polinémio minimal de « sobre F, e ¢(X) € F[X] tal que g(a) = 0.
Pela Algoritmo de Euclides (Proposigao 2.9) existem g(X),r(X) € F[X] tais que
9(X) = g(X)p(X) +r(X),

com r(X) =0 ou 9r(X) < dp(X). Dai segue,

0= g(@) = g(a)p(@) +r(a) = r(a) = 0.

O que implica em r(X) = 0 pois p(X) é um polinémio de menor grau tal que « é raiz.
Logo p(X) | ¢(X).

ii) = iii) Sejam f(X),g(X) € F[X] tais que p(X) | f(X)g(X). Logo, existe h(X) €
F[X] tal que f(X)g(X) = p(X)h(X). Dai

e uma vez que K é um corpo segue f(a) = 0 ou g(a) = 0, implicando no fato de
p(X) dividir f(X) ou ¢g(X). Provamos até aqui que se p(X) dividi o produto f(X)g(X)
de dois polinémios, entdo dividi um dos fatores, f(X) ou g(X). Escrevamos p(X) =
f1(X)g1(X) € F[X] nao nulos. Com esta escrita de p(X) temos que o mesmo dividi o
produto f1(X)g:1(X) pois f1(X)g:1(X) = p(X)hi(X) onde hy(X) =1 € F[X], e pelo que
mostramos a pouco, temos p(X) | f1(X) ou p(X) | ¢1(X). Suponhamos sem perda de
generalidade que p(X) | f1(X). Logo, f1(X) = p(X)s(X) para algum s(X) € F[X] e

p(X) = [1(X)g1(X) = p(X)s(X)g1(X) = p(X)(1 — s(X)g1(X)) =0,
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o que nos fornece 1 = s(X)g;(X), uma vez que F é corpo e p(X) # 0. Logo, da Observagao
2.1 temos 0 # g1(X) € F, ou seja, g1(X) é constante, e portanto p(X) é irredutivel.

iii) = i) Seja f(X) um polinémio minimal de « sobre F, e p(X) € F[X] ménico,
irredutivel e tal que p(a) = 0. Temos que f(X) | p(X) pela implica¢do i) = ii) que ja
provamos, logo existe ¢(X) € F tal que p(X) = ¢(X)f(X). Como p(X) é irredutivel
e f(X) nao é constante uma vez que é polindmio mininal, temos que ¢(X) € F. Para
finalizar, sendo p(X) e f(X) ambos ménicos, nos resta uma tnica possibilidade para
q(X), temos ¢(X) = 1, e assim concluimos que p(X) = f(X). O

Pela implicacao iii) = i) da proposi¢ao acima temos claramente que o polinémio
minimal de um elemento o € K sobre o corpo F é tinico.
Consideremos a extensao de corpos K | F. Dado a € K, denotamos por Fla] o

menor subanel 2 de K que contém F U {a}.

Proposicao 2.14. Se ¥ : F[X] — K ¢ definida por ¥(f(X)) = f(a), entdo U é um

homomorfismo tal que:

i) Im¥ =Flo], F C Flo] CK;

ii) « € transcedente sobre F se, e somente se, N(¥) = {0};
iii) F[X]/N(¥) ~ Fla].

Prova: Mostraremos inicialmente que ¥ é de fato um homomorfismo. Para tanto, sejam
f(X)=>a;X7 e g(X)= > b;X? em F[X], onde n = maz{df(X),dg(X)}.
=0 =0

NIE

Temos f(X) + g(X) = > (a; + b;j)X7. Dal segue

7=0

V(FX) + (X)) = Yoy +b)o? = Yaja? + Ybja! = W(F(X) + U(g(X)).

j=0 Jj=0 Jj=0

Por indugao podemos facilmente mostrar que para todo m € N temos

w (imx’)) = (X)), (2.6)

Veremos agora que W(f(X) - g(X)) = Y(f(X))- - ¥(g9(X)). A igualdade (2.6) nos
assegura que

n

U(f(X)-g(X)) = ¥ (iajxjgm) = S W(a, Xg(X)). (2.7)

J=0

2 Isso significa que se L é um subanel de K que também contém F e «, entdo Fla] C L.
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Notemos que para cada j € {0,1,...,n} vale

U(a; X7g(X)) = \1/<ajxféblxl> (2.8)
= m(éajblxlﬂ') (2.9)
_ é‘”ﬂ;’lo‘w (2.10)
= ajajfjblal:ajahp(g(x)). (2.11)

=0

Agora, as equagoes (2.7) e (2.11) nos dao

W(F(X) - g(X) = Dy B(g(X) = W(F(X)) - W(g(X))

i) Como F[a] é o menor subanel de K que contém F e a, temos que também contém as
poténcias de « e assim todas as expressoes do tipo f(a) = ¥(f(X)) onde f(X) € F[X].
Isso mostra que Im¥ C Fla].

Por outro lado, dado 8 € F[a] temos que € ImW. De fato, se 5 € F[a| entao é
uma expressao do tipo ag+a; () +az(a)?+. . .+a,(a)” = f(a), onde ag, a1, ag, .. ., a, € F.
Notemos que se 8 € F, entdo na expressio ag + a1(a) + az(@)? + ... + ap(@)" = f(«)
teremos ag = fea; =0 V i > 1. Logo ImW¥ D F[a]. Portanto, Im¥ = F[a], e claramente

F C Flo] C K, como queriamos.

ii) Se « é transcedente sobre F, entdo o tnico polindémio g(X) € F[X] tal que g(a) =0
é o polindémio nulo. Logo o tnico elemento de F[X] tal que sua imagem por W seja
zero é o polindémio nulo, isto é, N(¥) = {0}. Reciprocamente, se N(¥) = {0}, entao
V(X) € F[X] — {0} temos

0 # W(f(X)) = fla).
Logo, Vf(X) € F[X] — {0} temos f(«) # 0, e portanto « é transcedente sobre F.

iii) Como pelo item i) desta proposicao temos que ImV¥ = F[a], segue do item iii) da
Proposicao 2.7 que F[X]/N (V) ~ Fla]. O

Observacao 2.3. Vale atentar para o fato de que se « € transcedente sobre ', entdao os

itens %) e 9ii) da proposicao acima nos fornecem o isomorfismo F[X] ~ Fla].

Definig¢ao 2.11. Sejam K | F uma extensdo de corpos e o € K. Chamamos de adjun¢do

de a a F, e o denotamos por F(a), o menor subcorpo ® de K que contém F U {a}.

Esta defini¢ao nos possilita obtermos corpos intermediarios entre K e [F, uma vez
que F C F(a) C K, com « € F(«). A adjungao de o a F é tinica. Para mostrar isso basta

notar que se F;(a) é uma outra adjun¢ao de o a F, entao
3

F(a) é um subcorpo de K tal que se L também é um subcorpo de K contendo F e «, entdo F(a) C L.
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Fla) CFi(a) e TFi(a) CF(a),

logo F(a) = Fy(a).
Sem muito trabalho podemos mostrar que o conjunto,
f(a)

{g&w;f“Y%QCY>GB¥¥Lcmngumaéo}

é um corpo. E como todo subcorpo de K que contém FU{a} deve conter necessariamente

este conjunto, temos que

_ 1) com g(a
F@)—{ﬂwhﬂX%mX)GMXL g<>¢o}

Para os proximos resultados sobre os quais discutimos, necessitamos considerar
defini¢des e resultados proprios da Algebra Linear. Optamos por nao apresentd-los aqui
para nao sobrecarregar o texto, mas indicamos as obras (BOLDRINI, 1980), (HEFEZ e
FERNANDEZ, 2016) e (LIMA, 2005) para possiveis consultas.

Considerando a extensao de corpos K | F e recordando a definigdo de espago
vetorial, notamos que o corpo K é um espaco vetorial sobre o corpo de escalares TF.
Chamamos de grau da extensdao K | F, e denotamos por [K : F], a dimensao do espago
do espago vetorial K sobre [F. Se o espacgo vetorial K sobre F for finito, dizemos que a
extensao K | IF ¢ finita e denotamos isso por [K : F] < oo.

A proposicao que apresentamos a seguir é de fundamental importancia para este

texto.

Proposicao 2.15. Sejam K | F uma extensao de corpos e o € K algébrico sobre F. Se n
¢ o grau do polinomio minimal de o sobre F, entdo [F(a) : F] =n e {1,a,a?,...,a" '}

¢ uma base de F(a) sobre F.

Prova: Vamos mostrar inicialmente que todo elemento de F(«) pode ser escrito como

n—1

combinacao linear dos elementos 1,a,a?,...,a" !, isto ¢, mostraremos que o conjunto

{1,a,0? ..., a" 1} gera o espaco vetorial F(a) sobre F. Para tanto, dado 3 € F(«) temos

que existem f(X),g(X) € F[X] tais que f = g((Z; com g(a) # 0. Consideremos que
p(X) seja o polindmio minimal de a sobre F. Notemos que se p(X) | g(X), entao g(X) =
p(X)h(X) para algum h(X) € F, e dai segue g(a) = p(a)h(a) = 0 pois p(a) = 0, todavia
sabemos que g(a) # 0. Logo p(X) néo divide g(X). Como pela Proposigao 2.13 sabemos
que p(X) é irredutivel, e uma vez que p(X) nao divide g(X), temos M DC(g(X),p(X)) =

1. Segue da Observagao 2.2, que existem a(X),b(X) € F[X] tais que
a(X)g(X) + b(X)p(X) = 1,

que nos fornece
a(e)g(a) +bla)p(a) = 1,
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flo) _

1
) al f «).
() gla) —
Agora, pelo Algoritmo de Euclides (Proposicao 2.9) existem ¢(X),r(X) € F[X] tais que

e entdao a(a)g(a) =1 . ala) = e assim ficamos com f§ =

a(X)f(X) = ¢(X)p(X) + r(X),
com 7(X) = 0 ou 9r(X) < Ip(X) = n. Dai segue,
B =ala)f(a) = ql@)p(e) +r(a) = r(a) . f=r(a)

Como r(X) € F[X] temos que existem by, by,...,b, 1 € F tais que r(X) =
bo+ b1 X + ...+ b, 1 X" ! uma vez que 9r(X) < n. Logo, 8 = by +bia+ ...+ b, 10",

mostrando que {1, a,a?, ..., a" '} gera F(a) sobre F.
Nos resta provar que o conjunto {1, o, a?,...,a" 1} é linearmente independente,
o que faremos supondo por absurdo que existam co,ci,...,¢,—1 € F, com ¢; # 0 para

algum 7 € {0,1,2,...,n — 1}, tais que
o+ cra+ ... +epa™t=0.

Neste caso terfamos que o polindmio hA(X) = c¢g + 1 X + ... + ¢, 1 X" é ndo
nulo de grau menor do que n e tal que h(a) = 0, um claro absurdo tendo em vista que
Ip(X) = n. Logo ¢; = 0 para todo j € {0,1,2,...,n — 1}, e assim, {1, a,a?, ..., 0" 1} é
linearmente independente sobre IF.

Portanto, {1,a,a?, ...,a" '} é uma base de F(a) sobre F e [K : F] = n, como

queriamos. 0

A importancia desta proposicao reside no fato de que, no contexto do enunciado
da mesma, para encontrar o grau da extensdo F(«) | F basta encontrar o polindmio
minimal de « sobre F, o que pode ser feito buscando os polinémios com coeficientes em

F que possuem « como uma de suas raizes, e verificando qual deles é irredutivel.

Proposicao 2.16. Sejam F C L C K corpos. Se [K : L] < oo e [L : F|] < oo, entdo
[K:F] <0 e[K:F]=[K:LJL:F.

Prova: Sejam {vy,vs,...,v,} uma base de K sobre L e {uy,us,...,us} uma base de L.

sobre [F. Provaremos que o conjunto
1=1,2,...,r
B = quiug;
j=12...,s

Iniciamos mostrando que (3 gera K sobre F. Seja a € K. Temos que existem
AL, Ao, ..., A € L tais que,

é uma base de K sobre F.

a = )\17}1 +)\2U2+---+)\rvr-
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Como Aj, Ag,..., A € Le {uj,ug,...,us} é uma base de L sobre F temos que existem

a;; €EFcom1l<i<rel<j<stais que
)\i = QU] + QU + ... + QsUs.

Dai segue que
a:Zaijviuj, a; €F, 1<i<r, 1<j5<s.
.3
Logo, [ gera K sobre F.
Mostraremos agora que 3 ¢é linearmente independente em K sobre F. Sejam «;; €
F, 1<:<r 1<j<s,demodo que

Zaijviuj = (an1u1 + ajoug + ... 4 istg)vy + ..+ (G Uy + Qs + ..+ apstug)v, = 0.
‘?j

Como os u;’s € L e os vetores v;’s sao linearmente independentes em K sobre L, temos
que
11U + QU + ...+ d1sUg = 0

Q91U + QooUg + ... + Qoglly = 0

Qp1Uy + Qpoty + ...+ sty = 0
Uma vez que os elementos «;;’s estao em I, segue pela independéncia linear dos u;’s em
L sobre I, que cada a;;; =0, 1 <¢<r, 1 <7 <s. Logo, 8 ¢ um conjunto linearmente
independente de K sobre F.
Portanto, sendo o conjunto [ uma base de K sobre F, e notando que o mesmo

possui rs elementos, segue [K: F] < oo e [K: F| = [K: L][L : F], como querfamos. O

Assim como é dada na Definicdo 2.11, a construgao da adjuncao pode ser am-
pliada, ao considerarmos F(a;) C K e ay € K; denotando (F(ay))(a2) = F(ag, a2) C K,
como o menor subcorpo de K que contém F(ay) U {ay} € K. E por ser o menor subcorpo
de K que contém F(a1) U{as} € K segue,

f(ah 052) .

Flay, as) = {g(Oq &2),f(X1,X2),g(X1,X2) € F[X1, Xs], com g(ag,as) # 0}.

Sejam aq, s, ...,q,_1,q, € K. Recursivamente, podemos obter o menor sub-

corpo de K que contém F(ay, s, ..., a, 1) U{a,} € K, denotando por
Flag, s, ..., 1))(an) = Flag,ag, ..., an_1,ap), sendo

F(O&l, Qg, ..., an—l7an) -

— f(al’az"”’&n);f,g e F[ X1, Xo,..., X,], com glag,an,...,ay) 7&0}
g(a17a27"'7an)
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2.3 Algebrizagao das construcoes com régua e compasso

Neste topico abordaremos o problema de algebrizar as construgoes com régua e
compasso, relacionando elementos e resultados da dlgebra que apresentamos até agora
com a construtibilidade de figuras planas. Especificamente, objetivamos estabelecer uma
condicao a qual um dado segmento que pode ser construido com régua e compasso, sa-
tisfaca. Isso nos possibilitara afirmar se um segmento é ou nao construtivel com régua e
compasso. As referéncias consultadas para o estudo e escrita deste topico foram (BHAT-
TACHARYA; JAIN e NAGPAUL, 1994), (GONCALVES, 2013) ¢ (HEFEZ e VILLELA,
2012).

Recordemos do inicio do tépico Construgoes com Régua e Compasso (Pégina 15),
o que é permitido fazer com uma régua nao graduada e um compasso. E consideremos o
plano cartesiano R? como a regido onde todas as construcoes sobre as quais comentaremos
estao presentes. Além disso, sempre que for nossa intensao afirmar que um determinado
elemento ¢é construtivel com régua e compasso, diremos apenas que tal elemento é “cons-
trutivel”.

Seja S um subconjunto do R?, que contenha pelo menos dois pontos. Um segmento
do R? ¢ dito construtivel a partir de S se seus extremos pertencem a S. Dizemos que uma
reta em R? é construtivel a partir de S se a mesma contiver pelo menos dois pontos
distintos de S, e dizemos que um circulo em R? é construtivel a partir de S se seu centro
e um de seus pontos pertencem a S.

Por meio das seguintes construgoes, chamadas de construgoes fundamentais, ou
construcoes elementares em S, construimos novos objetos geométricos a partir de S.

i) ligar dois pontos por um segmento de reta;
ii) tragar uma reta por dois pontos;
iii) tracar um circulo que tenha o centro e um de seus pontos em S.

Um ponto A € R? ¢ construtivel a partir de S se é intersecdo entre duas retas,
ou uma reta e um circulo, ou ainda dois circulos, construidos a partir S. Logo, se A é
construtivel a partir de .S, entao suas coordenadas satisfazem um sistema composto por
equagoes de retas ou circulos, e assim, uma vez que a equagao de uma reta tem grau 1
e a do circulo tem grau 2, temos que suas coordenadas sao raizes de equacoes com, no

maximo, grau igual a 2.

Proposicdo 2.17. Se uma reta r e um ponto A pertencentes ao R? sdo ambos constru-

tiveis, entdo a reta perpendicular a v que passa por A é construtivel.

Prova:
Caso 1: A¢r.

Uma vez que a reta r é construtivel, temos que possui pelo menos dois pontos
construtiveis. Seja Ag um destes pontos. Construamos o circulo de centro A e que passa

S
por Ag. Se r for tangente a este circulo, entao a reta AAj resolve o problema. Se nao
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for este o caso, tomemos o ponto A; intersecao do circulo com a reta r. Neste caso as
SO ST~ . . ~ , .

retas AAy e AA; sdo construtiveis e suas interse¢oes com o circulo determinam os pontos

construtiveis A, e As respectivamente. Para finalizar, construamos o circulo com centro

em Ag e raio AgAs > AAg, e o circulo com centro A; e raio A; A3 > AA;.

(AR

Ao | A}

C

Figura 35 — Reta perpendicular construtivel passando por A ¢ r.

Este dois circulos possuem raios de mesmo comprimento (pois os pontos Ag e As,
e A; e Aj sao diametralmente opostos), sdo construtiveis, e sendo os pontos B e C suas
intersecoes, entao estes pontos sao construtiveis. Logo a reta E(% é construtivel. E além

disso, pela Construcao 2.1.1.4 é perpendicular a reta r e passa por A.

Caso 2: Aer.
De modo analogo ao caso anterior, tomemos o ponto Ay € r construtivel e cons-
truamos o circulo de centro A e que passa por Ay, determinando o ponto A; (construtivel)

intersecao deste circulo com r. Agora, construamos os circulos de centros Ay e A; raio

ApA; > AA,.

C
Figura 36 — Reta perpendicular construtivel passando por A € r.

A reta E( %, onde B e C sao as intersec¢oes destes circulos, é construtivel. E como

ja sabemos, é perpendicular a reta r e passa por A. O]

Denotaremos por C' o subconjunto dos pontos de R? que sdo construtiveis a partir
de S = {(0,0),(1,0)} € R? e por C* o subconjunto dos niimeros reais composto pelas

coordenadas de todos os pontos de C'.
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Dizemos que um ntimero a € R é construtivel se os pontos (a,0), (0,a) € R? sdo
construtiveis. Com esta definicao, e considerando a Construgao 2.1.1.4 podemos provar a

seguinte proposicao.

Proposigao 2.18. Um ponto A = (a,b) € R?* é construtivel se, e somente se, as suas

coordenadas a,b € R sdo nimeros construtiveis.

Prova:
[=] Consideremos o plano cartesiano OXY e A = (a,b) € R? um ponto construtivel.
Construamos as retas r e s, perpendiculares respectivamente aos eixos OX ¢ OY , e que

passam pelo A.

|
Y |
|
|
|
|
|
|
|
'A
e = — = — — — & - — — — — — — —
|
BO |
|
|
|
|
| 7
(@) |A0 X
|
|

Figura 37 — Plano XOY e ponto A.

As intersegoes das retas r e s com os eixos O<_X> e O<—§>/ determinam respectivamente
os pontos Ag = (a,0) e By = (0,b), logo os mesmos sdo construiveis, pois pela proposigao
anterior as retas r e s sao construtiveis.

[«<] Suponhamos que a,b € R sejam nimeros construtiveis, isto é, os pontos Ay = (a,0) e
By = (0, b) sao construtiveis. Construamos as retas r e s, perpendiculares respectivamente
aos eixos b_)f e W, e passando respectivamente pelos pontos Ay e By.

A intersegao da reta r com a reta s determina o ponto A = (a,b). Logo, A =
(a,b) € R? ¢ construtivel. O

Das construgoes elementares do tépico Construgoes com Régua e Compasso (Pé-
gina 15), temos que a soma, a diferenca, o produto e o quociente de dois niimeros cons-
trutiveis sdo construiveis, e portanto temos que C* é um subcorpo dos nimeros reais que
contém o conjunto dos niimeros racionas, Q C C*.

Pelo que temos até entdo, um ponto A € R? é construtivel se existirem pon-
tos Ay, Ay, As, ..., A, € R?% onde A; = (ai,b1) = (0,0), 4y = (ag,be) = (0,1), A3 =
(ag,b3),..., A, = (a;,b.) e cada um dos A;, i € {3,4,...,r} pode ser obtido por meio
das construgoes elementares que envolvam os pontos anteriores a ele na sequéncia, sendo

A=A,.
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Seja K um subcorpo de R que contém Q, e também as coordenadas de uma
colegao de pontos construtiveis de R?. J& sabemos que se o ponto A = (a,0) € R? ¢
construtivel a partir de pontos que tem suas coordenadas em K, entao pode ser obtido por
meio de uma sequéncia de construgoes elementares envolvendo pontos construtiveis que
possuem suas coordenadas em K. Neste caso dizemos que o nimero « € R é construivel

a partir K. Quando a ¢ K, consideramos o corpo K(«a) D K.

Proposicao 2.19. Seja K um subcorpo de R como denotado no pardgrafo anterior. Temos

que K(a) | K tem grau no mdzimo igual a 2, isto é, [K(a) : K] < 2.

Prova: Pelo exposto até aqui, o ponto A = («,0) é intersegdo de duas retas, ou de uma
reta e um circulo, ou ainda intersecao de dois circulos, determinados a partir de pontos
construtiveis que possuem suas coordenadas em K. Ou seja, o ponto A satisfaz um sistema

envolvendo equagoes do tipo

ar+by+c=0, a,bceK, (2.12)

2?4+ +29x+2fy+d=0, ¢, f,deK. (2.13)

Uma vez que A satisfaz um sistema envolvendo (2.12) ou (2.13) temos que « é
raiz de uma equacgao com coeficientes em K, de grau no maximo igual a dois. Portanto,

o resultado segue da Proposicao 2.15. O]

Com esta proposicao fica estabelecido que, se um segmento de comprimento o € R
é construtivel a partir de pontos construtiveis de R?, tais que suas coordenadas pertencam
a um corpo K C R, entdao o polinémio minimal de a sobre K tem grau no maximo igual
a dois.

Concluimos a apresentacao de toda a teoria necessaria para demonstracao que
faremos, acerca da nao construtibilidade de um tridngulo, dados os comprimentos de
suas bissetrizes internas. No préximo tépico, expomos o resultado fundamental para a

demonstracao elementar da existéncia e unicidade de um tal triangulo.

2.4 Teorema do Ponto Fixo para Contracoes

O objetivo desta secao é especificamente enunciar e demonstrar o teorema do
ponto fixo para contragoes. As nossas principais referéncias para o que segue sao: (BRAN-
DAO, 2007), (DINCA e JEAN, 2010), (LIMA, 2016) e (LIMA, 2004).

Expomos abaixo trés defini¢oes essenciais em relacao ao que sera discutido na

préxima proposicao.
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Definicao 2.12. Seja C' C R™ um conjunto ndo vazio e T : C' — R™ wma aplicagdo.

Dizemos que T' € uma contragdo se existir uma constante k € R, sendo 0 < k < 1 tal que
IT(X) = T(V)| <KX - Y], VXY €C CR"
Neste caso, constuma-se ainda dizer que T é uma k-contragdo.

Definicao 2.13. Seja T' uma aplicagio. Um ponto X pertencente ao dominio de T € dito
“Ponto Fizo de T” se T(X) = X. Obviamente o ponto X pertence ao contradominio da

aplicacdo em questado.

Definigao 2.14. Uma aplica¢io f : A — R", definida no conjunto A C R™, é chamada
de fungao Lipschitziana se ezistir ¢ > 0 tal que ||f(X) — f(Y)|| < ¢||X = Y|| para todos

X,Y € A. O numero ¢ € chamado uma constante de Lipschitz da fungdo f.

Sem dificuldade podemos provar que toda funcao Lipschitiziana é continua, o
pode ser visto em (LIMA, 2004, p.22).
A seguir enunciamos e provamos o resultado central deste topico. Em meio a

prova citaremos alguns elementos que estao expostos no apéndice.

Proposicao 2.20 (Teorema do Ponto Fixo para Contragoes). Seja C' um subconjunto
nao vazio, fechado e limitado do R™. SeT' : C' — C' € uma k-contragdo, entdo T' possui

um unico ponto fixro em C.

Prova: Utilizaremos a fun¢ao auxiliar f : C' — R definida por
JX) = [ X =T(X)].

Dado X, € C tal que f(Xy) = 0, temos 0 = f(Xo) = || Xo — T(Xo)||, logo Xo = T(Xp).
Ou seja, todo zero de f é um ponto fixo de T'. Assim, nosso problema se reduz a provar
que f possui um unico zero em C. Provaremos primeiro a existéncia. Para tanto, dados

X, Y € C, temos que

1FCX) =W = [lIIX =TI =Y =TIl < (2.14)
< XY +TY)-T(X)]| < (2.15)
< X =YI+[T) -TX)] < (2.16)
< IX —Y|+klY —X|| = (2.17)
= X -Y|+kIX-Y] = (2.18)
= (1+k)X Y. (2.19)

Da equagao (2.14) para inequagao (2.15) usamos a desigualdade (A.6) 4, de (2.15) para
(2.16) a desigualdade triangular (A.5), e de (2.16) para (2.17) o fato de T ser uma k-

contragao. Obtemos entao que

1F(X) = F() < (T + R)IX =Y,

Esta inequacao, bem como algumas proposicoes que citaremos a seguir, estdo presentes no Apéndice.

4
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o que nos diz que f é Lipschitiziana, logo continua em C'. Agora, uma vez que C' é um
subconjunto limitado e fechado de R™, o Teorema de Weierstrass - Principio Max/min
(Proposicao A.1) nos assegura que f possui ponto de minimo em C'. Logo existe Xy € C'
tal que

F(Xo) € F(X), VX €O,

Observemos que, como T(X,) € C, vale

f(Xo) < f(T'(X0)) (2.20)

e além disso, para todo X € C,

(X)) = T(X) = T(T (X)),

0 que nos da
FT(X)) <KX =TX)| = kf(X),

uma vez que || T(X) =T (T(X))|| < k|| X =T (X)|| pois T é uma k-contracao. Temos entao,
f(r(X)) <kf(X), VXeC. (2.21)
Logo, segue das inequagoes (2.20) e (2.21),
f(Xo) < f(T(Xo)) < kf(Xo) =

= f(Xo) — kf(Xo) <.

E entdo, como k < 1, temos f(Xy) = 0. Ou seja, Xy € C' é um zero da funcao f, e
portanto é um ponto fixo de T'.
Nos resta provar a unicidade, que é imediato uma vez que supondo X; e X,

pontos fixos de T" temos
[ X1 = Xof| = IT(X1) = T(Xo)[| < k[ X1 — Xa
que nos da || X; — Xs|| = 0, pois k < 1, logo X; = Xo. O

Com esta proposicao, concluimos em fim, todas as preliminares necessarias para

as demonstragoes, objetivos centrais deste texto, que realizaremos nos préoximos capitulos.



62

3 EXISTENCIA E UNICIDADE

Neste capitulo, munidos da teoria necessaria, apresentamos as demonstragoes da
existéncia e da unicidade de um triangulo, dadas suas bissetrizes internas. Nossas princi-
pais referéncias acerca destas demonstragoes sao (DINCA e JEAN, 2010) e (MIRONESCU
e PANAITOPOL, 1994).

Iniciamos recordando da Proposicao 2.4, que nos fornece o comprimento das bis-
setrizes de um tridangulo em fung¢ao dos seus lados. Este resultado foi apresentado a partir
da Pagina 34.Lembremos que a,b e ¢ sdo os comprimentos dos lados, e m,n e p os com-
primentos das bissetrizes internas do trianjulo.

Da equagao (2.3) temos,

_— 2 he a+b+c b+c—a
Cb4c 2 2 ’

que elevando ao quadrado ambos os membros temos

R (¢ ((b+c+a)(b+c—a)>
T ey 4 ’

implicando em
9 4be

4m? = b+ 9"~ a)
Desta tltima igualdade obtemos
= el =
- W[(H ¢) —a’] =
_ 2be— (—2be) ng(i? ;;202) - (0*+) b+ )2 — a2 =
= OrBer B2 i 4o - o) =
_ b+ C();;C()Z_ P ib+ 0 — o,
ou seja, 2 (0H ) = (b—c) b+ )2 —a?]. (3.1)

(b+c)?
Agora, da equagao (3.1) segue

) (b+c)*(b+c)* = (b—c)*(b+¢)* — (b+ ¢)?a® + (b — ¢)*a?

m® = (b+c)? -
_ 2 2 2 (b_c)Qaz_
= (b+e)*=(b—0c)F—a +7(b+c)2 =
- (b+c)2+m—[a2+(b—c)2].

(b+¢)?
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Obtemos entdo
(b — c)*a®

Grop @09

4m* = (b+c)* +

Escrevendo a equagao acima como

(b —c)*a®

Gz TR Ja—20b-cad (o + (b—c)]

4m? = (b+c)* +

temos por um lado

2(b+c)(b—cla  (b— c)*a?

am® = (b+c)®+ —2(b—c)a—[a®+ (b—c)’] =

(b+c) b+ )2
- [o+o+ 02 >)] e 2a(b— ) 4 (b o] —
- [“’ O+ G5 g ] o+ (- P,
isto 6,
mt = 00+ G5 ] ~fa+ (b= 6:2)

e por outro lado,

b+c)b—ca (b—c)*a®

2 2 2(
e G R (b+ c)?

+2(b—c)a—[a* + (b—c)?] =

= l<b+ ¢) — ((bb;‘jc))a] —[a® = 2a(b—¢) + (b—¢)2] =
B (b—c)a ? 9
= Jora- 0] cl-o-on
portanto,
27_ _(b—c)a_z_ N2
4m* = _(b—l—c) bTo) [a—(b—c)]". (3.3)
Segue das equagoes (3.2) e (3.3) que
o | (b—c)a] i 2
4m* = _(b—l—c)i i | ~ [a+ (b—c)]".

Da equagao (3.2) temos

(b+c)2+(b—c)ar:>

47”2”“”_6)2:{ D

(b+¢)* +ba — ca
(b+c) '

= \/4m2+(a+b—c)2 = (3.4)

E da equagao (3.3)

(b+c)2—(b—c)ar .

4m2—|—(a+c—b)2:[ )
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5 (b+¢)* —ba+ca

= \/4m2—|—(a+c—b) 0+ o (3.5)
Somando (3.4) com (3.5) obtemos
2 AT m2 4 (a+c—b)2— (b+c)”
VAm? + (a+b—c)? + \/4m? + (a + ¢ — b) _2(b—|—c):>
:>\/4m2+(a+b—c)2+\/4m2+(a+c—b)2:2(b+c). (3.6)

De modo totalmente andlogo, obtemos igualdades como (3.6) envolvendo os com-
primentos n e p, das outras duas bissetrizes do triangulo ABC'

Agora, sendo s o semiperimetro do triangulo ABC, tomemos

e assim temos,

a=y+z, b=z4+2x, e c=x+y.

Da equagao (3.6) segue

2(b+c¢) =4+ 2a = \/4m2 + (22)2 + \/4m2 + (2y)? =
=4 +2a =2(Vm? + 22+ m? + y?) =
=2r+a=vm?+z224+\/m?+y> =

1 1 a
:>m:§\/m2+22+§\/m2+y2—§:

éx:;[(\/m—z)—l—(\/wﬂjtyz—y)l (3.8)

Ao obtermos as equagoes andlogas a (3.6) envolvendo n e p podemos escrever

y= 2 [(ViE TR )+ (VT )] (3.9)

e também
[ ()

Para todo o > 0 definimos a funcao continua f, : Ry — (0, «/2] dada por
1
falt) = 5 (Va2 +2 —1).

Podemos verificar sem dificuldades que,

1 t
t)==|——=—=—-1] <0, V>0,
alt) 2<¢m ) -
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onde f!(t) denota a derivada de f, aplicada no ponto t, logo f, é decrescente e |f/ (t)| < 3
para t > 0, o que nos da pelo Teorema do Valor Médio (Proposigao A.3),

|fa(t)—fa(t’)|<;]t—t/| Vit €R.. (3.11)

Assim, considerando o conjunto C' = [0,m] x [0,n] x [0,p] € R3, definimos a

aplicacao continua F': C' — (' dada por

F(z,y,2) = (fm(2) + [ (W), fu(@) + ful2), fp(y) + fo()). (3.12)

Da forma como definimos a aplicagdo F', pelas equagoes (3.8), (3.9) e (3.10) temos que
F(z,y,2) = (z,y, z), onde x,y, z sdo como em (3.7) e m,n, p os comprimentos das bisse-
trizes internas do triangulo.

Por outro lado, os comprimentos dos lados do triangulo sao y + 2,z + x,x + y.
Dai, o problema da existéncia e unicidade de um triangulo dados os comprimentos de
suas bissetrizes internas é equivalente a existéncia e unicidade de um ponto fixo de F.
Se tal ponto existir, entdo o sistema de equagoes formado por (3.8), (3.9) e (3.10) possui
solugao nica, o que implica diretamente na existéncia e unicidade do triangulo com lados

de comprimentos a, b e c.

Proposicao 3.1. Sejam X = (z,y,2) e X' = (2, ¢/, 2') pertencentes a C. Afirmamos que
I1F(X) = F(XO| < IX = X[, (3.13)

Prova: De fato,

S=|FX) = F(X)| = F(z,y,2) - F(2',y/, )| =

= [1(fm(2) + fm (), fu(z )+fn( foy) + fp(2)) = (fm(z )+fm( D fa(@) + (2, Fo(y') + fo(a)I =
= [1(fm(2) + fin(y) = fm(2') = ( D Fn(@) + fn(2) = fu(2') = Ful2), Fo(y) + fp(@) = fo(4) = Fp()) ]| =
= | (2) = Fl&) + S = Fon (W) F(@) = Fu () + Ful2) = Fal2), Fol) = FolW) + Fyla) = S]] <
< II(lIZ— I+ sly—vl sl -2+ 3le =2zl - v+ zle - 2D =

2
=sll(z =2 +ly—yllz—a'|+]z =2 ly —y/| + |z — 2'))|| =
= 1\/(IZ—Z’I Tly—yD?*+(z -2 [+ [z =2D)* + (ly = y'[ + [z — 2'])%.

Na passagem (1) usamos a desigualdade (3.11) em cada coordenada. Com isso obtemos,

1
S <52+ ly—yP+ (o=l + =22+ (y—yl+ -2 (314)
Consideremos as seguintes mudancas de variaveis,

A=lz—2|, B=ly—y|, C=lz—7|
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Reescrevendo a desigualdade (3.14) temos,

[F(X) ~ FOXO| < 50+ BP +(A+ OF + (B + AP =

_ ;\/2(A2 © B2+ C?) 4 2(AB + AC 1 BC) —

1
- 5\/(A?JrB2 +C?) + (A% + B? + C?) 4+ 2(AB + AC + BC)] =

1
= 5\/(A?JFB?JFC?)+(A+B+C)2:

B \/(A2+BZ+C’2)+(A+B+C)2
_ ; 7

obtendo,

1F(X) = F(X)|| < (3.15)

\/(A2+BQ+C2)+(A+B+C)2
. .

Para concluir, mostraremos que

\/(A2+BQ+C2)+(A+B+O)2

< /(A2 + B2 ) =X - X'|.
y < V(A2 + B+ 0% = |IX - X|

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicao A.4) temos
(A+B+0)? < (12+ 12+ 1%)(A* + B> + 0?),
e entao segue,
(A+B+C)?*<3(A2+B*+C%) =
= (A+B+CP? <4(A+B*+C*) - (A2+B*+C% =
(A2+B*+C*+ (A+B+C)?

= I <(A2+B*+ 0 =

< (A2 + B2+ C2). (3.16)

\/(A2+B2+02)+(A+B+C)2
~ 1

Portanto, pelas desigualdades (3.15) e (3.16) temos ||F(X) — F(X')|| < || X — X'||, como

queriamos. O]

Na proposi¢ao seguinte provamos que a aplicacdo F' possui um unico ponto fixo,
concluindo finalmente a demonstragao da existéncia e unicidade de um tridngulo dados

os comprimentos das suas bissetrizes internas.

Proposicao 3.2. A aplicacio F definida em (3.12) possui um unico ponto fixzo em C.
Prova: Mostraremos inicialmente a unicidade. Para tanto, suponhamos que X; e X,
sejam pontos fixos de F, isto é, F(X;) = X; e F(X3) = Xs. Pela desigualdade (3.13)
temos

1X1 = Xo| = [[F(Xh) = F(X5)| < [[ X1 = X,
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que ¢é absurdo. Isso nos diz que se existir um ponto fixo de F', ele é tinico.

Para prova da existéncia, seja A\, uma sequéncia de ntimeros reais contida no in-
tervalo (0, 1), convergente e com limite igual 1. Para cada k € N, consideremos a aplicagao
Ty : C — C definida por T = A\ F. Temos que, dados X # X' pertencentes a C,

1T5(X) = Tu(X) = M/ (X) = AF (X[ = Xl [F(X) = F(X)]| < All X = X7,
isto é,
170(X) = Ti(X) | < Akl X = X7,

logo T}, é uma A\g-contragao com A, € (0,1). Pelo Teorema do Ponto Fixo para Contragoes
(Proposigao 2.20), obtemos para cada & € N, um tnico ponto fixo X; de Tj. Agora,
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Proposicao A.2), a menos que, de passar a uma
subsequéncia, podemos admitir que Xj converge para algum X, € C. As relagoes X =
M F(Xg), n € N e a continuidade de F' implicam que Xy = F(Xj), de modo que (Xj)

converge para o unico ponto fixo Xy de F. O

3.1 Um argumento Geométrico para unicidade

Como vimos, dados trés niimeros reais, existe um tnico tridngulo tal que suas
bissetrizes internas possuem estes niimeros como seus comprimentos. Neste topico apresen-
tamos uma demonstracao puramente geométrica para o fato da unicidade, nao recorrendo
a quaisquer outros conhecimentos relativos a trigonometria, analise e também a férmula
do comprimento das bissetrizes internas em funcao dos lados. A referéncia estudada acerca
da argumentacdo que construimos aqui foi essencialmente (OXMAN, 2008).

Mostraremos que se existirem dois triangulos com bissetrizes internas de compri-
mentos iguais a trés numeros dados, entao estes tridngulos sao congruentes.

Inciaremos mostrando que em um triangulo ABC, onde AD, BE e C'F sao suas
bissetrizes internas, e o ponto I é seu incentro, temos AI > ID, Bl >IE e CI > IF.
Para provarmos este fato, consideremos os pontos G € BC, H € AC, interse¢oes do
circulo inscrito do AABC com os lados BC' e AC respectivamente, e ¢ = ADC como na

figura abaixo.

B

Figura 38 — Triangulo ABC' e suas bissetrizes.
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Uma vez que ¢ ¢é angulo externo ao triangulo ABD, denotando o = BAC e
g = ABC temos =0+ @ > %. Dai, existe um ponto J € AH tal que TJH = ©, Pois

— o 2
HAI = —.
2

B

Figura 39 — Triangulo ABC, suas bissetrizes e o ponto J.

Agora, observemos que ADGI = AJHI pelo caso AAL de congruéncia de trian-
gulos, e dai ID = I.J. Uma vez que os tridngulos ATH e JIH sio retangulos, e AH > JH
segue A > I.J. Portanto IA > ID como afirmamos, e de modo totalmente andlogo mos-
tramos que BI > IE e CI > IF.

As duas proposigoes apresentadas abaixo serao essenciais para a demonstragao

do resultado central deste capitulo.

Proposicdo 3.3. Sejam os triangulos ABC' ¢ AB'C’ que possuem o angulo A em comum.
Suponhamos que o circulo inscrito do AAB'C’ nao seja maior que o circulo inscrito do
AABC. Se C" > C, entdo a bissetriz de C" é menor que a bissetriz de C.

Prova: Considerando C'F' e C'F’ as bissetrizes internas dos triangulos ABC e AB'C’

respectivamente, relativas aos angulos C e C'. Provaremos que C'F’ < CF.

Caso 1: Os triangulos tém mesmo circulo inscrito . Podemos assumir sem perda de
generalidade que B> TFe que o ponto C’ estd entre A e C. Seja I o centro do circulo

inscrito comum dos tridngulos.

Figura 40 — Triangulos com o mesmo circulo inscrito .

Afirmamos que a drea do AIFF’ é menor que a area do AICC’. De fato, como
IF < IC eIF" < IC", considerando IC como base do AICC’, IF como base do AIFF' e
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notando que CIC' = FIF' (opostos pelo vértice), temos que a altura do tridngulo Al F'F”
relativa ao segmento IF' é menor que a altura do tridngulo AICC" relativa ao segmento
1C, dai

IFF] < [ICC). (3.17)

Sejam d,d" as distancias de A para as bissetrizes CF' e C'F’ respectivamente.
— — — A C/
Como ATF' = TAC" + ACTT = 2
Agora, por (3.17) temos

< 90°, temos AIF < ATF' < 90°, e assim d < d'.

[IFF') + [IC"AF) < [ICC") + [IC' AF),

que nos dé [AF'C'| < [AFC], implicando em

1 1 d—— __
~d'C'F' < -dCF = —CF <CF.
2 2 d

!

d __
Como d < d’ temos que 7 > 1 e com isso segue C"F" < C'F.

Caso 2: O circulo inscrito do tridngulo AB'C" é menor que o circulo inscrito do triangulo
ABC (Figura 41). Como o circulo inscrito do AAB’'C” esté dentro do AABC, construimos
a tangente ao circulo inscrito do tridangulo AB'C’, B"C” paralela a BC.

Figura 41 — Tridngulos com circulo inscrito s diferentes.
Seja C" F" bissetriz interna do tridngulo AB”"C". Temos C"F" || CF e
C"F" < CF. (3.18)
Observemos que AC"B" = ACB < AC'B' , logo pelo Caso 1 segue
C"F' < C"F", (3.19)
e por fim as desigualdades (3.18) e (3.19) nos dao C"F’ < CF. O

Proposicao 3.4. Sejam os triaingulos ABC e AB'C" que possuem o angulo A em comum.
Suponhamos que a bissetriz AD seja comum aos dois triangulos e que o angulo comum
A nao seja maior que qualquer outro dngulo do AAB'C’. Se S 6’, entdo a bissetriz de

C" € menor que a bissetriz de C.
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Prova: Se o circulo inscrito do tridngulo AB’C’ nao for maior que o do triangulo ABC,
entao o resultado segue pela Proposicao 3.3.
Consideremos que o circulo inscrito do tridngulo AB’'C” é maior que o do triangulo

ABC (Figura 42). Nesse caso o segmento BC intersecta o circulo inscrito do AAB'C".

A

Figura 42 — Triangulos com bissetriz comum.

Construamos a tangente ao circulo inscrito do AAB'C’ que passa por C, inter-
sectando AB’ no ponto B” situado entre B e B’. Sejam CF e C'F’ bissetrizes internas
dos triangulos ABC' e AB'C, relativas aos angulos CeC' respectivamente. Mostraremos

que C'F" < CF. A

Figura 43 — Triangulos e suas bissetrizes.

Seja C'F" bissetriz do tridngulo AB"C. Como B esta entre A e B”, e sendo CF
e C'F" bissetrizes dos triangulos ABC e AB"C, temos que F' esta entre A e F”. Segue
entao da Proposi¢ao 3.3 que
C'F' < CF". (3.20)
Observando os triangulos BCF” e BC'F temos BCOF" < ﬁ, e com isso nota-
mos que
CF" < CF. (3.21)
Das equagdes (3.20) e (3.21) concluimos que C'F” < CF. O

Utilizando as proposi¢oes acima, faremos agora a demonstracao do resultado

comentado no inicio dessa se¢ao.
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Proposicao 3.5. Se as bissetrizes internas do triangulo ABC' sdo respectivamente de
mesmo comprimento que as bissetrizes internas do triangulo A'B'C’, entdo estes trian-

gulos sao congruentes.

Prova: Sejam AD, BE e C'F as bissetrizes internas do triangulo ABC,e A’D' = AD, B'E" =
BE,C'F'=CF,onde A’D', B'E" e C'"F' sao as bissetrizes do tridngulo A’B'C".

No caso em que A=A B = BelC=C , pela semelhanca do triangulo ABC
com A’B'C’, e do triangulo ABD com A’B’D’ concluimos que os triangulos ABC' e A'B'C’

sao congruentes.

Suponhamos sem perda de generalidade que A ndo seja maior que qualquer outro
angulo dos tridngulos ABC e A’B'C’. Construimos um triangulo AB;C} congruente ao

triangulo A’B’'C" que tem AD como bissetriz do angulo By AC;.

Figura 44 — Triangulo com construgoes auxiliares.

Se A/ = Ae C" > C temos que os triangulos ABC e AB,(C) satisfazem as
condicoes da Proposicao 3.4. Logo C"F’ < CF, uma contradicao.

Se A’ < A e os as retas j‘l—Bi e f<l—C’1> intersectam BC' nos pontos B, e Cy respecti-
vamente, podemos assumir sem perda de generalidade que C esta entre A e Cy, podendo
coincidir com Cy (Figura 44).

Consideremos agora que a bissetriz do angulo @2 intersecte ABs no ponto £y
e AB no ponto F3. Observemos que os tridngulos AB;C e AB>C5 também satisfazem as

condicoes da Proposicao 3.4, o que nos da

C'F'" < CQFQ < CgFg. (322)

Agora, percebamos que o circulo inscrito do triangulo ABCy é menor que o do

triangulo ABC'. Com isso, e uma vez que A/CQ\B ~ ACB , a Proposicao 3.3 nos assegura
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que C,F3 < CF, e por fim, da desigualdade (3.22) segue C'F’ < C'F, absurdo. Portanto
os tridngulos ABC e A’B'C’ sdo congruentes. O
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4 CONSTRUTIBILIDADE

Este capitulo é devotado a demonstracao da impossibilidade de construgao com
régua e compasso de um triangulo, dados os comprimentos de suas bissetrizes internas.
Seguimos a argumentacao de (NETO e MAIA, 2017), nossa principal referéncia acerca
deste resultado.

Mostraremos que se o tridngulo for isosceles, a impossibilidade segue por um con-
junto de resultados que apresentamos nas preliminares. E isto é suficiente para afirmarmos
a impossibilidade de construcao em geral, vejamos.

Consideremos um triangulo ABC, isosceles de base BC', com AM e BP suas
bissetrizes internas, conforme mostra a Figura 45. Assumimos que sejam conhecidos os
comprimentos | = AB = AC, b= BC, ¢ = AM e p = BP.

A

Figura 45 — Triangulo isésceles e duas de suas bissetrizes internas.

Observe que, sendo o triangulo ABC' isosceles, temos que AM também é altura e
mediana, logo segue pelo que discutimos no topico “Relagoes Trigonométricas do Triangulo

Retangulo” (Pégina 30), que

b2
e aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridangulo AC'M obtemos [ — Vil ¢* que implica

em,

(20 +b)(21 — b) = 4¢*. (4.1)

Aplicando o Teorema da Bissetriz (Proposi¢ao 2.2), com repeito a bissetriz interna
BP, temos,

logo considerando x = C'P, obtemos

l—x 1 bl
= = (l—z)b=2l = lb—zxb=xl = T=
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e pela Lei dos Cossenos (Proposicao 2.3) segue do tridangulo BPC' que
p* = b* + 2% — (2bx)cos(6),

onde substituindo o valor de z e de cos(f), temos

ol \? o\ b
pro= b+ <b+l> —2b<b+l> 5 =
PO+1)>+0 -0 (b+1)
B (b+1)2 B
R 26412+ 0 -0 -0
(b+1)?
R A e e
(b+1)?
B3+ 20212
b+10)2
b21(b+ 21)

b+i2

que da

p(b+1)°

o+ b=
+ =

(4.2)

Substituindo o valor de (2] 4 b) dado pela equagao (4.2) acima na equagao (4.1) temos,

pP(b+1)?
b2l

)(21—6):4q2:>
= p*(b+1)*(2] — b) = 4¢°b*] =
= (b + 20l + 1*)(2Ip* — bp?) — 4¢°b* = 0 =
= (2b6%1p* + 4p*bl* + 2p*1%) — (p*b 4 20%1p* + p*bl?) — 4¢°D* 1 = 0 =
= 20°1% + 3p*bl% — 4¢*b%1 — p*b® = 0.

Dividindo esta ultima equacdo por b* obtemos

2p> £3+3p2 E2—4(]2 ! —p*=0
b b b '

Note que a menos de uma homotetia podemos supor p = 1, pois se um trian-

gulo é construtivel, entao qualquer tridngulo semelhante a ele também o é. Deste modo

concluimos que b é uma raiz do polindmio de terceiro grau,
f(X) =2X%+3X% —4¢°X — 1.

Estabeleceremos agora a irredutibilidade de f(X) em Q(q)[X], para algum g > 0.

Para este fim, de agora em diante tomemos ¢ > 0 transcendente.
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Se f(X) fosse redutivel em Q(q)[X], poderia ser escrito da forma
F(X) = go(X)ho(X),

onde go(X),ho(X) € Q(q)[X] — Q(q), e como é um polinémio de grau 3, teriamos que
go(X) ou ho(X) seria de grau 1. Consideremos sem perda de generalidade que dgo(X) = 1,
ou seja, go(X) = a1 X + ag com ay, ay € Q(q) logo

J(X) = go(X)ho(X) = (a1 X + ag)ho(X) = (X + a)h (X),

onde a = apa;’ € Q(q) e hi(X) = a1ho(X) € Q(q)[X]. Desta forma, temos que o
polinémio X + « divide f(X), e portanto, pela Proposicao 2.10 segue que o € Q(q) é

uma raiz de f(X). Ou seja, existiriam ¢g(X), h(X) € Q[X] \ {0} tais que 9ta) = o com

h(q)
fla) =0,
Aplicando o critério de pesquisa de raizes de f(X) (discutido por meio da Pro-
posicao 2.12) pertencentes ao corpo Q(q), temos ¢g(q) | 1 em Q(gq). Assim sendo, podemos

assumir que ¢g(q) = 1, que implica em

1
o= —

h(q)’

e como f(a) = 0 segue

] ]l -
h(q) g ) T
que ao multiplicarmos por [h(q)]* obtemos

2+ 3h(q) — 4¢’[M(@)]* — (@)’ = 0,

que nos da
2+ 3h(q) = [n(q)]*[4¢* + R(q)]. (4.3)

Do item iii) da Proposigdo 2.14 seguido da Observagao 2.3 temos que os aneis
Q[q] e Q[X] sao isomorfos, isto é, Q[q] ~ Q[X]. Logo, como h(q) € Q[q] segue que a

equagao (4.3) é equivalente a
2+ 3h(X) = [R(X)P[4X?% + h(X)]. (4.4)

Notemos que 4X? + h(X) # 0 pois caso contririo terfamos pelo lado direito da
equagdo acima que h(X) = —4X?, ou seja Oh(X) = 2. Mas pelo lado esquerdo h(X) = _32
que nos dd Oh(X) = 0, absurdo. Uma vez que 4X2 + h(X) # 0 temos que o grau do lado
esquerdo da equagdo é igual ao grau de h(X) e o grau do lado direito é maior que duas
vezes o grau de h(X), um outro absurdo. Logo a equacao (4.4) é impossivel, e assim segue

que o polinémio f(X) nado possui raiz em Q(q), desse modo é irredutivel em Q(q)[X].
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Agora, suponhamos por contradi¢do que seja possivel construir com régua e com-
passo o tridngulo ABC', conhecendo os comprimentos p =1 e gq.

Pelo que apresentamos nas preliminares, temos que existe uma sequéncia finita
de construgbes elementares que possibilita construir os lados do tridngulo ABC', e pela
Construgao 2.1.1.10 segue que o segmento de comprimento é é construtivel.

Por outro lado, é é construtivel em Q(p, q) = Q(¢) implica, considerando a Pro-
posicao 2.19, no fato do grau da extensdo Q(q)(I/b) | Q(q) ser igual 1 ou 2, isto é,
[Q(q,1/b) : Q(¢g)] < 2. No entanto, mostramos que f(X) é irredutivel em Q(q)[X], e

pela Proposicao 2.15 temos

[Q(q,1/b) : Q(q)] = 3.

Portanto o nimero 5 nao é construtivel, contradizendo o fato de os segmentos de

comprimentos [ e b serem construtiveis.
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5 CONCLUSAO

Como vimos no decorrer do texto, para demonstrar os resultados objetivos cen-
trais da dissertacdo, utilizamos elementos nao s6 da Geometria, mas também da Algebra
Abstrata e da Analise. Juntos, estes elementos nos deram condigdes de realizarmos as
demonstragoes.

A Matemaética de modo geral possui uma caracteristica historica que esta se apre-
sentando mais claramente em nossa contemporaneidade: por ja termos um actiimulo muito
grande de conhecimentos descobertos ou construidos, mais fortemente na atualidade per-
cebemos o quanto estes conhecimentos, que se apresentam nas varias areas da Matematica,
se inter-relacionam, em alguns casos se complementando e em outros se constituindo como
os mesmos elementos sob Oticas diferentes.

Faz-se necessario compreendermos estas inter-relagoes para que o desenvolvi-
mento cientifico desta arte (a Matemédtica) continue num movimento crescente.

Nesse aspecto, a quantidade de resultados expostos em fungao da construcao das
demonstragoes objetivos do trabalho, e o fato de serem de diferentes areas da Matematica,
compoem um exemplo claro acerca da caracteristica que citamos acima.

Acreditamos que a parte inicial deste texto possa ser utilizada como referéncia
complementar, em um curso de construgoes geométricas voltado para a Educagao Béasica.

Consideramos ainda que o texto como um todo, constitui-se em uma referén-
cia a mais para o estudo dos elementos da Algebra Abstrata em nivel de graduacio e
pos-graduacgao, e como uma aplicacao na Geometria Elementar de parte dos assuntos
comumente tratados em disciplinas voltadas para o estudos de Estruturas Algébricas.

Esperamos que esta dissertacao motive estudantes de Matematica em nivel de
graduagao e pés-graduacao a se atentarem para as relagdes existentes na construcao e
desenvolvimento da ciéncia matematica, até mesmo pela caracteristica desta area do co-

nhecimento de possibilitar tantos desenvolvimentos tedricos em diferentes diregoes.
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APENDICE A - ALGUNS ELEMENTOS DE ANALISE

ALGUNS ELEMENTOS DE ANALISE QUE FORAM CITADOS NO TEXTO

Iniciamos enunciando o Principio do Maximo e Minimo (Max/min), conhecido

como Teorema de Weierstrass, para fungoes reais.

Proposicao A.1 (Teorema de Weierstrass). Toda fungdio real continua f : C'— R, onde

C ¢ um subconjunto nao vazio, fechado e limitado de R™, possui pontos de mdxrimo e
minimo. Ou seja, exitem Xo, X1 € C tais que f(Xo) < f(X) < f(X1), VX € C.

O resultado que enunciamos a seguir é conhecido como Teorema de Bolzano-
Weierstrass, sendo de muita importancia na demonstracao da existéncia de um triangulo

dadas suas bissetrizes internas.

Proposicao A.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada do R™ pos-

sui uma subsequéncia convergente.

Outro resultado muito importante é o Teorema do Valor Médio, que enunciamos

abaixo.

Proposicao A.3 (Teorema do Valor Médio, de Lagrange). Seja f : [a,b] — R continua.

Se [ é diferencidvel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b), qual que

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c).

Finalizamos com a proposi¢ao abaixo, seguida de uma desigualdade que justificam

implicacoes presentes na demonstracao da existéncia.

Proposicao A.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se X = (X3, Xs,...,X,) e Y =
(Y1,Ys, ..., Y,) pertencem a R™, entdo

(XY +XoYo+ . . + X)) < (X3 +Xo+ ..+ XDV +YS +...+ YD),

Prova: Temos,

(X1Y: 4+ XoYo + ...+ X, Ye)? = Y XY+ 22X,V XY (A1)
i i<j
< D XYEHDY XY+ XY (A.2)
i i<j
= > XV} (A.3)
,J

= X4+ X2+ +XD)(YV2+Y24+ .. +Y2)(A4)

Da igualdade (A.1) para desigualdade (A.2) usamos o fato de que se a,b € R
entdo a® + b* > 2ab, pois (a — b)? > 0. m
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Com a desigualdade de Cauchy-Shwarz mostramos facilmente que
X + Y[ < [IX] + [[Y]], (A.5)

para todos X,Y € R", chamada de desigualdade triangular.

Vejamos que vale a desigualdade abaixo.
X =Y < [[X =Y, (A.6)

para todos X e Y pertencentes a R™. De fato, escrevendo X = (X —Y) + Y temos
|X] = (X =Y) + Y|l que pela desigualdade triangular nos da || X|| < [|X = Y|+ ||V,
ou seja, || X[ —[|Y] < ||IX =Y. De modo analogo, ||Y|| — || X < ||Y — X||, o que implica
em [[[|X[| = Y[l < [[X =Y, pois [|(X = V)| = [[(Y = X)[|, VX, Y € R".
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