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RESUMO

Este trabalho € de cunho tedrico, cuja metodologia baseou-se inicialmente
na elaboracédo de pesquisas e revisdes bibliograficas sobre o Algoritmo de Euclides,
bem como sobre do Uso de Jogos no ensino de Matematica. Foi elaborada uma
proposta inédita para o Sétimo Ano do Ensino Fundamental com base no Domind
Algébrico de Freitas-Teodoro [8]. Essa proposta segue a metodologia de Souza [22],
que tem planos de aula definidos em quatro Momentos. Foi realizada uma analise
para justificar a eficiéncia e importancia da proposta do Domin6 Algébrico Adaptado
restritas ao Uso de Jogos no ensino com base em obras dos autores Regina Grando
[10], Tizuko Kishimoto [13], [14], [15], [16], [17] e Cristiano Muniz [18]. Ademais, foram
realizadas algumas simulagdes de jogadas relativas ao jogo Dominé Algébrico para
melhor elucidagédo do tema proposto.

Palavras-chave: Domino6 Algébrico, Uso de Jogos e Algoritmo de Euclides.



ABSTRACT

This work is theoretical, and its methodology was initially based on the
research and bibliographic review of the Euclidean Algorithm, as well as the use of
games in Mathematics education. A proposal was elaborated for the 7th year of Middle
School, based on the Algebraic Dominoes of Freitas-Teodoro [8]. This proposal follows
the methodology of Souza [22], which has lesson plans defined in four different
moments. An analysis was made to justify the efficiency and importance of the Adapted
Algebraic Domino restricted to the Use of Games in education based on the work of
authors Regina Grando [10], Kishimoto [13], [14], [15], [16], [17] and Cristiano Muniz
[18]. In addition, some simulations of plays related to the Algebraic Domino were made,
for better understanding of the proposed subject.

Keywords: Algebraic Domino, Use of Games and Euclidean Algorithm.
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INTRODUCAO

Experimentos e propostas de ensino relativos a educagao tém surgido com
frequéncia, sendo objeto de mudanga nos métodos aplicados em educagao. Esse
conhecimento experimental produzido tem levado ao desenvolvimento de métodos de
ensino. Inicialmente, inserindo a educacdo num contexto histérico, € possivel notar
que o ensino, atualmente diversificado e objetivo, nem sempre foi desta maneira. No
passado, baseava-se em uma educacao voltada para repeticdo e métodos arcaicos.

O panorama da Educacao Matematica brasileira era semelhante a este
descrito anteriormente. Segundo Galvao et al. [9] e Pinto [20], o Brasil vivia um cenario
de resultados ruins e elevado desinteresse, independentemente do nivel de
investimento. Além desse cenario, deve-se considerar os altos custos que envolviam
a educacéo de jovens e adultos.

Com a perspectiva de melhora na Educagdo Matematica, um grupo de
pessoas preocupadas com o ensino desta disciplina se reuniu e deu inicio a um debate
de ideias acerca dessa tematica. Esse grupo ficou conhecido como Movimento da
Matematica Moderna (MMM). Segundo Pinto [20], o MMM iniciou sua trajetoria com a
proposta de alteragao de curriculos e, alguns anos depois, com a instituicdo de cursos,
experimentos, publica¢des e palestras.

Durante a evolugdo do ensino nessa disciplina, surgiram as denominadas
Tendéncias da Educagado Matematica (TEM) que, segundo Galvao et al. [9], eram:
Histéria da Matematica, Resolugdo de Problemas, Midias tecnoldgicas,
Etnomatematica, Modelagem Matematica e o Uso de Jogos. O MMM passou entédo a
desenvolver e a seguir as TEM e, com isso, 0 ensino de Matematica evoluiu
nitidamente. Portanto, o Uso de Jogos tem papel especial nessa evolugao.

Este trabalho tem como objetivos realizar uma revisao bibliografica acerca
do Algoritmo de Euclides, justificar e analisar o Uso de Jogos no ensino da Matematica
e, a partir disso, aplicar os conhecimentos ao jogo Dominé Algébrico, tendo como ideia
final uma proposta de aplicacdo para séries a partir do Sétimo Ano do Ensino
Fundamental. Para isso, sera utilizada a metodologia desenvolvida por Souza [22],
dividida em quatro momentos.

Certamente, faz-se necessario, inicialmente, definir com precisdo o
conceito de jogo. De acordo com Ferreira [7], define-se jogo como:

1. Vicio de Jogar 2. Exercicio ou Passatempo entre duas ou mais
pessoas das quais uma ganha, e a outra, ou as outras, perdem 3. O
que serve para jogar determinado jogo 4. Maneira de jogar 5.
Divertimento, Exercicio 6. Manejo 7. Determinado numero de pecas
que formam um servigo ou colegao 8. Brinco; escarnio 9. Artes, astlcia;

modo de proceder 10. Habilidade 11. Parte da Carruagem que sustenta
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as rodas 12. Transagao de fundos 13. Abrir 0 jogo: mostrar ou revelar
algo que estava escondido ou em segredo. 14. Entrar em jogo: entrar
em agao 15. Esconder o jogo: dissimular 16. Estar em jogo: estar em

risco ou dependente de alguma coisa. (Ferreira [7])

Algumas definicbes modernas do termo jogo sdo encontradas em Ortiz
([19], p.11):

(...) o jogo é uma atividade geradora de prazer que ndo se realiza com
finalidade exterior a ela, mas por si mesma”(Russel, 1980)(...) A
atividade ludica contribui para a paidéia — a educagéo — e proporciona
as forgas e as virtudes que permitem fazer a si mesmo na
sociedade(...) O jogo prepara para a entrada na vida e o surgimento da
personalidade” (Chatedu, 1958). (Ortiz [19] p. 11-12)

Portanto, o jogo € um instrumento de construgéo individual e de insergéo
coletiva que surge naturalmente nas diferentes formas de cultura, em idades variadas.

Huizinga [11], por sua vez, coloca o jogo como uma manifestagdo cultural
de manipulagdo de imagens ou situagdes, utilizando ideias de forma imaginativa e em
muitas vezes desafiadoras, definidas inicialmente com regras.

O jogo é uma atividade ou ocupacao voluntaria, exercida dentro de
certos e determinados limites de tempo e de espago, segundo regras
livremente consentidas, mas absolutamente obrigatérias, dotado de
um fim em si mesmo, acompanhado de um sentimento de tenséo e de
alegria e de uma consciéncia de ser diferente da "vida quotidiana”.
(Huizinga [11], p- 24)

O termo jogo tem sua simbologia e significados interpretados em um
contexto social. Trata-se de um elemento presente em todas as sociedades com
formas determinadas, segundo esses autores.

Com aideia inicial do significado do termo jogo, € preciso aplica-lo no objeto
de estudo, que € a Matematica. Segundo Grando [7] os fatores investigagao, desafio
e exploragdo de conceitos classificam o jogo como ferramenta essencial e
fundamental na aquisi¢cao de conhecimentos em torno desta disciplina.

O jogo propicia o desenvolvimento de estratégias de resolugdo de
problemas na medida em que possibilita a investigagédo, ou seja, a
exploragao do conceito através da estrutura matematica subjacente ao
jogo e que pode ser vivenciada, pelo aluno, quando ele joga,
elaborando estratégias e testando-as a fim de vencer o jogo. (Grando
[7], p. 32)
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Dessa forma, o jogo € uma das ferramentas que criangas e adolescentes
utilizam para evoluir dentro do aprendizado, dominando conceitos, criando ligagdes e
raizes fortes com aplicagdes em situacdes diversas.

Experiéncias anteriores mostram com detalhes o quao eficiente pode ser o
Uso de Jogos no ensino da Matematica. Junior-Lima [12] relatam como essa
ferramenta pode ser utilizada em ambientes que, teoricamente, teriam um interesse
reduzido por parte dos alunos. Nesses casos, 0s jogos permitem que ocorra certa
atratividade, que cria uma conexao entre professor e aluno. Essa situagao de
aplicagcado do Uso de Jogos ocorreu para alunos do regime semiaberto do Centro de
Detencao Proviséria em que foi obtido, como principal resultado, a evolugdo dos
alunos com relagdo aos niveis de interesse, rendimento e frequéncia.

No que tange aos objetivos, este trabalho pretende descrever, ademais, a
influéncia e os momentos de aplicagédo do Uso de Jogos no ensino da Matematica.
Nesse sentido, pode-se dizer que as ideias serao a descri¢gao de regras, simulagao de
jogos e a proposta de aplicagao do jogo Dominé Algébrico.

Criado por Freitas-Teodoro' [8], o Domind Algébrico serda abordado no
presente trabalho de forma adaptada, sobretudo pela modificacdo de determinadas
regras propostas inicialmente por Freitas-Teodoro [8], bem como pela inclusdo na
proposta da metodologia de Souza [22], em que sdo definidas formas, ideias e
contextos a serem trabalhados com os alunos. Ademais, nota-se como distingao entre
os trabalhos seus publicos-alvo: enquanto Freitas-Teodoro [8] aplicaram o Domind
Algébrico a turmas de licenciatura em matematica, o presente trabalho tem sua
aplicagao destinada a turmas a partir do Sétimo Ano do Ensino Fundamental. Por fim,
cumpre destacar que também sé&o distintos os referenciais tedricos no Uso de Jogos.

Segundo as defini¢ées de Cabral ([2], p. 30), o jogo Dominé Algébrico pode
ser classificado na categoria estratégico, pois compde conhecimentos relacionados a
raciocinio légico, interpretacao de regras, além da criagdo de caminhos e estratégias
para que se cheguem a um objetivo final.

Para melhor entendimento da sequéncia deste trabalho, foi feito o
fluxograma, representado pela Figura 1 abaixo:

1O trabalho de Freitas-Teodoro [8] foi enviado por correspondéncia eletrdnica para o orientador e se trata de um
trabalho ndo publicado. Por este motivo o trabalho esta sendo disponibilizado no Anexo A.
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Tendé&ncias em
Eduvcacao Matematica
segundo Pindo [20]:
¥ Historia da
Matemdatica
v+ Elnomatematica
¥ Resolucdo de
Problemas
v Modelagem [8]
Matematica
v Uso de Jogos

Domino
Algébrico de
Freitas —Teoadoro

DominG
Algébrico
Adaptado

Movimenio Doming Algoritmo de
hMatematica Algébrico Euclides

Modema

Uso de Jogos no Ensino Concepgcdo de
da Matemdtica: Jogo: Proposta
+ Grando [10] v Ortiz [19] metodolégica
¥ Kishimoio [13], [14], » Huizinga [11] em 4 momentos
[15], [16], [17] ¥ Femeira [7] em Souza [22]
¥ MMuniz [18] v Cabral [2]

Figura 1 — Prépria (2018) — Fluxograma do Trabalho

O fluxograma tem como bases: o Movimento da Matematica Moderna, que
propds inicialmente alteragdes curriculares na Educagcdo Matematica. Com a
mudanga, o ensino continuou seguindo uma tendéncia formalista, com resultados
semelhantes aos obtidos anteriormente. A partir desde fracasso, foram propostas as
Novas Tendéncias em Educagao Matematica (TEM). Dentro dessas, o Uso de Jogos
sera explicado nas perspectivas dos autores Grando [10], Kishimoto [13], [14], [15],
[16] e [17] e Muniz [18], essas ideias serao essenciais para fazer uma analise para
justificar a importancia do Dominé Algébrico Adaptado.

Para isso, sera utilizada a definicao formal para jogo descrita por Ferreira
[7], bem como a concepgao contemporanea de jogo explicada por Ortiz [19] e por
Huizinga [11]. No que diz respeito a caracterizagao, foram buscados como referéncias
os tipos de jogos propostos por Cabral [2]. Nesse sentido o Dominé Algébrico foi
descrito como um jogo estratégico, ainda em Cabral [2], podemos constatar
determinados questionamentos quanto ao Uso de Jogos. Nao obstante, conforme ja
mencionado, essa proposta para aplicagdo do Domind Algébrico Adaptado tem por
base Souza [22], onde a metodologia fundamentada em quatro momentos e sera
descrita no Capitulo 5 do presente trabalho.

E preciso destacar nesse momento o Algoritmo de Euclides, que associa
divisores e restos, conceitos essenciais para os objetivos do Domind Algébrico de
Freitas-Teodoro [8]. Na proposta que sera apresentada, esses conceitos também
serao fundamentais.

Para melhor orientagédo do leitor quanto a sua organizagao, impende dizer
que este trabalho esta dividido da seguinte forma: no Capitulo 1 sdo determinados
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todos os conhecimentos matematicos acerca do Dominé Algébrico baseados em
Dantas [4].

No Capitulo 2 sera abordado o jogo Domind Algébrico e suas regras. Nesse
momento, serdo mostrados os exemplos de Freitas-Teodoro [8], bem como o Dominé
Algébrico Adaptado, com a sequéncia de jogo, até que chegue ao seu final,
evidenciando detalhadamente as possibilidades de jogadas.

O Capitulo 3, por sua vez, analisara de maneira légica as possibilidades de
jogada e de possiveis interpretagbes que os jogadores poderdo ter, como
consequéncia da aplicagdo do jogo. A principal referéncia, nesse momento, sera
Dantas [4].

No Capitulo 4, serdo tecidas as consideragdes acerca do referencial teérico
utilizado, em que serdo citadas as construgdes historicas relativas ao ensino de
Matematica no Brasil, baseados em Pinto [20] e Galvao et al. [9], bem como o elas
conduziram as bases das Tendéncias de Educacdo Matematica. Baseadas nesses
principios, serao feitas analises especificas sobre o Uso de Jogos, conforme fazem
referéncia os trabalhos de Grando [10], Kishimoto [13], [14], [15], [16], [17] € Muniz
[18].

No Capitulo 5 sera abordada a proposta de aplicagdo do Dominé Algébrico
em ambiente de sala de aula, em que a metodologia sera descrita em quatro
momentos. Nesse capitulo constara, ademais, o material que deve ser utilizado, além
das situagdes que necessitam de interferéncia por parte do professor. A principal
referéncia sera Souza [22].

Por fim, no Capitulo 6 constardo as considerag¢des finais acerca do
presente trabalho. Serdo feitas analises acerca do Uso de Jogos no ensino e da
proposta de Souza [22] aqui construida (Domin6 Algébrico Adaptado baseado em
Freitas-Teodoro [8]). Além disso, serao feitas analises do Dominé Algébrico Adaptado
no ensino de Matematica.

Ao fim deste trabalho sera possivel responder, baseadas em Cabral ([2], p.
9-32), as seguintes perguntas que surgem naturalmente na tentativa de se fazer o Uso
de Jogos no ensino de Matematica:

i) Qual é a importancia do Uso de Jogos para o aprendizado?

ii) Em que contexto € possivel aplicar o Uso de Jogos para o Ensino
da Matematica?

iii) A criatividade € um conceito que pode ser explorado na aplicacao
do jogo Domind Algébrico? O que pode limitar ou ampliar essa ideia
no ambiente de ensino?

iv) Existem possibilidades de aplicagdo do jogo Dominé Algébrico para
publicos em idades diferentes?

V) O jogo Domin6 Algébrico pode desenvolver conhecimentos
variados?
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Vi) O jogo Dominé Algébrico é possivel somente com a presencga do
professor?

Dando continuidade, segundo Freitas-Teodoro [8], as seguintes perguntas
surgem na tentativa do Uso de Jogos especificos no ensino da Matematica:

vii) O jogo Domind Algébrico pode ser aplicado a partir de qual nivel de
escolaridade? Qual o conteudo abordado dentro destes niveis?

viii) O jogo Domin6 Algébrico sera utilizado para ensinar ou revisar
conteudo?
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1. CONCEITOS MATEMATICOS ACERCA DO DOMINO ALGEBRICO

Para um melhor entendimento do jogo Dominé Algébrico descrito no
proximo capitulo, serdo abordados a seguir conceitos matematicos. Muitas
informagdes serao suprimidas a fim de tornar o texto menos técnico, indicando ao leitor

interessado a precisa referéncia.

1.1 PROPRIEDADES DOS NUMEROS INTEIROS (Z)

Para definir as propriedades dos numeros inteiros, vamos primeiramente

definir o conjunto dos numeros naturais.

Definicdo 1: Conjunto dos numeros naturais:

N ={1,2,3,4,5,..)

Superado esse conceito, a definicdo dos numeros inteiros sera dada por:

Definigao 2: Conjunto dos numeros inteiros:

7 ={0, +1, 2, +3, ...}.

1.1.1 Propriedades de Z:

Como todo conjunto numérico, o conjunto dos numeros inteiros apresentara
algumas propriedades com relagdo as operag¢des basicas. Por Dantas ([4], p. 2-3)

serao elas:

i) Associativa da adi¢do: V a,b,ceZ,(a+b)+c=a+ (b+c).
i) Comutativa da adigdo: V a,beZ,a+b=Db+a.
iii) Existéncia do elemento neutro para a adigao: Existe em 7Z, o zero, tal

quea+0=aVvVacZ.
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iv) Existéncia do oposto: Para cada a < Z existe -a € Z tal que a + (-a) =

0.

v) Distributiva da multiplicagdo em relagao a adigdo: Vv a,b,ceZ,a-
(b+c)=a<b+asce(a+b)ec=a-c+b-c.

vi) Associativa da multiplicagado: V a,b,ccZ (a*b)*c=a-(b-c).

vii) Comutativa da multiplicagdo: V a,beZ a*b=b-a.

viii) Existéncia do elemento neutro da multiplicagao: Existe em Z o um,
(1#0),talquea+1=a,paratodoa € Z.

ix) Integridade: Sea,b e Zea+*b=0,entdioa=00oub=0.

As propriedades de Z levam a consequéncias imediatas, que serao

utilizadas como regras do jogo Dominé Algébrico (veja Segao 2.1).

1.1.2 Divisibilidade

Como o Domin6 Algébrico é um jogo baseado em divisibilidade e restos,
também se faz necessario definir os dois conceitos.

A notacgédo de divisibilidade segundo Dantas ([4], p. 8) sera dada por:

Notagao: Dados os numeros a, b € Z, dizemos que a divide b se existir ¢
€ 7 tal que b = a « c e tera a seguinte notagao:

a | b (Ié-se a divide b).

Se a condicdo definida para a divisibilidade nao for satisfeita, entdo a nao
divide b, e tera a seguinte notagao.

Notacao: Notagao de nao divisao (Ié-se a ndo divide b).

aTb.

1.1.3 Algoritmo de Euclides

Segundo Dantas ([4], p. 16), o Algoritmo da Divisdo ou Algoritmo de
Euclides pode ser enunciado da seguinte forma:

Algoritmo de Euclides. Sejamae b 7, com b#0, existem unicosqe r
e Ztaisquea=beqg+re0 <r<|b|. Dizemos que “q” € quociente e “r’ resto.
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Uma consequéncia desse algoritmo sdo as congruéncias, que também sao
formas diretas de falar sobre divisibilidade e restos.

1.1.4 Congruéncias

As congruéncias seriam formas de estudar divisibilidade e restos. A
definicdo de congruéncias segundo Dantas ([4], p. 17) € a seguinte.

Definigdo 4 (Congruéncias). Sejan € N. Dados a, b € Z , dizemos que “a@”

é congruente a “b” médulo n se a — b é multiplo de n. Denotamos a = b (mod n).

Exemplos de congruéncias:

i)7 =1 (mod 3).
7-1=3-2.

ii) 25 = 4 (mod 7).
25-4=7-3.

i) 32 = — 4 (mod 9).
32 —-(-4)=9-4.
iv)—25 = — 1 (mod 6).
-25—-(-1)=6+(—-4).

1.1.5 Propriedades de congruéncias

As propriedades de congruéncias sao de vital importancia em algumas
aplicagdes do jogo Domind Algébrico. Segundo Dantas ([4], p. 17-18), temos:

Propriedades de congruéncias 1: Se “a” é congruente a “b” modulo n (a

= b mod n) entédo “a” e “b” deixam o mesmo resto na divisdo por “n”.

Exemplos:

i)—25 = — 5 (mod 6).
—-25=6+(-5)+5.
-5=6+(0)+5.

ii)25 = 4 (mod 7).
25=4+3+4.
4=4+0+4.
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Propriedades de congruéncias 2: Sejam a, b,c,d, m,neZ em,n > 1.

Valem:
i)a = a(mod n).
i)a =b(modn) = b =a(mod n).
iiila=b(modn)eb =c(modn) = a=c(modn).
iv)a = b (modn)ec =d(modn) =a+c = b+d (mod n).
v)a=b(modn)ec=d(modn) = a+c=b-+d(modn).
vi)a = b (mod n) = a™ = b™ (mod n).
Exemplos:
i)2 = 2 (mod 5).
2 -2=0=5-0.
ii) 22 = 2 (mod 5) entdo, 2 = 22 (mod 5).
22-5=17=5+3+2.
2 -5=-3=5¢(-1)+2.
iii) 30 = 12 (mod 6) e 12 = 6 (mod 6), entdo 30 = 6 (mod 6).
30-12=18=6 3.
12-6=6=6-1.
30-6=24=6-+4.
iv) 50 = 2 (mod 8) e 25 = 1 (mod 8), entdo 51 = 3 (mod 8).
50-2=48=8-6.
25-1=24=8-3.
51 -3=48=8+3.
v) 50 = 2 (mod 8) e 25 = 1 (mod 8), entdo 1250 = 2 (mod 8).
50-2=48=8+6.
25-1=24=8-3.
1250—- 2 = 1248 = 8 - 156.

vi) 50 = 2 mod 8, entdo 502 = 22 (mod 8) = 2500 = 4 (mod 8).

50-2=48=8+6.
2500 —4 = 2496 = 8 - 312.
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2 0 JOGO DOMINO ALGEBRICO

O jogo Dominé Algébrico € uma proposta destinada a estudar conceitos que
envolvem divisibilidade e restos de maneira ludica. Para ser jogado, ele necessita dos
conhecimentos sobre divisibilidade e restos, além dos proprios conhecimentos sobre
as regras mais basicas de dominé.

O jogo foi criado por Freitas-Teodoro [8] e tem algumas regras e logicas
semelhantes ao dominé tradicional. Ele foi testado por alunos de turmas iniciais de
Licenciatura em Matematica.

O Domino Algébrico é jogado da seguinte forma: com pecas retangulares
compostas por dois lados divididos ao meio pelo lado maior, com tamanhos iguais,
elas serao marcadas com numeros e simbolos. Conforme Freitas-Teodoro [8], o
Dominé Algébrico possui 84 pecgas (veja Figura 2) das quais 78 serdao marcadas com
numeros naturais de 0 a 11 (peg¢as em branco representam o zero) em ambos os lados
e o restante das pecgas serdao marcadas com simbolos.

Sera utilizada a seguinte notagdo para determinar as pegas que estéo
sendo jogadas: [valor da pecga 1 | valor da peca 2].

As pecas, que recebem numeros naturais como marcagcdo, serao
denominadas peg¢as comuns, sendo cada pec¢a unica. Existirdo 78 pegas comuns.
Além disso, Freitas-Teodoro ([8], p. 5) definiram seis pecas [Z1|Z1],[ 22| Z2], [ Z3 |
Z3),[Z4|24],[Ze| Zs] €[ Z12| Z12] como pegas especiais devido a sua importancia
chave nas regras do jogo. As pecas estédo dispostas da seguinte forma:

12345||i_?3ﬂ1011
e e e efe e efalfe]z
1 2i455|?331ﬂ-112
2z zzl 2z 2z z3]z]3
sffalsfef7lelfafofra)3]a]s
3z zlz3]zlallalfallala]a
AERBBRERREBREBE
alals[s]s]s]s sfelels
wofftil[sfel 7] altolftt]e] 7] s
slellelzl7z171z071ss]z]s
Elﬂll?ﬂﬁlﬂliﬁimll
afafaltoftol11]z]z]z]z]z]z-
9 10|11} 10 11:| Zill 2=l Za || 24| &5 || sz

Figura 2 — Freitas-Teodoro ([8], p. 5).
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2.1 REGRAS DO DOMINO ALGEBRICO

O jogo sera orientado por regras que, segundo Freitas-Teodoro ([8], p. 4-5),

sdo as seguintes:

iiif)

Vi)

Regra 1. Sera jogado com 1, 2, 3, 4, 6 ou 8 jogadores, dispostos de
forma circular no local. Nao € bem aceita as quantidades de 5
jogadores ou 7 jogadores, justamente pela quantidade de pecas
utilizadas no jogo.

Regra 2: O jogo sera iniciado sempre pelo jogador que possui a pega
[ Z12 | Z12] e, na sequéncia, podera ser jogada qualquer pega.
Regra 3. No caso de jogo com 8 jogadores, Freitas-Teodoro [8] n&o
definiram como ficaria a distribuicdo de pecgas. Nessa circunstancia,
adaptamos para que seja definido que o jogador primeiro a jogar
na partida e os 3 préoximos a jogarem ficarao com as pegas
restantes, com o jogo ocorrendo no sentido horario ou anti-
horario.

Regra 4: A ultima pega especial jogada sera considerada a peca
ativa, e ela determinara os critérios de divisibilidade e de restos e,
portanto, sera a responsavel por determinar as regras das jogadas.
Regra 5. Sera vencedor o jogador que ficar sem pegas para jogar
primeiro ou o jogador que, sem a possibilidade de fazer nenhum
movimento, tenha a menor quantidade de pontos em suas maos
somadas as marcagdes de todas as pecas. As pecgas especiais nao
tém pontuacao definida porque o jogo sempre tem possibilidade de
movimento enquanto existirem pecas especiais.

Regra 6: As pecas comuns deverdo ser encaixadas pelos critérios
de divisibilidade e restos com o0 mesmo resto quando dividido pelo
numero representado pela pega especial ativa utilizando o Algoritmo
de Euclides conforme explicado no Capitulo 1. As pecas deverao ser
encaixadas pela igualdade nos restos de divisdes do numero de um

dos lados da pega pelo numero da ultima pega especial jogada.
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vii)  Regra 7: Quando uma pega especial é jogada, qualquer pega pode
ser jogada ao lado dela, até que fique definido um novo numero para
divisibilidade.

Poderao ser jogadas pegas comuns, que terdo critérios unicos para serem
jogadas, ou pegas especiais, que poderdo ser jogadas a qualquer momento. Para
melhor elucidagado do jogo, serdao adaptadas a proposta de Freitas-Teodoro, as
cores em pecas especiais e as pecas jogadas devido a presenca das pecgas
especiais do tipo [ Z1 | Z1 ], , [ Za |Z4], e[ Zi2| Z12]. As

pecas especiais ditardo as regras para as jogadas das pegas comuns.

2.2 ELUCIDAGAO DO JOGO VIA EXEMPLOS

Nesta Sec¢ao, serdo apresentados alguns exemplos para melhor elucidagao

do jogo.

2.2.1 Exemplo de Freitas-Teodoro

Conforme a Regra 2, a primeira pega a ser jogada deve sera [ Z12 | Zi2 ] e,
entdo, qualquer pega pode ser utilizada apds o inicio do jogo. Freitas-Teodoro ([8], p.6-
9) optaram por encaixar como segunda peca a[9 | 7], que deveria ser jogada a direita

da peca inicial, da seguinte forma:

[Z12]|Z12][9]| 7]

O préximo jogador podera optar por jogar ao lado direito — por qualquer peca
(Regra 6), ou jogar ao lado esquerdo — pegas que tenham resto 7 na divisdo por 12.
Pelo Algoritmo de Euclides e pela limitagdo da quantidade de pegas, o resto 7 na
divisdo por 12 necessariamente levaria a jogada obrigatéria de pecas que tenham o
numero 7 em pelo menos um lado, ou a jogada, em qualquer um dos lados, de uma
peca especial. Freitas-Teodoro [8] optaram por encaixar a pega [ 7 | 11 ], da seguinte

forma:



26

[Z12|Z12][9|7][7|11].

Assim, as possibilidades de encaixar as proximas pecas, para 0 proximo
jogador, seriam as seguintes: para o lado esquerdo, qualquer peca normal e, para o
lado direito, pegas com pelo menos um dos lados iguais a 11 ou qualquer pega especial
em um dos lados. Freitas-Teodoro [8] optaram pela pegca [ 6 | 5 ], jogada ao lado da
peca especial.

[6]5]°[Z12|Z12]+[9]7]°[7]11]

Conclui-se que as possiveis jogadas nesta situagdo seriam a esquerda,
mediante encaixe de peg¢as em que pelo menos um lado tenha valor igual a 6 e a direita
por meio de encaixe de pecas em que pelo menos um lado é 11. Além disso, € possivel
jogar qualquer pega especial em ambos os lados. Freitas-Teodoro [8] optaram nesse

momento por jogar a pega especial a esquerda.
*[6|5]°[Z12|Z12][9|7]1[7|11]
Quando a peca especial € jogada, as possibilidades restantes s&o

alteradas, como na Regra 6. Ent&o, utilizando o Algoritmo de Euclides para explicar

os restos, existiriam as seguintes possibilidades:

0=0-3+0.
1=0+3+1.
2=03+2.
3=1-3+0.
4=1+3+1.
5=13+2.
6=2-3+0.
7=2+3+1.
8=23+2.
9=3.3+0.

10=33+1.
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11=33+2.

Portanto, pelas Regras 6 e 7, as possiveis jogadas seriam — a esquerda,
qualquer pega — a direita, pecas que, ao serem divididas por 3, deixam resto 2, ou seja,
resto 2 mod 3. Nesse caso, as possibilidades sdo as pecas com pelo menos um dos
lados igual a 2, 5, 8 ou 11 ou em qualquer lado o encaixe de uma pecga especial.
Freitas-Teodoro [8] optaram por encaixar a pecga [ 8 | 10 ] posicionada a direita, ent&o,

as pegas passariam a ter a seguinte configuragao:

*[6|5][Z12|Z12][9|7][7|11]"

Com esta configuragao, as possiveis jogadas seriam encaixar a esquerda
qualquer peca, encaixar a direita pecas que, quando divididas por 3, ttm mesmo resto
que a divisdo de 10 por 3 (ou seja, as pegas com pelo menos um dos lados com
numeracéao 1, 4, 7 ou 10) ou em ambos os lados jogar qualquer peca especial. Freitas-
Teodoro [8] optaram por encaixar a direita a peca [ 4 | 5 ]. Entdo, a configuragéo sera

a seguinte:

*[6|5][Z12|Z12][9]|7][7[11]" .

A esquerda podera ser encaixada qualquer peca, a direita poderdo ser
encaixadas pegas com pelo menos um dos lados igual a 2, 5, 8 ou 11. Freitas-Teodoro

[8] optaram como préxima jogada a pega [ 6 | 7 ], sendo jogada a esquerda.

. c[6]5]°[Z12]Z121°[9]|7]1°[7]|11]° .

Possiveis jogadas: a esquerda seriam possiveis pegas com pelo menos um
dos lados igual a 1, 4, 7 ou 10, a direita seriam possiveis pegas com pelo menos um
dos lados igual a 2, 5, 8 ou 11, ou em ambos os lados jogar qualquer pecga especial.

Freitas-Teodoro [8] optaram por jogar apeca[1 | 1] a esquerda.
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. . c[6]5]1°[Z12]Z12]°[9]|71°[7|11]°

Como a jogada anterior foi uma pega em que os lados tinham restos iguais
na divisao por 3, as possibilidades nao se alteram. No passo seguinte, Freitas-Teodoro

[8] optaram por jogar a pega especial [ Z1 | Z1 ] a esquerda.

. . *[6|5][Z12|Z12][9|7][7|11]"
. *[Z1]|Z1].

A jogada dessa peca, pelo Algoritmo de Euclides, possibilita jogar qualquer
peca, pois na divisdo por 1 os restos sempre serao iguais a zero. Freitas-Teodoro [8]

optaram por encaixar, na sequéncia, a pega [0 | 2 ] a direita.

. . *[6|5]e[Z12|Z12][9|7][7[11]"
. *[Z1]Z1]°[0]2].

Com ajogada de [ Z1 | Z1 ], qualquer pega pode ser jogada. Freitas-Teodoro

[8] optaram pela peca [4 | 2 ] a esquerda.

[4]2]- . . *[6[3]e[Z12]Z12][9]7]"
(71117 . «[Z1|Z1]1+[0]2].

O exemplo de Freitas-Teodoro [8] finaliza nesta parte. Para melhor
entendimento, serdo feitas outras duas adaptag¢des (possibilidades), uma que nao
consta no trabalho de Freitas-Teodoro [8] e outra baseada na continuagcdo do Exemplo

que nao consta no trabalho de Freitas-Teodoro [8] a partir de determinada jogada.

2.2.2 O Dominé Algébrico Adaptado

Pela Regra 6, o portador da pega especial [ Z12 | Z12 | iniciara o jogo. Apds

isso, sera jogada a segunda peca [ 11| 6], e 0 jogo tera a seguinte configuragéo:
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[Z12|Z12][11]6].

Se o jogador optar por jogar na posigao a esquerda da pega [ Z12 | Z12 ], ele
podera jogar qualquer pecga. Se optar por jogar ao lado da peca [ 11 | 6 ], s podera
encaixar pecas em que pelo menos um lado que contenha o numero 6, ou entédo
encaixar uma peca especial em qualquer um dos lados.

Suponha que na terceira rodada, seja jogada a peca [ 7 | 9 ], encaixada,

com a seguinte configuragao:

[7]19][Z12]|Z12][11]6].

Assim, as possibilidades serdo: a esquerda podera ser encaixada uma peca
com pelo menos um lado 7, a direita podera ser encaixada uma peca com pelo menos
um lado 6, ou podera ser jogada uma das pecgas especiais.

Na quarta jogada a peca [ 6 | 9 ] é encaixada a direita, com a seguinte
configuragao:

[7]19][Z12|Z12][11]|6]°[6]|9].

Assim, as possibilidades de jogadas seréo: a esquerda, encaixar uma pega
com pelo menos um lado 7, a direita, podera ser encaixada qualquer peca com pelo
menos um lado 9, ou entdo, em qualquer dos lados podera ser encaixada uma peca
especial.

Na quinta jogada, a peca especial [ Z4 | Z4 ] foi encaixada a esquerda,
passando a ter a seguinte configuragao:

[Za|Z4][7|9][Z12|2Z12][11|6][6]9].

Isso implicara em mais possibilidades de jogo, pois sera possivel encaixar:
a esquerda qualquer pega podera ser jogada, a direita, pela Regra 6, podera ser
jogada qualquer peca em que pelo menos um dos lados, quando dividido pelo valor da
peca especial, tenha 0 mesmo resto de divisdo. Como na Segdo 2.2.1, considere o

numero 9, quando dividido por 4, pode ser escrito como 9 =4 « 2 + 1. Nesse caso, 0s
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numeros com possibilidade de encaixe ao lado do valor nove seriam os que tém resto

1 quando divididos por 4. Testando todas as possibilidades dentro do jogo, temos:

0=0+4+0.
1=0-4+1.
2=0+4+2.
3=0+4+3.
4=4+1+0.
5=5+1+1.
6=4+1+2.
7=4+1+3.
8=4+2+0.
9=42+1.
10=4+2+2.
11=4+2+3.

Como o jogo envolve a igualdade de restos (Algoritmo de Euclides), as
pecas que poderao ser jogadas a direita possuem numero na face que deixa resto 1
na divisdo por 4, restando como possibilidades de encaixe as pecas com pelo menos
um lado igual a 1, 5 ou 9 & direita. A esquerda podera ser jogada qualquer pega.

Na sexta jogada a direita, sera encaixada a peca [ 5 | 4 ] e a configuragao
passara a ser a seguinte:

[Z4|Za][7|9]°[Z12|Z12][11]|6][6]9][5]4].

Nesse caso, a esquerda seria possivel jogar, como antes, qualquer peca. A
direita, existindo a possibilidade de serem jogadas pecas que, quando divididas por 4,
tenham o mesmo resto que o valor da peca especial jogada, entdo os restos iguais a
0. Pela sequéncia ja descrita dos restos de divisdes por 4, as possibilidades seriam 0,
4 ou 8 ou em qualquer lado podera ser jogada uma peca especial.

Na sétima jogada sera encaixada a peca [ 2 | 9 ] a esquerda. Entéo, a
seguinte configuragao sera:

[219]°[Z4]Za]°[7]9][Z12]Z12]+[11]|6]+[6]9]°[5]4].
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Nesse caso, as possibilidades seriam: a direita, pe¢cas com pelo menos um
numero que, quando divididos por 4 tem resto igual a 2 e utilizando a sequéncia
supracitada, conclui-se que as possibilidades que restam sdo de pegas com pelo
menos um dos numeros iguais a 2, 6 ou 10, ou, a esquerda, as possibilidades seriam
jogar pecas em que pelo menos um dos numeros, quando divididos por 4, tenham
resto 0. Ou seja, as possibilidades anteriores para a esquerda seriam mantidas ou
entdo em ambos os lados poderia ser jogada uma pecga especial.

Na oitava jogada a proxima pecga sera a que, sendo encaixada a
direita, teriamos a seguinte configuracéo.

[219]+[Za]Za]*[7]9][Z12]Z12][11]6]+[6]9][5]4]"

Com a insergao de pecgas especiais, a regra do jogo € alterada para pecas
jogadas com pelo menos um dos lados com restos iguais na divisao por 3. Portanto, a
configuragdo tera um quadro de possibilidades baseados em divisbes por 3, ja
mostrado na Seg¢ao 2.2.1. Portanto poderiam ser jogadas: a esquerda pegas com
valores iguais na divisdo por 3. No caso, a pe¢a tem o numero 2 para ser dividido por
3, com resto 2 (Algoritmo de Euclides), ou seja, todos os numeros com resto 2 na
divisdo por 3 poderiam ser encaixados. Seriam eles os nimeros 2, 5, 8 ou 11. A direita,
qualquer pega pode ser encaixada ou em ambos os lados pode ser jogada uma peca
especial.

Na nona jogada a esquerda, sera encaixada a pega [ 10 | 8 ], passando o
jogo a ter a seguinte configuragdo:

*[2]9]e[Za|Za]e[7]9][Z12|Z12]+[11[6][6]9][5]4]"

Portanto, com esta nova configuragéo as possibilidades serdo: a esquerda
temos a pecga 10, que tem resto 1 na divisdo por 3 (Algoritmo de Euclides) sendo
possivel apenas jogar pegas que, quando divididas por 3 geram resto 1. Seriam elas
as pecas 1, 4, 7 ou 10. A direita, qualquer pega poderia ser jogada, ou em ambos os
lados podem ser jogadas qualquer pega especial. Para continuidade do jogo (décima

a direita)apeca[2| 2], e 0 jogo tera a seguinte configuragao:
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*[2]9]e[Za|Za]e[7]9][Z12|Z12]+[11]6][6]9][5]4]"

A esquerda se manterdo as possibilidades com pelo menos um dos lados
iguais a 1, 4, 7 ou 10, e a direita serdo possiveis encaixar as pegas com pelo menos

um dos lados iguais a 2, 5, 8 ou 11.

2.2.3 A Continuidade do Exemplo do Dominé Algébrico Adaptado

Suponha que o jogo da Segao 2.2.2 continue até o final, entre dois
jogadores, com pecas distribuidas aleatoriamente, a partir do final, onde 10 pecgas
foram jogadas e onde os dois jogadores possuem a mesma quantidade de pecas.
Neste exemplo, como as maneiras de encaixe ja estdo suficientemente explicadas, a
sequéncia de jogadas sera feita de uma forma mais simplificada. Sera mostrada a
configuragdo de dez em dez pegas ou no momento em que uma pecga especial for
jogada. A peca especial ativaé a[Z3| Z3].

112 jogada — jogador 1 posiciona a pega [ 1 | 1] a esquerda.

122 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 3 | 7 ] a esquerda.

132 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 8 | 9] a direita.

142 jogada — Jogador 2 posiciona a peg¢a [ 0 | 0] a direita.

152 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 6 | 8 ] a direita.

162 jogada — Jogador 2 posiciona a pecga [ 2 | 3] a direita.

172 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 11 | 3 ] a esquerda.

182 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 0 | 5] a esquerda. A configuragéo

do jogo sera a seguinte:

) ‘ y y *[2]9][Za|Za][7]9]"
[Z12]Z12]+[11]6][6]9][5|4]" . . . .

192 jogada — jogador 1 posiciona a pecga especial [ Z2 | Z2 ] a direita. Isso
altera as regras de encaixe de pecgas do jogo para restos na divisao por 2, utilizando o

Algoritmo de Euclides:
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0=0+2+0.
1=0e2+1.
2=1+2+0.
3=1+2+1.
4=2+2+0.
5=22+1.
6=2+3+0.
7=2+3+1.
8=2+4+0.
9=244+1.
10=2+5+0.
11=2+5+1.

. . . . [2]91[Z4|Ze1[79]>

[Z12]Z12]°[11]6]1[6]9]-[5]4]" . . . .

202 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 1 | 4 ] a esquerda.

212 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 5| 11 ] a esquerda.

22?2 jogada — jogador 2 posiciona a pega [ 1 | 9] a esquerda.

232 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 7 | 11 ] a direita.

242 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 9 | 4 ] a direita.

252 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 8 | 5] a esquerda.

262 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 11 | 2] a esquerda.

272 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 1| 11 ] a esquerda.

28?2 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 0 | 3] a direita.

292 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 7 | 7 ] a direita, com a seguinte

configuragao:

. *[2]19][Z4]|Z4]1[7]|9][Z12]|Z12][11]|6]+[6]|9]
[5]4]- . . . . . . .
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30? jogada — Jogador 1 posiciona a pecga [4 | 7 ] a esquerda.
312 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 3 | 4 ] a direita.

322 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 10 | 10 ] a esquerda.
332 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 2 | 7 ] a direita.

342 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 1| 8 ] a esquerda.
352 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 3 | 5] a direita.

362 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 1| 6 ] a direita.

372 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 0 | 8 ] a direita.

38?2 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 6 | 5] a esquerda.
39? jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 0 | 10 ] a direita.

) ) ) ) ’ ) *[2]9]-[24]Za]
[719]1°[Z12|Z12]+[11]6][6]9]+[5]4] . . .

402 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 5| 2 ] a esquerda.
412 jogada — Jogador 2 posiciona a peg¢a [ 7 | 6 ] a esquerda.
422 jogada — Jogador 1 posiciona a peca especial a direita.

Passando o jogo a ter a seguinte configuragao:

. . . . . . . “[2]9]-
[Z4|Za]e[7|9][Z12|Z12][11|6][6]9]°[5]|4]" . .

Desta maneira, € a peca especial ativa e as possibilidades de
jogada foram alteradas. Pelo Algoritmo de Euclides para as divisbes por 6 as

possibilidades do jogo seréo:



35

0=0-6+0.
1=0+6+1.
2=0+6+2.
3=0+6+3.
4=0-4+4.
5=0+5+5.
6=1+6+0.
7=1+6+1.
8=1+6+2.
9=1+6+3.
10=1+6+4.
11=1-6+5.

43?2 jogada — Jogador 2 posiciona a peg¢a [ 5| 7 ] a esquerda.
442 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 9 | 5] a esquerda.
452 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 2 | 4 ] a esquerda.
462 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 3 | 8 ] a esquerda.
472 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 0 | 9] a esquerda.
482 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 10 | 11 ] a direita.
492 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 3 | 6 ] a esquerda.
50?2 jogada — Jogador 1 posiciona a pecga [ 10 | 9 ] a esquerda.
512 jogada — Jogador 2 posiciona a pegca [ 5| 1] a direita.
522 jogada — Jogador 1 posiciona a pe¢a [ 1| 0] a direita, passando o jogo
a ter a seguinte configuragao:

[719]+[Z12]Z12]+[11]6]+[6]9][5]4]" . . .

53?2 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 11 | 4 ] a esquerda.
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542 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 0 | 7 ] a direita.

552 jogada — Jogador 2 posiciona a pegca [ 1| 2] a direita.

562 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 8 | 4 ] a direita.

572 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 5| 5] a esquerda.

58?2 jogada — Jogador 1 posiciona a pegca [ 8 | 11 ] a esquerda.

592 jogada — Jogador 2 posiciona a pecga [ 8 | 8 ] a esquerda.

60? jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 6 | 2] a esquerda.

612 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 2 | 0 ] a esquerda.

622 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 0 | 6 ] a esquerda, passando o

jogo a ter a seguinte configuragdo:

[Z12]|Z12]+[11]6][6]9][5|4]° . . . .

632 jogada — Jogador 2 posiciona a pecga [ 4 | 0 ] a esquerda.

642 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 4 | 4 ] a direita.

652 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 4 | 6 ] a direita.

662 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 6 | 6 ] a direita.

672 jogada — Jogador 2 posiciona a pegca [ 0 | 11 ] a direita.

682 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 6 | 10 ] a esquerda.

692 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 11 | 0] a direita.

70? jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 5| 10 ] a direita.

712 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 10 | 4 ] a direita.

722 jogada — Jogador 2 posiciona a pega [ 10 | 7 ] a direita. Passando o jogo

a ter a seguinte configuragao:



37

73?2 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 1| 10 ] a direita.

742 jogada — Jogador 2 posiciona a pecga [ 10 | 2] a direita.

752 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 8 | 2] a direita.

76?2 jogada — Jogador 2 posiciona a peca [ 8 | 7 ] a direita.

772 jogada — Jogador 1 posiciona a peca especial [ Z1 | Z1 ] a esquerda,

passando o jogo a ter a seguinte configuragéo:

[Z1]2Z1]° . . . . . . . .

782 jogada — com a jogada da pecga especial [ Z1 | Z1 ], a partir deste
momento, pelo Algoritmo de Euclides, qualquer peca pode ser jogada. Jogador 2
posiciona a peca[9| 11 ] a direita.

792 jogada — Jogador 1 posiciona a peca [ 9 | 9 ] a esquerda.

802 jogada — Jogador 2 posiciona a pecga [ 3 | 3] a direita.

812 jogada — Jogador 1 posiciona a pega [ 1| 7 ] a esquerda.

822 jogada — jogador 2 posiciona a pega [ 1 | 3] a direita.
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832 jogada — Jogador 1 posiciona a pegca [ 11 | 11 ] a esquerda e vence 0

jogo, passando o jogo a ter a seguinte configuragéo:

[11[11][1[7]1°[9]9]°[Z1]2Z1]° . . . . .

[9111]-[3[3]-[1]3]

Pelo fato do jogador 1 ter concluido o jogo, acabando com as suas pegas,

0 jogador 2 termina o jogo sem jogara peca[3 |9 ].
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3 ANALISE LOGICA DO DOMINO ALGEBRICO

Inicialmente sera feita uma analise sobre as pegas especiais do jogo,
utilizando definigbes baseadas no Algoritmo de Euclides.

A peca inicial [ Z12 | Z12 ] implicaria em numeros divididos por 12 e seus
respectivos restos. Mas como as pecas sdo numeradas de 0 a 11, todos os seus
numeros tém restos iguais a esse mesmo numero. Por isso, quando a peca que esta
jogada é a inicial, somente numeros iguais podem ser colocados no jogo. Quando a
peca for a [ Ze | Zs ], a quantidade de pecgas disponiveis para jogar aumenta, pois
passariam a ter dois resultados com o mesmo resto.

Peca [ Z1]| Z1]: Possibilitaria que qualquer pega seja jogada, pois, na divisdo
por 1, todos 0os numeros inteiros possuem resto 0 e, assim, podem ser encaixados
qualquer numero.

Peca[Z2]Z2]: Com essa pega, se um numero impar for colocado, somente
outro numero impar pode ser encaixado. Se um numero par for encaixado, somente
outro numero par pode ser colocado.

A conclusao légica é a de que quanto maior for o numero que representa a
peca especial jogada, mais restritas serao as opg¢des. Entdo, nesse padrao, quanto
maior o valor da pega especial, menos opg¢des de jogadas terdo os jogadores e maior
dificuldade de encontrar jogadas terao.

Se, em determinado momento, for objetivo do jogo a vitoria, entdo quanto
antes o jogador usar pecgas especiais com 0s “menores numeros” e, posteriormente,
os “com maiores numeros”, tera maiores chances de vencer. Além disso, no que diz
respeito a vencer, o jogador que possui maior diversidade de jogadas ira lidar com
mais possibilidades e tendera a sair vitorioso.
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4 USO DE JOGOS NO ENSINO DA MATEMATICA

Para Galvao et al. [9], até meados do século 20, o ensino da Matematica no
Brasil era baseado em aulas expositivas, nas quais o aluno reproduzia os exercicios
abordados pelo professor. Eram utilizados a repeticdo e memorizagao, e o professor
era o personagem central, que se valia do quadro negro e voz como fonte de
comunicacdo. Essa forma de ensino foi denominada Formalista Classica. Os
resultados da Educacdo Classica, porém, ndo eram satisfatorios e o alcance era
limitado, geralmente a uma pequena quantidade de alunos, aqueles que se adaptavam
ao unico meétodo de ensino utilizado. Esse método foi proposto até a década de 60,
até que grupos de estudiosos buscaram novos rumos no ensino da Matematica
brasileira. Segundo Pinto ([20], p. 6-14) esses grupos ficaram conhecidos como MMM
(Movimento da Matematica Moderna).

O MMM visava modernizar e renovar os curriculos da Educagcao Matematica
brasileira e tinha forte influéncia de pensadores estrangeiros, principalmente europeus,
porém, esse primeiro passo para um ensino mais inclusivo e eficiente nao foi
considerado correto, pois, apesar da modernizacdo do curriculo, o ensino continuou
baseado em repeticdo e memorizacao.

Além disso, o ensino de Matematica continuou com padronizacdes
semelhantes as propostas pela Tendéncia Formalista Classica, com livros de niveis
idénticos, pouco maleaveis, que privilegiavam o conhecimento puramente matematico
em detrimento do conhecimento escrito e interpretativo. Para Pinto [20], tratavam-se
de livros com pouca durabilidade e custos considerados altos para os padrdes
familiares da época, ou seja, houve uma mudanga no conteudo, mas o problema que
era a forma de ensino, continuou a mesma.

Com as possibilidades de comunicagdo da época (acesso a livros e
conteudos), a disseminagéao de ideias, métodos e pesquisas era dificultada por ndo se
vislumbrar perspectivas de facil interagcdo entre os pesquisadores da area. Para
resolver essa problematica, Pinto [20] cita que, dos diversos grupos que lideravam o
MMM, o principal era o Grupo de Estudos de Ensino da Matematica (GEEM), que tinha
como principal personagem Oswaldo Sangiorgi. Esse grupo foi um dos principais
difusores dos ideais de modernizacdo da Educacdo Matematica no Brasil. Com os
recursos disponiveis para a época (cursos e livros principalmente), a principal proposta
era de uma Matematica adequada a capacidade e intelecto da maioria dos alunos.

Apds esse periodo, segundo Galvao et al. ([9], p. 3-6) houve sugestdes ao
longo do tempo de alternativas metodoldgicas que foram denominadas Tendéncias em
Educacdo Matematica (TEM), que seriam: Histéria da Matematica, Resolugao de
Problemas, Etnomatematica, Uso de Jogos, Modelagem Matematica e Midias
Tecnologicas.
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A Histéria da Matematica mostra a construcao tedrica e experimental no
ensino da Matematica. E uma TEM que mostra como, a partir de erros e acertos ao
longo da historia do ensino, a matematica foi construida para alunos e professores. Da
forma como a conhecemos atualmente, essa TEM vem sendo fundamental para
reconhecer e entender os contextos histéricos das tendéncias atuais. Pinto [20]

ressalta que:

Investigar a vida e morte desse movimento, que alterou a estrutura do
ensino e da aprendizagem de Matematica é, portanto, de suma
importancia para a compreensao das praticas escolares atuais, e isso
suscita pesquisas que desvelem novas evidéncias das formas como as
ideias desse importante movimento foram incorporadas pelos agentes
escolares, especialmente como deram significado a cultura docente.
(Pinto [20], p. 12)

A Resolucdo de Problemas trabalha o conhecimento matematico como
interpretacdo de texto e raciocinio logico. Esta ligada ao fator desafio, conectando
conceitos como investigagdo, comparagao e definicdo de padrbes para resolver um
determinado tipo de problema. Acerca da Resolugdo de Problemas Polya ([21], p. 5)
observa que “(...) é importante ressaltar que a escolha desta tendéncia de ensino
permite desenvolver um processo de reflexdo quanto ao caminho a ser utilizado com
tomada de decisdes eficazes para resolu¢ao de problemas”.

A Etnomatematica € uma tendéncia que valoriza o aluno num contexto sécio
cultural. Nela é observado o modo de agir, bem como experiéncias de vida para
trabalhar ideias e produzir formas mais eficientes de entendimento sobre os conteudos
relacionados a Matematica. Essa é uma das tendéncias mais debatidas e é
frequentemente desenvolvida em diferentes situagdes. Para D’ambrosio [6] a
Etnomatematica pode tornar o ensino de Matematica inclusivo, criando possibilidades
principalmente para grupos esquecidos no ambito social.

(...) objetivo maior é analisar as raizes soécio-culturais do conhecimento
matematico, revela uma grande preocupag¢do com a dimensao politica
ao estudar histéria, filosofia e suas implicacbes pedagogicas. As
pesquisas consistem essencialmente numa investigacao holistica da
geracao [cogni¢ao], organizagdo intelectual [epistemologia] e social
[historia] e difusdo [educagdo] do conhecimento matematico,
particularmente em culturas consideradas marginais. (D’ambrosio [6],
p. 25)
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A Modelagem Matematica tem por objeto de estudo a compreensao dos
mais variados fenbmenos do dia-a-dia, testando a capacidade de enquadrar a
disciplina aos contextos vividos pelos alunos. Como o préprio nome diz, devem ser
criados modelos, mediante o uso de técnicas para solucionar os mais variados
problemas. Segundo Bassanezi ([1], p.-21) “Modelagem Matematica € um processo
dinamico utilizado para a obtencao e validacdo de modelos matematicos. E uma forma
de abstracao e generalizagao com a finalidade de previsao de tendéncias”.

As Midias Tecnologicas sao ideias mais recentes, pelo fato da
disponibilidade tecnolégica. Sdo, além de uma tendéncia, uma ferramenta que pode
auxiliar e potencializar a educacédo, comparando resolugdes e formas de estudo dos
alunos para compreender tipos de pensamento e, assim, moldar o ensino da
Matematica. Costa-Pinheiro ([3], p. 4) ressalta que “(...) recursos tecnoldgicos podem
se apresentar como estimuladores para a aprendizagem em Matematica. Isso porque
a ferramenta computador esta presente no cotidiano das pessoas (...)".

O Uso de Jogos é visto como uma maneira ludica de acesso ao
conhecimento, sem necessariamente estar dissociado das outras TEM. Para Galvao
et al. ([9], p- 4), ele pode ser aplicado em qualquer nivel e disciplina. Huizinga [11]
pontua que a natureza do jogo esta relacionada a fenébmenos culturais, por isso, o jogo
€ inerente a todos os povos. O ato de jogar integra diversos aspectos como linguagem,
interpretacédo, integracado e imaginacgao.

Nas secdes seguir, abordaremos o Uso de Jogos no ensino de Matematica
nas perspectivas dos autores C. Muniz, T. Kishimoto e R. Grando.

4.1 USO DE JOGOS NA PERSPECTIVA DE CRISTIANO MUNIZ

O Uso de Jogos € uma das ferramentas para desconstru¢cao da mentalidade
social sobre as dificuldades no conteudo de Matematica. Neste contexto, Muniz [18]
determina formas e momentos de aplicagdes de jogos para o ensino e para o refor¢o
de determinadas ideias tedricas.

Para o mesmo autor, o jogo pode e deve ser parte integrante do processo
de aprendizagem do aluno e quando a adaptagdo contexto-jogo é feita com
competéncia, utilizando regras coesas, porém nao tdo rigidas, dando margem a
criatividade e a ludicidade, o jogo passa a ser um complemento, uma forma util de
ensino.

A proposta de Muniz [18] € uma pesquisa que analisa os resultados de jogos
propostos para criangas por adultos, sendo utilizada a Matematica como forma de
determinar o vencedor, chegando ao objetivo, que € a forma de aprendizado ou refor¢o
do ensino da Matematica dentro do proprio jogo. Nesta proposta o conceito de jogo
para o ensino da Matematica ndo necessariamente passa por jogos matematicos. O
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jogo pode ter conceitos matematicos inclusos nas regras, na jogabilidade ou ter ideias
matematicas dissolvidas, como por exemplo, uma soma de pontuacgao.

Muniz [18] cita como presenca fundamental o professor. Ele é o controlador
das agdes, das regras, das propostas e € em torno dele devem interagir, através das
regras propostas. O autor faz uma correlagdo entre a produtividade em torno da
Matematica no Uso de Jogos com e sem o controle de adultos, que permita satisfatério
nivel de satisfacdo e aprendizagem de criangas sem que alguém dite regras
especificas para seguir 0 jogo e regras que priorizem o aprendizado. Faz também um
estudo para entender o que é necessario para que as criangas tenham a mesma
produtividade no jogo sem o controle de adultos e com o controle de adultos.

O jogo deve ter, além das relagdes citadas acima, o fator desafio colocado
como ideia central. Os jogos onde puramente o azar determina a relagcdo do vencedor
ou perdedor deixam de lado, a longo prazo, o fator desafio e, com isso, o interesse
coletivo da classe pelo jogo.

O Uso de Jogos, segundo Muniz [18], pode ter duas maneiras de ser
aplicado: para ensinar o conteudo ou para reforca-los. Partindo deste conceito, nem
sempre sera possivel incluir a teoria ou até mesmo a pratica da Educacao Matematica
integrada aos jogos, mas quando possivel o jogo pode ser utilizado, pois trata-se de
uma forma mais abrangente e eficiente de ensino da Matematica, aliando teoria a
pratica.

A partir desta convicgao tedrica, o jogo é tomado como instrumento
pedagogico e vemos uma introdu¢ao gradual e crescente dos jogos no
ensino da Matematica. A utilizagcdo do jogo como mediador do
conhecimento matematico ganha importancia nos discursos dos
educadores e dentro da préatica pedagdgica a partir da necessidade da
participacédo efetiva do sujeito na constru¢do do seu conhecimento.
(Muniz [18], p. 13)

Com esse ponto de vista, Muniz [18] convalida o pensamento deste
trabalho, pois, sem o conhecimento tedrico atingido sobre os principais tépicos do jogo,
passaria a ter seu resultado prejudicado. Seria um pensamento no sentido de utilizagao
do jogo como parte pratica, de convalidar conhecimentos anteriores e aplicar na forma
ludica.

Do ponto de vista matematico, o jogo pode ser de pura reflexdo, onde em
geral trata-se de um jogo com dois adversarios, que tem ligagdo forte com a
Matematica criando ndo somente possibilidades exclusivamente matematicas, mas
também utilizando a l6gica Matematica, interpretagdes de situacdes e observagdes do
préprio jogo e do jogo dos seus oponentes.
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O Domind Algébrico € uma forma de jogo onde a reflexdo, observagao,
célculos matematicos e interpretacédo podem ser decisivas na aplicagdo do jogo em
determinados contextos e podem instigar o pensamento critico do aluno, com ganhos
educacionais na simples aplicagcdo e até mesmo na determinacdo de vencedores,
podendo ser aliado a diversos conteudos e diversos niveis.

Segundo Muniz ([18], p. 14) “A atividade desenvolvida em contexto escolar
€ nomeada “jogo”, apresenta-se como situagao didatica, podendo ser controlada por
regras impostas de forma arbitraria pelo professor”. Justamente a imposi¢ao de regras
tem a tendéncia de fazer com que o jogo passe do improdutivo para o eficiente. O jogo
Dominé Algébrico pode passar de um jogo irrelevante do ponto de vista educacional,
que seria o domind tradicional, sem consequéncias didaticas, passando para o
produtivo, com consequéncias didaticas profundas em determinados conteudos e para
diferentes niveis.

Entado o jogo sera uma forma de desconstru¢ao de ideias pré-concebidas
com relagao a algumas disciplinas, entre elas, a Matematica, possibilitando a criagao
de um canal entre professor e aluno que pode ser intensamente fortalecido.

As criangas jogando, mesmo quando em atividades solitarias,
desenvolvem determinada atividade matematica num processo de
criagao ou da resolucgao de problemas que as langam a colocar em cena
suas capacidades cognitivas, sejam conhecimentos ja construidos,
sejam suas capacidades de criar e gerenciar novas estratégias do
pensamento. (Muniz [18], p.45)

O jogo auxilia o aluno a produzir novos conhecimentos ou a reforgar
conhecimentos matematicos ja adquiridos. As situagbes de Jogo-Problema, para
Muniz [18], foge aos objetivos primarios do jogo, que sdo predominantemente
determinados pela atratividade e poder de persuasédo. O Jogo-Problema € algo que
poderia ser aplicado a alunos ou a pessoas com conhecimentos e interesses
significativamente grandes sobre determinados assuntos. Para Muniz ([18], p. 27) “Em
um exercicio escolar, imposto por meio de uma situacao didatica, ndo é verdade que
o aluno possua esta liberdade criativa”. Portanto, para que se tenha a liberdade
criativa, as flexibilidades das regras sao consideradas fundamentais.

Como consequéncia, o Jogo-Problema seria algo aplicavel somente em
casos muito especificos como em locais com pessoas bem capacitadas sobre os
objetivos do jogo e que, principalmente, tenham interesse no aprendizado profundo
com o Uso de Jogos.

Com analises feitas por Muniz [18] e com a ferramenta que o jogo pode
oferecer, o Domind Algébrico pode ser usado tanto como jogo ou como uma espécie
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de jogo com maiores dificuldades, tudo dependera da forma como é utilizado o
Algoritmo de Euclides dentro da proposta e do nivel de ensino.

4.2 USO DE JOGOS NA PERSPECTIVA DE TIZUKO KISHIMOTO

Os jogos podem ser a unica oportunidade atrativa para pessoas com menor
acesso a atividades recreativas, seja por falta de liberdade, por auséncia de contexto
social ou por qualquer outro motivo. Segundo Kishimoto [14], desta maneira, o aluno
gue enxerga a escola como uma obrigacgao rotineira pode passar a ter uma visao ludica
ao lado da visdo necessaria para o aprendizado, tornando-o assim algo atrativo e mais

acessivel em qualquer nivel de ensino.

O brincar é importante para a crianga expressar significacbes
simbdlicas. Pelo brincar a crianga aprende a simbolizar. Ao assumir
papéis, ao usar objetos com outras finalidades para expressar
significagdes, a crianga entra no processo simbdlico. O brincar auxilia o
desenvolvimento simbdlico. Mas ndo se trata de entender o simbolo
como exercicios ou copia de letras e numeros em praticas de uso do
brinquedo no ensino formal. A crianga, ao brincar de fazer compras no
mercado, desenvolve a linguagem verbal e quando dispde de um
ambiente preparado, com embalagens de caixas de mantimentos,
refrigerantes com rétulos que indicam o nome dos produtos, e utiliza
dinheiro que constréi como moeda de troca, vai penetrando no mundo
letrado e gradativamente avangando no processo de simbolizagao,

conhecido como emergéncia, no letramento. (Kishimoto [14], Video file)

O ato de brincar auxilia o aluno a ter uma aprendizagem espontanea,
tornando-a atrativa e eficiente nos seus objetivos, fazer com que o aluno produza
conhecimento através de uma brincadeira.

Por se tratar de uma livre iniciativa ou algo relacionado a uma brincadeira
dirigida, a importancia do brincar é sempre considerada relevante. No que diz respeito
a parte dirigida, esta que pode ser em sala de aula ou em um ambiente exterior, ambas
com sua importancia na construgdo do conhecimento de uma crianca. O brincar da
autonomia e condi¢des para a crianga de tomar decisées, mesmo que partindo de
exemplos relativamente simples. A brincadeira dirigida é algo que tem como
impulsionar uma decisdo ou um aprendizado mais proximo de objetivos nao aleatorios,

ou seja, que tenham relagao ligada com algo, seja ele um ente ou uma regra.
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Usar o Dominé Algébrico pode, nesse sentido, sair das ideias ja construidas
anteriormente. Porém, ele se enquadraria no critério citado por Kishimoto [13] de
brincar, pois o jogo visa 0 aprendizado através da confirmagao de conhecimentos.

Além desses conceitos, Kishimoto [16] cita o fato de que os brinquedos e
jogos mudam ao longo do tempo. O que antes poderia ser considerado algo perigoso
(por exemplo, o chocalho era utilizado para afugentar maus espiritos), no futuro pode
se tornar uma brincadeira saudavel. além disso, novas brincadeiras e novos
conhecimentos podem ser introduzidos, deixando as brincadeiras ou brinquedos
obsoletos e, assim, aumentar a quantidade de possibilidades do Uso de Jogos de
forma didatica.

Os jogos criam um ambiente favoravel ao ensino da Matematica, gerando
um interesse coletivo, natural e atraente para pessoas em qualquer idade, com uma
identidade unica e pode ser moldada por um orientador, estando em sala de aula a
possibilidade de o professor ter o papel de orientador, bem como em algum contexto
externo a sala de aula.

Kishimoto [15] orienta que a definicdo do que pode ser uma brincadeira e
um jogo depende muito das condi¢gdes em que ele sera aplicado, tais como idade,
niveis de aprendizado, interesse, contexto social, acessibilidade e cultura. O ato de
subir em arvores pode ser algo natural a algumas culturas e ser considerado uma
maneira de diversdo, ja em outras pareceria um ato hostil.

Portanto, o jogo n&o seria algo naturalmente aceito em todas as culturas e
aplicado de qualquer forma, mas sim aplicado em contextos especificos. Em sala de
aula, o nivel de especificidade aumenta ainda mais, e isso deve ser conduzido pelo
orientador de forma que ele tenha objetivos bem coesos.

Para Kishimoto [13], o jogar principalmente em séries iniciais tem vital
importancia no aprendizado e, com o passar do tempo, o brincar torna-se algo mais
complementar ao conteudo, porém, ndo menos fundamental e com resultados
semelhantes aos das séries iniciais, utilizando o jogo para mudar ideias pré-
concebidas e retirando o parametro de algo unicamente visto como passatempo. Para
Kishimoto ([13], p. 21) “Os paradigmas sobre o jogo infantil parecem equiparar o jogo
ao "néo sério", a futilidade ou reivindicar o sério e associa-lo a utilidade educativa”.

Kishimoto [13] também acredita na diferenga entre o brincar o e jogar. Para
a autora, o brincar estaria relacionado a algo sem compromisso algum, cujo o objetivo
principal é exclusivamente ludico. Ja o jogar estaria relacionado ao compromisso,
imposi¢cdo de regras, objetivos educacionais bem definidos, dificuldades bem
esclarecidas. Porém, apesar do objetivo ndo definido, o brincar também tem sua
importancia, seja ela motora, logica ou interpretativa. A falta de objetivo definido ndo
implica necessariamente em nao alcanga-lo.
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A cultura ludica passa a ter importancia fundamental na construgao social e
no aprendizado de criancas e adolescentes. E exatamente essa a ideia que o jogo
tenta construir. O Domind Algébrico tem por base refor¢ar conteudos abordados,
potencializando a aprendizagem dos participantes.

4.3 USO DE JOGOS NA PERSPECTIVA DE REGINA GRANDO

Segundo Grando [10], a nogao intuitiva de jogos esta ligada principalmente
a nocgao de insercao cultural e contextos diversos. O que pode ser divertido para um
certo grupo, para um outro pode nao ser. Neste sentido, a definicdo do que poderia
ser considerado um jogo, de fato, sera enquadrada em ideias especificas de cada
local. Isso por um lado pode limitar a quantidade de jogos que podem ser utilizados,
porém, pela diversidade, amplia possibilidades de utilizacdo das ferramentas
conhecidas como jogo.

Para isso, o0 jogo é algo que é determinado como uma atividade ludica de
um certo grupo cultural, num contexto especifico e que ndo necessariamente tem
objetivos bem definidos.

Para Grando [10], os conteudos tém objetivos e objetos de estudos
extensos e, além disso, sdo itens sem utilidade no contexto social e de aprendizagem.
Para lidar com esses problemas, o Uso de Jogo é algo essencial no ensino, pois pode
criar um lago gigantesco e inseparavel entre, aluno, conteudo e professor.

Na situagdo de aplicagdo de jogos em sala de aula, com objetos bem
definidos, Grando [10] convalida a ideia de que o jogo possa ser a ferramenta de
utilizacdo do ensino da Matematica de maior interesse de um publico, pois se trata de
algo de adesao cultural elevada, portanto, aumentando os niveis de interesses e
diminuindo relativamente os niveis de preocupacado com a dificuldade do conteudo por
parte dos alunos.

Para essa aplicagao, Grando [10] cita como parte essencial a utilizagao de
regras. Com elas desenvolvimentos quantitativos, qualitativos ou légicos ficam
potencializados. O uso de regras € algo que nao pode ser tdo rigido ou restritivo, pois
regras sao necessarias para o bom andamento e para que o fator desafio ndo tenha
sua eficacia deixada de lado, porém as regras devem dar espago ao raciocinio, a
interpretacéo, a integragao do aluno com os demais e o entendimento especifico do
conteudo que o jogo pretende abordar, sem deixar de lado os trabalhos individuais ou
coletivos.

Esses desenvolvimentos levam, além do conhecimento adquirido, ao fator
desafio, que pode ser pessoal ou coletivo e pode desencadear o aprendizado de outros
conteudos com o objeto de estudo.

Na atividade ludica as criangas criam uma ligagao de obrigatoriedade, isso
podera ser a transformacéo necessaria entre conteudo e professor com o aluno. Este



48

mesmo lago existira entre aluno com professor, conteudo e colegas. O jogo desenvolve
a capacidade de questionar e de sugerir solugdes baseadas em regras. E esse
conceito pode ser aplicado tanto individualmente como numa coletividade.

No jogo, este tipo de transformacéo pode ser evidenciado no momento em
que considerarmos a agédo do jogo como um didlogo do individuo consigo
mesmo. Como se observa, pelo jogo, durante sua agdo, o adversario serve de

referéncia para o jogador se conhecer, estabelecendo uma transigdo do

interpessoal para o intrapessoal. (Grando [10], p. 22)

E nesse estabelecimento de padrbées baseados no aluno em comparacao
com os colegas de classe e com a didatica do professor, 0 conhecimento matematico
passa a ter o principio desejavel, atrativo e ludico. A ideia é que esta ligagao pessoal
e coletiva se fortalega para que as aplicagdes se perpetuem e que, a longo prazo,
possam ter um bom resultado. O Uso de Jogos pode aparecer como forma de
aplicagao, elucidagao e diminuigao da abstracdo com relacdo aos conteudos por parte
dos alunos.

Grando [10] também cita a importancia da utilizagao de regras no ensino da
Matematica através de jogos, pois eles determinam a forma objetiva do jogo, criando
um caminho que trilha para o conhecimento e que, também, pode determinar outros
objetos além primarios.

Quando nos referimos a utilizagdo de jogos nas aulas de Matematica como
um suporte metodolégico, consideramos que tenha utilidade em todos os
niveis de ensino. O importante é que os objetivos com o jogo estejam claros,
a metodologia a ser utilizada seja adequada ao nivel que se esta trabalhando
e, principalmente, que represente uma atividade desafiadora ao aluno para o

desencadeamento do processo. (Grando [10], p. 48)

A formacao continuada dos professores seria um dos fatores que, segundo
Grando [10], poderia dinamizar e melhorar a capacidade dos profissionais para que
possam desenvolver e conhecer as técnicas utilizadas no ensino. A formacgao
continuada capacita o professor para as diversas metodologias, que sdo experiéncias
dentro do processo evolutivo do ensino de Matematica.
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5 PROPOSTA DE APLICACAO DO DOMINO ALGEBRICO

Neste capitulo, sera feita uma proposta para aplicagdo do Dominé Algébrico
em sala de aula. O objetivo principal do jogo € o estudo de divisibilidade e restos.

A Metodologia utilizada € semelhante a proposta por Souza ([22], p.17-19).
Ela tem como base a definigao de objetivos, tempo de aplicagao, utilizagdo de recursos
e, principalmente, divide a aplicacdo do trabalho em momentos para melhor
entendimento e aplicacdo futura por parte do leitor.

5.1 DOMINO ALGEBRICO EM SALA DE AULA

O Dominé Algébrico Adaptado tera como proposta uma aplicagado para
alunos a partir do Sétimo Ano do Ensino Fundamental. Desta maneira, um modelo de

trabalho simples e de aplicagcao rapida sera proposto.

5.1.1 Objetivos

i) Entender os conceitos de divisibilidade e restos.
i) Desenvolver calculos que envolvem o Algoritmo de Euclides.

iiif) Compreender os conceitos de congruéncias e modulos.

5.1.2 Recursos

i) Duas folhas de papel cartolina.
i) Uma tesoura.
iif) Pincéis esferograficos de cores diferentes da cartolina.

iv) Para maior durabilidade das pegas, plastico transparente colavel.

5.1.3 Duragao

i) 4 horas.
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5.1.4 Metodologia

ii)

Primeiro Momento: As pecas serdo confeccionadas utilizando-se a
cartolina. Os alunos deverdo, portanto, cortar 84 pedagos com
medidas de 1,5 cm x 3 cm (adaptagédo sugerida). Todos esses
pedacos, que serao as pecgas do jogo, devem ser marcados através
da utilizacdo de pincéis esferograficos de acordo com a Figura 2.
Para facilitar a jogabilidade, sugere-se a utilizagdo de mais de uma
cor na marcagao das pecas.

Segundo Momento: Os alunos devem ser direcionados a se
dividirem em grupos de 1, 2, 3, 4, 6 ou 8 alunos. Sugere-se a
preferéncia a equipes formadas com 8 integrantes para que assim
nao haja tantos grupos na sala, o que ira facilitar a supervisdo por
parte do professor, principalmente no que se refere a aplicagao das
Regras de 1 a 6.

Terceiro Momento: Sera o momento da aplicacdo do Domind
Algébrico Adaptado. Apos a formagéo dos grupos, o professor sera
o responsavel por mostrar aos alunos as pegas e as possiveis
jogadas, através do auxilio direto a alunos escolhidos sem
predilecdo, e devera abrir espagos para participacdes e eventuais
questionamentos que podem acontecer tanto entre os integrantes da
equipe quanto entre os alunos.

Quarto Momento: ap6s os alunos se habituarem as regras e
jogadas, o professor passara a agir de uma forma n&o tao ativa. Seu
papel agora é apenas checar se os participantes possuem
capacidade de realizar movimentos e seguir as regras do jogo,
auxiliando aqueles que ainda apresentem algum tipo de dificuldade.
Sugere-se que o professor questione as possiveis jogadas no
momento do auxilio direto. Apds todos os grupos concluirem uma
partida com esse auxilio direto por parte do professor, uma nova
partida deve ser iniciada, e, desta vez, o professor so intervira em

momentos de duvida generalizada.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Nesse momento seréao feitas analise, justificativa da eficiéncia e importancia
do Uso de Jogos no ensino, da proposta construida com base na metodologia de
Souza [22] (Domind Algébrico Adaptado baseado em Freitas-Teodoro [8]) bem como
sua aplicabilidade a partir do Sétimo Ano do Ensino Fundamental e do Dominé
Algébrico Adaptado no ensino de Matematica, estes baseados nos pontos de vista de
Grando [10], Kishimoto [13], [14], [15], [16], [17] € Muniz [18].

Huizinga [11] cita a dificuldade de se definir um conceito fortemente ligado
ao jogo. Para o autor, apesar do jogo anteceder a cultura, atualmente existe uma
impossibilidade de se definir esta ideia sem que seja ligada a costumes de determinado
grupo. Para Huizinga ([11], p. 9) “(...) s@o as relagdes entre o jogo e a cultura, ndo &
indispensavel fazer referéncia a todas as formas possiveis de jogo, sendo possivel
limitarmo-nos a suas manifestagdes sociais”.

Segundo Huizinga [11] o jogo € naturalmente atrativo para boa parte das
pessoas inseridas numa ideia de sociedade e, assim, sendo utilizado nos mais
diversos contextos pode ser uma ferramenta com fatores positivos, inclusive no
processo educacional. Métodos eficientes para o desenvolvimento de capacidades
para alunos ¢é algo importante no contexto atual.

Sobre esta ideia Ortiz [19] cita que:

O que se entende como jogo ou brincadeira abarca uma infinidade de
acdes e atividades. Tudo o que vivemos pode tomar parte na
brincadeira. O mundo magico do jogo torna possivel todo tipo de
conexodes ou interagdes para atingir diversas realizagées. Os atos do
jogo sao produto da ilusdo, da vontade, da alegria, do otimismo. No
jogo, podemos conseguir tudo o que desejamos. O beneficio dessa
pratica preenche o desejo de realizagdo e nos proporciona prazer ou
satisfagdo. (Ortiz [19], p. 18)

Complementando estes fatores, Ortiz [19] cita sobre a importancia do jogo
na construgdo do contexto social infantil, sendo considerado fundamental para a
construcao de variadas habilidades motoras e mentais. Com relagao a essa ideia, Ortiz
([19], p. 15) cita que “O jogo em sua formacgao nao necessita de aprendizagem, surge
espontaneamente, € algo instintivo que responde as necessidades da dinédmica
infantil”.

A partir desta ideia, este trabalho desenvolveu a proposta criada por Freitas-
Teodoro [8] sendo uma construgao que visava trabalhar a tendéncia Uso de Jogos.
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Com relagao ao Uso de Jogos, Grando [10] acredita na vital importancia
para constru¢cdo do conhecimento que o aluno tenha a vivéncia pratica do conteudo
através da estimulacdo ludica de trabalhos orientados, que podem ser de cunho
individual ou coletivo. A autora cita:

‘Ressalta-se a importancia de valorizagdo, pela escola, das varias
competéncias apresentadas pelos alunos. Assim sendo, evidencia-se a
necessidade de se criarem situagdes competitivas de ensino, que
possam ser desencadeadas ludicamente, a fim de que o aluno perceba
suas capacidades, seus limites, suas competéncias, incidindo
positivamente no que tange a afetividade com relagédo a aprendizagem
Matematica. (Grando [10], p. 15)

Partindo dessa ideia, o Domino Algébrico € determinado como proposta que
se enquadra como uma possivel solugao de problemas para alunos em dificuldades
de aprendizado, convalidando os objetivos desse trabalho.

Ainda segundo Grando [10], sdo necessarios alguns fatores para que o
conhecimento matematico, que esta dissolvido no jogo, aparega de fato. O conceito s6
existira a partir do individuo, dotado da liberdade de pensamento e se, dentro das
regras, for capaz de pensar, interpretar e determinar agbes corretas dentro do
ambiente de jogo, sendo o jogo individual ou coletivo.

Nesse sentido, o Domind Algébrico tem regras coesas, bem definidas e que
sdo norteadoras da criatividade e competicdo entre jogadores, pode ser aplicado a
nivel de competi¢cdo individual ou coletiva, levando a possibilidades e caminhos
distintos.

Muniz [18], que complementa essa ideia, cita que o jogo deve ter regras,
porém, se forem muito complexas elas s6 poderiam ser aplicadas a publicos-alvo
restritos e retiram boa parte da possibilidade de aprendizado. Segundo Muniz ([18],
p.20) “O objetivo do Jogo € a proposicdo de uma resolugdo de um problema
matematico e sua consequente validagao entre os jogadores”.

O Domind Algébrico tem, em sua esséncia, todos os itens que, segundo
Muniz ([18], p. 22), convalidam a ideia acerca de um jogo com possibilidade de sucesso
em sua aplicagdo em sala de aula, pois ndo se trata de um jogo puramente de azar,
tendo o fator desafio incluso, com regras bem definidas e possibilidades de aplicagéo
coletiva e individual.

Nessa configuragao passa a existir um outro problema que é a importancia
do jogo e a sua insercao num contexto sécio cultural, onde o entendimento e a
aplicacao do jogo faz-se necessaria e suficiente.
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Essa forma ludica é configurada pela sequéncia de decisdes do
brincante quando se trata de um ser social com capacidade de decisao,
com protagonismo, que também é embebida pela cultura na qual vive o
brincante, acompanhada por regras, que provém do exterior, mas que
podem ser negociadas ou construidas conforme o jogo avanga e que
orientam as agdes ludicas. (Kishimoto [16], p.86)

Com base no pensamento de Kishimoto [16], o jogo Domind Algébrico,
dotado de protagonismo para a aplicagdo, entrega ao aluno a possibilidade de
interpretar regras, variagdes, incluindo interpretagbes pessoais e coletivas para
defini¢do de jogadas.

Portanto trata-se de um jogo com trés principios basicos: interpretacgoes,
calculos matematicos e observagdes. R. Grando, T. Kishimoto e C. Muniz convalidam
e recomendam esses conceitos na aplicagao de jogos, de forma que se esses critérios
forem utilizados a chance de uma boa aplicagao sera elevada.

O jogo Dominé Algébrico tem como publico alvo alunos que cursam a partir
do sétimo ano do Ensino Fundamental, podendo ser aplicado em séries mais
avangadas na aplicacao de conteudos com a forma complexa e utiliza conhecimentos
relativos a divisibilidade e restos.

Para os alunos que cursam o Ensino Fundamental, o jogo é classificado
segundo Cabral ([2], p. 30) como estratégico, pois existe a possibilidade de ensino
direto na utilizagdo do Domind Algébrico. Ainda com base neste autor, para alunos em
fases mais avancadas do ensino, ele toma forma de jogos de treinamento, sendo
utilizado como reforco dos conteudos.

A aplicagcdo em todos os seus passos, desde a confeccdo até o momento
em que os alunos tenham a capacidade de jogar e seguir as regras sem o auxilio do
professor tem duracao de 4 horas e pode ser aplicado para alunos a partir do Sétimo
Ano do Ensino Fundamental. Tem participagao atuante de professor em conjunto com
os alunos num momento inicial, até que o nivel de dependéncia e a capacidade de
seguir regras se torne algo natural.

A motivagao para futuras aplicagdes do jogo Dominé Algébrico por parte de
professores se dara principalmente pela facilidade de aplicacao, pela possibilidade de
ensino de divisibilidade, restos e o Algoritmo de Euclides de maneira simplificada e
pelos baixos custos envolvidos na aplicagdo do Dominé Algébrico.

Este trabalho conclui, portanto, que o Uso de Jogos através do jogo Domind
Algébrico Adaptado tem convalidacdo e recomendagdo no ensino de conceitos
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matematicos, em especifico o Algoritmo de Euclides, para alunos e assim, ser aplicado
de forma ludica.
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ANEXO A - O TRABALHO DE FREITAS-TEODORO [8]

Domind Algébrico: o algoritmo da divisdo de uma forma ludica

Algebraic Domino: the division algorithm in a playful way

Jodo Vitor Teodoro!
Luiz Fernando de Souza Freitas?®

Resumo

Diante da consciéncia de que o ensino de matematica ndo deve ser apoiado exclusivamente em um conjunto de
normas e principios desenvolvidos apenas pelo raciocinio docente, foram incorporadas as propostas de ensino
formas ludicas de carater construtivista da aprendizagem. O aluno passa a ser construtor do conhecimento e o
professor o auxiliar na construg@o e organizagdo desse conhecimento. Uma das ferramentas que contribuem nessa
metodologia educacional € o jogo, que aborda decisdes a serem tomadas e exige a resolu¢do de problemas. O
problema funciona como desencadeador do raciocinio, tornando quem o resolve o organizador de suas ideias.
Uma variagdo do jogo de dominé ¢é apresentada como forma de auxiliar no ensino de conceitos relacionados ao
Algoritmo da Divisdo e Relacdes de Equivaléncia, além da propria problematizacdo e conhecimentos exigidos e
praticados ao jogar, mais problemas sdo apresentados possibilitando a compreensdo e fixacdo do contetido e a
otimizagdo estratégica do jogador.
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Abstract

Before the concept that mathematical teaching should not be supported only on a set of rules and principles
developed by teachers thoughts, playful character constructivist forms of learning were incorporated into the
teaching proposals. The student becomes a builder of his own knowledge and the teacher helps in this construction
and organization. One of the tools that help in this educational methodology is the game which covers decisions to
be made and requires the problems resolution. The problem works as a trigger of the reasoning, making who solves
it the organizer of his ideas. A domino game variation is presented as an aid to teach concepts related to Division
Algorithm and Equivalence Relations, besides the problematic and required and practice knowledge to play more
problems are presented enabling the understanding and establishment of strategic content and optimization of the
player.
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Introducgao

O ensino de matematica passou, nos ultimos tempos, por varias mudangas e reformas
que foram exigidas por necessidades e falhas, pois, como afirma Miranda (2009), a matematica,
disciplina que vem sendo ministrada em sala de aula desde o término da Revolugdo Industrial,
no final do século XVIII, pela necessidade de pessoas capacitadas a tratar de assuntos
administrativos e bancarios que se faziam escassos na época, teve seu método de aplicagao
inicial baseado no raciocinio dedutivo de Euclides, que utilizava uma linguagem totalmente
incompativel com a idade e conhecimento prévio dos alunos e ndo mostrava aplicagdo na
realidade. Tudo isso gerou grande numero de reprovacao e aversao a disciplina.

Ap6s a década de 30, os norte-americanos, numa tentativa de melhorar esse modelo de
ensino, formularam um novo curriculo denominado Matematica Moderna, esse foi, novamente,
marcado pela falta de didatica. Somente na década de 70, que estudiosos, relacionando a
matematica com a psicopedagogia, melhoraram as técnicas de ensino.

Devemos ter a consciéncia de que matemadtica ndo ¢ apenas um conjunto de normas e
principios e, por esse motivo, seu ensino ndo deve ser de forma impositiva e construido apenas
pelo raciocinio docente, pois, como afirmam Groenwald e Timm (2000), ensinar matematica ¢
fazer com que o aprendiz construa o conhecimento utilizando seu raciocinio logico e através da
criatividade, organizacao e autoconfianga resolva problemas que envolvam seu conhecimento
prévio e que resultem em novos conceitos. Assim, a aprendizagem torna-seé um processo
motivador que torna todos ativos.

A participacao do professor passa a ser a de auxiliar na construgdo e organizagdo do
conhecimento e de sistematizar os conceitos, ou seja, relacionar tudo aquilo que foi entendido
com a teoria matematica. Dessa forma, o processo de ensino torna-se prazeroso ao aluno e ao
professor.

Essas novas formas de ensinar, ndo apenas matematica, mas qualquer assunto, foram
abordadas utilizando ferramentas que associam a teoria a pratica, ou seja, levando o aluno a
relacionar o que lhe € ensinado ao seu cotidiano. Ferramentas ludicas estdo sendo cada vez mais
aplicadas no ensino e os jogos tomam grande espago nessa esfera.

Hé muitos anos que os jogos vém sendo usados como forma de diversdo, entretenimento
e educacdo por muitos povos. Como lembra Aguiar (1998), Platdo ensinava matematica as
criancas e defendia a ideia de que os anos iniciais na escola devem ter como atividades o uso
de jogos educativos. No entanto, s6 recentemente ¢

[...] que vamos ter entre ndés as contribuigdes tedricas mais relevantes para o
aparecimento de propostas de ensino que incorporam o uso de materiais pedagogicos
onde os sujeitos possam tomar parte ativa na aprendizagem. Sao as contribuigdes de
Piaget, Bruner, Wallon e Vygotsky que, definitivamente, marcam as novas propostas
de ensino em bases mais cientificas. (MOURA, 1994, p.18).
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Os PCNs (1997) afirmam que o jogo tem papel fundamental no processo de
ensinoaprendizagem, classificando-o como recurso didatico, lembrando que ele deve levar a
situagdes que impliquem na reflexao e, somente apds esse processo, a formalizagdo matematica
deve ser exposta.

As vezes, quando se joga, a competicio é inevitavel e, segundo Macedo et al. (1997),
esse fator ndo ¢ bom nem ruim, ela cria uma situacdo em que mais de uma pessoa busca a mesma
coisa simultaneamente e para que alguns consigam, outros terdo que deixar de conseguir. Esse
fato ocorre, também, na vida e o mais importante ¢ a forma como se deve reagir diante dela.

E fato que jogo e competicio se relacionam, e que o jogo sem que haja vontade de ganhar
e a possibilidade de perder nao tem graca, portanto, ndo seria coerente jogar com auséncia da
competitividade. A competitividade deve ser tratada de maneira que ndo ocorra divergéncia nas
relagdes entre os competidores, mas sim como fator enriquecedor da amizade, portanto, devem
ser preconizadas a harmonia e a colaboracao.

Para que se venca um jogo € necessario que haja, entre outros fatores, a estratégia, fator
indispensavel quando se deseja maximizar as chances de vitdria, pois ndo se deve apenas se
basear na tentativa e erro. Muitas vezes, a estratégia tem relagdes e explicacdes matematicas;
dessa forma, para que se jogue de maneira inteligente e eficiente, esses conceitos devem ser de
dominio do competidor, que ao resolver os problemas explicitos no jogo estara resolvendo
problemas de matematica ou com auxilio desta.

Além dos problemas que o jogo oferece naturalmente, o professor pode aplicar outros,
envolvendo esse jogo com o intuito de introduzir ou explorar os conceitos abordados e fazer
com que através da analise das jogadas, o aprendiz construa ou aplique o conhecimento
matematico.

Moura (1991) classifica o jogo, instrumento de ensino, em dois blocos - o jogo
desencadeador de aprendizagem e o jogo de aplicacdo -, afirmando que quem diferencia esses
tipos de jogo ndo € o brinquedo nem o jogo em si, mas a forma com que o professor os aplica.

O trabalho conjunto entre jogo e problema ¢ citado por Moura (1991), que encontra
semelhangas entre ambos. Inicialmente, para o sujeito que executa a acao s6 hé jogo se houver
a vontade de jogar e s6 ha o problema se o mesmo for do individuo e, nele, existir a necessidade
de resolvé-lo. Além de que ndo estdo somente no individuo, mas sdo fornecidos por agdes
externas que causam conflito cognitivo que, no jogo, € competir e, no problema, ¢ resolvé-lo.

Andrade (1998) afirma que as implicagdes curriculares mais relevantes sobre a resolugao
de problemas vieram a partir de 1970, apesar dos trabalhos desde 1944 de George Polya, mas
foi s6 a partir do final da década de 60 que a metodologia de investigacao utilizando sessdes de
resolugdo de problemas em grupos e com alunos ganhou forgas, tornando-se comum. De 1962
a 1972, ocorreu a transi¢ao entre a metodologia de investigagcdo quantitativa para a qualitativa,
pois antes se preocupava somente com a obten¢do da solu¢do do problema e, posteriormente,
passou-se a levar em considera¢do o processo realizado na resolu¢do do problema, mostrando
diferentes maneiras de resolugdo. Portanto, o problema funciona como desencadeador do



60

raciocinio, tornando quem o resolve o organizador de suas ideias trazendo sensacdo de prazer
apos a sua resolugdo.

Nesse enfoque, buscou-se desenvolver e trabalhar com uma variag¢ao do jogo de domind,
abordando um tema especifico de matematica em duas visdes: a do nivel de ensino bésico e a
do nivel que exige conhecimento matematico mais avangado, porém, ¢ possivel perceber ao
final que ambos sdo equivalentes, apesar do nivel de entendimento.

O jogo de domin6 vem sendo muito utilizado como forma de auxilio na construgdo e
compreensdo do conhecimento nas mais variadas formas. Como exemplo, Santos e Alves
(2000) descrevem a importancia do jogo na constru¢do do desenvolvimento infantil, observando
o desempenho de pré-escolares jogando domind. E QUESADA e QUIROZ (2005) apresentam
uma linguagem logica que permite expressar o conhecimento dos jogadores € como as agdes
modificam esse conhecimento no jogo de domino.

O Domind Algébrico

Provavelmente, muitos devem ter jogado ou ouvido falar do jogo de domind, cujo nome
¢ possivelmente derivado da expressdo latina “domino gratias”, que significa “gracas a Deus”.
Pouco se sabe sobre a origem do jogo, porém, ha indicios de que o surgimento tenha ocorrido
na China.

O jogo ¢ formado por pegas retangulares e nas duas pontas had marca¢des numéricas que
variam entre 1 ¢ 6 ou deixadas em branco, combinando essas marcagdes duas a duas com
repeticdes obtemos um total de 28 pecas (pedras) no domin6 tradicional conhecido como “sino-
europeu’.

Entre as mais variadas formas de se jogar domin6, no Brasil, a forma mais comum dessa
pratica € com quatro jogadores individuais recebendo quatro pedras cada, quatro jogadores em
duplas recebendo quatro pedras cada ou dois jogadores jogam entre si recebendo sete pedras
cada e deixando o restante para comprar, ou seja, para serem pegas caso o jogador nao tenha a
peca da vez. Outras formas de jogo sdo encontradas pelo Brasil.

O Dominé Algébrico ¢ composto por pecas similares as do domind convencional, porém,
os pontos marcados variam de zero (lado branco) a onze e, dado que cada pedra possui duas
dessas numeragdes e nao ha pecas repetidas, temos um ntimero de pegas calculado pelo total de
combinagdes com repeticao, ja que ha pecas com os dois nimeros iguais de doze elementos
tomados dois a dois, ou seja, setenta e oito, além de seis pegas especiais, que serdo comentadas
a seguir, totalizando oitenta e quatro pecas (Figura 2).
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Figura 1 — Pecas do Domino Algébrico

Podem jogar duas, trés, quatro, seis ou oito pessoas, individualmente ou em duplas
quando possivel, sorteando e dividindo as pecas entre elas, sem que possa restar alguma.
Devem-se jogar varias partidas somando pontos e o jogador ou a dupla que acumular
primeiramente seis vitorias, vence o jogo.

O objetivo do jogador ¢ eliminar suas pecgas antes de qualquer oponente ou trancar o
jogo, ou seja, criar uma situa¢do onde ninguém tenha pegas a serem jogadas, obtendo soma dos
valores das pecas ndo especiais do domind em maos inferior as dos oponentes.

Inicia o jogo quem obtiver a pega especial com inscrigdo Zi2 que sera colocada em jogo,
apods isso, 0 proximo a jogar serd o da direita do jogador que iniciou e, assim, sucessivamente.
Caso o jogador ndo tenha pecga disponivel para a situagdo de jogo, ele passa sua vez para o
proximo jogador.

As pecas especiais podem ser inseridas a qualquer momento, qualquer peca pode ser
ligada as pegas especiais e para que se entenda o procedimento das ligagdes restantes, o conceito
de Algoritmo da Divisdo pode ser introduzido como segue ou por meio de exemplos.

Sabemos da Algebra que, nos inteiros, a divisdo de um niimero por outro nem sempre ¢
possivel, porém, ¢ possivel efetuar uma divisdo com resto definido por meio do Algoritmo da

Divisao (DOMINGUES; IEZZ1, 2003; GONCALVES, 1999).

Algoritmo da Divisdo (Divisao Euclidiana): Sejam a e b dois nimeros inteiros com a > 0.

Entdo, sempre, podem-se encontrar dois numeros inteiros ¢ € r tais que:

b=axqg+r,com0<r<a.
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Nessas condicdes, g e r sdo chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisao
de b por a.

No jogo, considerando as pecas numeradas, cada valor b; de uma pega podera ser ligado
aum valor b de outra peca se dada a ultima peca especial Z, colocada em jogo, entdo as divisdes
euclidianas entre b; e b2, ambos por a, obtiverem restos iguais, ou seja:

bi=axgq;+rieb>=axq>+rdeformaquer; =r;

E importante salientar, antes de apresentar o Algoritmo da Divisdo aos alunos, que essa teoria
¢ necessaria ao entendimento do funcionamento do jogo, ou seja, que ¢ parte fundamental das
regras. Além disso, para casos em que a questdo de divisibilidade esteja sendo vista pela
primeira vez, ¢ aconselhdvel apresentar o Algoritmo da Divisdo por meio de exemplos,
possibilitando, posteriormente, algumas jogadas pelos alunos e, somente depois, o conceito ¢
apresentado, seguido pelos problemas.

Os exemplos que introduzem o conceito de divisao podem ser de maneiras habitualmente
utilizadas como, por exemplo, indagando sobre a distribui¢dao de 10 livros a 3 alunos, tal que
recebam mesmo numero de livros e cada livro nao possa ser dividido. Assim, resolvendo o
problema na pratica, ¢ possivel que os alunos cheguem a um resultado satisfatorio, sem ajuda
docente nem prévia introducdo teoérica do Algoritmo da Divisdo.

Um exemplo de partida do Domino Algébrico ¢ apresentado:

Exemplo: Considerando quatro jogadores jogando individualmente, cada um receberéa dezoito
pecas. Quem tiver a peca Zi2 inicia a partida, assim, pode-se ligar qualquer peca a Zi2, € 0 jogo
sera jogado como de maneira tradicional até que se coloque outra peca especial, pois, cada valor
quando dividido por 12 terd resto unico, ou seja, nenhum outro nimero de 0 a 11, ao ser dividido
por 12, teré resto igual:

Tabela 1 — Os ntimeros 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 10 e 11 como produto de 12 mais resto.

=12x0+0
=12x0+1
=12x0+2
=12x0+3
=12x0+4
=12x0+5
=12x0+6
=12x0+7
=12x0+8

00 9 N L kAW NN~ O
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9 =12x0+9
10=12x0+10
11=12x0+11

Assim, o proximo jogador, que colocard a 29 pec¢a, pode ligar qualquer pega a Z12, pois,
ela ¢ especial.

1°PECA 2°PECA
NN |~

] [\

Figura

2 — Segunda pega

O proximo a jogar, colocara a 3“ pega, que poderd ser qualquer se ligada a Zp». Se
preferir, podera ligar ao lado 7 também uma pe¢a com valor 7 (como foi visto nas divisdes
acima). Ou uma pega especial em qualquer lado.

19PECA 2°PECA 39PECA
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SE e~~~ 3

Figura
3 — Terceira peca
O jogador que colocard a 4° peca podera ligar a Z1> qualquer peca, ligar uma peca que

contenha valor 11 a 3“ pe¢a ou uma peca especial em qualquer lado.
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Figura

4 — Quarta peca

O jogador que colocara a 5“ peca podera ligar uma outra que contenha valor 6 em um
dos lados a 4“ pe¢ca, uma que tenha valor 11 em um dos lados a 3“ pe¢ca ou uma pega especial
em qualquer lado.

51 PEGA 4°PECA 1°PECA 2°PECA 3% PECA

NN —
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Figura 5 — Quinta peca

Como uma peca especial foi colocada em jogo, o a em questdo serd 3, ou seja, ambos 0s
valores das pecas a serem ligadas devem ter restos iguais quando divididos por 3. Dessa forma,
o jogador seguinte pode ligar qualquer pega a Z3, ligar uma pega com resto 2 na divisao por 3,
que pode ser visto na Tabela 2, ao lado 11 da 3“pe¢a ou colocar uma pega especial em qualquer
lado.

Tabela 2 — Os numeros 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10 ¢ 11 como produto de 3 mais resto.

0 =3x0+0
1 =3x0+1
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=3x0+2
=3x1+0
=3x1+1
=3x1+2
=3x2+0
=3x2+1
=3x2+2
=3x3+0
10=3x3+1
11=3x3+2
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Figura 6 — Sexta peca

O jogador seguinte pode ligar qualquer pega a Z3, ligar uma pega com lado de resto 1 na
divisdo por 3 ao lado 10 da 6 pe¢a ou colocar uma pega especial em qualquer lado.

5* PECA 4*°PECA 1°PECA 2°PECA 3*PECA 6*PECA 7*PECA
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Figura 7 — Sétima peca

O proximo a jogar pode ligar qualquer pega a Z3, ligar uma pega com lado de resto 2 na divisao
por 3 ao lado 5 da 7“ peca ou colocar uma peca especial em qualquer lado.

8PECA 5°PECA 4?PECA 1°PECA 2°PECA 3'PECA 6°PECA 7%PECA
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Figura 8 — Oitava peca
A peca a ser colocada agora, pelo proximo jogador, deve ter lado com resto 1 quando dividido

por 3 se ligada a 8“pec¢a, lado com resto 2 na divisao por 3 ao lado 5 da 7“pe¢a ou colocar uma
peca especial em qualquer lado.
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Figura 9 — Nona peca
O jogador seguinte deve ligar a 9“peg¢a outra que tenha lado com resto 1 na divisao por 3, ligar
a 7 pe¢a outra que tenha lado com resto 2 na divisdao por 3 ou colocar uma peca especial em
qualquer lado.

9? PECA
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Figura 10 — Décima peca

Nesse momento, como foi inserida no jogo a pega especial Zi, devem ser ligadas pecas que
tenham valores, nos lados a serem ligados, com mesmo resto quando divididos por 1, ou seja,
como qualquer valor de 0 a 11 tem resto 0 quando dividido por 1, entdo, quaisquer valores dos
lados das pegas poderao ser ligados. Portanto, qualquer peca pode ser colocada.

9° PECA
1 8 PECA 5°PECA 4°PEGCA 1°PEGCA 2°PECA 3*PECA 6°PECA 7°PECA 10°PEGA 11" PECA

1
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Figura 11 — Décima primeira peca
Qualquer peca pode ser colocada.

9° PECA
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Figura 12 — Décima segunda peca
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Novamente, qualquer peca pode ser ligada até que se coloque uma pega especial em jogo, que
terminard quando um jogador eliminar suas pecas ou todos ndo tiverem pecas a serem
colocadas.

Apos introduzir o Algoritmo da Divisdo e expor as regras desse jogo aos alunos, ¢é
possivel aplicé-lo em sala de aula de forma que o jogo sé tera desenvolvimento se os conceitos
e regras forem entendidos integralmente, caso contrario, ou seja, se algum jogador colocar pecas
incompativeis com as jogadas possiveis, ¢ porque ele nao teve entendimento do conteudo e/ou
das regras do jogo. E competéncia do professor identificar e sanar o problema.

Além da propria problematizacdo oferecida diretamente no ato de jogar, alguns
problemas extras podem, também, ser oferecidos como forma de aplicagao direta e formal da
teoria. Seguem alguns problemas que podem ser abordados:

Problema 1. Quando o jogo ¢ iniciado, ou seja, a peca especial Zi» € inserida, quais valores
podem ser ligados?

Solugdo. Nesse caso, deveremos ligar valores que tenham mesmo resto quando divididos por
12. Assim, como descrito na Tabela 1, valores inteiros entre 0 e 11 quando divididos por 12, s6
quando forem iguais, coincidem os valores do resto.

Problema 2. Quando a pega especial Z; é colocada em jogo, quais valores poderdo ser ligados?

Solugdo. Os valores a serem ligados devem ter restos iguais quando divididos por 2. Dessa
forma, como todos os numeros pares tém resto 0 na divisdo por 2 e os impares, resto 1 na divisao
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por 2, entdo, poderdo ligar entre si valores pares e poderdo ligar entre si valores impares. Em
particular se ligardo os valores oferecidos no jogo.

Problema 3. Quando a peca especial Z3 € colocada em jogo, quais valores poderao ser ligados?

Solugdo. Os valores a serem ligados devem ter restos iguais quando divididos por 3. Dessa
forma, como expresso na Tabela 2, poderdo ligar entre si 0, 3, 6 ¢ 9, também poderao ligar entre
sil, 4,7 e 10 e poderdo ser ligados entre si também os valores 2, 5, 8 e 11.

Problema 4. Quais pecas especiais fazem com que os valores 2 ¢ 4 possam ser ligados?

Solucdo. As pecas especiais que permitem a ligacdo entre 2 e 4 sdo:
Z1,pois,2=1x2+0ed4=1x4+0; 2>,
pois,2=2x1+0e4=2x2+0.

Problema 5. Qual peca especial permite que quaisquer valores possam se ligar até que outra
peca especial seja colocada?

Solugdo. Somente a peca especial Z;. Vejamos.
Vale para Zi, pois,b=1xb+0eb =1 x b’ + 0 para quaisquer b e b’.
Nao vale para nenhum outro Z, # Zi, pois, sendo a > 1, dada a divisdo euclidiana de b
por a, entio:
b=axqg+r,com0<r<a.
Fazendo também a divisdo euclidiana de  + 1 por a, entdo:
b+l=axq +r,com0<r <a.
Assim,
* Se0<r+l<aentior =r+1eq =gq,ficando:
b+l=axg+(r+1I),com0<L(r+1)<a,
Desse modo, b e b + I ndo poderao ser ligados.
* Ser+ [=a,entdor =0, pois:
btl=axqg+r+l=axg+a=ax(qg+1)+0Desse

modo, 0=r"#r=a—1,poisa—1#0,jaquea> 1.

O que nos diz que b e b + 1 ndo poderao ser ligados.

Problema 6. Se, em meio a um jogo, liga-se o valor 5 ao 7 e, posteriormente o valor 7 ao 10,
qual Z, foi inserido por ultimo no jogo?
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Solucdo. Os valores 5 e 7 se ligardo quando for inserido Z; ou Z». E, os valores 7 e 10 se ligardo
quando for inserido Z; ou Z3. Dessa forma, para que ambas as ligagdes ocorram, a pega especial
a ser inserida por ultimo deve ser Z;.

Problema 7. Por que ndo se pode ter a peca especial Zo?
Solucdo. Pelo algoritmo da divisdo b =a x g +r,com0 < r
<a

Se houvesse a peca especial Zo, entdo, a = 0 e, portanto, b

=r,com(0 <r <0,

o que ¢ um absurdo.

Problema 8 Quais pegas especiais fazem com que os valores 7 e 10 possam ser ligados?

Solucgdo. As pecas especiais que permitem a ligagdo entre 7 e 10 sdo:
Zi,pois,7=1xT7+0e10=1x7+0; Z3,
pois,7=3x2+1el0=3 x3+1.

Problema 9. Para o caso em que a pega Z, esteja valendo no jogo. Quais valores terdo resto 0?
Solugdo. Pelo algoritmo da divisao

b=axg+tr,com0<r<a
Se r =0, entdo,

b=axgq,com0 <aq,

ou seja, para valores multiplos de a.

Problema 10. Mostre que os valores b e b” podem ser ligados quando a tltima pega especial
colocada em jogo for Z, se, e somente se, b — b = a x k, para algum k inteiro.

Solucao.
(=) Como b e b" podem ser ligados, entdo:

b=axqg+reb ' =axq +r
Fazendo b — " obtemos:
b-b'=axq+tr—(axq +tr)=axq+tr—axq —r=axq—axq’
Colocando a em evidéncia:

b-b'=ax(q-q’)
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Como g e ¢’ sdo inteiros, entdo, g —
q = k, onde k ¢ inteiro. Portanto, b —
b’ = ak.

(¢)Se b — b’ = ak e, como b e b" podem ser expressos através do algoritmo da divisdo na
divisdo por a:

b=axg+tr,com0<r<ae

b'=axqg +r,com0<r <a
Fazendo b - b":

I4

b-b =axq+r—-(axq +r)y=ak=>axqg+r—axgq —r =ak
Colocando a em evidéncia:

ax(qg—q)tr—r'=ak
Mas, como ak ¢ inteiro para a e k inteiros, entdo, (g —q)=ker—r =0, logo, r=r"e,
assim, b e b" podem ser ligados.

A nogao estabelecida anteriormente pode ser estendida através de conceitos introduzidos
pela Algebra Abstrata. Tais conceitos sdo, geralmente, oferecidos no nivel superior. Dessa
forma, o texto que segue tem por objetivo estabelecer a relacdo entre os conceitos de
divisibilidade e classes de equivaléncia, podendo, assim, ser abordada entre graduandos que
estejam estudando o assunto ou queiram praticar a matematica como diversao.

Antes de iniciar a relagdo entre a teoria e o jogo, apresentemos algumas definigcdes e
relagdes necessarias a associacdo com a teoria anterior (DOMINGUES; 1EZZI, 2003;
GONCALVES, 1999).

Defini¢do 1. Sejam a e b nimeros inteiros quaisquer € m um inteiro estritamente positivo. Diz-
se que a € congruo (congruente) a b modulo m se m | (a — b), isto €, se a — b =m x g para um
conveniente inteiro ¢. Para indicar que a ¢ congruo a b, modulo m, usa-se a notagdo: a = b (mod
m) Pode se demonstrar que vale:

Proposi¢do 1. a = b (mod m) © a e b dao o mesmo resto na divisdo euclidiana por m.

Portanto, de acordo com as regras do Domino Algébrico, quando a tltima peca especial
colocada for Z,, entdo, dois valores a e b se ligardo se, € somente se, tiverem restos iguais

quando divididos por m, ou seja, quando a = b (mod m).

Para facilitar ainda mais o entendimento, consideremos:

Definicdo 2. Uma relagdo R sobre um conjunto £ ndo vazio ¢ chamada relagdo de equivaléncia
sobre E se, e somente se, R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja, R deve cumprir,
respectivamente, as seguintes propriedades:

(1) se x € E, entdo, xRx;
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(11) se x,y € E e xRy, entdo, yRx;

(1)) sex, y, z € EexRye yRz, entdo, xRz.
Pode se demonstrar que vale:

Proposicdo 2. A relagdo de congruéncia modulo m sobre os inteiros ¢ uma relacdo de
equivaléncia.

Portanto, como cada ligacdo entre pecas ndo especiais, no Domino Algébrico, ¢ feita se
os numerais a serem ligados sdo congruos modulo m, em que m € o valor estabelecido pela
ultima peca especial colocada em jogo Z., entdo, as ligagdes entre as pecas satisfazem as
propriedades de relacdo de equivaléncia. Em outras palavras, por (i) qualquer pe¢a do dominé
com valor na extremidade valendo a, pode ser conectada a outra com extremidade com valor a,
por (i1) segue que se o valor a pode ser ligado a um valor b, entdo, o valor b pode ser conectado
ao valor a e, por (iii) se um valor a pode ser conectado a um valor b ¢ o valor b pode ser
conectado a um valor ¢, entdo, o valor a pode ser conectado ao valor c.

Defini¢do 3. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto E. Dado a € E, chama-se

classe de equivaléncia determinada por a, modulo R, o subconjunto a de E constituido pelos
elementos x tais que xRa. Em simbolos:
a={x € E ; xRa}

Em geral Z,, = {6 ,1,..., m—1}, para m inteiro positivo.

O conjunto Z12=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, onde, para cada a € Zi>,
a representa uma classe de equivaléncia da relacdo congruéncia médulo 12. Em outras palavras,
Z12 particiona o conjunto dos inteiros em classes de equivaléncia, onde, para que a e b inteiros
pertencam a mesma classe de equivaléncia deve ocorrer a = b (mod 12), que se 1€ a congruo
(congruente) a b méddulo 12. Dessa forma, no jogo, deverdo ser conectados valores que
pertengcam a uma mesma classe para cada Z,, em questao.

Todos os problemas resolvidos utilizando o Algoritmo da Divisdo podem ser resolvidos
utilizando a notacao de Relagdo de Equivaléncia, € o jogo pode ser jogado utilizando ambas as
linguagens apresentadas.

Relato de uma aplicacao

O Domino Algébrico foi aplicado em uma oficina a nove alunos matriculados nos
primeiro e quarto anos em um curso de licenciatura em matematica. Partes dessa aplicacdo
foram registradas em video e, posteriormente, avaliadas.
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Inicialmente, ap6s a distribuicdo do material tedrico aos participantes, ocorreu a leitura
e discussdo deste, que contém partes do texto aqui descrito. Partes estas como: a introdugao,
pois ela serve como motivagdo ao estudo do material, seguindo a respectiva metodologia; as
regras do jogo; a associacao das regras com divisibilidade, objetivando a sistematizagao tedrica
que todos, na ocasido, ja dominavam; um exemplo de jogada, que permitiu o pleno
entendimento das regras; os Problemas 1, 2 e 3 resolvidos e, o Problema 5 a resolver; a
associagdo do jogo com relagdo de equivaléncia, que permitiu aos que ja cursaram a disciplina
Algebra Abstrata uma outra visualizacio do jogo e aos que ainda niio cursaram a disciplina,
uma forma ludica de conhecer um conteudo futuramente estudado.

Ap6s a leitura do material o jogo foi aplicado a trés grupos.

No grupo 1, tinha dois jogadores, um do primeiro e outro do quarto ano. Ambos jogaram
utilizando as regras na forma de classes de equivaléncia. O aluno de primeiro ano, inicialmente,
necessitou da ajuda de um dos ministrantes da oficina até conseguir jogar usando corretamente
essa teoria. Esse mesmo aluno venceu o jogo.

No grupo 2, tinha trés jogadores, todos do quarto ano. O jogo foi desenvolvido por eles
considerando as regras associadas a classe de equivaléncia, pois, o conteudo ja era conhecido,
facilitando o desenvolvimento.

No grupo 3, tinha quatro jogadores, todos do primeiro ano. O jogo foi desenvolvido por
eles considerando as regras associadas a divisibilidade, pois ainda ndo haviam aprendido o
conteudo de classes de equivaléncia e, apesar da introdugao sobre o assunto ter sido feita na
oficina, preferiram utilizar a linguagem que ja lhes era familiar.

Em geral, o jogo foi bem aceito, todos os participantes jogaram corretamente e,
aparentemente, divertiram-se, produzindo entre os jogadores o desenvolvimento de um
contedo matematico de forma descontraida e ludica.

Essa aplicacdo permitiu, além dessa andlise, a elaboragao de alguns dos problemas que
ndo estavam no material, principalmente o Problema 7, que foi motivado por indagacdes por
parte de alunos do primeiro ano, ¢ o Problema 5 que havia sido deixado em aberto,
principalmente sobre a possibilidade da resposta ser Zo, ocasionando uma suposta divisao por
Zero.

Consideracoes Finais

Apresentamos, neste artigo, um material que pode auxiliar no ensino de conceitos sobre
Algoritmo da Divisao, podendo fazer parte do material didatico do contetido de divisibilidade
no ensino fundamental, reforcar esse conceito nos ensinos médio e superior, além de estendé-
lo & Relagoes de Equivaléncia.
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A problematica oferecida pelo jogo exige do aluno o dominio tedrico e estratégico
envolvendo conceitos matematicos. Para jogar, ¢ necessario entender e respeitar as regras e,
para isso, ¢ preciso dominar o conhecimento matematico que, aprimorado, melhora o
desempenho e aumenta as chances de sucesso do jogador.

O jogo comega a ser tratado como coisa séria e os professores enxergam nele uma forma
construtivista de ensinar, além de tornar o ato de jogar ou brincar uma forma divertida de
aprender, resultando numa aula mais rica e descontraida. “Jogar ndo ¢ estudar nem trabalhar,
porque jogando, o aluno aprende, sobretudo, a conhecer e compreender o mundo social que o
rodeia.” (GROENWALD; TIMM, 2000, p. 21).
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