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Resumo

ALVES, Leopoldo José. Estudo do Conceito de Limites de Funcdes Reais no Ensino Médio:
uma Proposta de Atividades Utilizando o Software WxMAXIMA. Cataldo, 2018. 113 p.
Dissertacdao de Mestrado. Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede
Nacional, Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal
de Goias.

A matematica do Ensino Médio ndo contempla de maneira direta o estudo de calculo de
limites de funcGes reais em seus programas curriculares, embora tal conteudo seja parte
fundamental em diversos cursos de Graduag¢dao, como engenharias e informatica. Nesse
contexto, o desenvolvimento desta pesquisa busca respostas as indagac¢des: Quais as
contribuicdes que o uso do software WxMAXIMA proporciona para a compreensao dos
conceitos de limites de funcées reais no nivel médio? Qual o aproveitamento por parte
dos alunos participantes do projeto com o estudo de limites de funcbes reais? Nesse
sentido, o objetivo principal desta dissertacdo é aplicar e analisar uma proposta de
ensino, para alunos do Ensino Médio, consistindo de atividades sobre o calculo de limites
de fungGes reais no laboratério de informatica. Para o alcance desse objetivo foi realizada
uma pesquisa bibliografica, destacando limites de fung¢des reais, conceitos, o histérico e
aplicacdo desse assunto no contexto da Matematica e, também, a definicdo e aplicacdo
do software WxMAXIMA no processo de ensino e aprendizagem. Além do estudo tedrico,
foi desenvolvido um estudo de caso no Centro de Ensino Médio de Taguatinga Norte, no
Distrito Federal, contando com a colaboragdo de 20 alunos que estudam na referida
instituicdo, onde os encontros foram realizados utilizando os computadores do
Laboratério de Informdatica no més de abril de 2018. Com os resultados obtidos por meio
de dez atividades desenvolvidas no Laboratério de Informdtica, questionario aplicado aos
alunos e didrio de campo do pesquisador, foi possivel constatar que os alunos
apresentavam dificuldades na construcdao e leitura de graficos de fungdes e nos
conteudos de Matematica trabalhados em aulas expositivas. Porém, ao utilizarem o
computador como ferramenta para o estudo de funcdes, esses alunos conseguiram
atingir os objetivos das atividades propostas com certa facilidade. Esses resultados
permitem concluir que o uso do software WxMAXIMA contribuiu para melhor
compreensdo de conceitos de limites de funcGes reais, tornando as atividades mais
significativas, uma vez que os alunos foram compreendendo melhor o conteldo
ministrado em cada atividade e conquistando uma melhor adaptacdo ao software
WxMAXIMA.

Palavras-chave: Limite de Fungdes. Funcdes Reais. Grafico de Funcgbes. Software
WxMAXIMA.



Abstract

ALVES, Leopoldo José. Study of the Concept of Limits of Real Functions: a proposal of
activities using the software WxMAXIMA. Catalan, 2018. 113p. Masters dissertation.
Master's Program in Mathematics in National Network, Special Academic Unit of
Mathematics and Technology, Federal University of Goias.

The mathematics of High School does not contemplate in a direct way the study of

calculation of limits of real functions in its curricular programs, although such content is
fundamental part in several undergraduate courses, like engineering and informatics. In
this context, the development of this research seeks answers to the questions: What
contributions does the use of the WxMAXIMA software provide for the understanding of
the concepts of limits of real functions at the High School? What is the achievement of
the students participating in the project with the study of limits of real functions?
Therefore, the main objective of this dissertation is to apply and analyze a teaching
proposal for High School students, consisting of activities on the calculation of limits of
real functions in the computer lab. In order to reach this objective, a bibliographical
research was carried out, highlighting the limits of real functions, concepts, the history
and application of this subject in the context of mathematics, as well as the definition and
application of WxMAXIMA software in the teaching and learning process. In addition to
the theoretical study, a case study was developed at the Taguatinga Norte High School, in
Distrito Federal, with the collaboration of 20 students, who study at that institution,
where the meetings were held using computers of the computer lab in April 2018. With
the results obtained through ten activities developed at the Computer Lab, a
guestionnaire applied to students and the researcher’s field diary, it was possible to verify
that the students presented difficulties in the construction and reading of function graphs
and in mathematics contents worked in lectures. However, by using the computer as a
tool for the study of functions, these students were able to achieve the objectives of the
proposed activities quite easily. These results allow us to conclude that the use of the
WxMAXIMA software contributed to a better understanding of the concepts of Limits of
Real-valued Functions, making the activities more meaningful, since the students were
better able to understand the contents of each activity and achieve a better adaptation to
WxMAXIMA software.

Key words: Limits of Functions. Real-valued Functions. Function Graphs. Software
WxMAXIMA.
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INTRODUCAO

A partir do ano 2000 os PCN (BRASIL, 2000) ja apontavam que no nivel do Ensino
Médio a formacdo do aluno deve ter como alvo principal a aquisicdo de conhecimentos
basicos, a preparacdo cientifica e a capacidade de utilizar as diferentes tecnologias
relativas as dreas de atuacdo. Mais recentemente, debates e pesquisas se desenvolvem
no campo da Educagdo Matematica e novas estruturas curriculares sdao propostas, como
por exemplo, a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) proposta pelo MEC em 2017 para
o Ensino Fundamental e em 2018 para o Ensino Médio.

Ainda referindo-se aos PCN, um novo curriculo para o Ensino Médio coloca em pauta
dois fatores: as mudancas estruturais que decorrem da chamada “revolucdo do
conhecimento”, alterando o modo de organizacdo do trabalho e as relagdes sociais; e a
expansdo crescente da rede publica, que deve atender a padrdes de qualidade que se
coadunem com as exigéncias desta sociedade (BRASIL,2000, p. 6, volume | ).

Dentre as finalidades do ensino da Matematica no nivel médio sdo apresentados nos
PCN (BRASIL, 2000, p. 42, volume lll) alguns objetivos listados a seguir:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permitam
a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matematicos a situacdes diversas, utilizando-os na
interpretagao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

e analisar e valorizar informagdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe permita expressar-se
criticamente sobre problemas da Matematica, das outras dreas do conhecimento e da
atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas, de
comunicac¢ao, bem como o espirito critico e criativo;

e utilizar com confianga procedimentos de resolucdo de problemas para desenvolver a
compreensdo dos conceitos matematicos;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situagdes matematicas e valorizar a
precisdo da linguagem e as demonstracdes em Matematica;

» estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o

conhecimento de outras areas do curriculo;
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e reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representacdes;

e promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em relacdo as
suas capacidades matemadticas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e
cooperagao.

Nesse contexto, a utilizacdo de novas Tecnologias Digitais de Informacdo e
Comunicacdo (TDIC) emergem no sentido de proporcionar um novo espaco de
aprendizagem para as novas gerac¢ées (BRASIL, 2000).

Também, percebe-se uma mudanca na interagdo professor-aluno, contribuindo para
o que Freire (1972) chama de pedagogia emancipadora, em que o professor-dos-
estudantes e os estudantes-do-professor se desfazem e novos termos se constroem:
“professor-estudante e estudantes-professores, onde o ponto principal é o didlogo que se
estabelece nesse novo contexto, em que ambos sdo parceiros”. Aliado a esses estudos
espera-se do professor a criagdo de um novo ambiente escolar que envolva
guestionamento, encorajando o estudante a propor solucdes, explorar possibilidades,
levantar hipdtese e justificar seu raciocinio (LAUDARES, 2004).

Neste sentido, o processo de aprendizagem da Matematica, segundo Oliveira et al.
(2016), se estabelece pela investigacdo que possibilita estabelecer rela¢des entre
conceitos matematicos, procura de propriedades implicitas ou subjacentes nos estudos.
Os referidos autores também defendem que investigar é procurar conhecer o que nao se
sabe, o que se deseja conhecer.

Desta forma, é importante refletir sobre a eficiéncia de novas estratégias de ensino, a
eficacia das ferramentas de TDIC e dos recursos computacionais, do auxilio de softwares
livres, como por exemplo o WxMAXIMA, investigando o real incentivo para a autonomia
do educando, bem como as demais dificuldades que os alunos e educadores encontram
ao utilizar estes instrumentos em suas atividades escolares, principalmente nas
instituicoes de ensino que integram o setor publico.

Paiva (2010) descreve que, quando se trata do aprendizado de limites, nota-se
claramente uma lacuna no ambito do Ensino Médio. Ressaltando que o estudo de limites
ndo é muito abordado pelos professores de Ensino Médio, por considerarem a falta de
cobranca do assunto de maneira direta no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e em
outros exames vestibulares, torna-se essencial o desenvolvimento desta pesquisa.

Assim sendo, tal pesquisa teve inicio com o estudo de limites de funcgbes reais,

contribuindo para um entendimento conceitual de limite de maneira intuitiva, algébrica e
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simbdlica com representacdo de graficos no WxMAXIMA, evitando o ingresso desses
alunos no nivel superior sem a menor nog¢do do conceito de limite de fungdes reais. Além
disso, a pesquisa apontou a importancia do assunto ser estudado no nivel escolar em
questao.

A realizagdo desse estudo teve como justificativa a consideracao de que vivencia-se
um momento de muitos debates a respeito do processo de ensino entre os educadores na
sociedade atual. Portanto, interacGes pedagdgicas e recursos didaticos estdo sendo
testados e experimentados, evidenciando mudangas no comportamento e na rotina,
tanto dos educadores quanto dos alunos, sendo que ambos estdo procurando se adequar
as novas tecnologias e processos de ensino e aprendizagem em busca de informacao.

Visto que o ensino de Matematica faz parte do desenvolvimento humano, Carvalho
(2009) acredita que o professor deve priorizar a construgao do conhecimento pelo fazer e
pensar do aluno. Sendo assim, segundo o autor, o papel do professor é de facilitador,
orientador, estimulador e incentivador da aprendizagem, ou seja, ao introduzir um
assunto matemadtico em sala de aula, o dever do professor é partir de onde o aluno ja
sabe para ajuda-lo a construir novos conhecimentos.

Nesse contexto, o desenvolvimento desta pesquisa buscou respostas as indagacodes:
Quais as contribuicdes que o uso do software WxMAXIMA proporciona para a
compreensao dos conceitos de limites de fun¢bes reais no nivel médio? Qual o
aproveitamento por parte dos alunos participantes do projeto com o estudo de limites de
funcdes reais?

Nesse sentido, o objetivo geral desta dissertacdo é aplicar e analisar uma proposta de
ensino no Laboratério de Informatica, para alunos do Ensino Médio, consistindo de
atividades sobre o calculo de limites de funcGes reais de uma variavel real. Considerando
o0 assunto abordado, tem-se como objetivos especificos: viabilizar a aplicacdo das
atividades da sequéncia didatica usando o software WxMAXIMA para o entendimento de
limites; investigar se a aplicacdo do software livre WxMAXIMA desperta a curiosidade do
aluno sobre as novas tecnologias e o estimulo que estas podem representar no estudo de
limite de fungdes reais; e verificar a eficiéncia da aplicagao de recursos computacionais
para o ensino da Matematica.

Para o alcance desses objetivos foi realizada uma pesquisa bibliografica de modo a
trazer contribuicdes de diversos autores sobre limites de funcdes reais, ressaltando
conceitos, aspectos histdricos e aplicacdo desse assunto no contexto da Matematica e,

também, sobre a utilizacdo do software WxMAXIMA no processo de ensino e
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aprendizagem. Além do estudo tedrico, foi desenvolvido um estudo de caso em uma
escola de Ensino Médio, que se localiza na cidade Taguatinga Norte, no Distrito Federal.
Apds a Introducdo, foram abordados nos demais capitulos, os seguintes assuntos:

e O Capitulo | descreve o conceito de limites de funcbes reais, a
contextualizacao histérica do conceito de calculo, definicdo de funcao real, o
limite de fungdes reais, o papel do conceito de limite no contexto do Ensino
Médio;

e O Capitulo Il descreve o software WxMAXIMA e os procedimentos para
aplicacdo desta ferramenta digital no processo de ensino e aprendizagem;

e O Capitulo lll ressalta os procedimentos adotados para o desenvolvimento
desta pesquisa e descreve bem o local selecionado para a concretizagdo do
estudo de caso;

e O Capitulo IV, por sua vez, realca os instrumentos empregados para a coleta
de dados, a saber: as dez atividades e o questionario respondidos pelos vinte
participantes; descreve ainda a andlise das percepc¢des dos alunos através do
estudo de caso ;

e E o quinto Capitulo traz as Consideragdes Finais sobre a pesquisa realizada.
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1 CONCEITO DE LIMITES DE FUNGOES

1.1 A Importancia dos Conceitos Matematicos

Para compreender o conceito de limites de funcbes reais é necessdrio ressaltar a
contribuicao da Matematica na formagdo de novos saberes e sua validade no cotidiano da
vida das pessoas. De acordo com Bicudo et al. (2003), a Filosofia da Matematica busca
respostas aos seguintes questionamentos: “O que existe no contexto dessa disciplina? O
gue é conhecimento matematico? Qual o seu valor e importancia para a vida real? Qual a
realidade dos objetos matematicos? Como sdo conhecidos os objetos matematicos e
guais os critérios que sustentam a veracidade das teorias matematicas? Os objetos e as
leis matematicas sdo inventados ou descobertos?” (BICUDO; GARNICA, 2003, p. 30).

Primeiramente é importante entender o que é conceituar e o que é necessario para
concretiza-lo. Conceituar exige agao intelectual e envolve atividades mentais, uma vez
gue ndo se trata simplesmente de uma descoberta, fruto de uma atividade conseguida
gratuitamente ou por acaso, mas provém da consequéncia de um arduo trabalho mental
de insisténcia da verdade. Trata-se de um processo ldgico que privilegia as descricdes dos
objetos matematicos e das relagdes e estruturas que os unem (BICUDO; GARNICA, 2003).

Segundo Duval (2005), quando se aborda o conhecimento no ambito da Matematica,
busca-se a formacdo de conceitos, ou seja, dar forma a um conceito, a partir da utilizacao
da linguagem matematica, também entendida e explicada nos estudos da semidtica. Uma
vez que o objetivo do ensino da Matematica nas séries iniciais ndo é formar futuros
matematicos e, sim, proporcionar aos alunos instrumentos que lhes serdo eventualmente
Uteis mais tarde, torna-se necessdria uma abordagem cognitiva, que contribui para o
desenvolvimento geral de suas capacidades de raciocinio, de andlise e de visualizacdo.
(DUVAL, 2005).

A compreensdo dos conceitos matematicos acontece a partir de experimentacdes e
descri¢des, as quais sao feitas juntamente com conceitos anteriormente adquiridos. As
construcdes de graficos permitem o fornecimento de imagens visuais, que sdo utilizadas

para verificacdo das teorias e dos assuntos estudados. Nesse contexto, verifica-se uma
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articulacdo entre a coeréncia da Matematica Elementar e a consequéncia da Matematica
formal, visando a descricdo de sua definicdo (PINTO, 2001).
De acordo com Vaz (2010), a finalidade do pensamento em Célculo Diferencial e

Integral consiste em desenvolver o significado dos conceitos bdsicos de:

Fungbes: na modelagem cujo modelo é expresso matematicamente

através de equacdes e grdficos, pela relacdo de varidveis e pardmetros.

e Limites: no estudo da vizinhan¢a de um ponto e da tendéncia de valores

cada vez maiores ou menores.

e Derivada: como taxa de variacGo nos fenémenos e interpretacdo do

valor da derivada, para o estudo do comportamento de uma fungdo.

e Integral: no cdlculo operacional, como na anti-derivada e na
interpretagdo geométrica, como na soma de infinitésimos numa relagéo

do cdlculo infinitesimal e do cdlculo.

Segundo Pais (2010), a formacdo do conceito requer a construcdo de uma rede de
situacdes, “em que o novo se apresenta revestido de ocorréncias ja vivenciadas e
articuladas longe de um contexto isolado”. Da mesma forma como uma unica situagao,
geralmente, envolve uma diversidade de conceitos, é importante ressaltar que a
formacao de um conceito ndao ocorre por meio de um unico tipo de situagao. O desafio

"

para o professor de Matemadtica consiste em destacar “ os invariantes referentes ao
conceito principal que conduz a aprendizagem no momento considerado, articulando-os
com outros conceitos ja aprendidos pelo aluno. De posse dos conceitos ja elaborados, o
aluno é desafiado a compreender outras situacdes, onde aparecem os novos conceitos e
novos invariantes “. Portanto, conclui-se que a aprendizagem ndo pode ser efetuada em
um contexto isolado, como se o significado pudesse subsistir por si mesmo (PAIS, 2016).
No contexto internacional, a obra de Caraca (2000), intitulada “Conceitos
Fundamentais de Matematica”, apresenta um estudo na forma qualitativa, com descricdo
reflexiva, analitica e simples, visando exprimir rigor maximo na forma de expor os
conceitos fundamentais de Matematica. O seu conteldo aborda o que é conceituacao,
utilizando a linguagem retdrica, sem abuso da algebrizacdo, e ressaltando com prioridade

o tratamento aritmético e geométrico dos conceitos.
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Caraca (2000) inicia o estudo de niumeros com o problema da contagem e da medida,
chegando aos limites e a questdo da continuidade; na area de calculo diferencial, passa
pelo conceito de funcdo e infinitésimo. Sua abordagem é descritiva, com uso da aritmética
e interpretacdo geométrica, sempre evidenciando o que se denomina significado
geométrico. Ao abordar o conceito de limite, parte do comportamento de sucessao de
numeros e de problemas do movimento. Para definicdo de limites, que é rigorosa, os
autores fazem uso da linguagem verbal; a simbologia é necessaria apenas para a definicao
do conceito de limite. Também, é importante destacar que o autor faz um estudo de
séries quanto a seu comportamento de convergéncia e aponta um debate constante com
o leitor, chamando-o para a necessidade de verificar que, ao criar um conceito, o rigor
vem depois da experimentacao (CARACA, 2000).

Outra obra de destaque é “O que é Matematica?”, de Richard Courant e Herbert
Robbins (2000). Conforme mostra o subtitulo, essa obra traz uma abordagem elementar
de métodos e conceitos. No prefacio da primeira edi¢gao, Courant et al. (1941) apontam a

seguinte adverténcia:

O ensino de Matematica tem sido algumas vezes degenerado em
exercicio repetitivo e vazio de solucdo de problemas, o que pode
desenvolver capacitacdo formal, mas nao conduz a uma real
compreensdo ou independéncia intelectual. A pesquisa
matemadtica tem mostrado uma tendéncia no sentido da
superespecializacdo e da énfase excessiva na abstragdo. As
aplicacoes e ligacGes com outros campos tém sido negligenciadas
(COURANT et al., 1941, p.33).

Conforme destaca o autor, o processo didatico adotado pelos professores de
Matematica necessita de mudangas. A aplicagdo de exercicios repetitivos favorece a
capacitacdo formal do aluno, mas ndo desenvolve a sua compreensao ou independéncia

intelectual. Surge a necessidade de interligacdo desta disciplina com as demais ciéncias.

A obra de Courant et al. (2002), ao definir o que é Matematica, ressalta que a
Matematica é a forma dedutiva, a meta, a intui¢ao e a construg¢ao da expressdao da mente
humana. As formas propulsoras de expressar os conceitos matematicos, na visdo desses
autores, refletem a vontade ativa, a razdo contemplativa, e o desejo da perfeicao estética.
Seus elementos basicos sdo a andlise e a construcdo, a légica e a intuicdo, a generalidade

e a individualidade.
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Apds essa reflexdo sobre a importancia da construcdo do conceito é importante
destacar a contextualizacdo do Calculo e sua aplicabilidade social. O contelddo a seguir

aborda a histéria da construcdo do Calculo.

1.2 Contextualizagao Histdrica da Construgao do Calculo

Este item apresenta um breve relato histérico de como iniciou o Calculo Diferencial e
Integral, especificamente o calculo de limites de funcdes reais. Também apresenta o
conceito de funcdes reais e alguns exemplos de suas utilizagdes. Por fim, discorre sobre o
conceito intuitivo de limite no contexto do Ensino Médio.

Pode-se afirmar que, com base nos estudos dos movimentos dos corpos, somente no
século XVII os génios Leibniz e Newton deram inicio aos escritos sobre o que viria a ser
chamado por nds de Célculo Diferencial e Integral. Naquela época era estudado o
movimento dos corpos e a Matematica que eles dispunham n3o conseguia representar
com perfeicdo o que lhes passava pela mente (PAIVA, 2010). Segunda Paiva (2010), talvez
a inspiracdo tenha vindo da Grécia Antiga, e eles passaram a imaginar e representar
algebricamente o universo infinitamente pequeno. Esta percepcao levou filésofos gregos
a concluirem coisas até absurdas, como os paradoxos de Zendo, no século V a.C. na
Grécia, conforme mostra a Figura 1.

Entre esses paradoxos é famoso o de Aquiles e a tartaruga. Ao perseguir a tartaruga, o
corredor olimpico Aquiles jamais alcangaria o animal. Assim, quando Aquiles percorresse a
metade da distancia entre ambos, a tartaruga ja teria se afastado mais um pouco,
percorrida outra metade da distancia, agora menor que a inicial, e se afastado outro
tanto. E assim, sucessivamente, sempre haveria, por menos que fosse, uma distancia

entre os dois - a tartaruga na frente e o atleta nunca conseguiria alcanga-la.
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Pode-se ressaltar que, naturalmente, o Paradoxo de Zendo é um absurdo, pois Aquiles
alcancara o vagaroso réptil. Assim, é fundamental encontrar o erro existente neste
paradoxo.

De acordo com Rosso Jr.(2011, p. 453), a falha estd no conceito de que a divisibilidade
é infinita. O paradoxo se sustenta na inexisténcia do infinitamente pequeno, por supor
gue haveria uma distancia entre os competidores e que esse espaco jamais seria anulado.
Nessa visdao, tempo é entendido como sucessdo de momentos que seriam indivisiveis, e
durante a permanéncia de um momento nada se movia, nem Aquiles nem a tartaruga. O
mesmo principio se aplica ao conceito de espaco.

Convém destacar que a disputa entre a tartaruga e o atleta Aquiles encerra uma
mentira. Porém, tal engano é de tamanha dificuldade de contestacdo que, mesmo sendo
muito anterior a Era Crista (Pensadores da Antiguidade, anteriores a Pitagoras - 500 a.C.,
ja eram atormentados por essa problematica), esse paradoxo continuou sendo discutido e
defendido pelos neopitagéricos, pensadores da Idade Média. Paiva (2010) destaca a
possibilidade de discutir a dificuldade de entendimento, durante todo esse tempo do
raciocinio utilizado por Arquimedes de Siracusa (século Ill a.C.), para calcular volumes de
sélidos usando a sua divisdao em partes infinitamente pequenas.

Ainda segundo Rosso Jr. (2011, p. 45), o inicio do pensamento de Leibniz e de Newton
abordou a representa¢ao do infinitamente pequeno, ou seja, 0 que ocorre com a variagao
de uma grandeza ou fungdo quando a variavel, normalmente representada pela letra x,
recebe um aumento muito préximo de zero, que pode ser analisada pela seguinte
expressao:

Ax — 0.

- , A
A taxa de variagdo de uma grandeza y, que é representada 2y por , mostra

como tal grandeza varia para pequenos acréscimos da variavel x.

Assim, se y representa a posi¢cao s de um corpo ao longo de uma trajetéria, a variagao
E mostra como a grandeza s varia quando a varidvel t (tempo) sofre aumentos muito
pequenos. Tal taxa de variagdo da posigdao, em relagdo ao tempo é chamada na
Cinematica de velocidade instantdanea. Com essa idéia, e os calculos posteriores, o
paradoxo de Aquiles e a tartaruga cai por terra.
Esse é o principio daquilo que hoje se chama de derivada de uma fungao, que possui

aplicagdes em inumeros campos cientificos. Sempre que se estiver tratando de taxa de
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crescimento, as derivadas de uma funcdo surgem automaticamente, quer estejam
estudando fenémenos fisicos, biolégicos, quimicos, sociais ou econdmicos.

A derivada e a integral definida exprimem-se em termos de certos processos de
limites. A ideia inicial que separa o cdlculo das partes mais elementares da Matematica é
representada pela nocdo de limite. Avila (1981) destaca que a ligagdo entre derivadas e
integrais € uma das descobertas realizadas por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Por essa razao, e varias outras contribuicées para o assunto,
Newton e Leibniz sdo considerados os inventores do cdlculo.

No entanto, é importante ressaltar que o desenvolvimento histérico do calculo seguiu
a ordem contrdria daquela apontada nos textos e cursos basicos atuais sobre o assunto:
ou seja, primeiramente descobre o cdlculo integral e sé muitos anos depois o calculo
diferencial. A ideia de integracao surge através de processos somatérios ligados ao célculo
de determinadas areas e envolvendo nogdes de volumes e comprimentos. Bem mais
tarde, cria-se a diferenciacdo, que resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de
guestdes sobre maximos e minimos. Também foi possivel verificar que a integracdo e a
diferenciagdo estdo relacionadas entre si, sendo que cada uma delas representa operagao
inversa da outra (EVES, 1995).

Dentre as ferramentas de mais alto nivel desenvolvidas pelos matematicos encontra-
se o calculo infinitesimal. Refere-se a uma ferramenta do mais alto nivel, sem duavida, a
mais poderosa e eficaz para o estudo da natureza, por ser uma ferramenta cientifica e
tecnoldgica. De acordo com Eves (1995), pode-se considerar que Newton e Leibniz

descobriram o calculo infinitesimal porque:

1. Sintetizaram dois conceitos que hoje sdao denominados de derivada e integral;
2. Desenvolveram as ferramentas que permitem maneja-lo;
3. Mostraram que sdo conceitos inversos (Teorema Fundamental do Célculo);

4. Ensinaram como utiliza-los para resolver de forma unificada um enorme catalogo
de problemas que até entdo eram estudados caso a caso. O cdlculo infinitesimal
transformou problemas cuja resolucdo requeria o génio de um Arquimedes, um
Galileu, um Fermat ou um Pascal, em meros exercicios ao alcance de um estudante

de Bacharelado.
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O que torna o cdlculo infinitesimal tdo versatil é a grande variedade de processos
matematicos, tecnoldgicos, fisicos, econdmicos e de outras dareas cientificas, que sao
modelizados com derivadas e integrais. A derivada refere-se a um conceito fundamental
da fisica, pois permite estudar velocidades e acelerar varidveis instantaneas, e diversas
formas.

Um outro exemplo da versatilidade do calculo pode se verificar em um exame de
tomografia ou ressonancia magnética. Segundo Rosso Jr.(2011), esses procedimentos
consistem em ondas que entram e saem do corpo humano. E, o que cada onda faz
guando atravessa o corpo humano é considerado uma integral, cujo valor é a diferenca de
intensidade entre a onda que entra e a que sai. A funcdo da maquina consiste em
adivinhar o interior do corpo humano levando em considerac¢ao os valores de todas essas
integrais. Esses conceitos sdo de grande importancia e aplicacdo no mundo moderno.
Sendo assim, é correto dizer que sem alguns dos conhecimentos apontados por Newton e
Leibniz dificilmente alguma pessoa poderia considerar-se culta.

Eves (1995) ressalta que a obra de Isaac Newton contribui para a evoluc¢do do calculo
infinitesimal no século XVII, descobrindo leis fisicas aplicdveis ao universo, como a lei da
gravidade, razdo, razdo inversa e férmulas de modo preciso e racional. Mais tarde, esses
conceitos foram trabalhados pelo matemdatico alemdo George Friedrich e exerceram
grande influéncia na geometria das analises.

Leibnitz Gottfried Wilhelm (1646-1716) surge, em 1675, como inventor do Cdlculo
Diferencial e Integral. Em 1661, Leibnitz se dedicou aos ensinamentos de homens que
revolucionaram a ciéncia e a filosofia como: Galileu, Francis Bacon, Thomas Hobbes, René
Descartes (EVES, 1995). O conhecimento adquirido através dos pensamentos cientificos
apontados por esses cientistas contribuiu para a tese de bacharelado de Leibnitz, que traz
por titulo “O principio do individuo”. De acordo com esse principio, o individuo nao
haveria de ser explanado como matéria somente ou como uma forma, mas
preferencialmente como ser (entidade toda).

Jd em 1666 Leibnitz escreveu “A arte da combinacdo” na qual formulou um texto que
serviu de teoria inicial para algumas inven¢gdes modernas como calculadora e
computadores. Desenvolveu também o principio da razdo suficiente, através do qual
fundamenta que nada ocorre sem uma razdo, envolvendo problematica, espaco e
movimento. Esses principios foram publicados em 1671.

Em 1675 Leibniz formulou o fundamento do Calculo Diferencial e Integral. Essa

descoberta contribuiu para uma nova visdo com relagdo ao tempo e o espago, 0s quais
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pararam de ser considerados como substancias. Nesse periodo, inicia-se o
desenvolvimento do conceito da extensdo e movimento, o que ndo poderia ser
descoberto simplesmente com o estudo da natureza. Sendo assim, a lei basica do
movimento ndo poderia ser encontrada simplesmente com o estudo da natureza (EVES,
1995).

Através de seus estudos criticos a respeito da formula Cartesiana das Leis do
Movimento, conhecida como mecanica, Leibnitz tornou-se, em 1676, o fundador de uma
nova formulacdo conhecida como Dinamica, a qual substitui a energia cinética para a
conservacdao dos movimentos. Dando continuidade em seu trabalho cientifico, Leibnitz
prop6s um processo educacional mais pratico; desenvolveu pesquisas com pressao
hidraulica, moinhos de vento, lampadas, submarinos, reldégios e varios inventos, como
bomba de dgua movida a moinho de vento. Em 1685 publicou New Method for Greatest
and Least: Novo método para o maximo e o minimo, que era uma exposicdo do seu
Calculo Integral (EVES, 1995).

Nesse contexto, é importante ressaltar que Newton e Leibniz descobriram o calculo de
forma independente. As descobertas de Newton ocorreram entre 1666 e 1669, mesmo ja
tendo escrito dois livros em 1671. Devido o pavor de ver suas obras sendo criticadas,
Newton divulgou seus livros a um grupo de colegas, mas ndo os publicou. O primeiro
desses livros foi publicado em 1704 e o segundo em 1736, ou seja, nove anos depois da
sua morte. Leibniz descobriu o calculo entre 1675 e 1676, periodo que corresponde a
dois anos, dos cinco anos que passou em Paris. Mesmo que sua descoberta tenha
ocorrido alguns anos depois de Newton, os descobrimentos de Leibniz foram publicados
antes, em 1684 e 1686. As versdes do calculo de Newton e Leibniz foram conceitualmente
distintas, e seus conceitos fundamentais ligeiramente diferentes dos que se conhecem
atualmente.

Assim, nesse contexto de desenvolvimento cientifico, nasce o conhecido Calculo

Diferencial e Integral. Conforme descreve Avila (1981):

As ideias foram surgindo e se desenvolvendo, gradualmente, nas obras
de vdrios cientistas, como Kleper, Galileu, Simon Stevin (1548-1620),
Pierre de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Blaise Pascal
(1623-1662), Gilles Personne de Roberval (1602-1675), Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), Isac Barrow (1630-1677), Christian Huygens
(1629-1695), John Wallis (1616-1703), além de muitos outros.

29



Porém, merecem destaque especial os nomes de Isaac Newton (1642-
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). (AVILA, 1981, p. 110).

Segundo Leithold et al. (1998), verifica-se que ndo foi antes do século XIX que os
processos do Calculo receberam fundamentacgao sélida por parte de matematicos, como
Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin Lowis Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass
(1815-1897) e Richard Dedeking (1836-1916). Mesmo trabalhando de forma
independente e em periodos diferenciados, Newton e Leibniz vieram mais tarde e
realizaram o trabalho de sistematizacdo das ideias e métodos, aumentando espacos para
novas pesquisas através do chamado Teorema Fundamental do Calculo, que unifica os
conceitos de derivada e integral. A realizagdo de ambos foi motivo para a disputa mais
marcante da histdria da ciéncia ha 300 anos.

Apds um estudo abordando a contextualizagdo histérica do calculo, bem como a
origem do Calculo Diferencial e Integral, é importante definir fungdes reais e os principais
conceitos nesta drea. O conteudo a seguir define fungbes reais e sua aplicacdo na

Matematica.

1.3 FungoOes Reais

Segundo Swokowski et al. (1989), um dos conceitos mais Uteis em Matematica é o
conceito de funcdo. E possivel definir uma fun¢do como uma regra, ou correspondéncia,
gue a cada elemento de um conjunto X associa-se a um Unico elemento de um conjunto
Y. Como ilustragdo, seja X o conjunto de livros de uma biblioteca e Y o conjunto dos
inteiros. Ao associar a cada livro o niumero de paginas que contém, é possivel obter uma
funcdo de Xem Y. No entanto, pode haver elementos de Y que ndo se associam a nenhum
elemento de X.

Tal regra se aplica aos inteiros negativos, uma vez que nenhum livro possui um numero
negativo de paginas.

Outra ilustragdo é apresentada na seguinte regra: sejam X e Y o conjunto R dos reais.

A cada real x é associado seu quadrado x2. Assim, o numeral 3 associa-se ao numeral 9, a

_T5 associa-se %, a \/iassocia-se 2, e assim por diante. Através desses exemplos

obtém-se uma funcdo de R em R.
Para chegar ao conceito que hoje se aplica na Matematica, foi necessario o
desenvolvimento de outros conceitos, tais como o de varidvel dependente, variavel

independente, continuidade, dominio, contradominio, funcdes analiticas, etc. Vasquez et
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al. (2008), apresenta um pequeno resumo sobre as definicdes do conceito de fungdo ao

longo dos séculos como pode ser visto na Figura 2.

Qualquer relacao entre variaveis
Uma quantidade obtida de outras quantidades mediante

operacdes algébricas ou qualquer outra operacao imaginavel.

Século XVII

Qualquer quantidade que varia de um ponto a outro em
Uma curva.

Quantidades formadas usando expressoes algébricas e
Transcendentais de varnaveis e constantes.
Quantidades que dependem de uma variavel
Funcdo de algumas variaveis, como quantidade, que é
composta, de alguma forma, de variaveis e constantes.

Qualquer expresséo util para calcular

Século XV

Correspondéncia entre variaveis.
m Correspondéncia entre um conjunto A e 0s ndmeros reais.
Correspondéncia entre os conjuntos.

Figura 2: Conceito de Fungao ao Longo dos Séculos.
Fonte: VASQUEZ (2008)

Caracga (2000) define fungdo como: “Sejam x e y duas varidveis representativas de
conjuntos de numeros; diz-se que y é uma fungdo de x e escreve-se y= f(x), se entre as
duas varidveis existe uma correspondéncia univoca no sentido x = y...” A x chama-se
varidvel independente, a y varidvel dependente. Muitas férmulas que ocorrem na
Matematica e nas ciéncias determinam funcgdes.

Por exemplo, a formula:
A =mr2,

Associa-se a area A de um circulo de raio r a cada real positivo r um Unico valor de A,

determinando, assim, uma fungdo f, tal que

flr) = mr2.
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A letra r, que representa um numero arbitrario do dominio de f, denomina-se variavel
independente. A letra A, que é um numero do contradominio de f, representa, a variavel
dependente, pois seu valor depende do numero atribuido a r. Quando duas varidveisre A
acham-se relacionadas desta maneira, é possivel descrever que A é funcao de r.

Outro exemplo: se um automdvel caminha a 50km/h, a distancia d (km) percorrida no
tempo t(h) é dada por d = 50¢t; d é de uma funcdo de t.

O enfoque deste trabalho é apresentar f como uma fung¢do de numeros reais. Ou seja,
o dominio e o contradominio sdo representados por subconjuntos de nimeros reais.
Definida uma fung¢do por meio de uma expressdao, se ndao se indica explicitamente o
dominio X, entdo considera-se X como a totalidade dos numeros reais para os quais a
expressao tém sentido.

Por exemplo, se

Admite-se entdo que o dominio seja o subconjunto de reais nao-negativos e
diferentes de 1. Se x pertence ao dominio, diz-se que fé definida em x, ou que f(x) existe.
Se um subconjunto S esta contido no dominio, é possivel ressaltar que f é definida em S.
Se o processo for o contrario, o resultado é a comprovagdo de que fnao é definida em x,

o que significa que x ndo estd no dominio de f.

Muniz Neto (2015, p. 14-17) apresenta em seu livro, Fundamentos de Calculo, as

seguintes consideragdes de fungdes:

“Sejam dados conjuntos reais ndo vazios X e Y.
Informalmente, uma fungdo fde X em Y é uma regra que
associa a cada x € X um unico y € Y . Por vezes podemos
visualizar uma fun¢do f: X — Y de uma maneira mais
concreta por meio de diagramas como o da Figura 3 a
seguir, onde cada seta indica que elemento y € Y esta
associado a cada x € X.” (MUNIZ NETO, 2015, p. 15)
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Figura 3: Exemplo de Fungdo fde Xem Y.
Fonte: MUNIZ NETO (2015).

Escreve-se f: X = Y para denotar que f é uma funcdo de X em Y . Nesse caso, o
elemento y € Y associado a x € X por f é denotado por y = f{x), sendo denominada a
imagem de x € X pela fungao f.

No exemplo da Figura 3, obtém-se a seguinte expressao:

X={1,23},Y={abcd} ef(1)=aq, f(2)=ae f[3)=c

Assim, a é aImagem de 1 e de 2 por f, e c é a imagem de 3 por f. Como atestado pelo
exemplo acima, a definicao de fungdao permite que, no diagrama correspondente, um ou
mais elementos de Y ndo recebam setas ou, ainda, que um ou mais elementos de y
recebam mais de uma seta (observe que ambas as possibilidades estdo presentes na
Figura 3).

Note, contudo, que os diagramas das figuras 4 e 5, a seguir, ndo correspondem a

funcoes.
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Figura 4: X tem Elementos dos quais ndo Partem Seta Alguma.

Fonte: Muniz Neto (2015).

A situacdo da Figura 4 nao corresponde a fungdo porque ndo ha nenhuma seta

partindo do elemento 1 € X.

Figura 5: X tem Elementos dos quais Partem mais de uma Seta.
Fonte: Muniz Neto (2015).

A situacdo da Figura 5 ndo corresponde a funcdo, pois do elemento 1 € X parte mais
de uma seta.
O conteudo a seguir aborda trés definicdes que explicitam alguns tipos extremamente

uteis de funcdes.
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Fungao Constante.

Dados conjuntos ndo vazios X e Y e dado um elemento ¢ € Y, a funcao
constante ¢ de X é a fungdo: f: X —— Y tal que f{x) = c para todo x € X. No
caso extremo da fungdo constante e igual a ¢, definida acima, todo x € X esta
associado a um mesmo y € Y, qual seja, y = c¢. Contudo, as condi¢des impostas
na definicdo de funcdo sdao plenamente satisfeitas, i.e.,, todo x € X estd
associado a um unico y € Y (MUNIZ NETO, 2015, p. 15).

Funcao Identidade.

Dado um conjunto ndo vazio X, a funcdo identidade de X, denotada por Ig: X —— X,
é a funcdo dada por lax(x) = x, para todos x € X. Assim como no exemplo anterior, é
imediato que as condi¢des exigidas pela definicdo de funcdo estdo satisfeitas, de
sorte que /4 é realmente uma funcdo. Para o que segue, dado arbitrariamente n e
N, denotamos por I o conjunto dos n primeiros numeros l.e., {I,= 1, 2,--, n}. Por
exemplo. I1=1,1,=1,2,13=1, 2, 3 e assim por diante (MUNIZ NETO, 2015, p. 15).

Fungdo e Notacdo de Sequéncias e Fungoes.

Uma sequéncia (infinita) de ndmeros reais é uma fungao ff N - R. Uma
sequéncia (finita) de numeros reais é uma funcdo f: I, — R, para algum n € N.
Dada uma sequéncia f: N = R (resp. f: I, = R) é costume denotar, parak =1
inteiro, ax = f(k). Desta forma, obtemos a notagdo usual para sequéncias, qual
seja, a1 =f(1), az=f(2), a3 = f{3) (MUNIZ NETO, 2015, p. 16)

De um ponto de vista matematicamente mais rigoroso, uma fun¢do é um caso

particular de uma relacdo entre dois conjuntos, de acordo com a defini¢do a seguir:

Dados conjuntos ndo vazios Y e X, uma relacdo de X em Y
(ou entre X e Y, nessa ordem) é um subconjunto R do
produto cartesiano X x Y, i.e.,, R é um conjunto de pares
ordenados do produto tipo (x, y) comxEXey €Y. .SeRé
uma relacdo de X em X, diremos simplesmente que R é uma
relacdo em X. (MUNIZ NETO, 2015, p. 16)
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Conforme foi abordado nas definicdes de fungdes supracitados, segue-se o exemplo :
SeX={1,2,3}eY¥={23,4 5}, o0conjuntoR={(x,y) € (XxY),x=y}éarelagdo de
X em Y dada por R = {(2, 2),(3, 2),(3, 3)}. De fato, esses sdo os Unicos pares
ordenados (x,y),com X € {1, 2,3},Y€E {2, 3,4 5} etaisquex=y.

O exemplo anterior é um caso particular de um procedimento pratico a que se pode
recorrer para construir relacdes especificas R entre conjuntos ndo vazios X e Y: basta
especificar de alguma maneira um subconjunto do produto cartesiano X x Y. Aqueles
pares ordenados de X x Y que satisfazem a especificagao prescrita sdo os elementos de R.
Sendo (x, y) um tal par, diz-se que x e y sdo relacionados por R.

Se R é uma relacdo de X em Y, entdo R c XxY, por definicdo. Reciprocamente,
escolhido um par ordenado (x, y) € X xY, pode ocorrer que (x, y) E Rou (x, ¥) €/R (i.e.,
qgue x e y sejam relacionado por R, ou ndo).

xRy (x,y)€ER

Assim é que, para a relacdo do exemplo anterior, o numeral 3 relaciona a 2 mas 2
ndo relaciona a 3, uma vez que 2 = 3 é falso.

Dentre todos os tipos de relagdao que se pode considerar entre dois conjuntos nao
vazios, o principal é apresentado a seguir.

Defini¢do 2.2.5 “Dados conjuntos ndo vazios X e Y, uma relagdo fde Xem Y é uma
funcdo se a seguinte condicdo for satisfeita. Vx€ X, 3y € Y; xfy ey precisa ser Unico.”
(MUNIZ NETO, 2015, p. 17)

Seguindo os mesmos procedimentos anteriores, escreve-se f: X — Y para denotar que
fé uma funcdo de X em Y e f(x) = y para denotar que o par (x, y) € X xY relacionado por
fi.e., satisfaz x fy. Observe que tal notagdo faz sentido, uma vez que a defini¢do de fungdo
garante que, se (xy1) e (x,y2) sdo pares ordenados em X x Y tais que xfy1 e xfy2, entdo y1 =
y2. Por outro lado, verifica-se que a definicao formal apontada anteriormente coincide
com a definicdo informal dada no inicio desta secao.

Também é possivel trabalhar com fungdes f: X — Y tais que X,Y c R. Em tais casos,
geralmente indica-se quem é o elemento f{x) € Y associado a um elemento genérico x € X

por meio de uma formula em x, a qual explicita uma regra que a funcdo deve satisfazer.
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Por exemplo, pode-se dizer: considere a fungdo f: R — R, dada por f(x) = x2.
Isto quer dizer que a fungdo associa, a cada x € R, seu quadrado x2.

Veja que os requisitos definidores de uma funcdo estdo satisfeitos, uma vez que, a
cada x € R, tem-se associado um Unico outro real f{x), qual seja, x2. Assim é que, ainda em

relacdo a esse exemplo, obtém-se a seguinte formula:

etc.

Quando XY c Re f: X— Y é uma funcdo tal que o elemento f(x) € Y associado a
X € X é dado por uma férmula em x, denota-se por vez tal correspondéncia escrevendo:
f:X->Y
x = f(x).

Assim, a funcdo do paragrafo anterior, que associa a cada x € R seu quadrado x2,

poderia ser denotada da seguinte maneira:

f:R->R
X > X2,

E importante ressaltar que diferentes elementos do dominio de uma funcdo podem
ter a mesma imagem. Se as imagens sdao sempre distintas, entdao a fun¢do diz-se
biunivoca, ou um-a-um. Se f é uma fungdo de X em X e se f(x) = x para todo x, isto é, se
cada elemento x é levado em si mesmo, f chama-se fun¢do identidade em X. Uma fungdo
fse diz uma fungdo constante se existe um elemento c, tal que f{x) = ¢ para todo x do
dominio. Todo elemento de X se relaciona com o mesmo elemento de Y.

Apds um estudo focalizando os conceitos de fungdes reais e sua aplicabilidade no
contexto da Matematica, é importante abordar o limite de fungdes reais. O conteudo a

seguir fundamenta-se neste assunto.
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1.4 Limites de Fung¢Oes Reais

Seja f uma fungdo definida nem intervalo aberto contendo a (exceto possivelmente

no proprio a) e seja L um numero real. A afirmacao
limf(x) =1L
xX—a

Significa que, para todo € > 0 existe um § > 0, tal que
se0<|x—al <, entdo|f(x) —L| <e.

Se limf(x) = L, dizemos que limite de f(x), quando x tende para a, é L. Como ¢
xX—a

pode tornar-se arbitrariamente pequeno, costuma-se reformular a definicdo acima
dizendo que f(x) pode tornar-se arbitrariamente proxima de L escolhendo-se x
suficientemente préoximo de a. Em termos de intervalos abertos, a Gtima parte da
definicdo assim:

Se x esta no intervalo aberto (a — §,a+6), ex # a,

entdo f(x) entd no intervalo aberto (L — ¢, L + ¢)

Utiliza-se a definicdo de limite de fungdes reais quando ha intencdo de expor o
comportamento de uma fungdo nos momentos de aproximac¢dao de determinados valores. O
limite de uma fungao possui enorme importancia em diversos ramos da Andlise Matematica,
principalmente no Célculo Diferencial, na defini¢ao de derivadas e continuidade de fungdes.

Assim, diz-se que uma fungdo y = f{x) tem um limite L quando x — a (—: tende), isto é,
il_l)r}lf(l) =L se, tendendo x para a, de qualquer maneira, sem atingir o valor a,

(v = filx) = L) a diferenga f(x) — L em modulo se torna e permanece menor que qualquer
valor positivo, predeterminado, por menor que seja. Deve-se ter atengdo em ndo supor que
lim f{x) = f{a), (com x tendendo a a), pois lim f{x) (com x tendendo a a) depende do
comportamento de f{x) para os valores de x préximos, mas diferentes de a, enquanto f{a) é o
valor da funcdo x = a (ROSSO JR, 2011, p. 387).
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Conforme apontado anteriormente, o limite tem o objetivo de determinar o
comportamento de uma fun¢do a medida que se aproxima de alguns valores,
relacionando os pontos x e y, 0 que se comprova nos dois exemplos a seguir:

Exemplo 1: Tendo como exemplo a fungdo f{x) = 4x + 1, determine a sua imagem a
medida que o valor de x tende a 2.

Solucgdo: 1iH1(41' -+ 1) =4x2+1=9 ;

z—2
flx) = 4x + 1;

ﬂ2)=4x2+1;

f2) =9.

Exemplo 2. Determine o valor do Limite:

o+t 41
hHl T EEE—
zotoo 275 4+ + 1

Solucdo: Neste caso, coloca-se em evidéncia a maior poténcia de x, tanto no
numerador como no denominador:
" +at+ 1 1+ t+27%) 1

lim ——mm— = lim — =
=400 250 + 1+ 1 rrdoa 22 4 7V 4 £75) 2

Deste modo, os termos do tipo i — 0 quando x — +oo , assim o limite da

5 4 1 €T
f(z) = % funcdo 1 seraiguala
>+

1.5 O Papel do Conceito de Limite no Contexto do Ensino Médio

Apds um estudo abordando o conceito de limite e a definicdo de limite, segue-se uma
apresentagdao da ideia intuitiva de limite, mais apropriada para ser trabalhada
especificamente no Ensino Médio. Assim, o conceito de limite é usado de forma
totalmente intuitiva. No contexto escolar, a palavra Limite é usada para indicar um ponto
gue pode eventualmente ser atingido, mas que jamais pode ser ultrapassado. Paiva (2010,

p. 424 ) traz os seguintes exemplos:
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1. Se injetarmos ar, ininterruptamente em um baldo de borracha em determinado
momento ele vai estourar. Isso porque existe o limite de elasticidade da borracha.

2. No Brasil, o limite minimo de idade para que o cidaddo tenha direito de votar é 16
anos.

3. Para que um foguete entre em érbita, ha um limite minimo de combustivel
necessario.

4. Para que um objeto flutue na dgua, hd um limite maximo para a sua densidade.
Ultrapassado esse limite o objeto afunda.

Ao estudar os limites de uma funcdo exploram-se os aspectos intuitivos desse
conceito. O exemplo a seguir destaca esses aspectos. Considera agora a funcdo f{x),

definida por:

x+2,parax += 3
X) = .
) { 3, parax= 3

Observe o Quadro 1, a medida que os valores de x se aproximam de 3, por valores
menores que 3 (pela esquerda) ou por valores maiores que 3 (pela direita), f{x) se
aproxima de 5.

x |2/23,28/28 /2929 |- 3| 130131323538 39

filx) |4 43|48 485 49 499 |y | - |501/51|52 55 58 59

Quadro 1: Tabela de Valores da Fungao.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Note que f(3) = 3, por definicdo de f{x); no entanto, para valores de x cada vez mais
proximos de 3(porém, diferentes de 3), os valores de f(x) se aproximam de 5.

Observe o grafico de f mostrado na Figura 6:
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+2,parax =3

X
Figura 6: Grafico de: f(x) ={ 3,parax=3

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Pode-se dizer que o limite de f{x) quando x tende a 3 pela esquerdaé igual a 5, e

representado por:

lim f(x) = 5.
x—3-
O limite de f{x) quando x tende a 3 pela direita é igual a 5, e indica-se por:
lim f{x) = 5.

x—3*

Os limites a esquerda e a direita sdo chamados de limites laterais. E como esses dois
limites sdo iguais, diz-se que o limite de f{x) quando x tende a 3 é igual a 5 e pode ser

indicado por:
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11

(Diz-se que o limite de f{x), quando x tende a 3, é igual a 5.)

E possivel representar outro exemplo de limites laterais, considerando a funcg3o:

[Zx —l,5ex=4
fix)= lx+7.sex=4,
cujo grafico é:

Figura 7: Grafico de f(x)=

Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.
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Conforme a analise do grafico dado pela Figura 7, ndo existe };13,11 f(x) . Porém, ao
considerar x tendendo a 4 apenas por valores maiores que 4, ou seja, a direita de 4,
percebe-se que f(x) tende a 11. Assim sendo, diz-se que a fungdo fadmite limite lateral
para x tendendo a 4 pela direita, e que esse limite é igual a 11. Esse fato se escreve
através da seguinte férmula:

lim f{x) = 11.
x—4+

(Lé-se: limite de f{x) para x tendendo a 4 pela direita é igual a 11)

Analogamente, ao considerar x tendendo a 4 apenas por valores menores que 4, ou
seja esquerda de 4, percebe-se que f{x) tende a 7. Esse fato é indicado pela seguinte
expressao:

lim f(x) =7.

x—d—

(Lé-se: limite de f{x) para x tendendo a 4 pela esquerda é igual a 7).

lim f(x)=7 lim f(x) =7
e x—4—

Embora existam os limites laterais x—4+ , eles
lim f(x)
sao diferentes. Isso implica que nao existe o limite x—4 .

De modo geral, uma condi¢cdo necessaria e suficiente para a existéncia do limite L de
uma fun¢do f(x), para x tendendo a um numero a, é que os limites laterais de f{x)
esquerda e direita de a, existam e sejam iguais a L, isto é:

lim f(xr)=L <& lim f(z) = lim f(z)=1L -
T r—a— r—at

Taxa de variagdo instantanea

A taxa de variagdo média de uma funcdo f num intervalo xp x; de seu dominio ndo é
necessariamente igual a taxa de variagdo em cada ponto desse intervalo. O método
empregado para calcular a velocidade do mével no instante t = 1s no inicio deste capitulo
pode ser aplicado no calculo da taxa de variacdo instantanea de muitas outras funcées.

Conforme descreve Giovanni (2013, p. 215), esse método consiste basicamente em se

Ay
determinar o limite da taxa de variacdo média E guando Ax tende a zero.
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Para definir a taxa de varia¢do instantanea de uma fungdo f no ponto xo de seu
dominio, utiliza-se:
. Ay
lim —
Az—0 Az

sendo que

Ay = f{xo + Ax) - f(x0)

e Ax € um acréscimo (ou incremento) no ponto xo . Existem outras maneira de escrever esse

limites, as quais sao:

lim f(xo + Az) — f(x0)
Az—0 Az

Quando se substitui Ax por h (h >0), tem-se:

lim f(@o + Ax) — f(=o)

h —0 h

Ao analisar a Figura 8 é possivel verificar que, quando Ax assume valores cada vez

Ay

menores, ou seja, tende a zero, a taxa de variagdo média Az se aproxima do valor da

funcdo em x( e, como consequéncia, a reta secante tende reta tangente & a curva no ponto
P.
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f".tn +Ax o

of

f (xo)

Figura 8: Gréfico de f
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

Portanto, pode-se dizer que, geometricamente, a taxa de variagdao instantanea
representa o coeficiente angular m da reta tangente a curva y = f{x) no ponto de abscissa

Xo, OU s€ja,

ot — 1 T@0+AD) = (20)
h—0 h

Outro exemplo a ser observado ocorre quando um corpo em queda livre, em t
segundos de queda, percorre uma distdncia em metros de:
s(t) =4,9¢t2.

Ao questionar qual é a velocidade instantanea desse corpo no instante tp = 3s,
verifica-se que a velocidade v do corpo no instante t = 3s é a taxa de variagdo

instantanea da funcdo s no ponto to = 3. Logo:
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v = lim s(to + h) — s(to) = lim

h—0 h—0

s(3+h) —s(3) N

4,9(3 + h)2 — 4,9(3)?

4,9(9 4 6h + h%) — 4,9 x 9
=

ooy OISO 10O
2
v = lim 20, 4h +4,90° _ lim (29,4 + 4,9h) = 29,4
h—0 h h—0

Assim, a velocidade instantanea desse corpo em t = 3s é 29,4m/s. Conforme
foi abordado no exemplo anterior, esse valor é chamado derivada da funcdo
s(t) = 4,9t2 quando t = 3. Pode-se representar a derivada de s(t) = 4,9t2em t = 3
por s’(3). Entdo, o resultado obtido é s’(3) = 29,4.

Apds um estudo tedrico destacando a origem do cdlculo, conceitos de
funcdes reais, limites de fungbes reais e sua aplicabilidade nas séries do Ensino
Médio, torna-se essencial conhecer a ferramenta digital denominada WxMAXIMA,
selecionada para o desenvolvimento desta pesquisa. O capitulo a seguir define a
origem do software WxMAXIMA e sua aplicabilidade no estudo de funcgdes reais
nas séries do Ensino Médio.
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2 CONHECENDO O SOFTWARE WxMAXIMA

A necessidade atual de recursos tecnolégicos, principalmente no contexto
educacional, torna-se gigantesca a cada dia. Os alunos estdo todos interconectados e
conectados com a internet e cada vez mais interessados pelo acesso a informacgdo. Esses
fatores ampliam a ansiedade pela rdpida execucdo de tarefas cotidianas e acaba por criar
uma geracao de alunos e professores que buscam nessas tecnologias novas formas de
ensino e de aprendizagem adequadas ao mundo virtual.

Os recursos tecnoldgicos geram banalizagdes que terminam por contribuir, também,
com o crescente fracasso de varios estudantes de matematica. De certa forma, quando
um individuo é levado a estudar um conteudo Matematico de forma equivocada, a
frustracdo gerada contribui para o aumento do desinteresse pela Matematica (BRASIL,
2000).

A sociedade atual dispde das melhores ferramentas de todos os tempos - grandes
tecnologias, midia digital e midia social - para ampliar as possibilidades de adquirir
conhecimentos. Mas essas ferramentas nem sempre favorecem a inteligéncia do ser
humano quanto ao uso das mesmas. Na verdade, elas podem atrapalhar o
desenvolvimento intelectual do aluno, uma vez que nem todo conteldo disponivel na
internet provém realmente de uma base fundamentada na Matematica.

Analisando essa questdo, e buscando uma forma do ensino em conexdao com uma
nova geracdo de alunos e professores, este trabalho tem por objetivo apresentar um
estudo de caso mais pratico de uma sequéncia didatica para desenvolver o conceito de
limites de fungdes reais usando o WxMAXIMA, procurando dar praticidade na resolugado
de problemas que antes demandavam um esfor¢o complicado e exaustivo, com o uso de
limites de fungdes.

O WxMAXIMA surgiu a partir do Macsyma, um sistema de Algebra Computacional
desenvolvido na década de 1970, no Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT
Projeto MAC). 'Refere-se a um software livre, que permite operar expressdes algébricas e
graficos, operagdes matematicas bdsicas ou avangadas. O fato de o MAXIMA ter uma
Licenca Publica GNU, possibilita ser instalado em qualquer computador e ser explorado ou
distribuido sem qualquer empecilho ou custo adicional. O MAXIMA é uma linguagem
computacional que permite realizar calculos numéricos e simbdlicos, representacdes

graficas e efetuar programacao, possuindo uma grande variedade de comandos para os

! http://andrejv.github.io/wxmaxima/
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mais variados fins em Matematica e aplicaces. E um software de livre acesso, disponivel
para os sistemas operativos usuais, segundo o documento explicativo tutorial que foi
disponibilizado por seus criadores e pode ser consultado através deste endereco
eletrénico:
http://maxima.sourceforge.net/docs/tutorial/pt/Maxima_Bruna_Santos_2009.pdf .

Qualquer usuadrio do software pode digitalizar expressdes matematicas através de uma
sintaxe amigdvel, o que o incentiva a estudar conceitos matematicos. Afinal, isso o
permite avaliar resultados com maior rapidez, além de alterar parametros e configura¢des
dessas expressOes para que possam ser adaptados e aplicados em atividades diversas do
seu cotidiano.

Giraldo (2012) ressalta que o WxMAXIMA se mostra como uma ferramenta sem
precedentes para o ensino do Calculo. Sua importancia estd direcionada a necessidade de
analisar um resultado, ou na eventual andlise grafica, ja que o software também permite a
construcdo de graficos a partir de expressdes algébricas, como por exemplo, as funcoes
reais.

A funcionalidade do WxMAXIMA é para o ensino da Matematica em todos os niveis e
ainda apresenta uma alternativa gratuita, com facil acesso em computadores pessoais e
notebooks, além de o laboratério de informatica da prépria instituicdo de ensino.

Um dos focos desta dissertacdo é mostrar aos alunos e professores um interesse pelo
software WxMAXIMA, afim de integra-lo como uma ferramenta para o ensino.

O conteudo a seguir aponta nog¢des preliminares a respeito do software WxMAXIMA e

sua aplicacdo na area educacional, envolvendo operacdes matematicas.

2.1 Nogoes Preliminares Operacionais

O WxMAXIMA é um software livre que possui versdes para Windows Linux e Mac OS
X. No entanto, este trabalho foi desenvolvido na plataforma Windows e surgiu do cédigo
fonte do Macsyma, criado pelo MIT (Massachusetts Institute of Technology), entre 1968 e
1982. Segundo o artigo de Santos (2009), no ano de 1982 o Macsyma passou a ser
utilizado pelo departamento de energia americano e o professor William F. Schelter, da
universidade do Texas, passou a adotd-lo em suas atividades didrias. E importante
destacar que foi através do esforco de Schelter que foi liberada a licenca do

departamento de energia, tornando livre o cédigo fonte do software.
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Assim, considera-se um CAS (Computer Algebra System), que permite a realizacdo de
operacdes matematicas simbdlicas, calculos numéricos envolvendo nimeros decimais ou
até mesmo decimais com muitos digitos, expansoes e fatoracdes de expressdes.

O conteudo a seguir descreve o download utilizado para o desenvolvimento do
software WxMAXIMA, adotado nesta pesquisa.

2.2 Download do Software

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi utilizada a versdao maxima 17.10.1 para
Windows XP (32bit). O link para este download (de qualquer uma das versdes
supracitadas) é:

https : //andrejv.github.io/WxMAXIMA/.

O tamanho de versdo para windows é de 104 MB.

Download

Downloads

The latest version of wxMaxima is 17.10.1. All files released so far are available from Github and Sourceforge.

Download wxMaxima

Windows Mac 0S X Source
wxMaxima 17 10.1 + wxMaxima 15.04.0 + wxiMaxima 17 101
Maxima 541.0 Maxima 5361

Figura 9: Download Software WxMAXIMA.
Disponivel em: http : //andrejv.github.io/WxMAXIMA/download.html
Acesso em: 19 Dez. 2017.

A seguir sdo descritos os procedimentos adotados para a instalagdo do software

WxMAXIMA.
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2.3 Instalagcao do Software

Apdés o término do download a proxima etapa é a execugcdo do arquivo

maxima-clisp—sbcl -5.38.1.exe, para o qual seleciona-se Préximo , conforme a Figura 10.

&L Instalagdo do maxima-3.38.1 | = | Lﬁhr

Bem-vindo ao Assistente de
Instalacao do maxima-5.38_1

Este assistente guiard voce afraves da instalacdo do
maxima-5.38.1,

E recomendado gue vocé feche todos os outros aplicativos
antes de inidar o Instalador, Isto tornara possivel atualizar
05 arguivos de sistema relevantes sem ter gue relnidar seu
computador,

Clique em Proximo para continuar,

Figura 10: Download Software WxMAXIMA.
Disponivel em: http : //andrejv.github.io/WxMAXIMA/download.html
Acesso em: 19 Dez. 2017.
A proxima secdo descreve os procedimentos para operacionalizacdo do software

WxMAXIMA.
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2.4 Operando o WxMAXIMA

Cada entrada é etiquetada com (%ix), dado que esse i significa INPUT, em
contrapartida, cada saida é etiquetada com (%ox), onde esse o significa OUTPUT. Para
armazenamento de uma entrada na memdria, basta digita-la e finalizad-la com; . Caso o
objetivo seja gerar o resultado dessa operacdo, é necessario finalizar com Shift + Enter.

Exemplo:
Ao digitar em uma célula 5+4 seguido de ; e depois teclar Enter, a entrada fica

armazenada na memoaria, conforme mostra a Figura 11.

r 544

Figura 11: Adicionando com o WxMAXIMA 1.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

O resultado s é exibido se, apds a entrada 5 + 4, digitar Shift + Enter. Ou seja, somente

apos a digitacdo de Shift + Enter é possivel obter uma saida.

>+4;
S

Figura 12: Adicionando com o WxMAXIMA 2.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

A seguir ressalta os procedimentos adotados para manipulacdo das varidveis e

obtencdo dos valores desejados no final de cada operacao.
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2.5 Manipulagao das Variaveis

Sempre que houver a necessidade de atribuir um valor a uma variavel, basta digitar a

variavel seguida de Aspas e, em seguida, o valor desejado.

™)
n

™
k]
N

atb;

a*kb;

20

a™bo;
625

a/b;

Figura 13: Atribuindo Valor a uma Variavel.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

Para os resultados apontados anteriormente, foram criados dois objetos a e b, sendo
gue o objeto a recebeu o numero 5 e o objeto b recebeu o numero 4.

A seguir, utilizamos o software WxMAXIMA para construcado de graficos de fungdes.
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2.6 Construindo Graficos de Fung¢des e Calculando Limites

No WxMAXIMA, a lei de formagdo se define da seguinte forma: f{x) :=. O nome f pode
ser substituido por qualquer outra letra ( a até z).
Para constru¢do do gréfico, neste trabalho, utiliza-se apenas o Rz (grafico
bidimensional). O comando que permite esta a¢do é o wxplot2d. Uma outra alternativa
baseia-se na barra de tarefas, Graficos> Graficos 2d, e por fim a inser¢ao dos valores.

Pode-se exemplificar através da seguinte funcao:

fx)=(x+2)(x+3)(x-5).

Arquive  Editar View Célula Maxima Equagfes Algebra Céleulo  Simplificar | Grdfico | Numérico  Ajuda

L] <G| X[m0 6] o|@] % ]| s o]

Grafico 3d...

Formato do grafico...

Toggle animation autoplay

Animation fremerate...

f Grafice 20 ﬁ‘
Expressdo(des): | (2+2) % (x+3) 7 (x+5) Especial |
Variavel: rx_ De: I—S Para: I 7 [ escala logaritmica
Variavel: Iy_- De: I—EO Para: i 20 I escala logaritmica

i
Lad

Marcagfes: |10

Formato: | embutido vI

Opgoes: | ;J
Arquivo: I @
oK I Cancelar

Figura 14: Construindo Grafico de Fungdes no WxMAXIMA.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

A maneira mais simples de tracar gréaficos no R (grafico bidimensional) é o comando
wxplot2d, que deve ser usado assim:

wxplot2d (fungao, [eixo, inicio, final]).
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Para tracar o grafico desta funcdo, inicialmente define-se numa janela de visualizacao,

que deve ser indicada na fungdo wxplot2d. Observe a Figura 15:

Fiz) i=l=d2)yX{ntI3) * a8 ;

fl:x) :=(x—2) (x—S) (X—S)

i wEplotZd { F{x—5)Y*{=+2) * {=+3)1, I=,-5,71, [¥,-65,28]1)5
plot2d: some walues were clipped.

20 T T T T T T

10

0

-10

20

(-5 (2] (2 +3)

-30

-40

-50

-60

Figura 15: Plotando Fung¢des no WxMAXIMA.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

O comando ratsimp expande a forma fatorada, ou seja, efetua as devidas
multiplicagdes e divisdes.
Observe a Figura 16:

7

ratsimp ($03) ;
f(x):=x-19 x-30

Figura 16: Utilizando o Comando ratsimp.

Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.
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Para o calculo de limites podemos usar a expressao linti(funcdo, varidvel, tendéncia)
ou utilizar a barra de tarefas (Calculo> Encontrar Limites...) e em seguida preencher o

qguadro e por fim clicando em “OK”, como mostra o exemplo a seguir:

Calculo do Limite da Fungdo f(x)=1/x, com (x) tendendo ao infinito e ao menos
infinito.

@h wxMaxima 1?1‘3_1[.& IL . ' , il — | ———

Arquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Algebra r"”—m—!cmé, P ———
|_| El%l _;__,l:‘l &l- DlH |'::Ll|_m Integrar...

Integracdo Risch..,
(9%i1) limit(1/x, x, inf), Mudar variavel...

Diferenciar...
0

Encontrar limite...
Encontrar minimo...
Obter seérie...
Aproximagie de Padé..
Calcular sema...

Calcular produto...

Transformada de j=s=l=s

i Y
Transformada iny| LMite M

Maximao divisor ¢

Expressdo: | i/x
Minimao midltiplo
Dividir polindmic| | Variavel [x
Fragdes parciais.. LA I Erre Especial |
Fracdo continua

Direcdo: |bi|atera| "i

[T Série de Tayler

I QK Cancelar |

Figura 17: Calculo de Limite no WxMAXIMA com x Tendendo ao Infinito.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.
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[ waMaxima 17.101 [ ATI
Arq_uivo __Edita__r View CéF_uEa l\a_[_sm(in_ta

Equagies ﬁ.igt__:bra Calculo | Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

=4 x/mlo|E] @l &

|_||ﬁ||?i;l|
=

(%6i2) limit(1/x, x, minf).
0

Integrar...

Integragdo Risch..,

2o

Mudar variavel...
Diferenciar...

Encontrar limite...
Encontrar minimo...
Obter série...
Aprovimagdo de Padé...
Calcular soma...

Calcular produte...

Transformada de 'r"'“’

Transformada in| Limite

Maxime divisor ¢ a0 |1.|-’x

Minimeo mdltiplo

Dividir polingmic Variavel: | =
Fragtes parciais.. -

e Ponte: | minf Especial |
Direcdo; I bilateral = I

[ Série de Taylor

Fragdo continua

I QK Cancelar |

————————

Figura 18: Calculo de Limite no WxMAXIMA com x Tendendo ao Menos Infinito.

Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

O mesmo Calculo de Limites pode ser efetuado digitando a expressao
limit((1/x),x,inf), e em seguida pressionando Shift+Enter no WxMAXIMA e

limit((1/x),x,minf) e em seguida pressionando Shift+Enter, como ilustrado na figura

seguinte:
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E‘ wiMaxima 17.10.1 [ ATIVIDADES | VIDAS woam” |
Arquive  Editar  View Célula Maxima Equacdes ﬂigfgbra Calculo  Simplificar  Grafica

B =@ Xmo= G clexel v -

3>

(Said) imit(1/x, x, inf),
0

{%i2) limit(1/x, x, minf),
0

Figura 19: Calculo de Limite no WxMAXIMA com x Tendendo ao Infinito e Menos
Infinito.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

O conteudo a seguir mostra os procedimentos a serem adotados pelos estudantes

que utilizam o software WxMAXIMA para salvamento de arquivos.
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2.7 Salvando Arquivos

Para salvar um projeto, clicar na aba Arquivo e selecionar Salvar. Depois de escolher o
local onde o projeto serd salvo, é necessario dar um nome ao mesmo e em seguida salva-

lo. Observe as figuras 20 e 21:

W wxMaxima 16.04.2 [ ndo salvo® |

[ﬂrqui"\m] Editar View Célula Maxima Eguacdes ﬂlgebra Qélgutu Simplificar  Grafico ﬂumér[cu Ajuda

Movo Ctrl-N

Abrir.. ST A

Abrir recente 2 [X_ )

Salvar Ctrl-5

Salvar como... Shift-Ctrl-5 +_2:] A STl el
Carregar pacote... Ctrl-L -1pped.

Carregar arquive batch.., Ctrl-B ! | )

Exportar... :

Imprirnir... Ctrl-P

Sair Ctrl-Q il

(x-5)"(x+2)"(x+3)

Figura 20: Salvando Arquivos.
Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.
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- wxMaxima 16.04.2 [ ndo salvo™ ]

Arguivo  Editar  View Ceéluls Maxima Eguagtes :’llgebra Calculo  Simplificar  Grafico  hluménico  Ajuda

W Salvar come

I8

(U

['_EI » Bibliotecas » Documentos »

%] [P=

risar Documentos §e) I

Organizar » Mova pasta

" Favoritos
B Area de Trabalho
& Downloads

m

Mome

B Area deTrabalho
-+ Bibliotecas
Ij Documentos
& Imagens
J" Musicas
B videos

“  Biblioteca Documentos

Inclur 2 locais

Data de modificac...

Organizar por

Tipo

=~ @

Pasta =

2 Usuario Ll i

1]

Mome:  Grafico

Tipo: |Whole document {*wimzx}

= Qcultar pastas

| [ Cancelar |

ratsimp (%03);

£(x):=x*-19 x-30

Figura 21: Salvando Arquivos.

Apds um estudo tedrico abordando conceitos e origem de cdlculos, fungdes reais,
limites de funcBes reais, construcdao de graficos de limites de funcdes reais, e agora a
aplicagdo software WxMAXIMA e sua contribuicdo nesta drea especifica da Matemadtica, é
importante apresentar os resultados obtidos com a pesquisa realizada, envolvendo um grupo
de estudos formado por 20 alunos, que cursam o Ensino Médio, no CEMTN. Os préximos

capitulos a seguir descrevem os procedimentos, o local da pesquisa, a metodologia e os

Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

instrumentos empregados no desenvolvimento desta pesquisa.
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3 PERCURSO METODOLOGICO

O presente trabalho foi realizado visando a inovacdo na forma como a Matematica é
trabalhada no Ensino Meédio utilizando a Tecnologias Digitais de Informacdao e
Comunicacao (TDIC) e, também, propor formas de inclusdo de projetos que podem ser
considerados relevantes para uma futura escolha profissional do aluno. Trata-se de uma
pesquisa qualitativa do tipo Estudo de Caso, que foi desenvolvida com a participacdo de
alunos voluntdrios do Ensino Médio. O norte desta pesquisa foi a realizacdo de uma
investigacdo a respeito da eficiéncia de contribuicGes de projeto de ensino e
aprendizagem da Matemadtica, com um grupo de 20 alunos do Centro de Ensino Médio de
Taguatinga Norte (CEMTN), os quais realizaram o estudo do conceito de limite de fun¢ées

reais, utilizando o software de Sistema Computacao Algébrica WxMAXIMA.

3.1 Procedimentos da Pesquisa

A realizacdo da pesquisa de campo ocorreu através da formacdo de um grupo de
estudo, que teve como foco o estudo do conceito de limites de fun¢des reais com a
utilizacdo do software livre WxMAXIMA, tendo como base uma sequéncia didatica da
apostila elaborada pelo autor da pesquisa contendo dez atividades, as quais sdo descritas
detalhadamente no préximo capitulo.

A apostila forneceu informacgdes para facilitar a compreensao do assunto em questao,
trazendo nogdes de limites, assim como a resolugdao de atividades do livro Recursos
Computacionais no Ensino da Matematica, da colecio PROFMAT, SBM sobre limites de
fungdes reais utilizando o software WxMAXIMA (APENDICE A1).

O projeto de pesquisa foi submetido ao Comité de Etica em Pesquisa/CEP-UFG, pois
essa dissertacdo versa sobre as atividades desenvolvidas pelos alunos no laboratério de
informatica, avaliando a adequacao da metodologia de ensino proposta e em acordo com
os principios éticos vigentes, tendo sido aprovado por este comité.

Para o desenvolvimento desta pesquisa foi necessario utilizar o laboratério de
informatica da referida escola no contra-turno das aulas regulares. Essa etapa contou com
a colaboracdo de alunos que se prontificaram voluntariamente a participar do
desenvolvimento deste projeto, demonstrando interesse sobre o tema de limites de
funcbes reais e pelos recursos computacionais. Também, pela vontade de iniciar o estudo

do Calculo Diferencial e Integral por desejarem futuramente se graduar em cursos nas
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diversas areas da informatica, engenharias e demais dreas afins que tém como base a
disciplina Matematica ou Calculo Diferencial e Integral.

Sendo assim, os fatores que levaram esses estudantes a participar desta pesquisa
foram: o desejo de ingressar em cursos nas areas de engenharias e informatica e também
prontificarem-se voluntariamente para o estudo em grupo sobre o assunto abordado
neste trabalho, assim como registrado no diario de campo do pesquisador. Esse grupo foi
composto pelo niumero de 20 alunos (maiores de dezoito anos de idade), que estudam no
CEMTN, local onde os encontros foram realizados utilizando os computadores do
Laboratério de Informatica.

Para o desenvolvimento desta pesquisa foram seguidas duas etapas principais, sendo
elas:

e Rotina paradidatica individual em computadores, contendo dez atividades sobre
limites de fungdes reais. Os dados coletados seguiram a sequéncia didatica (sucessao
planejada de atividades progressivas e articuladas entre si) aplicada, apontadas no
APENDICE A1.

e Aplicacdo de questiondrio individual de avaliacdo das atividades com todos os

participantes.

As dez atividades foram apresentadas em grau crescente de dificuldade, sendo que as
atividades 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7: retiradas da obra de Giraldo (2012, p. 209) e adaptadas pelo
pesquisador, atividades 8, 9 e 10 elaboradas e sugeridas pelo autor da pesquisa, com foco no
estudo dos conceitos de limites de fun¢bes reais com a utilizagdo do software livre
WxMAXIMA.

No final do projeto, foi aplicado um questiondrio aos alunos, a fim de colher seus
testemunhos e consideracGes pessoais sobre o projeto. O questionario aplicado encontra-
se em APENDICE A2.

A secdo a seguir descreve o local selecionado para o desenvolvimento da pesquisa de

campo.
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3.2 Local da Pesquisa - CEMTN

O Centro de Ensino Médio Taguatinga Norte (CEMTN) foi inaugurado em 09 de abril de
1963. Conforme mostra a Figura 22, geograficamente essa escola localiza-se na QNC AE
1/2/3, av. SAMDU, na zona urbana norte da cidade de Taguatinga e mantém vinculo
direto com a Secretaria de Estado de Educa¢do do Distrito Federal (SEE/DF) e com a

Diretoria Regional de Ensino de Taguatinga (DRET).

Localizagao CEMTN

Taguatinga Norte, OF

Figura 22: Foto de Satélite Atual do CEMTN.
Fonte: Google Earth.

Por meio do Decreto n. 700, aprovado em 26 de janeiro de 1968, a referida escola foi
transformada em Colégio de Taguatinga Norte (CTN), necessariamente quando foi
implantado o Ensino Colegial, atual Ensino Médio. Por se destacar como referéncia na
formacdo de jovens para o mercado de trabalho, essa escola foi se fortalecendo na cidade
de Taguatinga, que também iniciava sua histéria. Em 1976 o referido colégio passou a
chamar-se Centro Educacional de Taguatinga Norte (CETN).

Por meio da Portaria n° 04 da Secretaria de Educacdo do Distrito Federal, aprovada em
2000, a referida escola passa-se a designar Centro de Ensino Médio Taguatinga Norte

(CEMTN), atendendo ao Ensino Médio completo. Desde entdo, essa instituicdo de ensino
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passa por profundas mudancgas, tanto na area administrativa quanto pedagdgica, sendo a
implantacdo da jornada ampliada para os professores - uma das mais significativas, pois
representou a possibilidade de desenvolvimento de discussdes, planejamentos, através
de avaliacGes coletivas (CEMTN, 2017). Também é importante destacar que as

coordenacgdes pedagdgicas passaram a ser organizadas por dreas curriculares, a saber:

o Area de Cdédigos, Linguagens e suas Tecnologias (Portugués, Arte, Educacio Fisica,
LEM).

o Area de Ciéncias da Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias (Matemadtica, Fisica,

Quimica, Biologia).

e Area das Ciéncias Humanas e suas Tecnologias (Histéria, Geografia, Filosofia,
Sociologia).

Apds uma avaliacdo sobre a aprendizagem e rendimento apresentados pelos alunos,
a aplicacdo metodoldgica do curriculo no CEMTN passou por mudancas no 2° semestre
de 2005. A partir dessa reforma foi adotada a metodologia de atendimento aos alunos
em salas ambiente com hordrio duplo das aulas, otimizando o tempo de aula e os
espacos fisicos da escola. No final do ano letivo de 2005, foi realizada uma reavaliacdo
deste projeto metodolégico e foi possivel identificar varios aspectos positivos, sendo
assim, mantido para o ano letivo subsequente.

Para o ano de 2006 foram estabelecidas mudancas referentes a parte diversificada,
conforme as novas diretrizes para a avaliagdo. Desta forma, o CEMTN incluiu a parte
diversificada como componente curricular com 03 horas/aulas semanais para atender
aos principios norteadores que permeiam o trabalho pedagdgico e que sdao essenciais
para a formacdo do aluno na sua esséncia. Foram adotados como eixos estruturadores
para o desenvolvimento deste projeto os principios que constituem os quatro pilares da
educacdo, quais sejam: o aprender a ser, o aprender a fazer, o aprender a conviver e o
aprender a conhecer (CEMTN, 2017)

E importante destacar que, em 2008, a escola passou por algumas reformas fisicas,
sendo as principais mudancas: criacdo do Laboratério de Informatica, reforma da Quadra
Poliesportiva, construcdo de Arquibancadas, reforma e pintura do Auditério e obtencao

de bens de consumo e permanentes com a verba do Programa de Descentralizacdo
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Administrativa e Financeira (PDAF). A figura 23 a seguir apresenta a Quadra Poliesportiva

e o Laboratodrio de Informatica.

Figura 23: Fotos da Quadra Poliesportiva e Laboratério de Informdtica do CEMTN.

Fonte: Dados Coletados pelo Autor dessa Pesquisa.

Quanto a aprovacdo de alunos no ENEM, é importante descrever que nos anos de
2009 e 2010 a escola permaneceu em segundo lugar em relagdo as escolas publicas do
Distrito Federal e em primeiro lugar em Taguatinga. Além disso, no ano de 2010, a escola
passou a trabalhar com o projeto Ensino Inovador do MEC e com o sistema de Escola
Integral. Dando continuidade aos projetos previstos no PPP, o CEMTN trabalhou-se com
salas ambientes, aulas com horarios duplos e com dois intervalos de 15 minutos,
atendimento pedagdgico em turno contrario, atendimento aos alunos com necessidades
especiais por dois profissionais da drea na sala de recurso construida para este fim.

Atualmente a estrutura fisica da escola é composta por 20 salas de aula, sendo salas-
ambientes equipadas com armadrios e quadros de giz e de pincel, 3 laboratérios (Fisica,
Quimica e Biologia), sala de professores, biblioteca, sala de coordenacdo, secretaria,
mecanografia, sala de multimidia, sala de direcdo, sala da vice direcdo, sala multiuso, sala
para supervisdo pedagdgica, sala para supervisdao administrativa, sala para o grémio
estudantil, quadra poliesportiva, depdsito, sala de Educacdo Fisica, sala de Artes, cantina,
sala de reforco e refeitdério (CEMTN, 2017).

Essa estrutura atende cerca de 774 alunos no turno matutino e 799 alunos no turno

vespertino, conforme o Quadro 2 a seguir.
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Matutino Vespertino
Série | Turma | N°de Alunos Série | Turma | N°de Alunos
1° Ano 0 0 1° Ano 17 718
2°Ano 9 362 2° Ano 2 81
3°Ano 10 412 3°Ano 0 0
Total 19 774 Total 19 799

Quadro 2: Quantidade de Alunos por Ano e Turno.
Disponivel em: http : http://www.cemtn.com.br/?pageid=1418
Acessoem 19 DEZ. 2017.

Na Figura 24, estao explicitas as concep¢des com base nos valores norteadores das

praticas pedagdgicas do CEMTN.
Compromisso
politico ?

Mundo do
trabalho

Solidariedade

FORMACAO NO
ENSINO MEDIO

Cidadania Focona

Compromisso com
a educacdo

leitura

Q. Q. —~

Figura 24: Valores Norteadores do CEMTN.
Disponivel em: http : //www.cemtn.com.br/?pageid=141
Acesso em: 19 DEZ. 2017
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A Figura 24 retrata que a acao pedagégica do CEMTN fundamenta-se em valores
gue sdo imprescindiveis ao fazer pedagdgico, como: a solidariedade, a ética e a cidadania
buscando sempre a formacdo critica do cidaddo e o engajamento de seus atores com o
compromisso publico da qualidade dos servicos prestados no mundo do trabalho, e
também com os principios de igualdade, gestdo democratica, liberdade e valorizacdo do
magistério.

Respeitando os principios supracitados, a organizacao curricular do CEMTN se baseia
no Curriculo das Escolas Publicas do DF, atendendo aos trés eixos estruturadores:
diversidade para atender diferentes grupos em diferentes espacos, exigibilidade para
responder as mudancas e contextualizacdo que da significado e sentido aprendizagem
(CEMTN, 2017). Os conteudos sao concentrados em trés areas do conhecimento, de
conformidade com a Base Nacional Comum Curricular que é uma exigéncia colocada para
o sistema educacional brasileiro pela Lei de Diretrizes e Bases da Educag¢ao Nacional
(Brasil, 1996; 2013), pelas Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais da Educacdo Basica
(Brasil, 2009) e pelo Plano Nacional de Educagao (Brasil, 2014), e deve se constituir como

um avango na construcdo da qualidade da educagao, conforme o Quadro 3 a seguir.
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Area de Conhecimento Componentes Carga Horaria
Curriculares Semanal
Lingua 4h/a
Portuguesa
Inglés 2h/a
Linguagens, CAdigos e Suas Tecnologias
Artes 2h/a
Educacdo Fisica 2h/a
Matematica 3h/a
Quimica 2h/a
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias Fisica 2h/a
Biologia 2h/a
Geografia 2h/a
Historia 2h/a
Ciéncias Humanas e suas Tecnologias . .
Filosofia 2h/a
Sociologia 2h/a
Projeto Interdisciplinar: Redacao Parte 2h/a
Geometria Diversificada 1h/a

Quadro 3: Relagao de Disciplinas de Acordo com sua Carga Horaria.
Disponivel em: http : //www.cemtn.com.br/?pageid=1418
Acesso em: 19 DEZ. 2017.
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Recursos Humanos

Atualmente o quadro de pessoal desta escola é composto por:

2 Orientadoras Educacionais, sendo uma para o turno matutino e outra para o

turno vespertino;

3 Apoios Administrativos nos turnos: matutino e vespertino;

1 Coordenador Pedagdgico por area de conhecimento;

2 Professores de 40 horas para os laboratérios de Ciéncias: Quimica e Fisica;

2 Professores de 40 horas para a Laboratdrio de Informatica;

65 Professores;
e 18 Servidores técnicos-administrativos.

A partir do segundo semestre de 2017 trés turmas (1° A, B e C) fizeram parte do
programa de Educacdo em Tempo Integral do Ministério da Educa¢dao (MEC), cujo intuito
é apoiar os sistemas de ensino publico a atender meta 6 do Plano Nacional de Educacao
(PNE), que prevé, até 2024, a oferta da educagdo em tempo integral em pelo menos 25%
dos estudantes da Educacdo Basica (CEMTN, 2017). E um momento de agdes

compartilhadas entre Unido, Estados e o Distrito Federal para melhorias do Ensino Médio.

Assim sendo, o Centro de Ensino Médio de Taguatinga Norte (CEMTN) constitui-se
como uma instituicao publica muito valorizada por toda a comunidade escolar, tendo em
seus quadros tanto profissionais da educacdo como também alunos dedicados a
formacao critica e consciente do cidadado, promovendo sempre a inovacao e melhoria do
processo de ensino e aprendizagem, sendo uma escola aberta a novos projetos
educacionais.

Apds um estudo descrevendo os procedimentos metodoldgicos e o local selecionado
para esta pesquisa, o capitulo a seguir apresenta os resultados da analise dos dados
obtidos com a aplicacdo das dez atividades da sequéncia didatica e do questionario

aplicado aos alunos.
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4 ANALISE DAS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS COM OS ALUNOS

Apods ser aplicada a sequéncia didatica ao grupo voluntario de 20 alunos que cursam o
terceiro ano do Ensino Médio no turno contrdrio as aulas nos dias 02, 03, 04, 09, 10, 11 e
12 de Abril de 2018, utilizando o Laboratério de Informatica do CEMTN, foi possivel
observar através de anotacOes feitas pelo pesquisador em seu diario de campo que todos
os alunos demonstraram interesse e comprometimento na realizacdo das atividades,
mesmo sabendo que se tratava de uma atividade voluntaria, que nao faria parte de
nenhuma pontuacdo de notas para eles.

As atividades foram desenvolvidas com o auxilio de dois alunos monitores que
demonstraram interesse em conhecer o WxMAXIMA anteriormente. Esses alunos tiveram
oportunidades de conhecer os principais comandos para a realizacdo das tarefas,
gastando aproximadamente uma hora com a orientacdo do professor/supervisor
Leopoldo José Alves para tanto.

O software WxMAXIMA foi instalado em computadores que tinham o sistema
operacional Windows XP do Laboratério de Informdtica, o que proporcionou a todos os

participantes o manuseio e interacdo com o software WxMAXIMA.

4.1 Da Sequéncia Didatica

Nesta secdo, as discussGes sdao desenvolvidas a partir da andlise das atividades e de
seus objetivos.

Foi constatado que os alunos levaram em média 30 minutos para executarem os
principais comandos no WxMAXIMA para realizacgdo da sequéncia didatica, a saber,
calcular limites de fung¢des reais e construcdo de graficos de fungdes reais em 2D, tendo
todos relatados que tal experiéncia foi gratificante, sendo isso registrado no questiondrio
de avaliacdo das atividades (APENDICE A2).

Como parte do processo, todos os alunos receberam um questiondrio de avaliagdo das
atividades (APENDICE A2), a fim de relatar o ponto de vista com relacdo ao
desenvolvimento das tarefas no WxMAXIMA. Foi desenvolvido um diario de bordo pelo
pesquisador, contendo observacdes identificadas durante o desenvolvimento dessas
atividades, através de didlogo com os alunos, visando identificar as dificuldades
apontadas por eles. Dos 20 alunos que participaram desse estudo, apenas 04

manifestaram que tiveram dificuldades de adaptacdo ao Software WxMAXIMA, o que
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corresponde a 20% do total. Isso justifica-se devido a falta de algum detalhe na hora da
digitacdo ou mesmo desatencdo dos alunos.

Outra observacdo constatada foi que os alunos ndo tiveram nenhuma dificuldade
guanto a notacdo de limites, inclusive compreendendo a idéia de aproximacdo e
tendéncia de x para um valor real, algo logo percebido nas primeiras atividades 1 e 2
(conceito intuitivo de limite). A seguir, sdo descritas as atividades solicitadas aos alunos e
suas respectivas resolugdes.

A Atividade 1 (APENDICE A1) solicitou aos alunos a identificacdo do limite de uma
funcdo f, usando a nogdo intuitiva, no software WxMAXIMA. A Figura 25 destaca os

procedimentos adotados para sua resolugdo.

ATIVIDADE 1-Calculo do limite da fungdo f(x)= x-1 quando x tende a 2 e esbogo do grafico de
f com o WxMAXIMA.
|7 s} wxplot2d{pe—1]. [x.~5.51, [y.—-5.5]15

T T T T T

¥
==

T

|

Figura 25: Atividade 1 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Ainda com base no estudo de noc3o intuitiva, a Atividade 2 (APENDICE A1) abordou o
calculo do limite de uma funcdo f e a elaboracdo de um grafico referente a esta funcao,

usando o software WxMAXIMA, conforme ilustra a Figura 26.
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ATIVIDADE 2: Célculo do limite e esboco do grafico da funcdo f(x)= x*+1, quando x

tende a 1, com o WxMAXIMA.
(8512 wiplot2d{[xr241], [x-3.3]. [v.-3.3])5

3 T % T T T T

.‘
K< +1
L=
T
i

Figura 26: Atividade 2 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

Ao resolverem as atividades 3 e 4, 100% dos alunos atingiram a habilidade de calculo
de limites no WxMAXIMA e também a construcdo de gréficos, sendo auxiliados pelo
professor Leopoldo e os dois alunos monitores.

As figuras 23 e 24 a seguir apresentam os graficos produzidos pelos alunos, ao resolver
essas atividades no WxMAXIMA. Assim sendo, a Atividade 3 (APENDICE Al) ressaltou o
calculo do valor limite de uma fungdo e a constru¢dao de um grafico, usando o referido

software. A Figura 27 aponta a resolugao dessa atividade.
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ATIIDATE 3:Célculo do limite e esbogo do grafico da fungdo f(x)= 1/x, quando x
tende para o infinito, com o WxMAXIMA.

voxplot2d (1=, [x,-5.51, [v-5,51)5

1K
L)
T

limit ({14}, , i}

0

Figura 27: Atividade 3 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A Atividade 4 (APENDICE A1) solicitou aos alunos a determinagdo do valor limite e a
elaboragdao de um grafico, colocando em evidéncia a maior poténcia de X, tanto no
numerador quanto no denominador. A Figura 28 mostra as resolucdes e a construgdo do
referido grafico.
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ATIVIDADE 4: Calculo do limite e esbogo do gréfico da fungdo f(x)= XX 1 [ 2CHx+1,
quando x tende para o infinito, com o WxMAXIMA.
[t G+and+ 1) (2 -3 5+i+1)], %inf)

IE‘]

L7 (86 wrplotZd([xAe -+t 421 2510, [ 28] v =2 2%

2 T T T T
|
!
15} \ .
II|
1! \ |
= P ———
= D& A
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0
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G A5 \ -1
e
— |
|
ab .
a5k i
L] | i i | |
-2 0 2 4 & 8

Figura 28: Atividade 4 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A partir das atividades 5 e 6, foi explorada a ideia de limites laterais a esquerda
(minus) e a direita (plus) e também a ideia de limites no infinito, conceitos estes que
foram apresentados no decorrer das atividades, possibilitando também o
desenvolvimento do conceito de limite global ou limite bilateral, como é apresentado na
barra de tarefas do WxMAXIMA.

Levando em consideracgdo as fungées f1(x)=1/x e 2 (x)= 1/x*, a Atividade 5 (APENDICE
Al) teve como prioridade o calculo dos limites dessas fung¢des, quando x tende a O,
guando x tende a 0 pela esquerda e quando x tende a 0 pela direita, e também o calculo
dos limites laterais dessas fungdes, através do uso do software WxMAXIMA. Em destaque,

segue-se a resolucdo e os graficos produzidos pelos alunos, com base na Atividade 5:
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ATIVIDADE 5: Calculo dos limites e esbogo do graficos das fungdes f1(x)=1/x e

S f2(x)= 1/x2, guando x tende a zero, com o0 WxMAXIMA.
lirnit (14, x, 0);

infinity

limit{1/x"2, %, 0,

o

limit( 1%, x, 0, minus)

DG

410 limit{1/x, x, 0, plus)

o

limit{1/x22, x, 0, minus);

o

AP limit{1/x22, x, 0, plus)

Figura 29: Atividade 5 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
7 o513y waplot2d((1/x2], [x,-5 51, [v,~5,51)%
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Figura 30: Atividade 5 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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A Atividade 6 (APENDICE A1) baseou-se no célculo do limite das fungdes g, (X) e
g2 (X) com R*->R, e dos seus limites laterais, através do software WxMAXIMA. A

Figura 31 apresenta a resolucdo dessa atividade.

ATIVIDADE 6:Calculo dos limites laterais e os limites das funcGes g, (x)=x/|x| e

g2 (x)=sen(1/x), quando x tende a zero, com o WxMaxima.
limit{x/absx), x 0)

und

limit{sin{1/), x, 0)
fnd

limit{sin{1/x), x, OF
ind

limit(xfabs(x), x, 0},

und

limit{x/abs(x), x, 0, minus);

=1

limit{x/abs{x), x, 0, plus)
1

limit{sin{1/x), x, 0, minus)

ind

limit{sin{1/), x, 0, plus);

find

Figura 31: Atividade 6 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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Figura 32: Atividade 6 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

As atividades 7 e 8 foram reconhecidamente as mais dificeis pelos alunos. A Atividade
7 (APENDICE A1) ofereceu oportunidades aos alunos para calcular os limites da funcdo
f(x)= x>+ 1/x*— 1 e elaborar seu grafico, através do software WxMAXIMA. Devido o grau
de dificuldade em perceber a distingdo que o programa faz quando os limites laterais sao
+00 e —00, tendo como consequéncia que o limite bilateral ndo existe, mas o programa
WxMAXIMA da como resposta a este limite a expressao infinity para destacar este fato, e
também pelo gréfico, verificar e demonstrar a descontinuidade, o que pode ser

observado nas figuras 33 e 34 seguintes.
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ATIVIDADE 7: Cdlculo dos limites laterais e global e esbogo do grafico da fungdo f(x)= X+1/x-1,
L —. com x tendendo para zero, -1, 1, infinito e menos infinito, com o WxMAXIMA.
%hiZ5) limit(e2+1 e 2—1), %-1 ),

imfirity

limit{{xa2+1 W {xt2-1), x, 0);
=

2T limit (e 2+ W {xr2—1), %, 1)
infirity

5i28)  limit{(2+1 ) (x42-1), %, inf);
1

limit ((x*2+1 W {x"2—1), %, minf}
.1

Figura 33: Atividade 7 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

wiplot2d({pe2+ TR 2=1)], [ -5.3], [y, -3 315

(1))
=

Figura 34: Atividade 7 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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A Atividade 8 (APENDICE A1) descreveu o crescimento populacional de uma pequena
cidade, ocasionando a elaboracao da funcdo:
x*—12x3+15x2-48x+44
h(x) = ;
2x4—24x+22
elaboragao de um grafico mostrando o crescimento populacional dessa cidade no periodo

. Nesse contexto, foi solicitado aos alunos a

de 2000 a 2015 e uma previsdao do que acontece com seus habitantes em 2011, através
do software WxMAXIMA.

Durante a execuc¢do da expressao da Atividade 8 no software WxMAXIMA os alunos
apresentaram maior dificuldade devido a extensdo da mesma. E importante lembrar que
numerador e denominador devem ser colocados entre parénteses para o calculo de
limites e também para a construcdo de graficos. Assim, pelo contexto do problema, os
alunos deveriam fazer uma avaliacdo de x a partir do ano de 2004 ao ano 2015 e variagao
de y ou f{x) de 10 a 150, dados esses extraidos da situagdo-problema, mostrando que
além do conhecimento de execucdo das tarefas do WxMAXIMA sempre hd a necessidade
de abstracdo e raciocinios légicos para que o educando consiga melhor proveito das
ferramentas apresentadas pelo software.

Na Atividade 8, os alunos precisaram ser orientados quanto a construcdao do esboco
do grafico no periodo dos anos 2000 a 2004 e no periodo subsequente dos anos 2004 a
2015. Dai podemos esbogar o grafico que descreve o crescimento populacional dessa
cidade de 2000 a 2015.
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ATIVIDADE 8: Esbogo do grafico da funcgdo h(x)= x-12x>+15x>-48x+44/2x°-24x+22, com o

WXMAXIMA.
& populacdo
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Figura 35: Atividade 8 no Software WxMaxima.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A dificuldade da Atividade 8 também foi o resultado da divisdao polinomial ou
fatoragao da expressao, algo que é possivel ser realizado no WxMAXIMA com a entrada
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da funcdo ratsimp, como no exemplo mostrado na Figura 36 a seguir que corresponde a

2
~ . . ape X ;.
expressao final simplificada h(x) = 5 + 2, como mostrou o exercicio.

I L2 ) hix) :=(x4-12%x"*34+15%x" 240 %*x+44) /(2% 2-24%x+22) ;
xt=13 x3 315 32—-—(—48)3—44

h(x}:= 5

2 xT—=24x 133

ratsimp (%$02)

32—4

h(x}:= 5

Figura 36: Atividade 8 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.

A Atividade 9 (APENDICE A1) abordou um assunto relacionado a escola em que eles
estudam, relembrando a importancia do Projeto Valorizacdo da Escola Publica do CEMTN
do professor Valdison Morais. Esse projeto aborda a importancia de espécies de arvores
no ambiente escolar, bem como a manutencdo e revitalizacdo dos espacos verdes da
escola, inclusive sendo plantadas pelos alunos mais de 40 mudas de varios tipos de
arvores no ano de 2005.

Como a questdo é bem pratica e da vivéncia dos alunos (que fizeram uma observacao
prévia das alturas das arvores da escola), a contextualizacdo e a aplicacdo da férmula da
altura h em metros em funcdo do tempo t em anos foi bem assimilada pelos educandos
qgue logo perceberam que a altura maxima de cada arvore era doze metros, mesmo
quando o tempo t tende para o infinito (¢ = o), evidenciando que o contexto traz mais
significacdo para as novas aprendizagens, de acordo com a defini¢cdo para o Ensino Médio
estabelecida na LDB/96, assim como seu detalhamento e encaminhamento pela
Resolugdo CNE/98, que apontam para uma maior contextualizacdo e interdisciplinaridade
na aprendizagem. Varios dos artigos daquela resolugao sao dedicados a orientar o
aprendizado para uma maior contextualizacdo, uma efetiva interdisciplinaridade e uma
formacdao humana mais ampla, ndo so técnica, ja recomendando uma maior relagcdo entre
teoria e pratica no préprio processo de aprendizado (BRASIL,2000, p 48, volume lll).

Os alunos nesta questdo ndo demonstraram nenhuma dificuldade em construir o
grafico no software WxMAXIMA, colocando a variacdo do tempo t do ano 2005 ao ano

2020 e a altura h variando de 0 a 15 metros.
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A Figura 37 ilustra o grafico feito pelos alunos no WxMAXIMA e em seguida o seu

esboco:

ATIVIDADE 9: Esbogo do gréfico da fungdo h(t)= 12-(120/10+t), com o WxMAXIMA.

(B30 wiplot2d( 1 2= 20010+, [0, 1007, [v.0, 15155

T
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(=1
T

12:120/(x+10)
oo
i

i31 Mt [12=01200 10+, % inf;

12

Figura 37: Atividade 9 no Software WxMAXIMA.
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Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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Figura 38: Atividade 9 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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Por ultimo, a Atividade 10 (APENDICE A1) buscou o conceito intuitivo de limites por
parte dos alunos, tendo os mesmos que completar as lacunas. Nesta questdo ficou
evidenciada a nocdo de proximidade e vizinhanga de x suficientemente proximo de xo, ou
seja, com x tendendo para xo, (x = Xo), f(x) aproximas-se cada vez mais de L, de onde

pode-se entdo escrever:

Lim f{x) =L .
X—X0

A seguir resolugao dessa atividade.

Atividade 10: Completar adequadamente as lacunas com a nogao intuitiva

de limites.

Seja f uma FUNCAQO definida em um intervalo aberto em torno de Xg “Exceto
talvez”em x,. Se f (x) fica arbitrariamente proximo a x, para todos os valores de x
suficientemente préximos de X, (com x TENDENDO para x,), dizemos que f(x) tem

limite L quando X = X, e escrevemos:

lim f(x) =1L

X=X
Isto &, quando X se aproxima de X, f(x) aproxima-se cada vez mais de L ou seja
podemos tomar f(x) tdo proximo de L quanto desejamos, bastando para isso

tomarmos x suficientemente proximo a X .

Figura 39: Atividade 10 no Software WxMAXIMA.
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador.
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4.2 Das Percepgoes dos Alunos Participantes

Segundo os questionarios respondidos pelos alunos participantes das atividades e
também observacdes colhidas pelo pesquisador através do didrio de campo, as respostas
apontaram que o estudo do conceito de limites de fung¢des reais foi relevante, uma vez
gue tal conceito foi relacionado a situaces cotidianas evidenciadas na lista da sequéncia
diddtica contendo dez atividades com situacdes problemas com nivel de dificuldades
crescentes, justamente propostas para melhor aproveitamento e compreensdo do
conteudo de limites de funcdes reais.

E importante ressaltar que o questiondrio aplicado aos participantes dividiu-se em
dois itens: o item i, que abrangeu as questdoes 1 a 8, teve como objetivo verificar a
impressao dos alunos em relacdo a aprendizagem do conceito de limites de fungGes reais
utilizando o software WxMAXIMA; e o item ii, que envolveu as questdes 9 a 12, visou
obter uma analise da percepcdo dos participantes acerca da execucdo do projeto de
estudo no Laboratério de Informatica.

Em relacdo aos dados levantados no roteiro do questiondrio respondido pelos alunos,
é possivel apresentar o Grafico 1 a seguir com as respostas objetivas Sim ou N3do as
guestdes objetivas 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9 e 12. As demais questdes sdo comentadas na

sequéncia.
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Posicionamento dos Alunos quanto as Atividades
Desenvolvidas com o Software WxMAXIMA.

Gréfico 1: Posicionamento dos Alunos quanto as Atividades Desenvolvidas com o

Software WxMAXIMA.
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Fonte: Elaborado pelo Autor

A Questdo 01 (APENDICE A2) apresentada no questiondrio buscou saber se o
contetdo do livro didatico Matematica Contexto & Aplicacdes em trés volumes, de
autoria de Luiz Roberto Dante, editora Atica, 2010, fornecido pelo PNLD (Programa
Nacional do Livro Didatico) utilizado pelos alunos, aborda o conceito de limite de fungGes
reais. Constatou-se que 75% dos 20 alunos responderam com exatiddo que tal contetdo
ndo faz parte do livro didatico adotado. No entanto, os demais responderam “sim” ao
guestionamento, pois lembraram que ja tinham estudado no livro o conceito de funcdes,
ndo se atentando que a pergunta era especificamente para “limites de fung¢des reais”.

Apds responderem a primeira pergunta do QUESTIONARIO DE AVALIACAO DAS
ATIVIDADES (APENDICE A2), foi apresentado para os alunos o livro de autoria de Manoel
Paiva, Matematica Moderna Plus , 2010, onde os mesmos puderam constatar o contetdo
de limites de func¢bes reais conforme mostra a Figura 40, e foi registrada no didrio de
campo do pesquisador a surpresa dos alunos quanto a constatacdo do fato de haver o

conteudo de limites de fun¢Ges reais em outros livros do Ensino Médio.
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Ao serem interrogados a respeito da aplicabilidade do conteldo de limites de fungdes
reais (Questdo 02 do item i, APENDICE A2) para conclusdo do Ensino Médio, foi possivel
constatar a importancia desse estudo para os alunos que estdo concluindo mais uma
etapa em sua carreira estudantil, uma vez que 100% dos participantes responderam
“sim”, conforme aponta o Grafico 1.

A Quest3o 03 do item i (APENDICE A2) buscou o posicionamento dos alunos quanto a
importancia desse estudo para aprendizagem de interpretacdo grafica de fungdes reais. O
Grafico 1 comprova que 100% dos participantes consideram importante esse estudo para
todos que desejam enriquecer seus conhecimentos na interpretacdao de graficos
relacionados a funcgdes reais.

Em relacdo a aplicacdo do assunto limite de funcdes reais em outros conteudos
estudados no Ensino Médio (questdo 04 do item i, APENDICE A2), foi possivel identificar
que 85% dos participantes sdo a favor dessa aplicabilidade, conforme mostra o Grafico 1.

Também, pelo Grafico 1, ficou esclarecido que o uso de novas tecnologias promove o
interesse do jovem no estudo de Matematica (questdo 05 do item i, APENDICE A2), uma
que vez que 100% consideram o uso dessas tecnologias um fator motivacional para se
estudar Ciéncias Exatas.

Foi possivel verificar que o estudo em Laboratério de Informatica, envolvendo
outros alunos que compartilham do mesmo interesse, motiva os estudantes (questao
07 do item i, APENDICE A2), uma vez que 100% se sentiram motivados ao desenvolver
as atividades apontadas nesse projeto, conforme mostra o Grafico 1.

Foi possivel comprovar o interesse de aplicagdo desse projeto a todos os alunos
presentes no projeto (questdo 09 do item i, APENDICE A2), uma vez que 100%

consideram importante esse envolvimento, conforme mostra Grafico 1.

Ficou evidenciado (questdo 12, do item i, APENDICE A2) que 100% dos participantes
responderam “sim” sobre a possibilidade de formacdo de grupos de monitoria para
outros alunos também vivenciarem a experiéncia de aprendizagem no Laboratério de
Informatica, demonstrando assim que os alunos aprovaram essa ideia da monitoria para

estudos de limites de funcGes reais no Laboratdrio de Informatica da escola.

Em relacdo as impressdes dos alunos quanto ao uso do software WxMAXIMA (questdo
06 do item i, APENDICE A2), foi possivel constatar que se trata de um recurso
computacional acessivel, uma vez que 85% dos participantes o consideraram de facil

adaptacdao, como mostra o Grafico 2.
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Adaptacao ao Software WxMAXIMA

Grafico 2: Adaptacao dos Alunos quanto ao Uso do WxMAXIMA.
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Fonte: Elaborado pelo Autor dessa Pesquisa com Base em Respostas dos Alunos.

Ao abordar a participacdo dos alunos no projeto (questdo 08 do item 1,
APENDICE A2), dentre as respostas apresentadas pelos participantes (os 20 estudantes
foram identificados com letras de A ao U ), temos:

e Eu gostei de participar do projeto de pesquisa (Estudantes A e T);

e Gostei de programar e aprender a usar o software WxMAXIMA (Estudante B);
¢ Foi muito interessante construir graficos usando um software (Estudante C);
¢ Resolvi todos os exercicios com facilidade (EstudantesD e U );

¢ Foi uma participacao agradavel muito produtiva (Estudantes E e F);

¢ Foi 6timo trabalhar junto com meus colegas construindo graficos e resolvendo
limites. (Estudantes G e H);

e De grande valia para o aprendizado (Estudantes | e J);
e Gostei de aprender coisas novas (Estudantes K e L);
¢ Construcdo de graficos no computador (Estudantes N e M);
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e Aprendi um novo programa (Estudantes O, P e Q).

Ao responderem a questdao 08 os alunos evidenciaram aspectos subjetivos de

sua participacao no estudo demonstrando satisfacdao quanto ao novo aprendizado.

A quest3o 10 do item ii (APENDICE A2) buscou saber quais as dificuldades encontradas

pelos alunos durante a execuc¢do do projeto de estudo. As respostas encontradas foram:

Para transcrever e digitar as funcdes e expressdes algébricas (Estudantes A, B,
D,F,G,I,J,K,M,N,P,Q,S, Te U);

e Falta de um manual adequado para utilizacdo do software WxMaxima
(Estudantes A, B,D,F,G,1,J,K, M,N, P,Q,S, TeU);

e Falta de computadores mais atualizados e melhores equipados (Estudantes A,
C,E HLOeP)

e Falta de memodria, pois demorava a responder aos comandos (Estudantes A, B,
C,F,G H,L O,PeU).

E plenamente compreensivel que os alunos apontaram tais dificuldades, pois
esses aspectos sao mesmos esperados quando se encara um desafio de aprender a
utilizacdo de um software novo, com comandos especificos para construcdo de graficos e
calculo de limites de fungdes reais. De acordo com as respostas apresentadas pelos
alunos, ao serem questionados sobre as principais dificuldades encontradas durante a
execucdo do projeto de estudo (questdo 10 do item ii, APENDICE A2), verifica-se: auséncia
de computadores mais atualizados e de um manual contendo as instru¢des quanto ao
uso do software WxMAXIMA,; dificuldades em transcrever as fun¢bes e expressdes
algébricas. Nesse contexto, é importante que a escola providencie novos computadores,
elabore um manual de orientacdo para os seus usudrios, a fim de facilitar o
desenvolvimento de novas atividades, que envolvam o uso do software WxMAXIMA.

A questdo 11 do item ii (APENDICE A2) ofereceu a oportunidade para que aluno
apontasse sugestdes de iniciativas dos préprios estundantes para implantagdao de um
projeto como esse na escola. As respostas encontradas foram:

e Formacdo de grupos de monitoria (Estudantes A, B, C,E, F,H,N, O, P,R, T e U);

e Exposicdo do projeto no Laboratério de Informdtica divulgando o software
WxMAXIMA entre os demais colegas (Estudantes |, L, K e M);
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e Apresentar e compartilhar as atividades com o WxMAXIMA para os colegas de
turma (Estudantes D, G,J, Qe S);

¢ Incentivar a participacdao de grupos de estudos no reforco de Matematica no
turno contrario, utilizando o WxMAXIMA (Estudantes A, O, P e U);

e Solicitar ao professor de Matematica da turma pra apresentar o software
WxMAXIMA nas aulas de Matematica (Estudantes |, L e M).

De acordo com as respostas apresentadas pelos alunos, quando solicitados a
apresentar sugestdes para implantacdo de um projeto como esse na escola
(questdo 11 do item ii, APENDICE A2), foi possivel verificar a necessidade de
formacdo de grupos de monitoria, divulgacdo do projeto, apresentacdo do
WxMAXIMA aos demais colegas, como estratégia para motiva-los a participar do
projeto. Os resultados obtidos na questao 11 apontaram que, segundo os
participantes da pesquisa, é interessante montar grupos de monitoria no
Laboratério de Informatica (12 Estudantes), fazer exposicao do projeto com oficinas
no Laboratério de Informdatica (4 Estudantes), socializar a experiéncia das
atividades com os colegas (5 Estudantes), incentivar a participa¢do dos colegas no
reforco de Matematica (4 Estudantes) e solicitar ao professor de Matematica a
utilizacdo do WxMAXIMA nas aulas (3 Estudantes).

Diante do exposto, conclui-se que os alunos participaram de todas as
atividades com o desejo de aprender mais, tanto o conteudo de limites de func¢des
reais com varidvel real quanto também a utilizacdo do software WxMAXIMA para a
realizacdo das atividades, principalmente em relagdo a confec¢do dos esbogos dos
graficos, algo percebido e registrado no didrio de campo do professor pesquisador.

No préximo capitulo, temos as Considerac¢des Finais a respeito do que foi
desenvolvido na pesquisa de estudo de caso em questao.

90



5  CONSIDERAGOES FINAIS

Com o desenvolvimento desta pesquisa foi possivel evidenciar que o estudo de
limites de fungdes reais € um contelddo fundamental para o entendimento de vdrias
guestdes ainda abordadas no Ensino Médio. Neste estudo de caso realizado com os
alunos do CEMTN foi evidenciado um grande interesse pelos alunos participantes, uma
vez que todos foram voluntdrios e iniciaram e completaram o estudo com grande éxito.

Com o intuito de incentivar o estudo de conceitos de limites de fungdes reais,
com o auxilio de recursos computacionais, foi verificada a eficiéncia do uso de sequéncia
didatica em ambiente digital através da execucdo de lista de atividades, bem como, a
verificacdo das percep¢des dos alunos por meio das respostas dadas no questiondrio.

Sem duvida alguma, o atrativo de se aprender um novo software e utilizar os
recursos computacionais do laboratério foi fundamental para implementacao das
atividades. No entanto, o comprometimento dos educandos em parceria firmada com o
autor da pesquisa foi outro fator fundamental, pois os alunos demonstraram por livre e
espontanea vontade, desejo de participar das atividades de limites de funcgdes reais,
procurando melhor preparo para o ensino superior na area de exatas.

A experiéncia adquirida no ambiente escolar do CEMTN, a colaboragao da
direcdo, dos professores, de funciondrios e dos alunos sdo os principais fatores que
contribuiram para a execucdo e a aceitagdo do projeto perante a comunidade escolar.

No Laboratério de Informatica, enquanto desenvolviam as atividades propostas
no software WxMAXIMA, foi possivel observar que os alunos apresentavam dificuldades
na construcdo e leitura de graficos de funcdes e nos conteludos de Matemadtica
trabalhados em aulas expositivas. Porém, ao utilizarem o computador como ferramenta
para o estudo de fungdes, esses alunos conseguiram atingir os objetivos das atividades
propostas com certa facilidade. Esses resultados comprovam que as atividades
desenvolvidas por eles ao fim de cada ciclo tornaram-se mais significativas, uma vez que
os alunos foram compreendendo melhor o conteddo de limites de funcdes reais e
conquistando uma melhor adaptagdo ao software WxMAXIMA.

Outro aspecto importante é que o pesquisador, mesmo ndo sendo o professor
titular regente dos alunos voluntarios, foi capaz de compreender algumas das
dificuldades dos educandos, evidenciadas durante a aplicagdo do estudo de caso, e
pode auxilid-los durante as atividades desenvolvidas, assim garantindo a participacao
e o aprendizado de todos. Fica evidente também que, em momento algum, o
software substitui todo o conhecimento adquirido em sala, muito pelo contrério, a

utilizacdo do WxMAXIMA depende da condicdo de que o usudrio ja esteja
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familiarizado e apto com o conteldo de fungdes reais, para poder amplia-lo e aplica-
lo em outros contextos de ensino e aprendizagens. Foi possivel constatar que o
WxMAXIMA aparece como uma ferramenta de auxilio didatico a fim de engrandecer
o processo de ensino e aprendizagem, diversificando as abordagens nos estudos de
limites de fungdes reais.

Desta forma, concordando com Giraldo (2012, p. 209), “a interpretacdo de
resultados produzidos por ferramentas computacionais simbdlicas, mesmo nos
sistemas de computacao algébrica mais poderosos, como por exemplo o software
WxMAXIMA, nao dispensa ou substitui o conhecimento dos conceitos matematicos
envolvidos.”. Em particular, fica destacado que o0s recursos computacionais
desempenham um papel efetivo para os objetivos das atividades, mas nem por isso
sdo isentas de limitagbes, sendo a interacao professor-aluno algo realmente
imprescindivel em todo o processo de ensino e aprendizagem deste trabalho, sendo
evidenciado a participacdo proativa de cada educando em todo o processo para
alcancarmos os objetivos desse estudo de caso.

Assim sendo, corroborando com o objetivo geral deste estudo de caso, verifica-se
como contribuicdo aos alunos participantes que os mesmos entenderam o conceito
intuitivo de limites e também tiveram ganho na construcdo e andlise de graficos de
funcdes reais com varidvel real, sendo que a aplicacdo do software livre WxMAXIMA
despertou a curiosidade dos alunos e estimulou a participagdo efetiva de todos os
participantes no estudo de limites de funcdes reais, através de um estudo no
Laboratério de Informatica da escola, pois nenhum aluno desistiu das atividades
desenvolvidas e todos se dedicaram até o fim.

Como contribuicdo para professor pesquisador, fica evidenciado que ao promover
novas aprendizagens com os alunos, o préprio professor é desafiado a buscar novas
aprendizagens em TDIC (Tecnologias Digitais de Informagao e Comunicagao), tendo a
possibilidade de ser criado com as atividades desenvolvidas minicursos e oficinas de
capacitacdo e compatilhamento de experiéncias para outros professores na Escola de
Aperfeicoamento dos Profissionais em Educag¢do (EAPE) , no ambito da Secretaria de
Educacdo do Distrito Federal.
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APENDICE Al: ATIVIDADES APLICADAS PARA DESENVOLVIMENTO DA PESQUISA

A UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS :‘
REGIONAL CATALAO I
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA (PROFMAT)
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original ee aprmima dé 1000, mas proisariancs de um femoo sbsudameni
grande pare di=rmps goue apreimadamrans 1005 da 2giao joiedloresizda.

Podemcs reprassmer 8588 siuess makmeticarene por:

Iim B ) — lim

i r=bm i

(L& T bmile dz P {n) guandon lende o maie niindo & 1007

96



UNNERSIDADE FEDERAL DE GOIAS f
REZIOMAL CATALLO

MESTRADO PROFISSIONAL EMMATEMATCA [PROFVA
PROFMAT : " UFG

LIMITES DS FUNGOES REAIS

1- Nogéo Intuiiva de Limite

A Togho ity de limits ests igede'a vérae ideias, dentre slaz ade
fendéncic. Dizer g = Ende & um delerminads valor p, do dominio de ume
funcao, significa que o= vaores g8 w28 AprORimAr de g

Dizer gue o iméEs de una funcdo f, guando x tende & p (repesente-
se°r — pl & igual &L, significa qua, quendo os valores de r se aproimam de p, 08
vaires Fixidafuncan apriximen-se o8 L. Simbolcamenia. esceve-ga;

lim £} = £

VWelames o saguines sxempha:
Afividodn 1 Usando o naplo niuitiva, wamos ide nlificer o imite, guands «
fznde g 2 de hongdo Filxk = —1. O oulro modo, vamaos calculer;

lim(x— )

Wamios consinuir tabelas jare shiermos o valor do fimie:

¥ fifi=x—1 fix: ¥ fiXt=x—1 i)
151 fixi=15 —1 05 55 Flx) = 85 —1 15
18 | flxi= 18 —1 0.5 an Flx) = 621 12
18| flri=18 —1 as| | zm fix)=201—1 | 1#
2| fio= 199 —1 ool [ zoo1| 7=y =2001 —1| om0
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Congzirua o prafice unandis o Sofwars WhlLAXIMA 2 2sbocs o dasenho ahans:
_I_ -
.-_f".---
b g
E L. o *
.i'j-’-’
--",-.
o
= 8 _-__.I" .
.
i
1"“‘-.-.
2 I
--"-....-
a4k _I_.--"'"..
4. 2 n 2 1

Grafico de fx) = &-1
Crifimode fix) = x— 1

Ciossne gue, quendo © lende a 2 tanfo por veloss MEnMEEs 8@ QUENIo por
wales maoes gue 2, fix) eproxima-ge de 1, portanic,
|=IT1 [z—1}=1

E imporiante ooservargue (3= 1 ,uusaja.l:riTEr_:—i}z,rn;Ej.
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Mividade 2 - Cakule o lim (x* # 1), usando & nop2o intuiva
Construindo as tabelas para os valores ca fungda fix) =2° + 1,
Emos:
P fixy=x"+1 fi{x} 1 fixj=x" +1 Fix)
ar firh= 03 +4 143 F fith= (.2¥ +1 2,44
0.5 flir = DAF +1 | 1.64 W] FlE) = o1t + 1 2.2
ag firj= 0.2 +1 | 1.B1 1.0 flx)= L + 1 202
3,55 T — 0,99 +1 | 1,80 TOOT | foa}— 3,001 +1 LooE |
fll=1 +1 |2 fizh= 17 +1 2
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Constua o grofics wondo o Sofvare WisAAKIMA o cobooo o degonko

abemo:
- . -
I
it 4\ J
L [
b i
o X
2B Y
.'__'_,-F..-
" 0k
n |
at
] i i
-a " [ o &

Grafiss o ) =%
Grafcods fixi=2 + 1
Atvidade 3 - Galcule ovalordo Um'rE:l:_r_nm_f

Sougta:

Analisando a8 UNGAD f (1) == f#M0E que, camo o nemesdor da Fagao &
orncioedo, ducnio moor for o donomnador dola, maio prdsdmo dozoro odand o

valarda fungac, ou sea, 1lr_||:_1m%= o .
X

Consiniz o grifico de Fi{x) -%:UE-H.'I'EII:I o Sofiware WxMAXIMA 2 esboce o
dessnho ebaba:
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1
=
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Grafico Elaborado Manualmente pelo Aluno.

UNIVERSIDAIDE FEDERAL DE GOIAS 3
REGHONAL CATALAD .
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA (PROFMAT) L] ]

UFG

PROFMAT
Adnidade 3 - Caiols o walor do Limbte: B 1
i3= f

Angleareds a lunco Fix) =_}_ Mnos que, coma o mumersdor da fecio &
consans, guanto:maorfor odenarmnados gela, s DocaTo de fero dsia @ o waior

dafungao, cuseje fm ] = (
T o B |

Construa o grafico de fv) =_1_ usando o Software WeMaxima e esboca o
desenho abaio K

E-.r,i?

X

-

ura 3 Grafico de M = 1
) I 1x) -

102



LN EHSIUAUE FEUEHAL Uk BOLAS ‘
RECIIMNAL CATALAD

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA [PROFMAT)
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Atvidade 4 - Celemine o valo-do Limie:

kT Fated
lEm

reamiyt oyl

SoducEo:

Meste caEa, davemos colocar emevidencie & maior polEncia o2 x iams no
MLITE MRG0 COMa Mo e nominador:

i i+ aty g b S O o T S B
Im = im = —
seimPr¥ 4 x4 ] admyi4rfextT 2

E

Deste modo, 18 fermos do fibo ~+ [) guando ¥ —+ 490, assim o

[xj®

g i I s S

e T P T T i
Calkcuk o limie de:

| S |

.L.t1.1...':1r5 4 v i
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PROFMAT
| kmndn n Saftwan Wrblarima, qisndn » — =a confirs cnm sla eanneds
antarior.
Construz o grafice usando o Sofware WaklAXIWA & esboce o desanho
abaio:
! ' )
I
-2} \
"r | — e
2 By g
'l"- II
Ly 1
= |
= :: |
'I'E' A
| | 1 I |’ L
- 2 i i ]

grafico g2 fix) (A5x4 1 W2 " 5+x1) = 112
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Atividede 5 - Consides as lungdes i, 7 - Beeis néo-nulos — Aaais,
defnidas pof Fix) = 1fxefhix) = 1/

Use o WxMAKXIMA parz calouler os limites des fungles [, f guando © —
i, compamando oo moulodoes dadoo pols gofraco

Calcuk também os brdes laterals de G guando x — 0= x— 0+ para
ge duas fungtes. Comovoté inferpreds esses resullados speeertados pelo
eoitwam?

Me Atvidads 5, odos o5 im#ss laiereis 230 INFINITOS  Os imites lsleres
de f, poesuem sineis DEDETOS, enquanio os & ) Bm sines ISUARS.

Assim, temos que o lirie da £ & igual _*®  que comesponds & resposiz
dada pelo WhMAKIMA. Porén, ndo podemos represenier o mmis de f, palo
eimbole da infinito. Por =20, o WxMAXIMA =ioma a palavs iminiy esgnificando
gpenas que o imies lateraiz s30 infinitos.
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REGIONAL CATALAD

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS ..‘
MESTRADC PROFI SSIONAL 'EM MATEMATICA (P ROFMAT) ET

UFG

PROEMAT Constres oe grafices das fungbes scima usandoo Software
WeMawma & ashoce o desanho abaive!

Grafico de: i1 (2= ./
o)
ik}
g
L]
¥ : = .T- L] LE ] -I = -"_
L ]
e
Griflco de: f2{x) = 1/x*
A — b
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Ax

PROFMAT

esboce 0 desanho hamo:
Graficode

MESTRADC PROFISSIONAL EM MATEMATICA (PRCFMAT]

UFG
Canstrue os graficos das fungies acma usando o Software WaMAKIMA &

UNNERSIDADE FEDERAL DE GOIAS

REGIONAL CATALAQ ‘.s

Fiizh = 1x

r

T
|

Grafico cet{x)= 1z
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Grafico de: F2iz) = th®

lie*
o
|

Lraficn o TE = 1/

Atvidede & - Consdere 28 fungbez g () 8 g, ()R — B+ definides por
il =xf |xjegix) = senilfch . Use o WxMAKIMA paa calcular imite de
gyfxye imie de g, (x)quandox -0,

Compe= o5 msuizdes dedos peloWalMAKIMA,

Caloule os imies lelerais de g ix)e goixy. Como vood mberpreis eeses
resultados?

Ma Afwidade &, smbos ox limilss propostcs  SAD INDEFINIDNS. pordmn
Coim comporiamentos didintos. No caso da funglo p,(x), o _UMITE n3o exisk
porgue os mies lEereis sxistem, mas s&0 _OPOSTOE. Posm, no caso da g2
nem mesmo o6 limies . LATERAKS  exisiem. Para aporntal assa dilkerenga de
compotamento, o WrNAKIMA =iome o8 ermos. und de undsfined oo
indefinda, no ceso em que o imie giobal NAD EXISTENTES.  porque os fimites
lateraiz exizlem, mas s8o OPOSTOS ;& otermo _ind . no czs0 am gue o fmie
nao exsie por DUiros monos:
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Consirue os graficos das fungdes acima usanco o Software WebAXIMA =
eshome os-desenhos abako:
Grafcods; mixl= 2/ x]
4
§o

b
=0

Grafico. de g1 (x)=xf | x|
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Crafico da: grix) = sen{1jx)

w1560
|
|
I|
.II
lI_.
I-\" ——
.II.
!
|
|
|
|

Gradico de g2 () = gin {1 {4)
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Afivdade 7 - Estude & lunglio Fix)= {2 4 1)/(=% — 1),

Constnea o grafico da fungéo ecima usande o Sofdware WOIMAKIMA & esbooe o

desenho shabo:
Grefico de: Figy=(2 + 1)< - 1}
| |
'] | | d
II 1
. \
- — —
= v 5 :
1 / \ E
| |
1
|
4 I
il o}
4 i ] ']

Erafice oe T {up= [(xhE = P =L}

tilizando o Softrare WeMAXIMA, cakule s mites da fungdo Fix)
dada, quando: [visuafr e esse s miss no gratico).

Al x -1 linfix) = infinity
Blx— Olim fix) = -1
Clx—1 limf{x) = infinity
O} x == lim [z} = 1

Elx—=limfix) = 1
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Grafico Elaborado Manualmente pelo Aluno.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS $
REGIONAL CATALAD _ e
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA (PROFMAT)

8
PROIMAT Ura

Afividade 7 - Estude a fungda f {x) =3¢*‘ +1 15.' it _q

Consirua o grafico da funedo acima usands o Sofware Wi e

esboce o desenha ahain;
Grafico de: Fil) =] faday;
[ \
T i T
Kl |
? ; 1 i { =&
T

Litlizanda o softwae Waddaxima, cabelle os fimites da
fungan T («) dada, quar :i-dn I:'i'IELIEII.IE.' esa8s imites no granco)

e /lﬁiw U] = N TIRITS
Blx 0 UK
Gk 4 A 'L
Do =

E x = -0 fﬂﬂ*"‘ C-ﬂ

(L
fjm,tixf_ )
% ) e |
G L)y dom LX) =1

A+ X~ — o
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Ativdede 8 - Problema sobre creecmsenio populacional

Pesguisadores estudando o cresumento populasional de uma pequens
cadade vercaram gue 3 populegio no Eno 2000 ara de 10 mil hebiartes & =2
manisya eddval 2 0 ano 2004, guando fx descobera uma grands guantdads
de peirdleo na cideds. Gom iss0 houve grands migragss d8 pessoas pars 1a
gumeniands a sua populecio sensivelmeniz.

Estudando o lendmenn, esses peaquissdorss descoonrem que-a pani de
2004 a avolgdo populscionel de cdade pede ser descrie, aproimedaments, por
uma fungBodada por:

¥ —12r* + 157 —4Hx + 44

A= TE 24z 4 07

Emgue hiri€ ommern de habilzms (zm mihass de pessossi e 8 0
witvwehs de Eimipo (e stess] e sl P00, & goe e Jigads i anie bue
ectimetiva da populacan dessa cidade g8 2045,

Com base neeses iiformacies, esbooe um grifico que moste O gue
OOOTE oo 8 populacdo dessa cadade nio periodo de 2030 8 2015 e venligue o
gue aconiese com o numen de habianis em 2011,

“*Fariodo am gue 3 populacdo semanieve astawelem 10 mil hakstianies,

Ano 2000 2 2002 2003 200
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" *Fariodoam gue 3 populacio & cesciie pela lurgdo i

o

UFG

Pl | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2000 | 200 |20 | A2 | 2T | 2074 |2hS

]

Pam descrever o crescimenio populacional da cidads nesss periodo
precisames estudar o comgonamento do grafico em duas siepas: de 2000 2 2004
2 da 2004 2 2015

Como do 2000 2 3004 sebamos qua o numen ds habienies 9o menidws
am 10 mil 2%z apenas conhecer & parle do grafico da fungio b gue conesponds
a0 perindo d2 2004 5 2015

Alem dimen, vimos gue pare r 21 8 x =11, ¢ s comporta como. B
fungao quadratics dada par
.I:
y=g+l
e Bm dominio el 2 s8u grafico & ume pargbola. Aseim, o= pontos do
gréfico de 7 estdo sobre pare dessa pargbola. Enfzo, vamos tsbelas alguns

valoms no nenalod = oo 15

10 4 s 61,40 62.48 B3 114,5
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Dzl podemos esboger o grafico g desceve o cescimenio populacionel
dessa cidads de 2000 2 2015

A popRIngan
tem nihares fo pasaos)

-

]
u '-
nr
-
= 3
| -
ot *
A
—1 | R
| T S s 1 . "
o 4 F v 1E ¥

E % . fam =nnE]

AR
PR

Pain graficn podemns warfear mea, ambnm & rén asiega daficida pars
x = 11, podemos enconirer ovalor pare ogual & funclo h fends guanda o — 11,
gue comesgonds ao numen de habitanies no ano de 207 1. Pera isso, wsemos o

concaibo de limifie.

o4 — 137 + 155% — 4Br + 44 44y T
tL Y= — 2Ax + 22 T T iy e
L S = e
£o11 3 - e ol
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Ativdade 9 - Projere Valorizagso de Escola Publca-CEMTN Jaicha -do-
cemado.

& #spece de jatnbd’ enconirad: no caradoc ¢ 4 de nome centifico
Hymenaszshbocarpa, da famika eguminesse. Também conhecide como @ioba-
do-campo, dioba-de-sema, [slobs-de-casca-fng & pial. O nome jgicoba vem do
guerani & sgnifica “envoe de fruto dem”. Em oulrds eoes do Brasd pedam ser
onoontrdas outros o opéoics do jatoba.

E muito usado na extragio de maderra, o gue & toma uma espécie de
risco de esfingAo. A sue madeirs & muio valorzeda Jevido sua mesistEnca
inclueive pens indos gue 2 usam para {azercanoes,

Sia cesca 8 mesing senem coma remédio pama vanas enfarmidades 2 g
resing ginda pode ser ussdo como veme vwepsiel, incenso,; combustive! & aig

mesmo impemeabilizanis.

ha reviefizag®o dis eepagos verdss do CEMTM, durame & agio do
PROUETO YALORFZAGAO DA ESCOLA PUBLICA em meados do ano de 2005, 0
prokssor Viedison Momss plantou com os slunos Yariss mudeas de avoss como
jglobs-do-cerrado, ipd, juarsromgsé, pauv-pombo, bamigide & jglobd; aldém de
glgumes medas do pat-brzsil, com o inkilo de amenizar as allas Emperaturas
venficedos nos mases: de aposio B sefembro, pico do cima guente e seco do
Dizstrito Maderal, onde se varfica bakizssmas tocas de 12% & 133 umidads do ar
segundas & EMBRAPA, de onds vieram as principais mudas, a allure de uma
arvare de [ghoba, em metnos, pods sar eprsentada pelz Brmula:

171

h=12-
. 10+

Cince hé akbura emmetros 2 ¢ & o empo em ancs: Gonstrue o grafico de
fungio acma usendo o Sofware WalMAKIMA & eshooe o desenho 2bana
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" 11 A AT TN

] L]

: ——

=

&) Cwal a afura da avore aos;

(2112 anos de idade? & metros
(215 anos de idade? T metros

(o} Cual serd sua etura méxima? Cakcule o imie guandos £ — =,

Nl
llﬂ 3 T 12 melros

Alnrdade 10 — Nogio infuitiva de mita

Sejafuna FUNDAG definida em um niewalo abero em fomo de x,, “Excato
telvaz am x, 58 I'i(x) fica erlbitrariemente prisimo B 1, pae todos o= valores da x
suficie migaren prximos e v, (com x TENDE NI para ], dizemos gue fix)
fam imie L quando 3 —= L & S5CEVEMOs:

Jlim Fixk=L
lsto g, quando 1 se apreime 08 xs . Fix) SOKima-se cada waz maisde [ ou

£8% podemas fomar Fix) 120 prisEmo de | ouanio oessjanos, bastendo pare
1550 fomanros ¢ suficenemene priximo a x, .
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APENDICE A2-QUESTIONARIO DE AVALIACAO DAS ATIVIDADES

UMNERSIDADE FEDERAL DE GOLAS
REGIOHAL GATAL A0 ‘
MESTRADD PROFISSIONAL EM MA TEMA TICA
[PROFMET .-
PROFMAT UFG
Objegivos da snirevisia:

il Werfizar a8 mpresssao dos elumos em elagso a-apendizagem de
concedo de kmines de fungles reals uhlzendo o softwans
Wheiklaxima.

| Anslisar 8 percepgeo dos galunos & cerca da exs-cugdo do projeio
e sstudo no Ebomatiio de informalkca.

Rotedro da entrewisia;
Eem pMerhcar a rnpres=fo dos alunos em relac8o a aprend zagemn de
conceEhn da imdle-s de fungie s maiE uliizendo o softwanre WeMaxima

1 Em seu Invro didatico exisle o conleodo Bmides de fungies reais?

2 Voms conmiders Que esse essunhy podera ser esivdedo no Ensing Meoho T

A V¥ooe ache eses aghide impoitants pare aprendizsgam de
nisrpreiegEo grafica de lunphses reais?

4 Em sue opinido, oassunio imile de fungpbes reais & aplicével a
odiros coneddos esiudedos o Enseno Medio?

5 \Voms considers gue O EE0 0= RoVaSE BonolDpiss promoy e o Inisnesss
dia educando no estodo Matemstics ?

&6 Como for sus adaplecio em =legBo o Sofware Welaomo?

e ——— e Py e— e ——— Pe—— Y = R T O (BT — T mL
T 1-EeE - T b - (B Setay- S350 - A Tl LY DT mat
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1.¥ood 52 santiu motvado & estudar nio leboratorio de informiatica com
outros-slunos gue compartithem do mesma nfersass?

8 Desicreve a sua participagio no progato.

Roteire da entravists:

item ii- Analisar & pertepan dos alunos a Cerca oa execugao do pogto e
estudo no Bboatino de informalica

8 Voo acha que esse projeio poderis serestandido & todos os
alunos que estao cursando o Ereero ano do Ensino Medio?

10.0uzi as dficuldades emcontradas duranie a execucko oo progto de
estuda?

11.0ue inicievas Iwres dos slunos podenam ser fatas pam gue asia
projeto foese astendido zos demeais alunos?

12 Em sua conilo s possiwel montanmos grupos de mondona pare

que oultros slunos terham =ssa ependzagem no laboraiono de
nfomatica?

B O Lemarirw <o da fember, o 12 00 - Camorl reewrwiing - Blooa *8 - 0P, 56 - LB T -000 — T {ha)
341 EICE - Tom b : {1 2w 0100 - oy Ccamlan i BrmeaL
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