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RESUMO

Este trabalho objetivou realizar uma investigacdo nas abordagens desenvolvidas
sobre o conjunto dos nameros irracionais nos anos finais do ensino fundamental A
metodologia utilizada é de natureza qualitativa e técnica de analise documental.
Portanto, ndo necessita de interferéncia imediata na pratica empirica e nao impde
interacdo de imediato da construcéo da teoria e a pratica. Deste modo foi observado
como o0 ensino destes nimeros € exposto a estes alunos e como este assunto é
abordado nos livros didaticos de matemética destas séries. Como suporte para o
trabalho € apresentada a exposicdo de procedimentos mateméticos dos elementos
pertinentes ao estudo e a analise de literaturas em duas cole¢des de matematica do
ensino fundamental. Um modelo alternativo € proposto. Verificou-se uma abordagem
estatica e repetitiva para o ensino dos nimeros irracionais, a qual se resume em um
material didatico sem mudancas relacionadas a essa abordagem ou metodologia

aplicada ao ensino dos numeros racionais e irracionais.

Palavras-chave: Ensino Fundamental. Nameros Irracionais. Aprendizagem.



ABSTRACT
This work aimed to carry out an investigation in the approaches developed on the set
of irrational numbers in the final years of elementary school. The methodology used
is of a qualitative and technical nature of documentary analysis. Therefore, it does
not need immediate interference in empirical practice and does not impose
immediate interaction of the construction of theory and practice. In this way it was
observed how the teaching of these numbers is exposed to these students and how
this subject is approached in the textbooks of mathematics of this series. As support
for the work is presented the exposition of mathematical procedures of the elements
pertinent to the study and analysis of literatures in two collections of primary school
mathematics. An alternative model is proposed. There was a static and repetitive
approach to the teaching of irrational numbers, which is summarized in a didactic
material without changes related to this approach or methodology applied to the

teaching of rational and irrational numbers.

Key words: Elementary School. Irrational Numbers. Learning.
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INTRODUCAO

Desde os tempos do antigo Egito trabalha-se com estudos numéricos
visando solucdo de questdes do cotidiano, gerando, desta forma, a interacdo dos
nameros irracionais com termos e questdes praticas de geometria. Questbes como a
divisdo de areas de plantio e areas de subsisténcias a beira do rio Nilo, que apos as
enchentes obrigavam novas marcacdes e divisdes para a restituicdo de posses
destas terras de cultivo. Também fatos matematicos, tais como: o perimetro do
circulo, a diagonal de um quadrado de lado unitario e o numero aureo.

Dentre estas situagfes, uma de importancia para o surgimento dos nimeros
irracionais ocorreu aproximadamente no século V a.C., na determinacdo da relacdo
da diagonal e o lado do quadrado, momento em que se percebeu que estes
segmentos ndo sdo comensuraveis (ditos incomensuraveis). Observa-se que dois
segmentos sd0 incomensuraveis se a razao destes ndo puder ser expressa como
razdo de numeros inteiros. Este episddio no decorrer do tempo foi rotulado de ‘A
Crise dos Incomensuraveis’ (POMMER, 2012).

Adotando que existiu a crise dos incomensuraveis, visto que para alguns
historiadores esta ndo foi confirmada, por volta do periodo V e Il a.C., os
pitagoricos, matematicos destacados desta época

“[...] transpuseram o fato gerado por esta situacgao instituindo o método que
veio constituir-se como caracteristica tipica da cultura matematica grega da
época: a relacao entre a diagonal e o lado do quadrado ndo deveria ser
expressa por um nUmero, mas por meio de elementos geométricos.”
(POMMER, 2012, p. 19)

N&o € dificil indicar esta abordagem grega para numeros irracionais

~ 9

observando um trecho da obra “Dialogo de Platdo”, onde Socrates por meio de um
desenho de um quadrado de lados duas unidades, pede ao escravo de Menon que
Ihe mostre um quadrado com o dobro da area do quadrado desenhado por ele. A
narrativa de Sdcrates, encontrada no Didlogo de Platéo, ilustra a cultura tipica dos
gregos classicos. Segundo POMMER (2012) apés erros e tentativas o escravo de
Menon, de acordo com o texto no Dialogo, mostra a Soécrates um quadrado de lados
iguais a diagonal do quadrado que Socrates havia desenhado inicialmente. Com os
nameros irracionais associados a geometria, pelos antigos gregos, pode ser

pensado se realmente 0s antigos gregos identificavam o0s irracionais como
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nameros? Schubring (2005) coloca como negativo este entendimento por grande
parte dos matematicos e historiadores atuais.

Segundo Schubring (2005) desde a possivel identificacdo da ‘Crise dos
Incomensuraveis’, 0s numeros irracionais permaneceram fora de contexto e nao
compreendidos na Matemética, ocorrendo uma concordancia que até meados do
século XVIII ndo houve trabalho matemético de respaldo para caracterizar ou
conceituar os numeros irracionais e assim configurar os nameros reais. Desta
maneira, uma verdadeira compreensdo dos numeros irracionais, mostrou-se
necesséria desde esta época.

Matematicos trabalharam e formularam teoremas e postulados, como
irracionalidade da raiz quadrada de 2 , numeros de Merssene, aplicacdo em calculos
financeiros, aplicacdo em calculos de engenharia, em biomédicas dentre outros,
reforcando a importéncia do conjunto dos irracionais no uso ou contraprovas de
postulados ou célculos préticos. Esta importdncia também é explicitada e
desenvolvida atualmente de forma mais tecnoldgica pela criptografia computacional,
porém pouco divulgada por envolvimento de patente, como o trabalho de Borges et
al (2018), a qual é usada em comunicagdo virtual e formulacdo de senhas e
codificacédo de sistema de leitura para programas de seguranca.

Observado isto fica evidente a grande importancia do estudo da maneira de
se ensinar 0s numeros irracionais nos anos finais do ensino fundamental (oitavos e
Nnonos anos).

Segundo Pommer & Pommer (2012) a maneira como ocorre a introducéo a
aprendizagem dos numeros irracionais no ensino fundamental sofre variantes, as
quais séo influenciadas pelos fatores geograficos, econbmicos e sociais. Escolas
mais proximas de grandes centros urbanos diferem de escolas interioranas, pois
ambas tém recursos evidentemente diferenciados a disposi¢cdo, como a proximidade
com centros tecnoldgicos e universidades.

Lembrando-se do intuito matematico que foi foco de estudo deste trabalho,
gue é o estudo de como vem sendo abordado 0os nimeros irracionais nos anos finais
do Ensino Fundamental, fica também notorio e trivial que a proximidade com centros
tecnolégicos, como universidades, influi de forma positiva este inicio de
aprendizagem, pois esta proximidade facilita acesso a conhecimentos e praticas
matematicas mais dindmicas e atualizadas, devido ao menor custo de efetivagédo

destas acdes nas proximidades destas instituicdes. A proximidade a grandes centros
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econdbmicos e educadores também interfere de forma mais concisa em projetos
advindos do Governo Federal. Estes projetos partem inicialmente para interferéncias
no livro didatico como o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), que é base
para ensino a algumas décadas.

O norte de ensino na maioria das séries da educacgéo basica, ndo sendo
diferente no ensino fundamental, continua sendo o livro didatico. Este obedece aos
PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS (PCN) e Programa Nacional do Livro
Didatico promovidos pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacgéo
(FNDE). Ainda, de acordo com cada estado, pode ou deve atender a um terceiro
pardmetro, a exemplo o usado no estado de Minas Gerais, o Curriculo Basico
Comum (CBC). Estes parametros e o proprio CBC discorrem maneiras distintas de
organizar o conhecimento a ser adquirido pelo aluno, o que daria assunto extenso e
fora do contexto em questdo. De acordo com POMMER (2011), em formas gerais, 0
livro didatico introduz os nameros irracionais num viés empirico e desenvolve este
tema de modo simplificado, principalmente trabalhando aspectos de célculos
operacionais envolvendo radicais, ndo caracterizando aspectos essenciais, que
permitiiam entender a natureza semantica deste tema.

Os numeros irracionais ndo séo tao intuitivos, sendo seu entendimento um
problema de natureza tedrica. Para que o ensino dos irracionais tenha significado
verdadeiro deve haver um entendimento no modo como aborda-lo, ou seja, como
realizar a passagem do conhecimento empirico, para o conhecimento teorico,
conforme destaca Vigotski (2003). Esta passagem de conhecimento pode ser feita
de forma mais efetiva, a depender da maneira associada ao método empirico, o que
motiva um questionamento na escolha destes processos de introducdo e
consolidacéo a serem adquiridos teoricamente pelo aluno. Logo, é natural pressupor
que o trabalho com imagens em impressos de papel ou softwares seja o caminho a
seguir. Entretanto, um dos exemplos localizado nos livros didaticos destas séries € o0
calculo das arestas de um cubo de volume "X", o qual retorna a raiz cubica de X
como o valor da aresta. Quando este volume for igual a 2, a aresta sera raiz cubica
de 2, medida que nao pode ser construida com geometria descritiva, ou seja, com
régua e compasso. Este fato pode gerar dificuldades de entendimento e veracidade
nos casos de construgcdes a serem estudados pelo aluno, como constru¢des das
diagonais de poligonos e sélidos ou até mesmo na construcdo de simples arestas,

observado que ocorrerd um segmento que ndo pode ser construido.
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Vale salientar que:

...0S numeros irracionais representam uma ideia matematica sofisticada,
nao trivial e pouco intuitiva, dificultando a abordagem deste assunto em sala
de aula. Esta intrinseca caracteristica teérica remete a uma necessaria
busca de recursos didaticos e epistemolégicos para discutir a problematica
de introduzir esse campo numérico de modo significativo, no ensino basico
(POMMER, 2012, p. 27).

A importancia que € devida aos estudos dos irracionais no ensino
fundamental ndo é notada como evidencia Fischbein, Jehian e Cohen (1995, p. 29):
‘Pouca atencdo é dada aos numeros irracionais na Matematica Elementar. A
principal raz8o, em nossa opinido, € que a matematica da escola basica €
essencialmente concebida como um conjunto de aplicacao de técnicas”.

Do exposto, toma-se como norte deste trabalho como é fornecida a
abordagem para o entendimento tedrico por um aluno do ensino fundamental, a
discussao a cerca da forma do ensino destes niumeros neste nivel de ensino e, na
medida do cabivel, como este ocorre, devido a extensdo geografica do pais. Deste
modo, fica subentendido neste trabalho a busca por uma discussao e investigacao
pela metodologia ou forma de exposi¢éo inicial deste assunto aos alunos pelos livros
didaticos (no caso, amostra em uso na rede publica). Caso este intuito seja
alcancado, em algum momento futuro na educacao, ter-se-ia um processo que
possibilitaria a aquisicdo teérica, ao invés de simples operacdo numeérica com
radicais.

Com este contexto de ideias, busca-se, nesta pesquisa documental, prover
discusséo sobre possivel forma de abordagem aos ndmeros irracionais para alunos
do ensino fundamental. Ou seja, discutir uma maneira ou forma homogénea que se
torne propicia no ensino dos nameros irracionais, o que, possivelmente, traria ganho
de aprendizagem no sentido de dar significado ao conjunto dos irracionais, 0 que por

si s6 se justifica 0 escopo deste trabalho.
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1. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste trabalho optou-se pela pesquisa teorica, que € “[...] dedicada a
reconstruir teoria, conceitos, ideias, ideologias, polémicas, tendo em vista, em
termos imediatos, aprimorar fundamentos teéricos” (DEMO, 2000, p. 20). Este
método de pesquisa se molda na busca por melhores maneiras de reescrever
teorias, regras ou normas que justifiquem a realidade e acepg¢bes pertinentes ao
contexto estudado. Um modelo de pesquisa que ndo requer intervencdo direta na
area pratica de resultados, ndo deixa de ser importante, pois fornece de maneira
priméria condi¢cdes para uma possivel intervencdo quando esta for imperativa.
“‘Desta maneira o0 estudo tedrico correto provoca exatiddo conceitual, analise
determinada, procedimento coerente, alegacdo do ponto de vista ndo Unico e
capacidade explicativa” (BAFFI, 2002, p. 4).

Ainda, segundo Baffi (2002), além da diferenca entre tema e area, uma
pesquisa pode ser classificada em relacdo a metodologia aplicada. Assim, costuma-
se dividir os tipos de pesquisa em dois grupos gerais: as tedricas e as empiricas. A
diferenca entre pesquisa teorica e pesquisa empirica pode ser comparada aquela
entre teoria versus pratica, mas como sera descrito na sequéncia, esta relacéo é

muito mais de completude do que simples oposicao.

1.1. Pesquisa do trabalho

A pesquisa tedrica aborda a discussdo e comprovacdo da teoria como
também revisbes de sua validade e alcance. Esta ndo necessita de interferéncia
imediata na pratica empirica, embora isso ndo queira dizer que ela esteja separada
deste fato ou método. Ela ndo imp8e que haja experimento pratico de imediato ou
gue este tenha obrigatoriedade de ser feito. Algumas areas do conhecimento, como
exemplo a Sociologia e a Filosofia, ttm a maior parte de suas pesquisas feitas nesta
metodologia tedrica, porém nada impede que a pesquisa empirica seja trabalhada
nestas mesmas areas.

Tanto a pesquisa tedrica quanto a pratica (ou empirica) podem ser
trabalhadas de maneiras separadas ou de forma interativa. Esta forma conjunta ou
dissociada de trabalho € relacionada ao andamento do objeto de trabalho que se

pretende almejar. O modo de escolha da metodologia parece estar a cargo do
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proprio pesquisador, mas de forma inseparavel esta diretamente ligada a natureza

da prépria pesquisa. Assim, pode-se adotar que

[...] @ metodologia é na verdade determinada pelo recorte da pesquisa e
seus objetivos, visto que um mesmo tema pode implicar em recortes
diversos e que podem demandar tanto 0 método tedrico quanto o empirico.
Por isso, pode-se dizer que é a propria natureza da pesquisa que escolhe
seu método. Pesquisas que objetivam discutir/analisar conceitos ou dar
maior sustentacdo tedrica a questdes de ordem empirica (como a
redefinicdo dos contornos do conceito de “interacdo” a partir das novas
tecnologias, por exemplo) demandam um método tedrico. J& pesquisas que
desejam comprovar ou investigar dados ou fatos (como a eficacia de um
novo medicamento em determinado grupo, por exemplo) demandam um
método empirico. Tudo vai depender de onde se deseja chegar, mas, no
geral, um método acaba complementando o outro, embora seja possivel
dizer que uma pesquisa “penda” mais para uma polaridade ou outra, sendo
mais tedrica ou mais pratica (ENAGO, 2014, p. 01)

Neste trabalho ndo se teve a pretensédo de comprovar nenhum fato, apenas
o desenvolvimento de um estudo sobre o modo de abordagens dos numeros
irracionais nos anos finais do Ensino Fundamental. Desta forma, diante do exposto,
a pesquisa teodrica tornou-se a escolha adequada para o desenvolvimento do
trabalho, visto que atende de modo mais satisfatorio. Para o estudo de abordagens

dadas ao ensino dos numeros irracionais, optou-se pela pesquisa documental.
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2. NUMEROS

Em grande parte dos paises, Numeros e Algebra sio temas fundamentais
no ensino da Matematica nos anos iniciais e intermediarios de escolaridade. Os
Numeros tém um papel fundamental nas aprendizagens matematicas nos anos
iniciais de escolaridade e a Algebra aparece como um tema matematico de
fundamental importancia, a partir dos anos intermediarios. Quando o aprendiz ndo
possui uma capacidade razoavel de trabalhar com nimeros, com suas propriedades,
com seu entendimento sistémico e ndo usa a linguagem abstrata da Algebra, fica
denotada uma séria limitacdo nas suas opc¢des escolares e profissionais futuras e no
seu exercicio da cidadania democratica. Segundo PONTE (2006), em Portugal,
estes temas tém merecido pouca atencdo no campo da Educacdo Matematica,
denotando que este dilema n&o é so6 no Brasil. Areas como a Geometria e Estatistica
tém sido foco de encontros tematicos e ainda sédo o centro de interesse de grupos de
trabalho de professores, pouco sendo vislumbrado o papel dos Numeros e da
Algebra no curriculo escolar. Contextos como estes conotam como possivel
colaborador e razéo pela qual os alunos demostram um fraco desempenho nestes
campos. Desta maneira deve ser observado o que pode ser feito para melhorar as
respectivas aprendizagens.

Voltando ao escopo do trabalho, foi procurado focar estudo e forcas em
discutir a forma de abordagem do ensino dos numeros irracionais feita nos livros
didaticos, descrevendo a partir deste momento algumas caracterizacdes e
formalizagbes pertinentes e minimas ao nivel de ensino, ou seja, a seguir foram

fornecidas as caracterizacdes minimas para o desenvolvimento do trabalho.

2.1 CaracterizagGes dos nameros racionais

A seguir caracteriza-se de forma sucinta 0s numeros racionais e 0S
elementos pertinentes para entendimento do trabalho proposto.

A razao entre dois numeros inteiros a e b, com b ndo nulo, € denominada

fracéo e denotada por %.

Uma fragdo %, a,b €Z, com b # 0, diz-se irredutivel se o maximo divisor

comum entre aebé 1(mdc(a,b) =1). Os numeros racionais costumam ser
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representados por fracdes ordinarias %, a,b € Z, com b # 0. Essa representagdo é

Unica se as fragOes estdo na forma irredutivel e com denominadores positivos. Deste

modo, pode-se definir nimeros racionais conforme a seguir.

Definicdo 2.1.1. Um numero é dito racional se pode ser escrito na forma

%, a,b€Zb=0.

Simbolicamente, o conjunto @ dos numeros racionais pode ser representado da

seguinte maneira:

Q= {% a,b€Zb+ 0}.

A conversdo de uma fracdo ordinaria em numero decimal se faz dividindo o
numerador pelo denominador. O resultado desta divisao € identificado como dizima.
Este resultado da divisdo ou dizima pode ser finito ou ndo. Quando este resultado
for finito trata-se de uma dizima finita, se infinito trata-se de uma dizima infinita.

Deste modo, quando esta divisdo € exata diz-se que é uma decimal finita ou
ndo periddica. Quando a divisdo resulta em divisdo ndo exata ou dizima, o que
significa que em algum momento aparecera sequéncias de um ou mais digitos

repetidos, diz-se que € uma decimal periddica, sendo o periodo a sequéncia de

digitos em repeticdo. Exemplos de decimal finita ou ndo periddica séo:
=0,6 = 0,5 2—025 7—175
- " 2 - » 8 - ] ) 4 - ) .
E de decimal periddica ou nao finita séo:

2 0,6666 5 _ 1,6666 5 _ 0,75757575 35 0,345345345
3— ) s ) 5— ) e ) 99— ) e ,999— ) ey

235 _ 2,37373737
99 —_— ) e

Deste modo tem-se a seguinte definigéo.

Definigdo 2.1.2. Uma dizima peridédica é um numero que quando escrito no sistema
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decimal apresenta uma sequéncia infinita de algarismos decimais que, a partir de
um certo algarismo, repetem-se em grupos de um ou mais algarismos, ordenados
sempre na mesma disposicdo. Esse niumero ou grupo de nimeros que se repetem
ordenados na mesma disposicdo € chamado periodo da dizima.

Assim, pode-se demonstrar, utilizando o Algoritmo de Euclides da Diviséo e
resto de divisores por classe, que toda fracdo irredutivel representa um numero
decimal finito ou periodico (HEFEZ, 2014).

Pelo exposto acima, todo numero decimal finito ou periddico é obtido a partir
de uma fracédo, e toda fracdo, pela caracterizacdo de namero racional, € um niamero
racional. Ou seja, todo numero decimal finito ou periédico € um namero racional.

Por exemplo, o numero decimal periédico 0,333333 ... (tamanho do periodo é
1) é racional. De fato, faca

x =0,333333 ... Q)
Multiplicando o numero x por 10, tem-se
10x = 3,333333. 2)

Subtraindo a equacédo (1) da equacao (2), obtém-se 9x =3, e, portanto, x =

0,333333...= % = % que é um numero racional. Raciocinando de modo semelhante,

pode-se verificar que, de fato, um niimero decimal periddico ou finito € racional.
Outra forma opcional de se caracterizar 0s nimeros racionais pode ser pela

representacdo de fracdes continuas e finitas. Para entendimento deste contexto de

fracGes continuas vejamos a definicdo a seguir:

Definicdo 2.1.3. Uma fracdo continua simples, com a, inteiro e os termos a,

naturais com n > 0, € uma expresséao da forma:

= [aO; aq,0q;,03,0,4, 05 ]
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A representacao [ay; a,a,,as, a4, as ...] € uma forma de representar uma
fracdo continua.

Uma fracdo continua simples pode ter finitos ou infinitos termos. Quando a
tem um numero finito de termos diz-se que ela é uma fracéo continua finita, como no

exemplo abaixo.

1
y=ay+ 1 = [ag; a1, ay, a3, a4, as, Ag)
a, + 1
a, + 1
as + 1
a, +
as + —
Observe que
a5+ai6—%:+1=§;c,dez* (3)

0 que gera um namero racional, pois, como o conjunto dos inteiros € fechado para a

soma e o produto, as * ag + 1 € um namero inteiro.

De modo anélogo, a soma a, +§ também acarreta um numero racional por
analogia a (3). Recursivamente a este método, obtém-se que a fragdo continua finita
y € um racional. Por recorréncia, ao repetir o processo para uma fracdo continua

finita qualquer se consegue verificar que ela € um ndamero racional.

Seja o0 algoritmo dado pela equacgéo (5)

1

b, = bri—ans ,n=1eay =|byl,a; = |b1],a; = |b3), ... ap = |byl, ... (5)
Considere a fracao: %.
140
bozf:lbojzl:aozl
75
b]_:g:}lbljzlﬁalzl
65
b2=_$lsz=6$a2=6

10
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10
b3_?=>[b3j—2=>a3—2
Logo, X0 _28 1
A T T 1
1+ il
6+5

—
' an—1+a_n

1 1
T'():l; T'1:1+I:>T'1:3; T2:1+—1:> T‘2=1,857142
1+

140 140
observe que: 1y <1, <1y ... < - <1rn<r3<rs..,ondex = -

Ou seja, as convergentes de indice par sdo aproximacdes por falta e as
convergentes de indice impar sdo aproximacdes por excesso. Deste modo tem-se a

seguinte definig&o.

Definicdo 2.1.4. Um namero é racional se, e somente se, representa uma fracéo

continua finita.

Este processo do algoritmo dado pela equacdo (5) ndo deixa de ser
semelhante ao anterior para o célculo de uma fracédo geratriz de um namero decimal
periodico, pois os argumentos usados para justifica-lo também s&o o Algoritmo de
Euclides e a classe de restos de uma divisdo. Existem outros métodos com maior
rigor matematico para demonstracdo da definicdo 2.1.4, entretanto exigiria
formulagBes e rigores matematicos fora do contexto desejado para este trabalho,
além de se pretender usar o algoritmo dado pela equacgdo (5) mais adiante.

Aprofundamentos podem ser consultados em Pommer (2009) e Moscibroski (2002).
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2.2. Caracterizagdo dos numeros irracionais.

A caracterizacdo dos numeros irracionais com rigor matematico, de modo
geral, € abordada em graduacfes ou similares. Assim uma caracterizacdo ou
definicdo destes niumeros muito empobrecida, e sem rigor algum, poderia levar ao
entendimento insignificativo destes numeros. E no caso contrario, sendo rigorosa,
nao seria indicada pela cognicdo ainda n&o alcancada pelo aluno do ensino
fundamental. Como a caracterizacdo destes numeros ndo € assimilada de forma
simples ou intuitivamente por alunos do ensino fundamental, o que pode vir a gerar
nem mesmo a no¢do do que deva ser um namero irracional, torna esta crucial para
este ensino (POMMER, 2011).

Fica notdrio que uma caracterizacdo adequada e atermada ao ensino em
guestdo contribuam de maneira extremamente positiva para amenizar as
dificuldades de entendimento dos numeros irracionais pelo aluno do ensino
fundamental. Dentre as obras consultadas, ndo houve apresentacao desta definicao
de forma univoca no sentido de esclarecer o conceito de nameros irracionais e que
atenda a estes preceitos.

De acordo com SOUTO (2010),

... a escolha de uma definicdo para um objeto matematico desempenha um
papel primordial no processo de aprendizagem. Tratando-se da
aprendizagem de um determinado contetido, o objeto matemético é muito
mais amplo do que a sua definicdo, ndo é uma acdo localizada como a
expressdo ou um registro linguistico, é necesséario recorrer a outros
conceitos e teorias que podem revelar novos saberes que o aluno deve
aprender que a definicdo ndo é capaz de expressar, isto €, conceituar exige
muito mais do que definir apenas (SOUTO, 2010, p. 38).

Deste modo, como descrito por Souto (2010), uma definicdo cabal pode ndo
ser suficiente para dar nogcdo ou entendimento de numeros irracionais no ensino
fundamental; pode ou deve ocorrer a necessidade de conceitos e teorias auxiliares e
ou suplementares para este fim. E € com este intuito que listaremos os elementos a

seguir no decorrer deste tépico.

Na sua obra Niven define os irracionais desta forma:

No entanto, existem nUmeros reais que ndo sdo racionais. O nimero V2
ndo é racional, como provaremos mais adiante, neste capitulo. Qualquer
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nimero real, como v/2, que nao é racional, diz-se irracional. De acordo com
esta definicdo, todo numero real, ou é racional, ou € irracional. A reta, ou
eixo, com um ndmero associado a cada um de seus pontos, na maneira
escrita acima, é chamada reta real. Os pontos desta reta se dizem racionais
ou irracionais conforme os nimeros a eles associados sejam racionais ou
irracionais.

Observe que a definicdo acima, de numero irracional, resume-se no
seguinte: qualquer nimero real que ndo possa Ser expresso como razao
a/b de dois inteiros, diz-se irracional (NIVEN, 1984, p. 60).

Observe que Niven (1984) usa uma reta para dar significado empirico aos

irracionais. Exp0e o conjunto dos reais para entdo iniciar 0s irracionais com
exposicdo de v/2. A autora Garcia (2005) propde de forma semelhante, porém com

teorias e técnicas auxiliares como visto na sequéncia abaixo:

NOSSA PROPOSTA

APLICADA NA 82 SERIE

Elemento Motivador: Graficos

Reta real

Numero Real

(é aquele que pode ser representado por um ponto na reta numerada)
Construgéo da reta numerada

(a partir de uma unidade de medida)

Os ndmeros reais sdo obtidos das medidas sobre a reta

NUmeros reais na forma decimal

NUmeros decimais exatos e periédicos

(correspondem aos nimeros racionais)

NuUmeros decimais ndo exatos e ndo periodicos

(correspondem aos numeros irracionais)

Outros numeros obtidos por medidas: as raizes e Pl

Teorema de Pitagoras

As raizes inexatas sdo nameros reais e irracionais

Pl é irracional

Um numero real pode ser racional ou irracional. (GARCIA, FRONZA e
SOARES, 2005, p. 20).

O trabalho de Garcia se assemelha ideologicamente ao de Niven, porém
Garcia contextualiza através de mais exemplos cotidianos e mais marcac¢des na
reta numérica, onde cada tépico da “proposta” acima é trabalhado contextualizando

e exemplificando também na reta numeérica.

Alguns livros didaticos de matematica do ensino fundamental usam a
negacdo da caracterizagdo anterior de um numero racional, que exprime a
necessidade deste ser um decimal finito ou infinito e periddico. Assim o numero
decimal que nédo é finito e também n&o periddico, € certamente “ndo racional”,

também dito numero irracional. Isto esta correto se nos limitarmos aos numeros
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contidos na reta numérica ou reta real. Porém, o fato da restricdo destes numeros a
reta numérica ndo fica evidente nestes livros. Logo, usando esta negativa como

maneira simbolica de caracterizar um irracional € descrevé-lo na forma:

x é um numero da reta real

Definigdo 2.2.1.x é irracional = { se x i% cab€eZeb%0

Porém como Souto (2010, p.34) afirma “[...] o objeto matematico &€ muito
mais amplo do que a sua definicdo”, principalmente neste caso dos numeros
irracionais, levando-se neste caso ao cuidado de nao reproduzir simplesmente a
simbologia sem o seu significado e entendimento.

Outra formalizacdo possivel de um irracional qualquer a seria através de
fracdo continua infinita, onde a = [by; by, by, ..., by, ... ] € C, = [ag; a4, Ay, ..., ay], donde:

a= lim C,

n—ooo
Contudo o uso de limite inviabiliza esta abordagem. Esta maneira de

representacdo e aproximacgado de irracionais sao trabalhadas algebricamente no
Apéndice A.

2.3. Caracterizacdo de segmentos incomensuraveis.

Dando sequéncia aos elementos representativos de um namero, agora sera
tratado de forma discreta uma caracterizacdo simples para comensurabilidade, para
gue deste modo possa ter o entendimento necessario para posicionar e concluir o

assunto dos nimeros irracionais.

Definicdo 2.3.1. A medida de um segmento AB, representado por (AB), € um nimero

que deve exprimir quantas vezes o segmento (AB) contém o segmento # , fixado
previamente, tomado como unidade de medida .
Comensuravel é aquilo que se pode medir. Se "u" € um segmento unitario,

pode-se calcular a medida do segmento conforme a figura 1 a seguir.
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Figura 1l - medida de um segmento em relagdo ao segmento unitario

.—.—.—.A—. ..... .'_._...B AB =n

Fonte: autor

E possivel a partir da figura 1 apresentar uma melhor definicdo para

segmentos comensuraveis como abaixo:

Definicdo 2.3.2 - "Dado um inteiro positivo n, se for possivel obter (n — 1) pontos
intermediarios A, A,,...,A,, no segmentoAB tal que o0s segmentos
AA, A A,, ..., A,_1B sejam todos de mesma medida e igual ao segmento unitario

o, o

previamente definido, conclui-se que a medida do segmento sera “n”.

Caso o segmento AB nédo contiver o0 segmento unitario "u" um ndmero inteiro
de vezes investiga-se outro segmento que € uma subunidade do segmento unitario
"u" de tal maneira que seja possivel medir o segmento por esta nova unidade de
medida.

Observe a figura 2 a seguir, onde o segmento € menor que o unitario.

Figura 2 —segmento w menor que o unitario

e—— @ u = 2w

Fonte: autor

Suponha que u = 2w, 0 que torna w = % Agora supondo que o segmento

AB contenha o segmento "w" trés vezes, isto é
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E=3v—v=3§

Entdo, seja w um segmento que esteja contido uma quantidade n de vezes
em um segmento "u" e m quantidade de vezes no segmento AB, com m e n inteiros
positivos. Pode-se concluir que uma (uma barra acima do segmento significa a

medida deste segmento):

n n £

. —_ m . .~ e woon Z sl
ou seja, AB = —, POis por suposi¢éo "u" € unitario, neste caso "w" € submudltiplo de

AB e "u", tornando deste modo AB e "u" comensuraveis. Portanto um segmento AB
¢ comensuravel com "u" quando sua medida AB for um nimero inteiro ou
fracionario.

Para a sequéncia, considere o seguinte lema.

Lema 2.3.3.Se t2 é par entdo t é par.

Suponha que t seja impar,logot = 2k + 1 ,

assimt? = 2k +1) = 4k?> + 4k + 1 =2(2k?* + 2k) + 1
t? = 2s + 1 que também é impar.

Assim pelo método da contra positiva o lema se torna verdadeiro.

Nem sempre os lados de um quadrado sdo comensuraveis, observe a figura
3 a seguir, que se refere a um quadrado de lado 1, considerando sua diagonal e

seus lados.

Figura 3 - Quadrado de lado unitario

4

1

Fonte: autor
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Pelo teorema de Pitagoras tem-se d? = 12 + 12, ou seja, d? = 2. A partir de
entdo demostra-se que a diagonal do quadrado e o seu lado ndo sao
comensuraveis, ou seja, Sdo incomensuraveis.

De fato,

Suponha que sejam comensuraveis, logo existem me n inteiros tais que

d= % Assim:

2
m
) =2 =
2
%=2 =
m? = 2n? (*)

Aplicando o lema 2.3.3 em (*) temos que m?é par entdo m é par;

Logo: m = 2r e entao:

m? = (2r)? = 2n? = 41% = 2n% > n? = 2r?%; (x%)

Usando o lema novamente em (xx*) concluimos que n é par, 0 que contraria a
hipotese do mdc(m,n) = 1, pois se ambos forem par entdo séo divisiveis por
2, 0 que é absurdo por hipétese do préprio mdc proposto. Assim, o lado e a

diagonal do quadrado em questdo ndo sdo comensuraveis. m

A seguir obtém-se um numero incomensuravel particular. O numero de ouro.
Um poligono regular é aquele que possui lados iguais e angulos também de mesma
medida. Todo poligono regular pode ser inscrito em um circulo. Observe o
pentdgono regular a seguir ABCDE, de lado "l", com suas diagonais tragadas cujas
intersecOes determinam os pontos FGHIJ, que também determinam outro pentdgono
regular invertido. Ao segmento CE iremos chamar de diagonal do poligono e

denotaremos esta por d. Para isto vamos a seguir, provar a semelhanca dos
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triangulos AHE e EBC.

Figura 4 - pentagono regular

Fonte — autor

O angulo £AGE é oposto pelo vértice ao angulo £BGD, sendo o angulo

£BGD angulo interno do poligono regular FGHIJ, o que d& £BGD = 180 — (?) =

108°. Tem-se que ZEGD = a = 72°, 0 mesmo ocorrendo com 0 angulo ZEHA =¥ =
72°. O angulo 2GEH, por soma de angulos internos de um triangulo, vale 36°. Os
triangulos AFG,EGH,...,BJF, que formam a estrela, sdo congruentes entre si pelo
caso de congruéncia “Angulo-Lado-Angulo”. Logo os angulos 2£GAE e <GEA sdo
congruentes por pertencerem a um triangulo isésceles, deste modo ambos valem
36°. Pode-se concluir que os triangulos AHE e EBC sédo semelhantes.

Portanto, tem-se a relagao:

CE AE
CB EH
2 2
oL ospg-aqst=2_25
l d-1 12 12 l

d
fazendox=7; x> —x—-1=0

x% —x — 1 = 0,resolvendo para x e descartando o valor negativo:

x = @; substituindo x pelo simbolo ¢

_ V5+1

¢ = 1,6180339887498948482045868343656 ... m

Deste modo a existéncia de segmentos incomensuraveis implica na
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insuficiéncia dos sistemas numeéricos conhecidos - numeros naturais, inteiros e
racionais - para efetuar medida em objetos geométricos simples, como exemplo no
quadrado. A razdo entre as medidas do perimetro e do diametro e um circulo
também geram esta ndo comensurabilidade.

Para poligonos regulares a razdo entre a diagonal e a aresta desta diagonal
fornece segmentos também ndo comensuraveis.

A solucdo que se impds, na época em que se foi determinada a
incomensurabilidade de segmentos, e que levou séculos para ser adotada, era a de
ampliar o conceito de nimero, introduzindo os chamados numeros irracionais, de tal
modo que, fixando uma unidade de comprimento arbitraria, qualquer segmento de
reta pudesse ter uma medida numérica. Deste modo, numeros irracionais
representam medidas de segmentos que sdo incomensuraveis com a unidade.
NuUmero irracional, portanto, € um numero obtido das medidas de segmentos e que
ndo pode ser expresso como uma razdo entre dois ndmeros inteiros, sendo estes

segmentos, deste modo, denominados incomensuraveis.

2.4. Caracterizacdes de conjunto.

As contribui¢des definitivas ao estudo dos conjuntos infinitos séo devidas a
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, na segunda metade do século XIX. A no¢ao
de conjunto é uma das nocfes primitivas da Matematica Moderna, isto €, um dos
conceitos adotados como ponto de partida e que servem de base para a definicao
dos outros conceitos introduzidos no desenvolvimento da teoria de conjuntos.
Intuitivamente, um conjunto é encarado como uma colecdo de objetos de natureza
qualquer.

No ano de 2000, Avila (2000, on-line) datava que haviam ocorrido 40 anos
desde quando fora introduzido a nocdo de conjuntos no ensino basico no Brasil,
sendo que na data atual de edicdo deste trabalho j& decorreram aproximadamente
58 anos. Neste mesmo artigo o autor afirmava que havia uma Otica para a
minimizacdo do ensino de conjuntos no ensino basico e que autores desta época
haviam reduzido o ensino de conjuntos e que o inicio deste estudo ocorreria nos
oitavos anos. Porém, desde 2000 essa Otica ndo se confirmou e atualmente os livros
didaticos continuam a tratar até mesmo dos nimeros Reais no préprio oitavo ano e

de conjuntos em outras séries anteriores do ensino fundamental atual.
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Em verificacdo pessoal de duas obras que denotaremos por “colegédo A” e
“colecao B”, atuais e utilizadas na rede publica de ensino, trata-se do assunto sobre
conjuntos no sexto ano fundamental. Na colecdo A o assunto € tratado no capitulo
2,3 e 4. Na colecédo B o tema € tratado no capitulo dois.

Assuntos como a enumerabilidade, densidade e cardinalidade de conjuntos
formalmente definidos fogem do contexto do ensino fundamental segundo o PNLD,
ou seja, nestes temas nos restringimos ao intuitivo, para atender a demanda de
ensino vigente para o ensino fundamental. Em verificacdo nas cole¢cfes didaticas de

ensino do fundamental citadas ndo ocorre citacdo destes assuntos.
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3. ABORDAGEM DOS IRRACIONAIS NO ENSINO FUNDAMENTAL

A construcéo inicial do entendimento de um ndmero irracional para um aluno
do ensino fundamental merece uma atencéao especial no modo como sera realizado
para este aluno. O tratamento de conjuntos numeéricos, como o0 dos numeros
Naturais e Inteiros estd intimamente ligado ao fato de simplesmente contar ou de
contagem de elementos, principalmente no fato de haver ou ndo haver elementos no
caso dos numeros Inteiros, tornando o entendimento destes conjuntos, de certa
forma, concreto ou concretizavel para o aluno assimilar de maneira pratica ou
empirica. Quanto ao entendimento dos nimeros Racionais ja se tornam necessarios
argumentos logicos e definicdes para a interpretacdo do que vird a ser um namero
racional. Entdo, para o aluno de ensino fundamental, principalmente nos anos finais
(8° e 9° anos), onde ocorre a introducdo do conjunto numeérico dos racionais,
comeca a aparecer os questionamentos devido a nova estrutura de se pensar 0s
elementos deste conjunto.

Na continuidade dos ensinamentos dos conjuntos no ensino fundamental
aparece 0 conjunto dos numeros Irracionais. E, na maioria das vezes, € definido
para o aluno de ensino fundamental como sendo um numero que ndo é racional ou
que é um namero de dizima n&o periddico e infinito. E neste ponto que se torna
importante ter uma metodologia ou critério a se seguir.

Para POMMER,

Os ndmeros irracionais sdo pouco intuitivos, sendo assim um problema de
natureza tedrica sua aprendizagem. Para significar, o ensino dos irracionais,
deve haver um entendimento no modo como aborda-lo, ou seja, como

realizar a passagem do conhecimento empirico, para o conhecimento
tedrico [...] (POMMER, 2011, p.4)

Esta pouca intuitividade e a necessidade de definicbes n&o cotidianas dos
nameros irracionais torna evidente e necessario um meétodo de trabalho para o
ensino destes numeros nos anos finais do ensino fundamental, devendo-se levar em
conta a estranheza dos alunos para a compreensao destes nameros, pois além do
fato de propor um contetdo abstrato e com pouca aplicacdo para este momento na
vida destes alunos, ainda se tem a impossibilidade de n&o poder mensurar
irracionais, como se mostra em uma régua comum para a maioria dos nameros
naturais.

Porém, o tratamento do conhecimento de conjuntos numeéricos através dos
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tempos nao foi provido de sistematica ou padronizacdo, segundo Pommer (2011). O
tratamento, padronizacdo e sistematica do conjunto dos numeros Reais e, por
consequéncia, dos numeros irracionais no campo do saber matematico se
consolidou had pouco mais de 100 anos. Infelizmente, 0 mesmo ndo ocorreu no
campo do ensino basico da Matematica, o que cria a demanda de alguns estudos
sobre o tema. A caréncia de sistematizagdo no ensino basico e principalmente nos
anos finais do ensino fundamental torna-se necessaria uma observacdo em como
isto esta ocorrendo, neste caso na insercdo ou abordagem dos nimeros Irracionais.
Nos livros didaticos dos anos finais do ensino fundamental a introdugéo dos

nameros Irracionais geralmente ocorre por meio de trés énfases basicas:

a- Um ndmero é Irracional se ndo for possivel escrevé-lo na forma % com

a,b e Z b # 0, ou entdo Irracional € o nimero que ndo pode ser escrito
na forma de fragéo.

b- Irracional é o numero cuja representacdo decimal é infinita e n&o
periddica. Todo numero escrito na forma de um decimal infinito ndo
periédico € um numero irracional.

¢c- Os numeros irracionais positivos representam medidas de segmentos
gue s&o incomensuraveis com a unidade. (RIPOLL, 2001, p. 1)

Tanto a colecéo A e colegcdo B se enquadraram na afirmacéo de RIPOLL
(2001), onde a colecdo B utiliza pouco texto didatico para exposicao da teoria de
conjuntos irracionais e reais.

Empossado deste argumento fica evidente que comparado a complexidade
que envolve um numero irracional, tais argumentos ficam minimos para o
entendimento deste contetdo. Autores como POMMER e LUDKE analisaram livros
didaticos (de matematica) aplicados no ensino fundamental chegando a concluséo
de (RIPOLL, 2001, p. 1) citada anteriormente. Estes autores ndo citam quais sdo as
obras inspecionadas. Como verificado pessoalmente nas colecbes A e B, obras
atuais usadas nas redes publicas, constata-se que ndo houve mudanca deste
método caracterizado de abordagem inicial. Na cole¢cdo A foi constatada que toda
abordagem tedrica e pratica de conjuntos numéricos ocorre apenas em um capitulo,
gue é aplicado no oitavo ano de ensino. Deste capitulo, seis paginas sédo destinadas
ao conteudo dos numeros naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. Uma
pagina para exercicios sobre nimeros racionais e uma sobre numeros irracionais.

Ainda na colecdo A, no capitulo 2 deste livro, um tépico trata de raiz quadrada
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aproximada de um numero, onde na sequéncia, no capitulo trés, depois de Vvarios
procedimentos e aulas subsequentes, € que vai ser abordado com o aluno o
conjunto dos numeros irracionais e a natureza deste namero.

Na colecdo B € dedicado pouco texto para o conteudo dos conjuntos
numéricos. Destes textos poucos sao teorias de abordagem do contetdo.

Coincidentemente, ou néo, tanto na afirmacao de RIPOL (2001) quanto nas
duas colecbes A e B, € verificado a separacdo de processos para o ensino de
conjuntos numéricos, gerando certa descontinuidade logica e que pode causar
quebra de entendimento dos nimeros irracionais. Ou seja, 0 aluno pode até mesmo
ser levado a ndo adquirir a nogdo para a aprendizagem do conceito e definicdo
interpretativa de um namero irracional. No livro seguinte destas cole¢fes, o de nono
ano, tanto da colecdo A como na B, ndo ha direcionamento a abordagem para
ensino dos numeros irracionais, apenas calculo com radicais. Calculos como a
soma, produto e poténcias com expoentes de radicais. N&o ocorre nenhuma
abordagem quanto ao assunto conjunto irracional ou niameros irracionais, hem para
familiarizacdo com os mesmos.

Em ambas as cole¢cbes A e B, no livro de nono ano, ocorrem préaticas
mecanicas de resolucdo de exercicios de radicais como: multiplicacdo, divisdo ou
calculo com raizes, onde o entendimento de posicionamento de ndmeros infinitos na
reta numeérica, no¢do sobre a quantidade de numeros irracionais, subconjuntos
irracionais ndo sédo abordados. O que ocorre sdo exercicios sem a devida teoria ou
contextualizagdo, no méximo um item resolvido na letra inicial do exercicio
solicitando que se faca de modo semelhante para os demais termos.

N&o foi constatada a abordagem tedrica ou significativa da relacdo de
subconjuntos irracionais. A relacdo de pertinéncia de numeros ao conjunto dos
irracionais é pouco trabalhada nas duas colecdes, A e B, e quando isto ocorre os

livros o fazem usando exercicios que consideram dizimas ou 0 ndo aparecimento
. ~ ~ 23 s . . e
das mesmas. Seja entdo a fracao o @ qgual gera por divisdo o decimal infinito

1,2105263157894736842105263157895... . Se for seguida a concepcao de que se
ndo houver dizima (repeticdo), entdo alguém que observar o numero apenas até a
vigésima casa apoés a virgula ira concluir, erroneamente, que o numero € irracional.
Porém, o nimero néo o € por advir de uma fragdo composta por dois inteiros. Logo,

a investigacdo deste decimal por um aluno do ensino fundamental certamente ira
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gerar guestionamentos na concep¢ao e no entendimento a ser adquirido pelo
mesmo.

Quando se aproxima um numero irracional ocorrem consequéncias para
guem ensina e quem aprende. A simples aproximacdo, sem preparacdo, de um
namero irracional tira o verdadeiro significado decimal de um ndmero irracional que
é infinitas casas decimais ndo periédicas. Em nenhum caso referente as colec¢des
analisadas é realizada uma abordagem teorica que simplesmente torne plausivel
este fato para o aluno. Somente se apresenta a foto da leitura na calculadora
eletrOnica e se constata tal fato, sem aprofundamento ou consolidacdo. Neste caso
da calculadora, a transformacdo do decimal exposto em fragdo geratriz mostraria
uma fracao diferente da original. Porém este retorno a fracdo geratriz deve ser feito
como a sec¢ao 2.1, observando o erro de maquina ou arredondamento, pois existem
calculadoras que oferecem recurso inverso gerando interpretacdo equivocada
devido ao ndo entendimento da méaquina. Este questionamento quando n&o for
tratado de forma coerente pode induzir o aprendiz ao ndo entendimento e ao
conformismo do n&do aprendizado, mostrado constantemente pelo Indice de

Desempenho da Educacéo Basica (IDEB).

3.1. Estudos de raizes nao exatas.

Um dos temas fundamentais em algebra no ensino fundamental, segundo o
CBC, BNCC e o PNLD séo as equacgbes do segundo grau, e que a grande maioria
das solucbes destas equacdes é composta de niUmeros racionais e irracionais. Um
tratamento sobre isso se encontra no Apéndice C. Logo, a no¢ado de um irracional se
torna exigéncia direta para o trabalho com estas equacdes. E esperado para o
estudo destas equacgbes que o aluno apresente habilidade para o célculo de suas
raizes. E por meio do célculo destas raizes que se consegue a representacdo do
namero de ouro através de uma equacao do segundo grau. Na interpretacéo grafica
destas equacdes do segundo grau e suas raizes, se 0 aluno ndo tem no¢ao de como
proceder com namero irracional em relacédo a reta numérica, ele tera dificuldade em
trabalhar com a construcdo dos graficos. A ndo localizacdo destes nimeros pode
gerar equivocos na construcdo e interpretacdo, explicitando novamente a
importancia desta abordagem numeérica.

Ocorre ainda o fato que a grande maioria dos livros didaticos de matematica,
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inclusive as cole¢gdes A e B analisadas, do ensino fundamental abordam situagdes
envolvendo area e perimetros de quadrados, assim como o0 volume e aresta de
cubos. Neste processo inicialmente, ha a exposicdo de exemplos numeéricos
envolvendo lados e arestas no ambito de numeros inteiros ou uma relacdo de
nameros inteiros. Isto equivale a escolha de valores de area que sejam quadrados
perfeitos e de volume que sejam cubos perfeitos, de modo que o conceito da raiz
quadrada ou raiz cubica tenham suas existéncias confinadas apenas aos lados de
uma figura geométrica ou a geometria. Caso nao seja trabalhada ou abordada outra
forma de se identificar ou abordar um numero irracional, este “confinamento” podera
ter sido a Gnica maneira de trabalho com os irracionais assimilados pelo aluno. O
gue desta maneira induz a uma ligacdo entre geometria e numero irracional que
deve ser valorizada pela importante possibilidade empirica de trabalho com estes
nameros. Outra forma de se propor ao aluno a representacdo dos numeros
irracionais ajudaria a contrapor este fendbmeno ressurgem-te do confinamento
segundo POMMER (2011) e ainda a assimilacdo da verdadeira nocédo destes
nameros. O trabalho com numeros algébricos, como proposto no Apéndice C, que
sao solucdes de equacdes polinomiais, o que no caso do ensino fundamental levaria
as equacbes do segundo grau, seria uma forma de abordar os irracionais
alternativamente a geometria, ndo renegando a relevancia da geometria neste
estudo.

Dadas as conotacdes anteriores, pode-se afirmar que estas percorrem de
forma geral a abordagem com raizes ndo exatas adotadas pelos livros didaticos do
ensino fundamental, ou seja, em nenhum dos livros analisados se discute a
aproximacédo de um irracional e suas implicacées ou importancias, indo de encontro
com a seguinte afirmacao:

Ao se aproximar um numero irracional hd uma implicacdo. Este tratamento
de aproximacdo mascara o verdadeiro significado do numero irracional
envolvido: infinitas casas decimais e nao periddicas. Em nenhum dos livros
analisados € realizada uma explicacdo que caracterize este fato: somente

se apresenta a leitura na calculadora eletrdnica e se constata tal fato, sem
aprofundamento (POMMER, 2011, p.07)

De modo geral quando os livros didaticos abordam as raizes que nao sao
exatas, este fato se da pelo estudo de expoentes fracionarios, onde pouco se
observa o termo “numero irracional”, ndo se propondo a no¢ao ou o entendimento

de um ndmero irracional, ou seja, ocorre uma preocupacdo com a repeticdo de



39

modelos e métodos préaticos operatérios, sobrevindo ainda de maneira bastante
reduzida na maioria dos livros didaticos.

Caso ocorra uma abordagem com relacdo a marcacdo destes valores
irracionais, tratados pelos livros didaticos de raizes ndo exatas, na reta numérica
certamente colocariam uma metodologia diferenciada do que acontece atualmente.
Desta maneira teriamos entdo uma ligacdo entre a visdo geométrica dada a estes
nameros e a algebra implicita no calculo destes niameros para marcagdo na reta

numeérica.

3.2. Alguns nameros irracionais particulares: m, ¢, e

Quando se observa como os livros didaticos de matematica do ensino
fundamental introduzem o numero m, as colecdes A e B, e outras literaturas
consultadas, todas as fazem pela exposicdo da representacdo decimal de w e

sugerem gue se comente que este numero € resultado da divisdo do perimetro do

circulo pelo diametro do mesmo. Na teoria de abordagem dos irracionais da colecao
B é exposto um total de quatro nimeros irracionais, dentre estes o nimero w. Na
colecdo A ocorre uma pequena menc¢ao histérica aos pitagéricos, com uma figura
fazendo alusdo a Pitdgoras, de forma superficial. O nUmero & € citado exatamente
como no primeiro paragrafo acima, apenas sugerido que se comente.

Nas duas colecbes analisadas coincidentemente sdo apresentados
exatamente quatro nameros irracionais nas duas paginas destinadas a abordagem
tedrica. Em livros de matematica de outras cole¢cdes destinadas ao ensino
fundamental ocorreu a mesma quantidade de valores, porém estas outras colecdes
ja ndo sao mais vigentes segundo o PNLD.

O fato do numero 7 ser a razdo do perimetro pelo diametro esta correto em
ser afirmado nos livros, porém a maneira como € enunciado deve ser repensado,
pois esta é uma razdo em que incide a incomensurabilidade de pelo menos um dos
nameros, geralmente o perimetro. A omissdo da natureza desta razdo é que pode
levar a se entender que o perimetro e o diametro sdo numeros racionais, levando a
davidas na natureza do numero m, pois este ndo pode ser razdo de numeros
racionais.

O uso do método adaptado de Euclides se mostra bem eficaz para intuir

sobre a natureza irracional do nimero m. Para isto consideremos 0s poligonos
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regulares inscritos no circulo, conforme a figura 5.

Figura 5 - Poligonos regulares inscritos

Fonte - autor

Para esta representacdo escolhemos pentdgono, com um de seus triangulos
isésceles que o formam destacado. Sem perda de generalidade, podendo ser

escolhido outro poligono:

Figura 6 - pentagono regular caracterizado

Fonte — autor

Observe que para um poligono qualguer de lado “1”, sendo n 0 niumero de

A . 2 360 180
lados, o angulo a da figura sera dado por: a = SO a=—

7

Se aplicarmos a relacao seno no triangulo UHT, onde “d” é a diagonal do

circulo:

3

L
2
senq = — ==
4

2

O perimetro do poligono de n lados € dado por:p, =n.l = p, =n (1;80)

n

Fazendo Rcomo a razdo entre o perimetro do poligono de nlados e a diagonal do

circulo que circunscreve este poligono tem-se:
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n.d.sen (@)

n
d

R = =.d.sen

180
R =n.sen (—)
n

Aplicando limite em “R”, vé-se que R —» m quando n — c. Como se pode

observar na figura 7 seguinte:

Figura 7 - Aproximagdao gréafica pelo GEOGEBRA.

Fi(0,m)  Ey(4:2,83) H,(10; 3,09) 1,(20:3,13) J,(30:3,14)
F H I J

................. Ryssasssassss o P & &

=9

v * *

Fonte - autor

Note as aproximacdes para R, com n variando:

Tabela 1 - Aproximagao para .

n R

4 |2,8284271247461900976033774484194
10 | 3,0901699437494742410229341718282
20 | 3,1286893008046173802021063893433
30 | 3,1358538980296041419950246440749
99 | 3,1410654163086975963265830926788
m | 3,1415926535897932384626433832795...

Fonte — autor

Usando o método da Tabela 1, a demonstracdo anterior fica viabilizada para
a apresentacédo do irracional = no ensino fundamental, o que néo foi encontrado nas
colecOes analisadas.

O numero aureo, embora seja tratado como razdo de segmentos no livro 6
dos "Elementos de Euclides”, na proposicao 30, seja aplicado na sequéncia de
Fibonacci, ndo aparece nas coleg¢des revisadas. Raramente é citado, mesmo como

fato histérico. Nem mesmo séo citados aplicacbes ou métodos empiricos, como
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razdes de retangulos. Apenas em cole¢bes antigas, com mais de cinco anos, e que
segundo o PNLD n&o podem ser aplicadas nos dias atuais, tratam do numero de
ouro.

Dada a relevancia do numero &aureo () traz-se mais uma forma de
representa-lo, visto que na secdo 2.3 o mesmo foi apresentado como

incomensuravel. Para isto € apresentado o retangulo aureo.

Chama-se retangulo aureo qualquer retangulo ABCD (Figura 8) com a
seguinte propriedade: se dele suprimirmos um quadrado, como ABFE, o retangulo

restante, CDEF, serd semelhante ao retangulo original.

Figura 8 - retdngulo de ouro.

B a F b Cc

»—

Fonte - autor

Se (a + b) e "a"sado os comprimentos dos lados do retangulo original, a

definicdo acima se traduz na relagéo:

a _a:>
a+b b
a b a—>b
—_—_—
a+b a (a+b)—>b
b_ a
a (a+b)

O que torna o retangulo de lados a e b aureo, poisa e (a + b) 0 €.

Deste modo consegue-se uma sucessao infinita de retangulos menores.

Figura 9 - retangulo de ouro 2
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Fonte - autor
Porem da equacgéo:
2 bZ

2 il g?=btabs————1=05
a+b b a b2 b2 T

Fazendo% = x:

x*—x—1=0

_1-45

V5 +1
X=———orx=———1
2 2
Observe que x deve ser positivo para equivaler ao numero de ouro ¢.

O retangulo aureo esta intimamente ligado com a chamada divisdo aurea de

um segmento, ou divisdo em média e extrema razao, que € introduzido a seguir:

Diz-se que um ponto Cde um segmento AR (Figura 6) divide este segmento:

Em média e extrema razéo, conforme figura 10, se:

&l 3l
Al &

Figura 10 - segmento da razédo aurea

a b

)

9.

Fonte - autor
Observe que:
AC = a,CB = b,AB = (a + b), de sorte que 0s segmentos,
AC eCB da diviséo aurea (ouAB = a + be AC = a);

sdo os lados do retangulo 4ureo.m

O numero de Euler, assim denominado em homenagem ao matematico
suico Leonhard Euler, ndo foi encontrado nas cole¢des matematicas didaticas A e B
do ensino fundamental, aparecendo apenas nas cole¢cdes do ensino médio como
aplicacdo de exercicios, onde seu valor € uma como constante.

Como o PNLD associa o0 aprendizado do niamero de Euler apenas ao ensino
meédio, justificando isto no aprendizado de logaritmos, onde esta associacdo possa
ser a razdo do ensino ocorrer apenas no ensino médio.

A associacdo deste numero ao célculo diferencial € bastante ampla
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ganhando seu dominio extremo nas areas de engenharias. Seu uso € incontestavel
pela sua importancia ou vice-versa. Uma possibilidade de trabalhar este nimero no
ensino fundamental pode ser considerada trabalhando sua aproximacao por fracao
continua. O seu calculo pela somatoria determinaria elementos fora dos
estabelecidos pelo PNLD e antecipacdo de habilidades da BNCC, o que néo € aceito
em planos de aula.

Deste modo, entendendo que uma forma de trabalho deste numero no
ensino fundamental € via a aproximacao deste pela sua fracdo continua infinita, tal
tratamento é dado a seguir.

Fracdo continua do numero de Euler:

e=[21,2114116,1,18,1,1,..,2n,1,1, ... ];
Ou:

O truncamento e 06 calculo desta equacéao pela sua forma fracionéaria fornece
% que é igual a 2,71875, sendo o valor do numero de Euler 2,718 281 828 ... O que

nos da uma aproximacao consideravel.

3.3. Incomensurabilidades dos irracionais no ensino fundamental

A incomensurabilidade tem seu entendimento entrelacado ideologicamente
com a comensurabilidade. Desta maneira, nao ocorrendo estudo da
comensurabilidade ndo se pode esperar a incomensurabilidade. Na verificacdo das
colecdes, como constatado nas colecfes A e B, ndo ocorre referéncia ou abordagem
ao assunto comensurabilidade. Verificado este fato ocorreu o questionamento:
Ocorre alguma restricdo do assunto no PNLD, CBC ou BNCC? Os parametros para
educacgédo nédo referenciaram contra, porém também ndo abordaram o assunto.

Mesmo nédo aparecendo nas referéncias e parametros de ensino, o trabalho

com a comensurabilidade merece respaldo e pode ser uma ferramenta de grande
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auxilio para o ensino de numeros, tanto racionais quanto irracionais. Para tal veja a
abordagem a sequir.
Em acordo com a secéo 2.3, dizer que dois segmentos distintos AB e CD sé&o

comensuraveis significa dizer que existe um segmento "u" e dois naturais m en com

mdc(n,m) = 1, tais que AB = nu e CD = mu. Deste modo, tomando 21:5' com estes

AB

nu AB n .
= —, acarretando que — = —. Seja
CD mu CD m

segmentos sendo comensuraveis, entao:

AB =16 e CD = 7, para se verificar que estes segmentos sdo comensuraveis deve-

se procurar um segmento w que “caiba” um ndimero exato de vezes nos segmentos

. , 1 .
dados. A busca mais natural é tomar w =, pois neste contexto se tratara de

, . . . 1 CD 7 AB 16
ndmeros racionais. Assim para w = > tem-se que W =x-=14 € W =—-—=32, logo
2 2

WZ%EEZ 32w = 32%,0u%=§.

Na abordagem anterior deve ser observado que esta intenciona levar a
nocao de comensurabilidade e racionalidade interligadas. Pois se um dos fatos nao
é veridico o outro também nédo o sera. Esta evidéncia da interligacdo € que precisa
ser explorada em atividades que envolvam comensurabilidade.

Caso a interligacdo da comensurabilidade e racionalidade seja assimilada
pelo aluno, tornar-se-4 mais plausivel para ele que a incomensurabilidade entre
duas grandezas refere-se ao fato de a sua razdo nao poder ser expressa por um
namero racional e, consequentemente, ha a necessidade de outros numeros para se
descrever completamente a realidade.

O trabalho com a incomensurabilidade depende de um bom trabalho com a
comensurabilidade (vide atividade relativa a comensurabilidade no apéndice E). A
definicdo da incomensurabilidade parte da negacdo da comensurabilidade, desta
maneira deve se ter 0 mesmo cuidado de se colocar que esta negativa deve ficar
limitada para nUmeros que estejam na reta numérica no ensino fundamental ou para

ndmeros reais.
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4. ANALISE DA ABORDAGEM DO ENSINO

De acordo com pesquisa realizada por SOUTO (2010), as dificuldades no
trabalho com numeros reais e, por complemento, os irracionais, ocorre nao so de

forma nacional, visto que:

Encontramos constatagcfes que destacam dificuldades de alunos,
professores e futuros professores sobre os conceitos de ndmero real, tanto
em pesquisas nacionais (e.g. SOARES, FERREIRA e MOREIRA, 1999;
PENTEADO, 2004; DIAS, 2002), quanto internacionais (e.g. SIROTIC e
ZAZKIS 2004, ZAZKIS e SIROTIC 2007; BERGE 2004, 2006a, 2006b,
2008a, 2008b; BERGE e SESSA, 2003; FISCHBEIN, JEHIAN e COHEN,
1995). (SOUTO, 2010, p. 98)

Estas pesquisas evidenciam dificuldades de discentes e docentes em
relacdo com o conceito e no¢cdo de numero, principalmente os irracionais.

Uma maneira logica de se abordar esta dificuldade é certamente através do
material usado. Neste contexto:

O material didatico esta coerente ao proposto? SOUTO (2010) afirma que
nos livros didaticos do ensino fundamental a abordagem “dos contetidos € disposta
de forma sequencial na ordem linear: nimero natural, nimero inteiro, nimero
racional, niumero irracional e namero real, sendo” os trés primeiros conjuntos
apresentados como revisdo, visto que ja foram abordados em anos escolares
anteriores, porém se tem desta forma numero irracional trabalhado no sétimo ano.
Ou seja, isto confirma a visdo de Souto que explicita no seu trabalho que sé&o
apresentados em média 4,7 exemplos interligados a cada definicho de numero
irracional e numero real. Esse reduzido numero de modelos autentica as dificuldades
constatadas nos trabalhos de “SOARES, FERREIRA e MOREIRA (1999) e SIROTIC
e ZAZKIS (2007) por parte de alunos e futuros professores em exibir exemplos
desses tipos de numeros” (SOUTO, 2010, p. 98). Em uma amostra de 14 livros
analisados por SOUTO (2010, p. 97-106) os exercicios resolvidos que sdo em média
de 4,9 por livro servem de modelo de repeticdo ou algoritmo para serem seguidos
nas atividades propostas. Deste modo, fica sombrio achar coeréncia neste material
avaliado por SOUTO (2010).

Embora do trabalho de SOUTO (2010) ja decorram oito anos, ao conferir a
guantidade de paginas da colecdo A que sdo dedicadas ao estudo dos irracionais o0

namero coincidiu com a colecédo B. Este numero foi de duas paginas dedicadas a
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teoria. Enquanto foi dedicada uma péagina de exercicios de irracionais na colecdo A
e nenhuma na colecgéao B.
Pode-se ainda, segundo SOUTO (2010), padronizar como trés as

"definicbes" de numeros irracionais listadas em livros atuais ou contemporaneos:

¢ ‘“irracional € o numero que néo pode ser escrito em forma de fragdo de

inteiros” ( D1 ).

e “dentre os numeros representados na forma decimal existem as dizimas

ndo periddicas, chamados de irracionais” ( D2 ).

e “qualquer numero racional ou irracional € um numero real” ( D3).

Estas "definicbes" vistas com rigor matematico podem se tornar
complicadores deste ensino, pois podem levar um aluno do ensino médio a pensar
que numeros complexos da forma (a + bi), b ndo nulo, seja um numero irracional.
Ou ainda, que tornam as definicbes de numero irracional e o numero real
logicamente recorrente: “irracional € todo niumero real que nao € racional e nimero
real é todo numero irracional ou racional”.

A definicdo (D3) € de uso mais comum no ensino médio, onde se pretende o
trabalho com nimeros complexos, saindo deste modo do foco deste trabalho.

Com toda certeza seria possivel consultar novos autores e denotar mais
variantes para esta discusséo. Deste modo, o ensino deve levar em conta todos 0s
pontos e fatos citados neste e nos tépicos anteriores. Ainda fica notorio que se é
possivel identificar mais variaveis que influenciariam uma metodologia que se
propusesse a questionar este dilema do ensino dos irracionais no ensino
fundamental. Entdo, € cada vez mais evidente que uma abordagem para este ensino
de numeros irracionais que pretenda viabilizar este ensino pode ser tdo complexa
guanto a propria questdo em si. Por este motivo ndo se optou por aprofundar-se em
rigores matematicos extensos e sem propdsito com o ensino fundamental. Procurou
sim tornar este assunto permeavel para o entendimento dos professores e ou
educadores. Assim, por opc¢ao ideoldgica e também motivada pela observacéo
durante a pesquisa realizada no trabalho, uma proposta de abordagem para ensino

de numeros irracionais no ensino fundamental deve ser de viés simples e trabalhar
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as situacdes apreciadas também da forma mais simples possivel. Devido ao nivel de
ensino, quanto mais complexo o contexto tanto maior sera a chance de se complicar
a aquisicao de aprendizado a ser obtida pelo aluno.

Apos leitura das obras citadas e da leitura de livros didaticos do ensino de
matematica do ensino fundamental usados atualmente, além da experiéncia de anos
trabalhando na area, observa-se facilmente que pouca coisa mudou na formulacao
dos livros didaticos, ficando recorrentes os mesmos modos, acep¢des e modelos de
ensino. Mesmo com a defasagem de anos entre os livros analisados pelos autores
citados e as colegbes A e B, o material didatico ndo sofreu alteragdes. Ainda sdo
usados 0os mesmos exercicios na colegcdo A, a mais de uma década, sendo o0 mais
relevante neste fato € que os exercicios sofreram empobrecimento tedrico e de
contextualizacao, principalmente nos modelos resolvidos. A colecdo B se apresenta
com data de 2015 e como 12 edicdo, mesmo desta maneira compartilha exercicios
semelhantes a colecdo A, ocorrendo, em alguns, quedas de contexto e aporte
teorico.

A abordagem do ensino numérico irracional nas cole¢bes analisadas,
pessoalmente mostra que o ensino destes niumeros ocorre de forma horizontal e
sequéncia aleatéria. Ou seja, ndo se nota a preocupacdo de se observar pré-
requisitos para uma verticalizagdo de conceitos a seguir, qual ndo pode ser
apresentado previamente ou posteriormente, qual conceito ndo pode ser suprimido e
etc.

Uma situacdo comparativa a abordagem usada nas cole¢@es didaticas pode
ser a de uma foto: Mostra-se a foto para o aluno e tudo que for parecido com a foto
se torna identificavel e igual, pela foto mostrada, ndo se preocupando com
distor¢cdes que a foto possa ter tido como zoom, rotacdo e outros. Esta situacao se
caracteriza bem nos irracionais, pois se coloca uma raiz “quadrada” para o aluno e
pronto, esta trabalhado o conjunto irracional ndo se preocupando com as demais
raizes: cubica, quarta, quinta, lembrando que estas ndo sao iguais a foto da raiz
guadrada mostrada como exemplo.

N&o se consegue identificar todos os elementos de um conjunto que nao
tenha todos os elementos iguais mostrando apenas um elemento. Embora isto seja
bastante intuitivo, ndo € levado em conta na abordagem destas cole¢es de ensino,
principalmente quando estas lidam com os irracionais. De modo geral, a abordagem

nas colecOes didaticas avaliadas nao sofreu alteracbes na area conceitual para a
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introducdo no estudo dos nimeros na ultima década, apenas se observa a pratica
de modelos e repeticdo sem ordenagéo conceitual ou sequéncia e ainda optando por
técnicas minimas e ndo métodos para resolucdo. Observa-se entdo a troca da
qualidade na aprendizagem pela repeticao técnica.

E mesmo com a era da introducdo da informatica na educacgéo, as redes
publicas de ensino ndo tém ou tém quantidades insignificantes de equipamentos, ou
nao estdo em funcionamento, ou ainda ndo conseguem dar manutengcdo no pouco
equipamento que tem. Mas pode ser deixada de lado esta parte de informéatica, pois
o conhecimento dos numeros irracionais deve ser significativo e isto pode ser
conseguido sem estes equipamentos. Fica claro que com estes recursos poderia ser
um objetivo mais facil de ser atingido, mas dada as circunstancias procura-se
trabalhar sem estes para formulacdo de possibilidade de método.

Usando o exposto no trabalho coloca-se uma ideologia particular de
abordagem a ser observada e tornar significativo os nimeros irracionais para alunos
do ensino fundamental.

Assim, um processo que envolva apostilas ou livros em grande escala ou
equipamentos de midias digitais como tabletes ou notebooks teriam que passar por
processo de gestao e governo, fugindo assim do contexto pretendido.

Métodos matematicos ricos em demonstracdes, definicbes rigorosas e
longas, aparentemente poderiam ser apontadas como ideais, porém teriam
dificuldades em serem aplicadas de modo geral nas escolas, podendo esbarrar até
em preparacéo de professores.

Com este aporte de informacgdes, fica plausivel que uma abordagem que
dependa empiricamente do docente na sua aplicacdo, tenha mais conexdo com a
realidade observada. Assim, um processo que seja 0 conjunto de acdes a serem
adotadas por docentes e ideologicas em seu contexto fica mais perto da
possibilidade de se obter éxito na acéo, e dar significado aos nameros irracionais.
Esta abordagem deve ser entendida como um fator complementar ao livro didatico,
isto devido ao aporte financeiro envolvido. Mesmo sabendo-se dos entraves que o
livro possui, notadamente sem o livro didatico seria pior.

Deste feito, uma ideologia particular de abordagem € apresentada em forma

de itens a se percorrer, independente de hierarquia para simplificacdo do processo:

a) Buscar e tornar habito o uso de exposi¢cdes de situacdes da historia da
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matematica como meio de estimulo a problematizacdo de conteddos dos
nameros. O acontecimento histérico e o modo como ocorreram o0s fatos
podem gerar interesse do aluno pelo conteddo, e em conjuntos o
interesse do aluno seria positivo, pois o interesse do aluno demandara
atencdo do mesmo. Quando o livro didatico ndo fornecer o aporte, a
busca destes fatos em midias digitais deve ser levada em conta,
principalmente em escolas que disponibilizam de laboratorios de

informatica.

b) Explorar o uso da reta numérica com racionais fracionarios e irracionais

por aproximacdo, denotando sempre a aproximacdo destes irracionais,
sempre que possivel feitas por fracbes continuas, devido a sua precisao

nas aproximacgoes (Vide apéndices A, B e F).

c) Trabalhar com a comensurabilidade de segmentos nos numeros

racionais. Exibir modelos de fracfes e seus segmentos, expondo método
de resolucdo e ndo modelo fixo de reproducdo matemética. Desta
maneira, abrindo a ideia de que possa vir surgir segmentos que nao sao

comensuraveis (Vide apéndice E).

d) Evidenciar com fragdes continuas e finitas a identificacdo de numeros

racionais (Vide apéndices A e F).

e) Evitar uso de exercicios e modelos como Unica justificativa de

f)

demonstracdes, como é recorrente nos livros. Ou seja, quando se oferece
mais de um ponto de vista sobre um conceito, o aluno se vé obrigado ou

induzido a fazer comparacgdes para uma escolha ou decisao.

Trabalhar, sempre que possivel, com uma maior gama de ndameros

irracionais distintos dos exemplos triviais: v2,v3e m nos demais

conteudos da matematica (Vide apéndices C e D).

g) Trabalhar e exibir subconjuntos formados por nudmeros irracionais

algébricos, usando equacbes do segundo grau como geradoras de
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subconjuntos (Vide apéndices C e D).

h) Trabalhar a razdo aurea, obtendo o nimero de ouro ¢ pela equacédo do
segundo grau. Constatar que a razao aurea e o retangulo de ouro geram

a mesma igualdade de fragcbes (Vide pags. 39 e 40).

1) Quando se usar a geometria, como, por exemplo, a diagonal do quadrado
unitario para se criar ou trabalhar a irracionalidade, ndo deixar que se
torne como a Unica fonte ou maneira de se determinar um irracional, para

gue o aluno ndo associe um numero irracional unicamente a geometria.

j) Colocar o cotidiano de trabalho com numeros irracionais evidenciando
estes na jornada do aluno. Quando se trabalha o conteido operacao
com radicais ndo se cita ou se faz referéncia aos irracionais, ho entanto
se trabalha com estes. Uma poténcia de base prima e expoente de
nameros inteiros fracionario ndo é citada como numero irracional (Vide

apéndice D).

Por mais simples que a ideologia de abordagem seja, a quantidade
entremeada de informacdes nestas acdes e procedimentos, desde que feitas de
maneira habil e corretas, criam uma gigantesca malha de conhecimento entrelacado
e interligados, da qual se espera surgir efeito positivo. Obviamente, espera-se por
parte do aluno e aprendiz um minimo de receptividade, pois a educacdo tem mais de
um viés. O empirismo da proposta se dard pelo possivel compromisso do docente
em colocéa-la em pauta.

A situagdo do livro didatico quanto ao conteudo e abordagem dos nameros
irracionais fica clara no decorrer do proprio texto, que se resume em um material
didatico sem mudancas relacionadas na abordagem ou metodologia aplicada ao
ensino dos ndameros irracionais. Incorrendo desta forma nos resultados do ensino,
porem nao de maneira positiva.

Sendo o ano de 2019 o ano inicial de aplicacdo da BNCC, € de bom tom
esperar mudancas nestes livros, entretanto ha dez anos estes livros vém sendo

referenciados pelo PNLD.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

As acepcdes e os caminhos para significar os nimeros irracionais podem
advir de varias formas. Neste trabalho procurou-se colocar em pauta através de
pesquisa tedrica como esta sendo abordado o ensino de numeros irracionais no
ensino fundamental. Neste contexto se focou em anélise de obras sobre o assunto e
avaliacao de duas colecbes para comparacéo. Discorreu-se sobre os conceitos para
ensino destes numeros para embasamento.

As analises das duas colecdes didaticas escolhidas, por estarem sendo
utiizadas em rede pduablica, simplesmente validaram os relatos nas obras
consultadas a respeito do assunto. Nao foram evidenciadas distor¢bes grotescas
neste ensino. Porém as quantidades de elementos textuais destinados ao ensino
dos numeros mostrou, tanto na pesquisa documental quanto nas colecdes
avaliadas, um percentual pequeno quando relacionado ao todo do livro, valores que
estdo entre 2% e 4,5% do total do livro destinados ao ensino destes conceitos. Nas
colecbes denominadas A e B, a dependéncia e unicidade de se mostrar irracionais
unicamente por geometria continua a ser propagada, ndo se observando nestas os
termos como comensurabilidade e fracdo continua. Os métodos de introducédo dos
irracionais continuam abordados como na década passada.

Comparando os fatos na pesquisa documental e nas colecbes avaliadas,
constatou-se que as metodologias de ensino entre estas ndo se modificaram desde
2010, com relacdo ao ensino dos numeros racionais e irracionais. Ou seja, nao
ocorreram mudancas significativas no ensino de numeros, estando este ensino
congelado ha quase uma década.

Dada a complexidade de como a educagdo ocorre atualmente no pais
(politica, economia, cultura...) optou-se por ndo contextualizar nesta direcdo e se
focar no simples e possivel. Deste modo se sugere uma sequéncia de topicos como
no final da secdo 4. Os procedimentos empiricos propostos pelos topicos dessa
sequéncia para o docente incidem no que os resultados da pesquisa documental, e
constatados nas colecbes A e B, caracterizaram como n&o condizente ou nao
adequado.

Deste modo, a principal contribuicdo da pesquisa €é exibir, nesta data, de fato

a real abordagem no ensino fundamental do ensino dos numeros irracionais.
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Consistindo na constatacdo da ndo mudanca durante uma década dos livros
didaticos, os quais séo referenciados ideais pelo Ministério da Educacdo. Além de
oferecer informacOes pedagogicas, acredita-se que revelam-se pontos cruciais a
serem observados e trabalhados para mudancas neste ensino. Considera-se como
contribuicdo a pequena sequéncia de procedimentos empiricos a serem aplicados.
Finalmente a valoragdo dos nameros fica evidenciada neste trabalho.

Uma semente para germinar deve ser plantada. Com este trabalho tenciona-
se plantar uma simples ideia de mudancas no ensino de ndameros irracionais no

ensino fundamental para melhorias na significacdo destes niameros.
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Apéndice A

Para aproximacdo ou calculo de raizes aproximadas, as fracbes continuas

sdo uma opcao no ensino fundamental, além de fornecerem boas aproximacdes.
Assim:
a) V2 = 1,4142135623730950488016887242097...

Seja o algoritmo (5):

bn = bf ,n = 1 e ao = lboJ,al = lblj,az = lsz, an = lan,
n-1— An-1

Parab, = V2 ea, = |V2| = 1:
1 1 1 V2+1 V2+1
bO_aO \/E—l \/5—1 \/§+1 2-1
:>a1:l\/§+1J:2
1 1 1 V2+1 V2+1
b, = = = x = =V2+1
by—ay V24+1-2 V2-1 V2+1 2-1
:>a2:l\/i+1J:2

Observe que o processo sempre vai fornecer a,, = 2, deste modo teremos:

1
V2=1[1;222,..]= 1+
1
2+ il

2+ 1
2t ——1 —
2+—
24+ =

Aproximacao para [1; 2,2,2,2,2]:
1
x=[1;22222]= 1+ T =

2t ——7—

2+ —7—

2+—

2+ 3

1 99
x=1+ = x =—==1,4142857142857142857142857142857
24— 1 70
1
2+ 1
2+——
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b) \3=1,7320508075688772935274463415059...

Parab, = V3 ea, = |V3] = 1:
V3+1 3+1 V3+1

1 1 1
b: = = X =
"“ho—a, V3-1 V3-1 V341 3-1 2
O RS P
a, = > =
1 1 2 3+1 2(V3+1
b, —ay \/§+1_1 \/§—1 \/§+1 2
2
Sa,=|V3+1]=2
.- 1 1 1 ><x/§+1_\/§+1_\/§+1
*"hi—a; V3+1-2 V3-1 V341 3-1 2
[\/§+1|
$a3= 5 =

Observe que o processo € recorrente e fornecera:v3 = [1;1,2,1,2,1, ...]

Aproximacao para [1;1,2,1,2,1]

1
x=1[1;12121]= 1+
1
T4 ———7—
2+ ———
1+—
2+7
1 71
x=1+4+ 1 =>x=-—=1,73170731707317073170731707
1+ 1
2t — 71—
1+ ———
2+—
145

c) V5 = 2,2360679774997896964091736687313
Para b, = V5 ea, = |[V5| = 2:
1 1 V5+2 V542
by = = X = =V5+2
bo—ay 5-2 542 5—-4
= a1 = l\/g + ZJ = 4‘
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1 1 V5+2 542
b, = = X = =V5+2
by—a; V5+2-4 J5+2 5-4
2a2=l\/§+2J=4
1 1 V5+2 5+2
by = = =+5+2

= X =

b,—a; 5+2—-4 ~5+2 5—-4
= az == l\/g + 2J = 4‘

Observe gue o processo é recorrente e fornecera:\/g = [2; 44444, ]

Aproximacao para [2; 4,4,4,4,4, ... |:

1
x=1[2;44444,..]= 2+ 1
At ——7—
4+ ———
4+—
4 4 )
1 2889
x= 2+ 1 > x = 1292 = 2,2360681114551083591331269349845
At —T
4+ —7g—
44—
4+7
Com o mesmo procedimento obtemos:
d) V6 =[2;2,4,2,4,242,4,..] = 2 +2++ = 2,449489742783178098197 ...
S S
4+ﬁ
4+ T
2+:%
e) V7 =102;1,1,1,4,1114,..] = 2 ++ = 2,64575131106459059050 ...
1+—1+;1
1+ 1
4+ 1
1+—1
1+:
H V8=1[2;1,4141414,..]1= 2 Ly — 11 = 2,82842712474619009760 ...
S S
A
1+ 1
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Apéndice B

A representacdo de um numero racional da forma % coma,b € Z*, por fragdo

continua pode auxiliar na compreensao destes. Pois se o0 mesmo for representado

por uma fracdo continua finita é dito racional. Usando de mesma forma o algoritmo

(5), pode-se pegar fragcdes da forma %, coma,b € Z* e representa-las como abaixo:

14,
a) 5
1
bn =—,n 2 1 e ao == lboJ,al == lblj,az = lsz, an = lan,
bp_1—an_1
para by = % eay = EJ =17, 0 algoritmo nos da:
b_1_1_1_8 —b—8—1
e v =[g] =
8 8
) 1 1 1 6 3 3] = 3
= = = === = = =
2 by —a, §_1 2 2 “2
6 6
4 [1;1,3] == 1+—1
?_ » 4 - 1
1+§
117
b) YR
Pelo algoritmo (5) tem-se:
117—[3 6,6] = 3+ !
37 T el
6
346
c) Paraz—g.
346
—=[11;1,13,1,1] = 11 +
1
B+——7
1 +1
256
d) ParaE.
256
—=[191,231]=19+ ————
13 1
1+ ———
2+—
3+T

Observe que quando o numerador for menor que o denominador de uma

~ . . p 1 b
fracao racional da forma %, tem-se que o inverso desta € dado por z = - Deste
b
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modo, tem-se a representacdo por fracdo continua de% dada pela

5 1 : 13
representacéo de +. Desta maneira, para Pyt
13 1 1 1
&) o= 7 = 0 tom = 0+ o —=—=[0:191231]
1+2+L
3+%
29
f) Para_——:
29—[0-1111311]—0+ 1
346 T T L 1
14—
13+——
1+7
37
g) Para 0
3 [0:3,66] = 0+ ——
117 "7 341
6+
6

Sabendo-se a representacdo de V7 ev/8 usando o método do inverso:

1 — 1
n %=0021114TT14..]= 0+ — -
1+ T
1+ T
1+ T
4+ T
1+—
yES
. 1 — 1
D %=1021414T4T4 .1 = 2+ — -
4+ T
1+ T
4+ 1
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Apéndice C

A construcao de numeros irracionais ou subconjuntos de irracionais pode ser
conseguido através de numeros algébricos. Para o ensino fundamental uma forma
de se obter estes numeros é através de equacdo do segundo grau. A escolha de
uma equacao propria ajuda neste contexto. Seja a equacao:

x2+bx+1=0
Analisando Baskara, o delta (A) desta equacdo. Tem que se: A+ 4k; k €N,

entdo A ndo € quadrado perfeito. Assim:

A= b? —4ac =b* —4

Sejab = 2k + 1, ou seja, bseja um numero impar. Deste modo:

A= 2k+1)>—4=4k’+4k+1—-4 >
A=4k%? +4k -3 =4(k*+ k) -3
A= 4m — 3.

Deste modo se k€ impar, A ndo € quadrado perfeito, gerando equacdes do
segundo grau com raizes irracionais. Deste modo, para k =1 = b = 3.

Assim:

a) x2+3x+1=O:>x=_\/§_3oux:@

b)x2+5x+1=0=>x=‘\/H—50ux=x/2_;—5

c) AT 41 =0x=3Y5"7 gy =357

d x*+9%x+1=0=>x=—"—""oux= 77-9
_ 31311 3V13-11

e) x>’ +1lx+1=0x= - oux =



H x*+13x+1=0=>x=

g) x*+15x+1=0x=

—V221-15
TOTX

—V165-13
Toux
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Apéndice D

O trabalho com expoentes racionais e fracionarios pode fornecer numeros

irracionais, e deste modo subconjuntos irracionais. Seja a expressao abaixo:

m
Yp™ =pn;mdc(m,n) = 1e"p" é primo.

Desta forma pode-se expor nUmeros irracionais:

\/_—22 4—55 8—73 \/_—73

Ou conjunto:

12 3 7 9 2
A= {22, 73,72, 35, 54, 33, }

m
Numeros compostos da forma: a» podem ser decompostos pelo teorema

m m

fundamental da algebra. Deste modo a» = (pg)» = pn.qn.
Deve-se lembrar que os irracionais ndo sdo fechados para multiplicacao,

para que ndo ocorra o processo abaixo:
1 4

4
52.51 = 52 = 52 = 25
A soma de racional com irracional, embora extremamente simples, mostra-

se a ferramenta mais intuitiva para a constru¢cdo de nimeros irracionais.
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Apéndice E

A ligacdo da comensurabilidade com a racionalidade justifica o trabalho com

exercicios desta ordem. Sejam os exemplos:

f)
9)

h)

Desenhe dois segmentos AB e CD quaisquer. Qual dos segmentos € maior?
Como vocé fez para dizer qual € o maior?

Crie um nome ou simbolo para cada segmento de tal forma que seja possivel
saber a posi¢cdo na sequéncia do menor segmento para o0 maior.

Talvez vocé tenha percebido que criar nomes significativos para o0s
segmentos ndo € uma tarefa facil. Vocé tem alguma sugestdo para tornar
essa tarefa mais facil?

O que vocé acha de se comparar o tamanho dos segmentos com um
segmento fixo?

Uma das solugcées para esse problema é escolher um segmento para ser o padrdo
de comparacdo. Chame-o de U. Agora todos os outros segmentos serdo
comparados com o segmento U. Fica combinado que o tamanho do segmento
padrdo é um (1).

Vocé conseguiu medir todos os segmentos com o segmento “U”?

E possivel criar um segmento menor que “U” para medir os segmentos que
nao foram possiveis de serem medidos com “U”?

Quantas vezes este segmento menor que “U” cabe em “U” e nos que nao
foram possiveis de medir por “U”?

Observe o exemplo abaixo:

Suponha que u = 2w, 0 que torna w = % Agora suponha que o segmento AB
contenha o segmento "w" 3 vezes, isto é:



E=3w=3§

E possivel repetir a ideia acima com os segmentos que vocé ndo conseguiu
medir com o segmento “‘U”?

j) Quais as medidas que vocé encontrou?

66
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Apéndice F

A estreita relacdo do algoritmo de Euclides e fracdes continuas pode

contribuir de forma positiva para o estudo dos irracionais e racionais. Veja o uso do

algoritmo para a construcao de fracdo continua:

Observe a tabela do algoritmo de Euclides:

Tabela 2 - Algoritmo de Euclides para fragdo continua 1

do a1 a a3
4 1 7 2
17 15 2 1 0
Numerador | Denominador |[Resto 1 |Resto2 |Resto3 |Resto4

Observe que os quocientes dados pelo algoritmo fornecem os indices das
1

1
1+—
7+E

convergentes da fracao continua:% = [ap,a1,az,a3] = [4;,1,7,2] =4 +
Para as fracbes seguintes tem-se:

Tabela 3 - Algoritmo de Euclides para fragdo continua 2

Ao a a,

8
0
resto 3

9

numerador | denominador

resto 1 resto 2

=2 1
= -|-—1

26—[2 18]
9 1+

8

Tabela 4 - Algoritmo de Euclides para fragdo continua 3

do a1 a as EN

19

numerador | denominador

resto 2 resto 3 resto 4 resto 5

resto 1
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103 1

2 =[52212]=5+—
19 5 1

o1

2+——

145

Tabela 5 - Algoritmo de Euclides para fragdo continua 4

do a1 as
3 1 31

64 62 0
resto 1 resto 2 resto 3

numerador | denominador

254 1
—=[3131]=3+—

64
1+ﬁ

Tabela 6 - Algoritmo de Euclides para fragdo continua 5

do a1 a CE!

59 19 2 1
resto 2 resto 3 resto 4

numerador | denominador | resto 1

137—[2392]—2+ !
59_ »y 0y - 3+ 1
1

9+5



