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RESUMO

SILVA, Leandro de Lima da. Equacdes Algébricas: Historia, Conceitos e Aplica¢oes. 2018.
92 f. Dissertagao (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pés-Graduagdo, Pesquisa,
Extensao e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio
de Janeiro, 2018.

No periodo entre os séculos dezesseis e dezoito, grandes avancos na Matemadtica resultaram da
busca por métodos algébricos de solucdo para equacdes algébricas de grau superior a dois.
Embora as de grau dois ja serem conhecidas desde a Antiguidade. Com base na grande
importancia das equacgdes algébricas dentro do estudo da Matematica, este trabalho comeca
com os aspectos histéricos das equacdes, suas defini¢des e seus conceitos com énfase nas
aplicagdes que podem ser desenvolvidas a partir dos anos finais do Ensino Fundamental. O
objetivo € apontar como este conteido pode ser tratado de forma mais complexa, a fim de
ajudar nas questdes de nivel mais elevado. Para isso, inicialmente, faz-se uma pesquisa sobre o
tema, onde fala-se dos primeiros registros do conhecimento de equagdes matematicas pelos
povos antigos. A seguir, abordam-se conceitos, definigdes e operagdes entre polindmios, com
destaque ao método de Descartes, dispositivo pratico de Briot-Ruffini e teorema do resto, na
sequéncia, sdo discutidas as resolu¢des de equagdes algébricas e estudados alguns resultados
importantes como: o Teorema Fundamental da Algebra, as Relagdes de Girard, etc. Como
complemento, serdo sugeridas aplicagdes que podem ser utilizadas em sala de aula referentes a
este estudo.

Palavras-chave: Polindmio. Equagdes algébricas. Historia da Matematica. Ensino e
Aprendizagem.



ABSTRACT

SILVA, Leandro de Lima da. Equagodes Algébricas: Historia, Conceitos e Aplicacoes. 2018.
92 f. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pds-Graduacgdo, Pesquisa,
Extensao e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio
de Janeiro, 2018.

In the period between the sixteenth and eighteenth centuries, great advances in Mathematics
resulted from the search for algebraic methods of solution for algebraic equations of degree
higher than two, although the resolution of the algebraic equations of degree two have already
been known since antiquity. Based on the great importance of algebraic equations within the
study of Mathematics, this work begins with the historical aspects of the equations, their
definitions and their concepts with emphasis on the applications that can be developed from the
9th year of Elementary Education. The goal is to point out how this content can be treated in a
more complex way in order to help with higher level issues. For this, initially, a research is
done on the subject, where the first records of the knowledge of mathematical equations by the
ancient peoples are spoken. Then, concepts, definitions and operations between polynomials
are discussed, with emphasis on the Descartes method, the Briot-Ruffini practical device and
the remainder theorem, in the sequence, the resolutions of algebraic equations are discussed
and some important results are studied, such as: The Fundamental Theorem of Algebra,
Girard's Relations, etc. As a complement, applications that can be used in the classroom related
to this study are suggested.

Keywords: Polynomial. Algebraic equations. History of Mathematics. Teaching and learning.
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1 INTRODUCAO

A teoria das equagdes algébricas de grau n, sendo n natural, teve seu inicio na
Antiguidade. Hoje em dia, constitui uma das partes da Algebra superior, estando presente em
varias areas do conhecimento: Engenharia, Fisica e outras ciéncias. Porém, ela esta ausente de
muitos programas de Matematica do Ensino Médio, como ja havia dito Carneiro (1998) e, nos
dias atuais, isso ¢ ainda mais notorio quando se olha para o programa do Exame Nacional do
Ensino Médio — ENEM. Temas como: nimeros complexos, polinomios e resolucdes de
equacdes algébricas com grau superior a dois ndo constam em seu programa.

Em contrapartida, fala-se em problemas contextualizados e uso de tecnologias para
tornar o ensino de Matematica mais atrativo e dinamico para o aluno.

Este trabalho pretende reunir material necessario para mostrar que a teoria de equagoes
algébricas ¢ uma ferramenta util e que pode propiciar tanto o uso de problemas
contextualizados quanto o uso de tecnologias no ensino da Matematica. Para tal, este trabalho
comeca com uma revisdo bibliografica da histéria e conceitos da teoria das equacdes
algébricas. Como ferramentas uteis na resolu¢do de determinadas equagdes algébricas, utilizar-
se-4 o software Geogebra e um método de aproximacgdes sucessivas muito util. Assim, este
trabalho sera organizado em 6 capitulos.

No Capitulo 2, faz-se um estudo abordando os aspectos historicos, comegando pelo
conhecimento que se tem do povo egipcio, passando por outros povos, fazendo uma andlise dos
varios métodos de resolucdes das equacdes, até chegar as formulas conhecidas nos dias atuais.
Esse conhecimento da historia proporcionara um melhor entendimento dos métodos
empregados para resolver as equacdes algébricas.

No Capitulo 3, serdo introduzidos os conceitos de polindmios, passando pelas quatro
operacdes, com énfase maior na divisdo, onde também serd visto o método de Descartes,
método da chave, a divisdo de um polindmio por um bindémio do tipo (x — a), dispositivo
Pratico de Briot-Ruffini e também o Teorema do Resto. Estes resultados proporcionarao
subsidios para o desenvolvimento da teoria de equacdes algébricas que sera apresentada no
capitulo seguinte.

No Capitulo 4, sera desenvolvida a teoria das equacdes algébricas, mostrando métodos
para encontrar suas raizes ¢ dicas para reduzir o grau de uma equagdo algébrica, usando a
divisdo dos polindmios. Serdo apresentados o Teorema Fundamental da Algebra e o Teorema

da Decomposicao, bem como as relacdes entre os coeficientes de um polindmio e suas raizes,
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conhecidas como as relagdes de Girard, culminando com a resolu¢dao de equacdes algébricas
pelo emprego de método de aproximagdes sucessivas de Newton Raphson.

No capitulo 5, faz-se um panorama de como o tema equacdes algébricas ¢ tratado no
Ensino Médio, ENEM e alguns exames vestibulares. E por fim, no capitulo 6, algumas

consideragoes serao feitas.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

A historia dos polindmios nasce junto com a histéria da Matematica, mas nao ha um
consenso histdrico sobre onde nasceu e nem em que lugar teve origem a historia da
Matematica, normalmente associa-se o inicio da historia a necessidade de contagem. Um dos
exemplos mais utilizados ¢ o do pastor de ovelhas que teria a necessidade de controlar a

contagem de seu rebanho.

2.1 Equacgdes de Primeiro Grau

Além das maravilhosas pirdmides de Gis¢é e da Esfinge, o povo egipcio, que se
desenvolveu ao lado do rio Nilo, deixou os primeiros registros matematicos: dois papiros sao as
fontes principais de informagdes referentes a Matematica egipcia antiga. Um deles € o papiro
de Moscou, ou Golonishev, datado aproximadamente no ano 1850 a.C.. Neste encontra-se um
texto matematico que contém 25 problemas. O outro, o papiro Rhind (ou Ahmes) datado
aproximadamente no ano 1650 a.C. no qual encontra-se um texto matematico na forma de
manual pratico. Este manual contém 85 problemas copiados em escrita hieratica pelo escriba
Ahmes de um trabalho mais antigo. O papiro Rhind esta registrado no livro de Boyer (2002, p.
08) “Foi comprado em 1858 numa cidade a beira do Nilo, por um antiquario escocés, Henry
Rhind; por isso é conhecido Papiro Rhind, ou, menos frequentemente, chamado Papiro Ahmes
em honra do escriba que o copiou por volta de 1650 a.C.” Nele encontram-se equagdes de

primeiro grau. A incognita era chamada de “aha”.

Exemplo 1. Probl.24: Pede-se o valor de aha, sabendo que aha mais um sétimo de aha da 19.
A solugdo Ahmes ndo é a dos livros modernos, mas é caracteristica de um processo conhecido
como o “método de falsa posi¢ao” ou “regra de falso”. (BOYER, 2002)

Resolucao. Na linguagem de hoje tem-se:

x+X=19,
7

Multiplicando ambos os termos por 7, obtém-se:

8x =133,

e dividindo os dois lados por 8, conclui-se que:
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2.2 Equacgoes de Segundo Grau

A equagdo de segundo grau passou por varios métodos de resolugdes até chegar a

—-btb*—-4ac

formula que se tem hoje x= 5 . Sendo desenvolvida de diversas formas
a

diferente pelos povos ao longo da historia.
2.2.1 Egito

Ainda no Egito antigo, o papiro de Moscou, também apresenta um raciocinio para a

resolugdo de equacgdo de segundo grau. Um problema para calcular a base de um retdngulo cuja
altura / ¢ igual a 1 de sua base e cuja area ¢ igual a 12. Nesses casos usava-se o método da

falsa posi¢do, inicialmente tomando niimeros multiplos de quatro. Por sorte, nesse caso na
primeira tentativa, tem-se a resposta / = 4.
Segundo Boyer, no Papiro de Rhind, ¢ apresentada a resolu¢do de problemas pelo

método de falsa posicao.

Exemplo 2. 4 soma das dreas de dois quadrados ¢ 100 unidades. O triplo do lado de um deles
¢ o quadruplo do lado do outro. Encontre os lados desse quadrado. (BOYER, 2002, p. 12)

Resolu¢do. Em simbologia atual o sistema de equagdes que representa o problema é:

x*+y*=100
B M
4 4

A seguir o procedimento retorico dado pelo escriba para a resolugdo do problema.

Tome x =4¢ y =3 como valores iniciais, e substituindo-os nas equagdes em (1).
324+ 42=25(25 #100).

Como 25#100 e +/25=5:/100=10.
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Sendo o quociente entre eles

Logo, ¢ necessario que sejam

x=3-2=6ey=4-2=8.
2.2.2 Mesopotamia

A Mesopotamia foi habitada por varios povos: os sumérios, 0s amoritas, 0s assirios e os
caldeus. Os registros matematicos encontrados em tabuas de argila, por volta de 1700 a.C., sdo
das antigas civilizagdes chamadas de babilonios (amoritas). O sistema de numeragdo usado por
esses povos era o da base sexagesimal. Observe como funcionava o sistema.

Para representar o sistema sexagesimal sera aplicada a notagdo moderna, tendo como
exemplo o nimero: 3,14;6,40, indicado assim em nosso sistema decimal:

3-60' +14-60° +6-60" +40-607° :1943.

Segundo Boyer (2002), os egipcios tiveram dificuldades de encontrar a solu¢do de uma
equagdo quadratica com trés termos. Em contrapartida, os mesopotamicos tratavam as equagoes
desse tipo com facilidade e eficiéncia.

Observe esse problema tirado de antigos textos.

Exemplo 3. “Qual é o lado de um quadrado, se a area dele menos o lado da 14,30?”
(BOYER, 2002, p. 22).
Resolucio. E bom lembrar que era usada a base sexagesimal.
Tome a metade de 1que €0;50.
Multiplique 0;50 por 0;30, obtém 0;15.
Some 0;15 a 14,30, obtém 14,30;15. Como 14,30;15 ¢ o quadrado de 29;30. (Na escrita
de base 10, 14,30;15 = 870,25 tendo como raiz 29,5 que em base 60 se escreve como 29;30);
Somando 0;30 a 29;30 tem-se que o lado do quadrado ¢ 30.
Agora em linguagem atual, mas antes de resolver essa equacdo € necessario transformar

14,30 na base 10.
14.60' +30.60° =870,
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Assim, tem-se a seguinte equagao:
x?—x=2870.

cuja a solugdo ¢ dada pela forma a seguir:

2
(ﬁ] g

2 2
=,/0,25+870+0.5
=29,5+0,5

= 30.

2.2.3 Grécia

A Grécia teve grandes nomes matematicos como: Euclides, Arquimedes, Apoldnio,
Platdo, Pitagoras entre outros. Foram eles, que introduziram o método axiomatico: as rigorosas
provas dedutivas e o encadeamento sistematico de teoremas demonstrativos, tornando a
Matematica uma ciéncia.

Segundo Roque (2012), na Grécia a contribui¢do para a equagdo do 2° grau mais
conhecida ¢ a de Diofanto. Ele introduziu uma forma de representar o valor desconhecido em
um problema.

O m¢étodo de abreviacdo representava a palavra usada para designar essas quantidades,

sendo a sua primeira ou ultima letra de acordo com o alfabeto grego.

Exemplo 4. “Encontrar dois numeros com soma igual a 20 e o produto 96.” (ROQUE, 2012,
p. 232)
Resoluc¢ao. Supondo que a diferencga entre os dois numeros seja 2arithmoi, sendo arithmoi o
valor desconhecido, dividi-se a soma desses numeros (que ¢ 20) em duas partes iguais.

A partir desse resultado, considera-sel0 um arithmos. Contudo, multiplicando-se esses
resultados obtém-se 100, ndao sendo este o produto desejado no problema.

Para que o produto seja 96, subtrai-se 96 de 100 e extrai-se a raiz quadrada do resultado,
tendo como resposta 2. Somando e subtraindo esse valor a cada arithmos, os valores procurados

serao 12 e &.
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2.2.4 India

A Matematica indiana desenvolveu-se longe da influéncia externa, mas exportando seu
conhecimento. No periodo do auge da Matematica indiana (400 a 1600 d.C.), foram feitas
importantes contribui¢des por seus matematicos.

Segundo Roque (2012), ¢ de grande primazia citar o Matematico Bhéskara,
principalmente para mostrar que ele ndo ¢ o inventor da conhecida formula de resolugdo de
equagdes de 2° grau, que ganhou seu nome no Brasil. Apesar de possuir regras para resolver
problemas que seriam hoje traduzidos por equagdes do segundo grau e também usar alguns
simbolos para representar as quantidades desconhecidas, ndo ha comprovagdes historicas que
ele possuia uma formula de resolucdo de equagdes do segundo grau.

De forma geral, o método de resolucdo empregado por Bhaskara consiste em:

e Completar o quadrado no primeiro membro para tornar o termo que contém a
quantidade desconhecida um quadrado perfeito.
e Diminuir o grau da equagado extraindo a raiz quadrada dos dois membros.

e Resolver a equagdo de primeiro grau que dai resulta.

Exemplo 5. “De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo extrai o
polen de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha solitiria
escuta seu macho zumbir sobre uma flor de lotus. Atraido pela fragrancia, ele tinha se deixado
aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?” (ROQUE, 2012, p. 241).

Resolu¢do. Em simbologia atual:

. . , . N x?
O enxame € representado por 2x?, a raiz da metade € x e os oito nonos do todo sdo

, que

aumentados do casal de abelhas e da raiz, devem ser iguais a 2x?. Sendo, assim, tem-se a
equacao:

16x2

X+ +2 =2x2

Aplicando, nos dois lados da igualdade, a multiplicagdo por 9 e depois a subtracao de
16x? +9x tem-se:

2x2—-9x =18.
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Usando o método de resolugdo empregado por Bhaskara, obtém-se a seguinte solucao:

16x*>—72x+81=225

(4x-9) =225
4x-9=15
x=6.

Logo, o nimero de abelhas ¢ 72.

2.2.5 Arabia

No estudo da histdria tradicional, a Matematica arabe, € vista pelo seu papel de traducao
da Matemadtica grega e pela transmissdo da mesma para a Europa, mas atualmente, com novos
estudos, essa versdao vem sendo desfeita.

Apoés terem se tornados conhecedores das obras gregas, os arabes ampliaram seu
conhecimento, e assim, o desenvolvimento da algebra foi algo que permitiu independéncia, ao
romper com a hegemonia do conhecimento grego.

Segundo Roque (2012), a linguagem empregada por Al-Khwarizmi (780 - 850), que era
um erudito na Casa da Sabedoria em Bagdd de, nio empregava nenhum simbolismo; ao
contrario de Diofanto, sua linguagem era exclusivamente retorica. Contudo, existia uma
linguagem padrao para indicar os objetos que apareciam nos problemas, para cada termo
desconhecido havia um nome: o valor ao desconhecido ao quadrado era chamado de Male o

valor desconhecido era dado o nome de Jidhr.

Exemplo 6. Al-Khwarizmi considera o exemplo “um Mal e dez Jidhrigualam trinta e nove
denares”. (ROQUE, 2012, p. 250).

Resolu¢ao. Em nossa notagdo algébrica esta representada como x?+10x =39. O algoritmo de
resolucdo era descrito do seguinte modo:

e Tome a metade da quantidade de Jidhr (que neste exemplo € 5).

e  Multiplique esta quantidade por si mesma (obtendo 25).

e Chamando este valor de Adad.

e Some no resultado os Adad (faz-se 39 + 25 = 64).

e Extraia a raiz quadrada do resultado (que da 8).

e Subtraia deste resultado a metade dos Jidhr, encontrando a solugao (esta solugdo ¢ 8 — 5 =

3).
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2.2.6 A Arte Analitica de Viéte

Francois Viete (1540 - 1603), era advogado e matemdtico, nasceu na Franca e era
apaixonado por Algebra. Esse matematico foi responsavel pela introducio da primeira notagio
algébrica sistematizada, sendo depois completada por René Descartes. Por essas contribuigdes
ficou conhecido como o Pai da Algebra.

Segundo Roque (2012, p. 269), foi Victe o primeiro a tomar as vogais para ocupar o
lugar dos valores desconhecidos. Foi ele quem também simplificou as relagdes trigonométricas,
podendo ser ainda considerado uns dos precursores da Geometria Analitica.

Ele queria expor a Algebra de forma 1til aos problemas de construgdo, da mesma forma
que faziam os gregos, querendo assim, com o mesmo prestigio da Geometria, fundar uma nova
Algebra.

O método de Viete: Considere a equacao ax?*+bx+c=0. Com parametros a, b, ¢ €
R, a #0 e x ¢ uma variavel real.

Sejam u,v e R tal que x =u + v . Entdo:

au+v)>?+b(u+v)+c=0
au?*+2auv+av? +bu+bv+c=0

au* +u.(2av+b)+(av*+bv+c) =0. (2)
Quer-se anular o termo u.(2av+b), fazendo 2av+b = 0. Assim, ha a transformacdo da
equacdo do 2° grau completa em uma equacgdo do 2° grau incompleta para determinar o valor de

v em fun¢ao de a ¢ b. Entao

2av+b=0

_-b
2a

3)

\4

Fazendo-se a substituicdo da formula (3) na formula (2), obtém-se:
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2 2
aw+——-——+c=0
4a 2a
2_
u:iﬂ. (4)
2a

Exemplo 7. Obtenha as raizes da equag¢do 6x*> — 5x + 1 = 0.

Resolu¢ao. Considerando x =u + v, tem-se:

6 (u+v)*—5.u+v)+1=0

6u>+12uv+6v>—5u—5v+1=0

6u? +u.(12v—-5)+ (6v*-5v+1)=0.

Desejando-se anular o termo u.(12v —5), tem-se:

12v-5=0
5
V=—.
12

- 5 . .
Substituindo v = ) na equagao anterior, obtemos:

6u?+u.(12v—-5)+(6v>-5v+1)=0

6u2+[6_[%j_5.(%j+1]20

6u2+§—§+c=0
24 12



22

u:

12

u—ii.

12

Como X=u+v, entao

x—l
==
x:i—+i 2.
12 12 1
X, ==
3

Para algumas equacdes do segundo grau, como x*+1=0, ndo havia solucdo até o

século XVI. Os matematicos da época ndo conheciam a raiz quadrada de nimeros negativos.

2.3 Equacoes de Terceiro e Quarto Grau

Segundo Boyer (2002, p.18), o conhecimento de equacdes cubicas existe desde a
Mesopotdmia antiga. O registro deixado pelos babilonicos mostra que além da equagdo

quadréatica da forma ax? + bx = ¢ eles também dominavam as ctbicas mistas x° + x? = c.

Nao ha registro no Egito de resolugdo de uma equagdo cubica, mas entre os
babilonicos ha muitos exemplos. Cubicas puras como y3=0;7,30 eram resolvidas por

referéncias diretas as tabelas de cubos e raizes ctbicas, onde a solugdo de x = 0; 30 era
encontrada. [...] As clbicas mistas na forma padrio x3+x2=gq eram resolvidas de
modo semelhante, por referéncias as tabelas disponiveis, que davam valores para a
combinagdo n*+ n? para valores inteiros de # entre 1 e 30. Com ajuda dessas tabelas
viam facilmente que a solugdo de, por exemplo, x3+x2=4,12 ¢ igual a 6.[...] A

solucdo de equagdes quadraticas e clbicas na Mesopotdmia é um fato notavel,
admiravel ndo tanto pelo alto nivel de habilidade técnica quanto pela maturidade e
flexibilidade dos conceitos algébricos envolvidos. (BOYER, 2002, p. 24).
Outro a resolver a equagao cubica foi Leonardo de Pisa (1170 — 1250), conhecido como
Fibonacci, em seu livro Liberabaci (1228). Fibonacci teve grande influéncia da Matematica dos

arabes, enquanto viveu com o seu pai no Norte de Africa. Fibonacci tentou provar que

nenhuma raiz da equagdo cubica x*+2x?+10x =20pode ser expressa irracionalmente na

forma a ++/b , ou seja, nenhuma raiz pode ser construida com régua e compasso. Esta prova

estd no tratado intitulado Flos (Floragdo ou Flor). (BOYER, 2002).
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A solugdo da equagdo cubica veio por Cardano (1501 - 1576), Em 1545 a forma de
resolugdo das equacdes cubicas torna-se conhecida com a publicacdo de Ars Magna. A
publicagdo dessa obra causou tal impacto que o ano de 1545 foi tomado como marco inicial do
periodo moderno da Matemadtica. Deve-se frisar que Cardano ndo foi quem descobriu
originalmente as solu¢des das equacdes cubicas. Ele proprio admitiu isso em seu livro. A
sugestdo para resolver as cubicas, ele afirma, lThe havia sido dada por Niccolo Tartaglia (1499 -
1557). O que Cardano deixou de mencionar foi o solene juramento que havia feito a Tartaglia
de ndo revelar o seu segredo. Este pretendia firmar sua reputagdo publicando a solucdo das
clbicas, até entdo desconhecida, em um tratado sobre Algebra. Sobre a regra para resolver
equacdes quarticas, o aluno de Cardano, Luigi Ferrari (1522 - 1560), nascido em Bologna, foi

quem encontrou a férmula para resolvé-las por meio de radicais em 1540.

2.4 Equacoes de Quinto ou maior Grau

Depois da descoberta de Ferrari, o método de resolugcdo das equagdes quarticas, em
1540, passaram-se dois séculos e meio até¢ alguém demonstrar que a equacdao geral de grau
superior a quatro ndo pode ser resolvida por meio de radicais.

Havia um matematico, Lagrange (1736 - 1813), que chegou perto do resultado de Abel
¢ Ruffini, contudo usando outro método. Ele usou o método de resolver a equagdo criando
outras de grau menor. Ele achou fun¢des com as simetrias necessarias para 3 e 4 raizes, embora
ndo para 5 raizes. Quando tinha 5 parametros, as fungdes ndo reduziam, e sim passavam para 6
resultados diferentes. Sendo assim, Lagrange pode ter pensado, mesmo nao tendo provado isso,
que a equagao de quinto grau nao teria solucao.

Em 1799, Paolo Ruffini (1765 - 1822) publicou em Bolonha um livro. Neste,
demonstrou que a equagdo geral de grau superior ao quarto ndo poderia ser resolvida por meios
de radicais. Em 1821, Niels Henrik Abel (1802 - 1829) achava ter descoberto a formula que
expressava as raizes da equagdo de quinto grau. Percebendo que havia um erro em sua
demonstragdo, voltou ao problema, em 1824, provando que as equacgdes de grau superior ao
quarto grau ndo possuem formula geral de resolugdo por radicais. A demonstragdo de Abel ¢é
considerada satisfatoria enquanto a de Ruffini nem tanto.

O problema geral de determinar quais equagdes de grau n tem suas raizes expressas sob
forma de radicais teve uma solugdo definitiva em 1829. Evariste Galois (1811 - 1832)

demonstrou que a impossibilidade descoberta por Abel se estendia a todas as equacgdes



24

polinomiais de grau maior que 4. Existem, no entanto, critérios que determinam quais equacdes
sdo soluveis por operacdes algébricas analisando-se casos especificos.

A formula de Tartaglia-Cardano teve sua importancia légica, mas os métodos de
aproximacoes sucessivas sao muito mais Uteis para as aplicagdes do que sua formula. A
consequéncia mais importante das descobertas publicadas na Ars magna foi o grande impulso
dado & pesquisa em Algebra em varias diregdes. (FANTIN, 2009).

Os métodos numéricos para resolucdo de equacdes polinomiais comegaram a ser
desenvolvidos no século XVII. Para obter as raizes de uma equagdo, os métodos numéricos
procuram determinar uma sequéncia de valores aproximados que possibilita obter as raizes com
qualquer grau de aproximacao desejada. Newton (1642-1727) foi um dos que utilizou esse tipo
de método com sucesso. Tal método ndo se aplica apenas a equagdes algébricas, mas também a

equagdes transcendentais. (CARNEIRO, 1998 apud GOLDSTEIN, 1994).
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3 POLINOMIOS

O estudo, a seguir, ¢ baseado nas seguintes referéncias: Iezziet et al (2011); Elon et al

(2006); Dante (2008) ¢ Shine (2009).

3.1 Algumas Conceitos e Resultados Iniciais.

Definic¢ao 1. Todo polindmio na variavel x, x € C, ¢ uma expressdo do tipo:

coma,

casos:

p(x)=ax"+a, x"" +..+a,x’ +ax+a,.
Em relacdo a p, tem-se que:
°a,d,,,.ad,,d,,d, sdo numeros complexos chamados coeficientes do polindmio;
¢ O grau do polindmio ¢ o nimero natural correspondente ao maior expoente de x, com
coeficiente a, ndo nulo, ou seja, o valor de 7.
e a,, ¢ chamado de coeficiente dominante;
Com isso,
1°) f(x) =2x -3¢ um polindmio de grau 1.
2°) g(x) = x?—-3x+4¢éum polindbmio de grau 2.
3°) h(x) = x*—-2x?+3x—5¢&um polindmio de grau 3.
Entdo, todo polindmio definido por:
p(xX)=a,x"+a, x"" +..+a,x> +a,x+a,
# 0 ¢ definido de grau n.

E importante lembrar também que os polindmios recebem nomes particulares em alguns

¢ Bindmio: quando possuem dois termos. Exemplo: p(x)=2x-5.
¢ Trindmio: quando possuem trés termos. Exemplo: A(x) = x> +4x—15.

e A partir de quatro termos, usam-se a designagdo geral, polinomios.

Definicio 2. Seja a fungdo f : C— C dada por:

f(X)=ax"+a, x"" +..+a,x’ +ax+a,.

A funcdo f ¢ chamada de fun¢io polinomial.
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Sendo assim,
1°) f(x)=3x—1¢éuma fungdo polinomial de grau 1.
2°) g(x) =2x*—x+1¢ uma fun¢do polinomial de grau 2.
3°) h(x) = x*—5x?+3x—1 ¢ uma fung¢ao polinomial de grau 3.
Entao, toda fungao definida por:
fX)=ax"+a,x"" +..+a,x’ +ax+a,
coma, # 0 ¢ definida uma fungdo polinomial de grau n.

Como a cada polindmio esta associada uma Unica fun¢do e vice- versa, pode-se usar

sem distin¢do, os termos polindmio ou funcao polinomial.

Definicao 3. Sejam a € C e o polindmio

1 2
Fo X Fax+a,

r(x)=a,x" +a, x"
Chama-se de valor numérico de p para x = & o nimero
pl@=aa"+a, a"" +.. +a,a’ +aa+a,.
Se p(a) =0, diz-se que « ¢ araiz do polinémio.

Se =1, tem-se que p(a) ¢ igual a soma dos coeficientes de p.

Se a =0, tem-se que p(a)=a,.

Exemplo 8. Seja o polinémio p(x)=5x"-2x>+9x*> —=7x—3. Determine os valores
numéricos de p para x = 3 e para x = I.
Resolucao. Substituindo x = 3 em p, tem-se que:
p(3)=53*-23+93>-73-3

=581-227+99-73-3

=405-54+81-21-3

=408.
Substituindo x = i tem-se que:

p(i)=5i* —2i° +9i* —7i -3
=5+2i-9-7i-3=—-7-5i.
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Teorema 1. Se existem n+1 numeros complexos distintos que anulam a expressdo
n n—1 2
ax"+a, x" +..+a,x  +ax+a,,
entdo a, =0, Vie {0, 1,2,.., n},

Demonstracio. Sejamx,, x,,..., x,, x,,,0S #+1 nimeros complexos distintos que anulam a

n+l

X n n—1 2 19
expressdo a,x" +a, \x"" +..+a,x” +a,x+a,, Ou seja:

a, (x] )" +a,, (x, )”_' +..t+a, (x] )2 +a, (x, )+ a, =0,

a, (xz )n ta,, (xz )n_l +..ta, (xz )2 +a, (xz )"’ a, =0,

n n—1 2
an(xn) +an_,(xn) +...+a2(xn) +a1(xn)+a0 =0,
n n—1 2
an (xn+1 ) + an—l (x11+1 ) +..+ a2 (xn+1 ) + al (‘xn+1 )+ aO = O
Este ¢ um sistema linear homogénco, que apresenta n+1equagdes ¢ n+1 incognitas

(a,.a, ,..a,,a,,a,). Os coeficientes para a resolu¢do do sistema formam um determinante

de Vandermonde:

2 n—1 n
1 x x X, X,
2 n—1 n
I x, x, X, X,
2 n-1 n
1 x, x, X, X,
2 n—1 n
1 xn+l xn+1 xn+1 X n+l

Como, por hipotese, x,, x,,..., x,, x,,, sao valores distintos, o determinante ¢ diferente

n+l
de zero. Com isso, o sistema linear homogéneo possui solugdo unica, ou seja, a solugdo trivial

a,=a,, =..=a,=a,=a,=0.

n n—l1



28

Corolario 1. Um polinomio de grau n possui, no maximo, n raizes complexas.
Demonstragdo. Seja p(x)=a,x" +a, x"" +..+a,x> +ax+a, um polindmio de grau n.
Suponha que esse polindmio possua n+/ raizes complexas. Pelo Teorema 1,

a,=a,,=..=a,=a,=a,=0. Isso ¢ um absurdo, pois como o polindmio ¢ de grau n,

a,x" # 0. Logo, o polindmio possui, no maximo, z raizes complexas.

Definicdo 4. Um polinomio p ¢ dito ser identicamente nulo quando tem-se que
p(x) =0, Vx € C. Escreve-se:
p(x)=a,x"+a, x"" +..+ax’ +ax+a,=0.
Verifica-se que p possui infinitas raizes, pois todo nimero complexo ¢ raiz de p(x), e,
portanto, n €N, tal que n € grau de p. Com isso, afirma-se que
a,=a,,=..=a,=a,=a,=0.

De fato, se houvesse algum a, # 0, poderia definir-se o grau do polinomio e ele

possuiria um numero finito de raizes, o que seria um absurdo. Desta forma, também se pode
escrever o polindmio identicamente nulo como:

n—1

p(x)=0x" +0x"" +...+0x* +0x+0=0.

Exemplo 9. Determine os valores de a, b, c e d sabendo que é identicamente nulo o polinomio
p(x)=ax* +(a+b+3)x’ +(a—b+3c)x’ +(d—c+a)x+(a+b+c+d+e).

Resoluciio. Sabendo que p(x) ¢ identicamente nulo, pode-se observar o seguinte sistema:

a=0 a=0

a+b+3=0 0+b+3=0=b=-3
a—-b+3c=0 =40-(3)+3c=0=c=-1
d—c+a=0 d—(-)+0=0=>d =-1
a+b+c+d+e=0 0-3-1-1+e=0=e=5

Dessa forma, tem-se quea =0,b=-3,c=—-1,d =—lee=5.

Defini¢ao 5. Dois polindmios p ¢ ¢ sdo iguais (idénticos) quando p(x) = g(x), Vx € C. Neste

caso, diz-se que p(x)=q(x).
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Teorema 2. Dados dois polinémios p e q, p(x)=a,x" +a, x"" +..+a,x> +ax+a, e
q(x)=b,x" +b, x"" +..+b,x* +bx+b,. Eles sdo iguais se todos os seus coeficientes sio
idénticos, ou seja, a, =b,,Vie {O, 1,2,.., n}
Demonstracio. Como p ¢ g sdo idénticos, p(x) = gq(x),Vx € C, assim sendo:
p(x)=4q(x) = p(x)—q(x) =0.
Seja d(x)= p(x)—q(x), que sera identicamente nulo. Como ja visto, todos os seus
coeficientes devem ser iguais a zero.
ax"+a, x"" +.+ax’ +ax+a,—(bx"+b,x"" +..+b,x* +bx+b,)=0
(a,—b)x" +(a,,—b, )x"" +..+(a, —b,)x* +(a, —b)x +(a, —b,) =0.
De onde se pode concluir que
a,—b,=0,Vie{0,1,2,.., n},
ou seja,

a,=b,viel0,1,2,..,n}.

Exemplo 10. Determine os valores de a, b, ¢ e d para que f(x) seja igual a g(x), sendo
f(x)=4x> =3x"+2x-3 e g(x)=ax’ +(a+b)x* +(a—b+3c)x+(a+b—c+d)
Resolucio. Para que f(x) = g(x) ,deve-se resolver o seguinte sistema:

a=4 a=4

a+b=-3 4+b=-3=>b=-7
a—b+3c=2 - 4—(-7+3c=2=c=-3
a+b—c+d=-3 4-7+3+d=-3=>d=-3

Dessa forma, tem-sea =4, b =-7,¢c =-3,d = -3.

3.2 Operagdes com Polinémios

3.2.1 Adigao e Subtragdo

Dados dois polindmios p(x) = ZLO ax' eq(x)= ZLO b,x", define-se a soma entre p e

q através de:
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p(x)+q(x) = Z(ai +bi)xi ,
i=0
onde,

P(x)+q(x) = (a, +by) +(a, +b )x+..+(a,_, +b, )x"" +(a, +b, Jx" =i(a,. +h)x' .

i=0

E define-se a diferenga entre p e g através de:
p(x)—g(x) = Z(ai _bi)xi )
i=0
onde,

p(x)—q(x) =(a, _b0)+(a1 - b )x+"'+(an—l _bn—l)'xn_l +(an —b, )xn :Zn:(ai +bi)'xi :

i=0

Exemplo 11. Sendo os polinémios p(x)=4x" —3x> +2x-3 eq(x)=—x" -9x+12, efetue
p(x)+q(x) e p(x)—q(x).
Resolucao.
p(x)+g(x)=4x> =3x> +2x -3 + (=x> =9x+12)
=4x° —3x° +2x-3 —x" —9x+12
4x° =3x> = x> +2x—-9x—-3+12

= 4x° —4x* —Tx+9.

p(x) - g(x)=4x> =3x" +2x -3 -(—x> =9x+12)
= 4x> =3x" +2x -3 +x> +9x—12
= 4x’ =3x> + x> +2x+9x—-3-12

4x° —2x% +11x—15.

3.2.2 Multiplicagao

Dados dois polindmios p(x) = Zl I ax' e q(x)= Z b,x", define-se o produto de p

por g através de:

m+n

plx)g(x) Zc x'
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onde:
Co = azby,

¢, =a,b, +ab,,
c,=ayb, +ab, +..+ab,,

c. . =ab

n+n n-m°*

Exemplo 12. Determine o produto dos polindmios p(x)= x> +4x—5eq(x)=—-x-2.
Resolucio.
p(x) .q(x) = (x> +4x—-5).(-x-2)
= X7.(=x) + x°(=2) + 4x.(—x) + 4x.(=2) = 5.(=x) = 5.(=2)

—x? = 2x? —4x* —8x+5x+10

= —x’ —6x* =3x+10,
Logo, tem-se que p(x)g(x)=—x*—6x2 —3x +10.

Teorema 3. Sejam
p(xX)=ax"+a, x"" +..+ax’+ax+a, e q(x)=b,x" +b, x"" +..+bx* +bx+b,,
dois polinomios de graus n e m, respectivamente. Afirma-se que:
grau(p.q) = grau(p) + grau(q).
Demonstrac¢io. Como p tem grau n e g tem grau m, temque a, #0 e b, #0.

n+m

Efetuando o produto p.g, o termo de varidvel com maior expoente sera a,b, x"".

Como a,b, #0, gr(p.q) =n+m=gr(p)+gr(q).

Observacao. Apos a verificagao dos exemplos de adi¢do e multiplicacdao de polindomios, tém-se
validas as seguintes propriedades:

e Comutatividade: p+g=g+pe p-q=q-p.

o  Associatividade: (p+q)+h=p+(g+h)e (p-q)-h=p-(g-h).

e  Distributividade: (p + q)- h=ph+qhVq,p,he N.
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3.2.3 Divisao de Polinomios

Dividir o polindmio p(x) por h(x), ndo identicamente nulo, ¢ obter dois novos

polindmios g(x) e r(x), de modo que satisfacam as seguintes condigdes Vx € C:
o p(x)="h(x)-q(x)+r(x),

o gr(pq)=n+m=_gr(p)+gr(q),

onde p(x) serd o dividendo, A(x) o divisor, g(x) o quociente enquanto r(x) € o resto.

Observacoes.
1) Se p(x)=h(x)-q(x),ouseja, r(x) =0, diz-se que p(x) € divisivel por A(x) e por g(x).

2) Se gr(h(x)) > gr(p(x)), o resultado € imediato, com ¢(x) =0 e r(x) = p(x).

Lema 1. Seja p(x)=x"—a", com neNe a €C, tem-se que p(x) é divisivel por x — a.
Demonstracio. Basta verificar que
n n __ n—l1 n-2 2,73 n-2 n—1
x"—a"=(x—-a).(x" +ax"" +a*x"" +..+a""x +a"").
Aplicando a propriedade distributiva e simplificando os termos semelhantes obtém-se:
n n—1 2..n=2 n—1 n—1 2..n=2 n—1 n __ _n n
x"+ax" +a’x" "+ +a" x—ax" —a*x" - —a" x—a"=x"-a".

Como x—a ¢ um fator de p(x), o resultado ¢ concluido.

Teorema 4. Se um numero complexo k é raiz de um polinémio
p(x)=ax"+a, x"" +..+a,x’ +a,x+a,,
entdo p(x) é divisivel por (x — k).
Demonstracao. Como p(k) = 0, tem que:
p(x) = p(x) = p(k)
=ax"+a, x"" +..+a,x’ +ax+a,—(a k" +a, k" +..+ak’+ak+a,)
=a,(x"—k")+a, (x"" —k"Y)+.+a,(x’ —k*)+a,(x—k).
Pelo lema anterior, cada uma das parcelas da expressao acima ¢ divisivel por (x - k), ou seja,
p(x) ¢ divisivel por (x - k) e pode ser expresso por:

p(x) = (x = k).q(x).

Generalizando este resultado, diz que se k,,k,.,..., k, sdo raizes distintas de um polindmio p de

grau n, entdo existe um polindomio ¢, de grau n — m, tal que:



33

P(x) = (x =k)(x = ky)..(x =k, )g(x).

Método de Descartes
Este também ¢ conhecido como Método dos coeficientes a determinar. Ele se baseia na
existéncia e unicidade da divisdo de polindmios, além de trabalhar com as propriedades de

polindmios idénticos. Sera ilustrado no exemplo abaixo.

Exemplo 13. Verificar se o polindmio f(x) = x*—x*+ x é divisivel por g(x)=x*—x.
Resolucio. Como o gr(f(x))=3 ¢ o gr(g(x))=2, logo o q(x) tera grau 1, ou seja
g(x)=ax+b,eor(x)=0, tal que:

J(x) = g(x)-q(x)

x*=2x*+x=(x*—x).(ax+b)
=ax®—ax*+bx*—bx
=ax’+(b—a)x*—-bx.

Como os coeficientes devem ser iguais, tem-se que:

Logo, existem a ¢ b que satisfazem a relagdo estabelecida, tem que f(x) =x*—x*+x ¢
divisivel por g(x)=x*-x, tal que:

xX3=2x2+x=(x?*-x).(x—1),Vx eC.

Método da Chave
O método segue o mesmo algoritmo da divisao proposta por Euclides entre niimeros

inteiros, no qual dado um inteiro, dividendo p, e um inteiro, divisor /4 #0, dividir p por &

consiste em encontrar inteiros g € 7, fais que (onde 0 <r < |h| —1), chamando respectivamente

de quociente e resto da divisao, que cumpram p =h-q +r.

Devido a semelhanca existente entre a divisdo com inteiros € entre polindmios, pode-se
utilizar um algoritmo semelhante. Sendo gr(p(x))= gr(h(x)), utiliza-se o seguinte
procedimento:

1. Divide-se o termo de maior grau de p(x) pelo termo de maior grau de A(x), obtendo o

quociente parcial ¢, (x);
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2. Subtraindo o produto de g, (x) por /(x) de p(x), obtém resto parcial 7 (x);

3. Se gr(r(x) < gr(h(x)), tem que 7,(x) = r(x) ¢ ¢,(x) = (x);

4. Se gr(r;(x)) = gr(h(x)), divide-se o termo de maior grau de 7,(x); pelo termo de maior
grau de A(x), obtendo o quociente parcial g, (x);

5. Repetindo os passos 2, 3 e 4, aumentando uma unidade nos indices dos quocientes e

restos parciais.

Seguindo esse processo, até que gr(r, (x)) < gr(h(x)), situagdo na qual se tem que

n(x) =r(x) e q,(x) = q(x).

Exemplo 14. Determine a divisdo dos polinémios p(x)=2x*-2x>*-13x2+10x—-1 por
h(x) =2x>+4x -3, usando o método da chave e faca a verifica¢do:

Resolu¢ao. Seguindo o passo a passo anterior, tem-se que:

2xt —2x3—13x2+10x—1 2x2+4x -3

—2x* —4x3+3x2 _
x2-3x+1

—6x3—-10x2+10x—-1
+6x3+12x%>—-9x

+2x2+x-1
—-2x*—4x+3
—3x+2

Fazendo a verificacao, tem-se:
h(x)-q(x) +r(x) = p(x)
(2x*+4x-3)- (x*-3x+1)+(-3x+2) = p(x)
(2x* —6x3+2x2 +4x3 —12x2 + 4x = 3x2+ 9x — 3) + (-3x + 2) = p(x)
2x* = 2x3-13x2+10x -1 = p(x).



35

3.3 A Divisdo de um polindémio por um binémio do tipo (x - a)

A divisao de um polindmio por um binémio do tipo (x - a) terd grande importancia na
teoria de equacdes algébricas. Como visto anteriormente, se a for raiz de um polindmio, logo,
este polindmio sera divisivel por (x - a).

Ao dividir-se um polindmio de grau n por (x - a), seu quociente terd grau n — I ¢ seu
resto sera da forma r(x) =17, €C ou r(x) =0. Nesse caso, além do Método de Descartes e do
M¢étodo da Chave, havera outro método para obtenc¢do do quociente e do resto.

Considere um polindmio p, de grau n, tal que

p(x)=a,x" +a, x"" +..+ax’ +ax+a,,
que sera dividido por h(x)=x—a. Seja q(x)=b, x"" +b, ,x"> +..+b,x> +bx+b,0
quociente de grau n - [ e r(x) =r,, o resto da divisdo. Se 7, =0, o resto serd o polindmio
identicamente nulo.

Pela definicao da divisdo, tem-se Vx € C:

p(x)=(x—a)-q(x)+r(x).
Ou seja,

ax"+a, x"" +.+ax +ax+a,=
b, x"+(b,,—ab, _)x"" +(b, ,—ab, ,)x" +..+(b, —ab,)x +(r, —ab,)

a,=b,_ ab, _ =a,

a,,=b,,—ab,, b,,=a,, +ab,,

a,,=b,;—ab,, b,,=a,,+ab, ,
=

a, =b, —ab, b, = a, +ab,

a, =1, —ab, r, =a, +ab,.

Nota-se que o primeiro coeficiente (em ordem decrescente dos expoentes) de g(x) ¢é
igual ao primeiro coeficiente de p(x). A partir do segundo coeficiente de ¢(x) até o resto da
divisdo, multiplica-se o coeficiente anterior de g (x) por a e soma-se ao coeficiente de p(x).

Pode-se resumir essa regra num dispositivo para calculo desse tipo de divisdo que ficou

conhecido como Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini, conforme ilustrado na figura O1.
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Figura 01 - Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini

Coeficientes de p(x)

a An An—1 On-2 a g

Aplicacdo da regra
b.rlil_l bﬂ_l.ﬂil+ Iy b-n_z.a”+ y_3 bl' ai|+ ay bo.a“+ gy —MM> proposta
bn—l bn—z bn—B bO

Coeficientes de q(x)

Fonte: O Autor, 2018.

Observe a aplicacdo do dispositivo no exemplo a seguir.

Exemplo 15. Efetue a divisdo de p(x) =3x*—5x>+x—-2 por h(x)=x-2.

Resolucao. Aplicando o algoritmo proposto:

Figura 02 - Representacdo de (3x*—5x*+x—-2)+(x—2)

2 3 -5 1 -2

(542 (1421  E2405
O 0 O
3 | 3 4

Fonte: O Autor, 2018.

Sendo assim, a divisdo de p(x) =3x*—5x>+x —2por A(x) =x—2, tem como

quociente g(x) =3x>+x+3 degraun -/ erestor(x)=4.

3.4 Teorema do Resto

Teorema 5. O resto da divisdo de um polinomio p(x) por x — a é igual a p(a).

Demonstracio. Dividindo o polindmio p(x) por x — a, tem-se Vx € C:

p(x)=(x—=a)-q(x)+r.
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Calculando o valor de p(x) para x = a, tem-se:

p(x)=q(x).(x—a)+r
pla)=q(a)(a—a)+r
pla)=q(a)0+r
pla)=r.

Obtendo-se assim o resultado desejado.

Corolario 2. O numero complexo k é raiz de um polinémio p(x) se, somente se, p(x) é divisivel
por (x - k).

Demonstracio. (:>) Como £ ¢ raiz de p(x), tem-se que p(k) = 0. Efetuando a divisdo de p(x)
por (x — k), tem-se que p(x)=(x—k)-q(x)+r. Pelo teorema anterior, p(k)=0=r =0, ou
seja, p(x)=(x—k)-qg(x). Assim, nota-se que p(x) ¢ divisivel por (x —k).

(<:)Suponha que p(x) é divisivel por (x —k), ou seja, pode-se escrever p(x)=(x—k)-q(x).
Calculando p(k), tem-se p(k) = (k—k)-q(x) =0, concluindo assim que & ¢ a raiz do polindmio

p(x).

Exemplo 16. Sabendo que o resto da divisdo do polinomio p(x)=x“—-5x—-2 por x — 2 é 4,

determine o grau do polinomio p(x).

Resolu¢io. Usando o teorema do resto tem-se que p(x) +(x —a) = p(a) =r, sendo assim, na

divisdo do polindmio p(x)=x“ —5x—2 por x — 2, tem-se:

p(2)=4

p(2)=2“-52-2=4
=2°=4+12
=2¢=2"

Logoa=4e p(x)=x*—-5x-2,entdo p(x) é um polindmio de quarto grau.



38

4 EQUACOES ALGEBRICAS
4.1 Algumas Definicoes Basicas

Definicao 6. Uma equagdo algébrica ou equagdo polinomial ¢ toda sentenga aberta que pode

ser escrita da forma p(x) =0, onde p(x) ¢ um polindmio com coeficientes complexos.

Exemplo 17. x* —x>=2x3—x—1 é uma equacdo algébrica, pois pode ser escrita na forma

xt=2x3=x2+x+1=0.

Definicao 7. O nimero » € C ¢ chamado de raiz da equacdo algébrica p(x) =0 se, e somente

se, p(r)=0.

Exemplo 18. Observa—se que 1 é raiz da equacdo algébrica x* —2x*—x>+x+1=0, pois

1" =2.13-124+1+1=0.

Defini¢ao 8. O conjunto solugdo ou conjunto verdade de uma equagdo algébrica p(x)=0 éo
conjunto de todas as raizes da equacdo, representado por S ou V., respectivamente.
Simbolicamente, tem-se S = {r eC/p(r)=0} ouV = {r e C/ p(r) = 0}. Quando se resolve uma

equacdo, na verdade se esta a procura do seu conjunto solugao.

4.2 Resolucoes de equagdes algébricas

Nessa se¢ao, irao ser explorados os métodos de resolucdes de equagdes polinomiais do
tipo p(x)=a,x" +a, x"" +..+a,x* +a,x+a, =0, para n<4. Para n>4, pelo Teorema de
Abel-Ruffini, ndo ¢ possivel resolver uma equagdo através de transformacdes algébricas dos
radicais. Existem, no entanto, critérios que determinam quais equagdes sdo soluveis por

operagoes algébricas analisando-se casos especificos.
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4.2.1 Equagao polinomial do 1° grau

Sendo p(x) = ax+b um polindmio do primeiro grau, a resolucao da equacao p(x) = 0 ¢

a seguinte, sendo a # 0:

ax+b=0ax=-b& x=—.
a

Assim, tem-se que S = {_—b} .
a

Exemplo 19. Obtenha o conjunto solu¢do da equagdo 4x — 10 = 2x +18.
Resolucio. Para resolver esse problema realiza-se uma sequéncia de operagdes nos dois lados
da equacgdo. Primeiro subtrai-se 2x e soma-se 10 nos dois lados.

4x-2x-10+10=2x-2x+18+10

2x =28.
Agora divide-se os dois lados por 2.
2 _28
2 2

Assim tem-se § = {1 4},

4.2.2 Equagao polinomial do 2° grau

Para uma equacgao do segundo grau, ax®+bx+c =0 ,tem-se:
ax*+bx+c=0
4a*x?* +4abx+4ac=0
4a*x* +4abx+4ac+b*=b?
(2ax+b)*=b*—4ac
2ax = —b +b*> - 4ac
bt Jb*—4ac |

2a

Com isso, tem-se que:

2a 2a

g _{—b—\/b2—4ac —b+\/b2—4ac}
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Observagao. Chama-se b*>—4ac de discriminante da equagdo do 2° grau e denota-se por A.

Note que:
o Se A>0, aequagdo possui duas raizes reais distintas;

e Se A=0, a equagdo possui apenas um valor de x que satisfaz a equagdo, sendo igual a

b . , .
Y Consideram-se duas raizes reais iguais,
a

e Se A<O, aequagdo possui duas raizes complexas conjugadas e ndo reais.

4.2.3 Equagao polinomial do 3° grau

Seja a equagdo geral do terceiro grau dada por x*+a,x*+a,x+a,=0 (caso o
coeficiente a, de x’ seja diferente de 1, dividi-se a equagdo por a, para chegar na equagao

anterior).
Por meio de uma mudanga de variavel, coloca-se o polindmio em uma forma onde nao

tenha o termo do segundo grau.

Substituindo x =y + d na Equagdo x> + a, x>+ a,x + a, =0 tem-se:

(y+d)y+a,(y+d)+a,(y+d)+a, =0
y*+@3d+a,)y*+(3d*+2da, +a,)y+(d*+d*+a, +da, +a,)=0.

Como o objetivo ¢ anular o valor do coeficiente de y?, tem-se:

3d+a,)=0
3d =—a,
__ %
3
. a - .
Sendo assim, usandod = —?2 , Na expressao anterior, tem-se que:

yH_?j}yH?j -2}, }y{(?j (2] vao-2)e } o

2 2 2 3 2
yi+(-a, +a2)y2+(%— C;z +a1jy+(—%+%+a2 _a23a1 +a0j=0

2 3 2 2
(y3—y2a2 +y§2 —%)+(y2—%+%ja2 +(y—a?2jal +a,=0
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3 2
a a a
(y—?zj +(y—?2) -a, +(y—?2jal +a, =0.

a
fazendo-se x =y — ?2 ,logo tem-se:

xX*+a,x*+ax+a,=y+py+gq,

O que implica em:

a,’ 2a,> a,a,
=a,—— e =——
P57 TR

0°

Portanto, para achar as raizes da Equagdox®+a,x*+ax+a, =0, basta resolver

y*+py+q=0.
Sejam u e v duas novas indeterminadas. Fazendo y = u + v. Obtém-se entdo:

O=w+v) ’+pu+v)+q < uw*+3u>v+3uV*+ v+ pu+ pv+qg <

W+v+q)+3uvu+v)+ plu+v) = W +v +q)+w+v)(p+3uv)=0.

Segue se dai a solugdo (u, v) do sistema

Elevando ao cubo a segunda equacdo do sistema acima, tém-se entdo u® e v¥ suas

solucdes na seguinte equacdo do segundo grau:

3 3
u3+(—£j =—q =u’ +qu3—§7.
Tomando u® = z tem-se:
p3
z?+qz—-—=0.
=70
q> P > p’

Fixando uma das raizes quadradas de —+ -—e assim demonstrado por ,|—+-—,
4 27 4 27

tem-se que as raizes sao:

2 3

o4y |2, P
2 4 27

2 3

I S T
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Pela simetria do papel que desempenham u e v, pode-se supor que u* =z, e V* = z,.
Escolhendo uma das raizes cubicas de z, e denotando-a por 3/z, , segue-se que as

~ ~ ~1+i3 .
solugdes de u® =z, sdo 3/z, , wilz, e w?*3/z, , em que se tem w=———, uma das raizes

cubicas da unidade.

Denotando agora por 3/z, a raiz ciubica de z, tal que 3\'/2_13\/2 = —%, de modo que a
segunda equacdo do sistema seja satisfeita, o referido sistema admite as seguintes solugdes:
U = %/Z_l > M = 3\/2 )
u, =wilz,, v,=w*3z,;
u, =w?iflz,, vy, =wilz,.

Segue-se, entdo, que a equag¢do possui como solucdes as chamadas formulas de
Cardano:

2 3 2 3
. :3\/_2+ ¢ +3\/_1_ i
2 4 27 2 4 27

yzzw3\/_2+ q_2+p_3+w23\/_g_ q_2+£3
2 V4 27 4

2 3 2 3
y3=w2 3\/_2_{_ q__|_p_ +w 3\/_1_ q_+p_
2 V4 27 2 4 27

No ensino médio, essas formulas nao sdo apresentadas.

Exemplo 20. Obtenha as raizes da equagdo do polinomio p(x) = x> + 12x> +3 x — 4.
Resolu¢ao. Primeiramente elimina-se o termo do segundo grau do polindmio

p(x) =x3+ 12x? +3 x — 4, para encontrar uma equacao da forma y*+ py+¢q=0.

Para isso usa-se

2 3
p=ay=—- ¢ q= e

+a,,
27 3 0

logo, tem-se que

po3 (122

3
45 ¢ q=2(;172) —3'312+(—4)=+112,
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obtendo assim o polindmio  p(x) =y’ - 45y +112.

Com isso tem-se que:

2 3 2 3
. =3\/_z+ 7 » +3\/_1_ A

2 4 27 2 4 27

= 3\/—56+ v3136-3375 +3\/—56—\/3136—3375 =

=3/=56++-239 +3-56—v—239.

q, | E+W23\/_1_ A
2 4 27

=uU,+v, =wil—-—+,—+
Y= TV \/ 2 Va4 27

= w-3=56+~/3136—3375+n?-3—56—/3136-3375 =

=w-3=56++-239 +n?-3-56—+/—239.

2 3 2 3
gy =ty vy = 3\/_1+ ¢, 3\/_2_ s
2 4 27 2 4 27

=w?-3/—56++/3136-3375 +w~§/—56—\/3136—337 =
=w?*-3—56++—239 + w-3—56—+/—239.

obtendo assim esses resultados.

4.2.4 Equagdo polinomial do 4° grau
Considere-se a equacao geral do quarto grau com coeficientes complexos, que sem

perda de generalidade, pode-se supor que esteja na forma:
x*+a P+ ax*+ax+a, =0.
podendo ser reescrita como

4 3 _ 2
x"+ax*=—(a,x*+a,x+a,).
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Completando o quadrado no primeiro membro desta equacdo e ajustando o segundo

1Y (1
(xz +5a3x) :[Zaf —azsz—alx—ao.

Se o segundo membro dessa equagdo fosse um quadrado perfeito, a resolucdo da

membro, tem-se:

equacdo recairia na resolugdo de duas equagdes do segundo grau. O objetivo ¢ transformar o
segundo membro em um quadrado perfeito sem destruir o quadrado perfeito do primeiro

membro.

< 1 .
Somando a expressao y>+ 2y (x2+ Ea3x) a ambos os membros, obtém-se:

2
sz +%a3xj +y} :( 2y+%a32 —azsz +(va; —a)x+(*—a,).

A partir dai determina-se os valores de y que transformaram o segundo membro em um
quadrado perfeito. Para que isso ocorra, deve-se ter o discriminante do segundo membro, como

trindmio do segundo grau em x, nulo. Ou seja,

1
(yaz. _a1)2_4'(2y+za32 —azj-(yz—ao):().

Assim,
8% —4a,y* + (2a,a, —8a,)y + (4a,a, —aoaf _a12) =0.

Escolhendo y como sendo uma das raizes da equagdo, tem-se:

sz +%a3x] +y} =(ax + f)?,

Com a e B conveniente, esta equacdo se resolve mediante a resolu¢do das duas seguintes

equacdes do segundo grau:

(xZ +%a3xj +y=(ox+ f)ou

(x2+%a3xj+y= —(x+p).

Com isso, tem-se que a resolucdo de uma equagdo do quarto grau pode ser reduzida a

resolugdo de equacdes de graus dois e trés.
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Exemplo 21. Resolva a equacio x* —2x*—x>—2x—-2=0.
Resolugdo. Resolvendo 8y°—4a,y*+(2a,a, —8a,)y +(4a,a, —ay,a; —a’) =0, tem-se como

resposta  8)*+4)?+24y+12=0. Dividindo os dois lados por 4, obtém-se
2y*+ y*+6y+3=0. Determinando um y favoravel, encontrando y = —% que ¢ solugdo desta

equagdo. Com isso, substitui o valor de y tem-se:

2
[(xz +%a3xj +y} :( 2y+%a32 —azsz +(va; —a,)x+(*—a,)

2 2
)cz—x—l :x2+3x+2: x+E .
2 4 2

Obtém-se assim, as seguintes equacdes do segundo grau:

, 1 3

XT—Xx——=x+—,

2 2

R 1 3
XT—=x——=—|x+—

2 2

Assim:
x> -2x-2=0,
x> +1=0,

cujas raizes sdo as da equagdo proposta. Assim, a equacao tem como solucao:

S={1+43, 1-43, i ¢ —if.

4.3 Reduzindo o grau de uma equaciio algébrica

Teorema 06. Se um polinomio p pode ser escrito como o produto de p = p,p, de dois
polinomios p, e p,, entdo o complexo k é raiz de p se, somente se, k for raiz de p, ou raiz de
P,

Demonstracdo. (=)Suponha que k£ seja raiz de p,, assim p,(k)=0. Como
p(x) = p,(x)p,(x), tem-se que p(k)=p,(k)p,(k)=0.p,(k)=0, ou seja, k ¢ raiz de p(x).
Suponha que k seja raiz de p,, assim p,(k)=0. Como p(x)=p,(x)p,(x), tem-se que
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pk)=p,(k)p,(k)=0.p,(k)=0, ou seja, k ¢ raiz de p(x). Assim, se k é raiz de p, ou p,,
tem-se que k ¢ raiz de p.

(<)Suponha que k seja raiz de p, assim p(k)=0. Como p(x)= p,(x)p,(x), tem-se que
pk)=p,(k)p,(k)=0, ouseja, p,(k)=0 ou p,(k)=0. Assim, se k é raiz de p, tem-se que k
¢raizde p, ouraiz de p,.

Como visto no capitulo anterior, se a ¢ raiz de um polinomio p de grau n, entdo p ¢
divisivel por (x — a). Desse modo, pode-se escrever p(x)=(x—a).g(x), onde g(x) ¢ um
polinémio de grau n — /.

Com isso, basta encontrar uma raiz a de p(x), podendo depois efetuar a divisdo deste

p(x) por (x — a) e, em seguida, procurar as outras raizes no quociente g(x).

Exemplo 22. Resolva a equag¢do x> —6x*+x—6=0.

Resolucio. Neste caso, pode reescrever a equacao da seguinte forma:
x2.(x—6)+x—6=0, colocando o termo x> em evidéncia,
(x*+1).(x —6) =0, colocando o termo (x — 6) em evidéncia.

Assim, a equacgao tem como solugdo: S = { 6, i, —1i }

4.4 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.) ¢ de extrema importncia para o trabalho
das equacdes algébricas. A demonstracdo desse teorema necessita de conceitos de Analise,
sendo que sua demonstragdo se baseia na continuidade das fungdes polinomiais complexas.

Podendo também encontrar demonstragao analitica e topologica, mas todas tratam de
conceitos que sdo trabalhados ap6s o ensino basico. Assumindo o teorema como verdadeiro,

nao sera feita a demonstragao.

Teorema 07. T.F.A. No universo dos numeros complexos, toda equacdo algébrica, de grau

maior ou igual al, admite pelo menos uma raiz.
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4.5 Teorema da Decomposicio

Teorema 08. Todo polinémio p(x)=a,x" +a, x"" +..+a,x* +a,x+a,, com a, #0, pode
ser decomposto e fatorado da seguinte forma p(x)=a,(x—r)(x—r,))..(x—r,), onde r,,
sy ¥, SA0O raizes complexas de p(x) (podendo haver raizes repetidas). Exceto pela ordem

dos fatores, esta fatoragdo é unica.

Demonstracio. (Existéncia)

De acordo com o T.F.A., a equagdo p(x)=0 tem pelo menos uma raiz r,, Dividindo p(x) por
(x—r,), tem-se p(x) =(x—r,).q,(x), onde g,(x)¢éum polindmio de grau n — / e coeficiente
iniciala,. Se n—12>1, a equacdo g ,(x) = Otem pelo menos uma raiz r, e, utilizando o mesmo
procedimento que foi feito anteriormente, pode-se escrever p(x)=a,(x—r,).(x—r,).q,(x),
onde ¢ ,(x)¢ um polindmio de grau n — 2 e coeficiente a,. Apds n aplicagdes sucessivas do
T.F.A., obtém-se p(x)=a, (x—r,).(x—r).(x—7,).q,(x) onde q,(x) é um polindmio de
grau n — n = ( com coeficiente a,, ou seja, polindmio constante ¢,(x)=a,. Logo,
px)=a,(x—r)(x=1).(x-r1).
(Unicidade) Suponha que p(x) possua duas decomposi¢des distintas p(x)=a,(x —r).(x —
r).(x-r)e px)y=a, (x—r",)(x—r",).(x—r' ). Comparando os termos de maior grau
de ambas as expressdes, conclui-sequea, = a',. Assim, Vx € C:
x=r)x-nr)(x-r)=(x-r,)x-r,).(x=7,).
Tomando x=r, obtém-se:
O=(x—7")).(x=r")(x=1").

Ou seja, pelo menos um dos ', 7',,..,7", ¢ igual a r,. Suponha, sem perda de

n

generalidade, que r, =7',. Deste modo, na igualdade:
x=—r)x-nr).(x-r)=(x-r,)x-r,).(x-1,),
os fatores (x —r,) e (x—r', )sdo iguais. Fazendo o cancelamento desses termos, tem-se que:

(x—r)x=r)=(x-r).(x=1").



48

Repetindo esse argumento n vezes, faz-se o cancelamento de cada termo

correspondente, concluindo que r, =7',,r, =r", ..., =7

2 'n

ou seja, exceto pela ordem dos

n?’

fatores, esta fatoragao ¢ tinica.

Exemplo 23. Observe os polindmios a seguir € suas raizes:
1°) f(x) = 2x — 4 de raiz 2.
2%) g(x) =x?-3x + 2 deraizes 1 e 2.
39 h(x) =x°-6x>+ I1x— 6 deraizes 1,2 e 3.
Cada um dos polindmios acima pode ser escrito na forma fatorada:
19fx) =2x—4 < 2.(x=2).
2°gx)=x-3x+2 & (x-1D.(x—2).
3 hx) =x3-6x>+ 11x— 6 & (x—1).(x—2).(x—3).

Definicido 9. O nimero » € C ¢ raiz multipla da equagdo p(x) =0 com multiplicidade m se, e

somente se:
p(x)=(x-r)".q(x)eq(r)#0.
o Se m =1, r € uma raiz simples de p;
o Se m =2, r ¢éuma raiz dupla de p;
o Se m =3, r ¢ uma raiz tripla de p;
o E assim sucessivamente.

Exemplo 24. Observe o polindmio p(x) = x* + 3x? + 3x +1, tem-se que » = - I € raiz multipla

de p(x), com multiplicidade 3, logo p(x) = (x + 1).

’ oA 1
Teorema 09. Se as raizes complexas de um polindmio de grau n, p(x)=a,x" +a, x" +

...+a2x2 +a,x+a,, forem FisFysesl,, COM P ST, distintas duas a duas, cada uma com
multiplicidade m ,,m,,...,m ,»» Tespectivamente, tem-se que m, +m, +...+m, =n.

Demonstracio. Pelo Teorema da decomposigdo, tem que p(x)=a,(x—r,).(x—r,)..(x —r,),

podendo haver repeticdes entre as raizes. Como no enunciado, tem-se que as raizes sao
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FisFyseslys distintas duas a duas, as raizes » pi1s pig e 1y SEO repetidas. Agrupando os fatores

iguais numa poténcia, tem que:
— m my mp
p(x)=a,(x—r)" (x=r)" lx—r,)"".
Ondem,,m,,...,m, sdo as multiplicidades das raizes r,7,,...,r,, respectivamente.

Como o polindmio tem grau n, segue que m, +m, +...+m, =n.

Exemplo 25. Observe o polindmio p(x)=2.(x—1.(x—1).(x —2).(x—2).(x—2).(x - 3).
Note que a raiz 1 aparece duas vezes, a raiz 2 aparece trés vezes € a raiz 3 aparece uma

vez. Logo, o polindmio p(x) tem a raiz 1 com multiplicidade 2, a raiz 2 com multiplicidade 3 e

araiz 3 com multiplicidade 1.

4.6 Relagoes de Girard

Albert Girard (1595 - 1632) era um Matematico que fez contribuicdes na Algebra,
Trigonometria e Aritmética. Em 1626, publicou um tratado sobre trigonometria, sendo o
primeiro a usar as abreviaturas sen, cos ¢ tag também famoso por ser o primeiro a formular
S = fu + £, que € a definicdo de sucessio de Fibonacci.

Considere um polinomio de grau n, que pode ser escrito como
p(xX)=ax"+a, X" +.+ax*+ax+a,=a,(x—r)(x—r).(x-r), onde r ,7,..,7,
sdo as raizes de p(x) (podendo haver repeticdo). Observe as formulas de Girard a seguir, para
n=1,n=2,n=3,n=4 edepois sera generalizada para um valor arbitrario de n.

Polindmio de grau 2: Tem-se Vx € C:

ax’+bx+c=a(x—r)(x—r)
=a.(x*—rx—nrx+ryr,)
=ax*—a(r,+r)x+arr,.

Como os polindmios sao idénticos, igualam-se os coeficientes:

Ko, = —
{b:—a.(lf1+rz): L2 a

c=an.r, c
nr, =—
a
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Polindmio de grau 3: Tem-se Vx € C:
ax’+bx+ex+d=a(x—r).(x—r)(x-r)
=al[x}—(r, +r, +r)X>+(r 5, + 11y +1,0)X =11,
=ax’—a(r, +r,+r)x*+a.(rr, +r iy +rin)x —arrrs.

Como os polindmios sdo idénticos, igualam-se os coeficientes:

ro4n A+ =—

b=—a(r, +r,+r,)
c

c=+a.(rr, +r iy +rin) S r i, i, =—,
a

d =—ar ;. _d
P, =—.

Polindmio de grau 4: Tem-se Vx € C:
ax*+bx’ +ex*+dx+re=a(x—r).(x—r).(x—r).(x—-7r,)
=a(x-r)(x-r)(x-r)(x-r)
=a[x' —(r,+r, +r+7,)X3+
(r\1y + 11+ 11y Ay Vo F, 1 )X = (P T, AT, )X 1T ]
=ax' —a(r +r,+r,+r)x*+

2
a.(r\v, +r\r, + 1 A A1, AT E)XE = a1y T, AT, T RE)X A LT,

Como os polindmios sio i1dénticos, igualam-se os coeficientes:

Fon A, =—
b=—a(r,+r,+r,+r,) c
c=+a.(r;ry +riy +rr, 4 .y, 1) P\l T T A Rl T, =
d=—a.(rr,r, +rrr +r,rr,) —d
\T17273 17472 2747 3 —
P\ + Ty P E T = —
e=arr,nr,

Frl3hy =—

A s . —1

Polindmio de grau n: Sejam p(x)=a,x"+a, x"" +..+a,x’ +a,x+a,, a forma
desenvolvida de p(x), ¢ p(x)=a,(x—r,)(x—r)..(x—r,), a sua forma fatorada, com
ris0 ..., 1, as raizes do polindmio. Analisando os casos, percebe-se que os coeficientes de x”

serd a,, tanto na forma desenvolvida, quanto na forma fatorada.
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Em seguida, ¢ formado o termo x"', obtido através da distributiva na forma fatorada,

multiplicando x em cada fator, exceto em um deles. Tendo:

a, (-1, -1, —..—r)X"" =—a (r,+r, +..+r)x"" =—a, S x"",

S

onde S, denota a soma das raizes de p.

Para formar o termo x" >, fazendo o mesmo de antes, mas agora escolhendo apenas
duas raizes na distributiva. Assim:

a,[(=1)(=ry) + (=1)(=15) (=1, ) (=71 X"

=a,(nr,+r.rn+..+r1

n—1

n-2 __ n—-2
F)X"=a,85,x"".

S,

n—k

Na formacdo do termo x" ", escolhe-se k fatores da forma (—r,)(-r,)...(-r,) e, sendo

S, asoma dos produtos das raizes de p, tomadas k a k, tem que:
a,(-1)*S, x"*.
O termo independente sera formado com o produto das » raizes, sendo a, dado por:

a,(~1)(1y)=1,) = @, (<) Fryer, = a, (-1)"S,..

S

n

Desta forma, pode-se concluir que:

p(x)=ax"+a, x"" +..+a, X" +.+a,

=ax"—aSx"" +. . +a,(-)'Sx" +. . +a,(-1)"S,,

a
_ n—1
S, =- ,
an
a
_ n-2
S, = e

de onde tiram-se as relagdes:
a

Sy = (_l)k —=
a

n

S, =(-1)" 2.
a

n

Juntamente com outras relacdes auxiliares, as relagdoes de Girard formam uma
ferramenta muito Util para resolverem-se algumas equagdes. Veja alguns exemplos que ilustram

esse fato.
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Exemplo 26. Se a, b e ¢ sdo raizes da equacdo x’- 4x*- 31x + 70 = 0, calcule o valor de
logz(x1 + X, +x3).

Resoluc¢ao. Aplicando as Relagdes de Girard para a soma das raizes da equagao de 3° grau tem-

S¢:

(x1 +x, +x3):——
a

= —(~4)

=+4
Portanto, ocorre que
log,4=2.

Concluindo que a resposta de log, (x, +x, +x,) é 2.

Exemplo 27. Resolver a equacio x° - 4x° + x + 6 = 0, sabendo que uma raiz é igual a soma
das outras duas.

Resolu¢ido. Usando as Relagdes de Girard, sabe-se que r,r,rr; =—6 € que 7, +7, +r, =+4,
pelo enunciado tem-se que », +r, =r,, ou seja, r, +r, =4 =r, =2. Sabendo que 2 ¢ raiz da

equagdo, sera usado o dispositivo pratico de Briot-Ruffini:

Figura 03 - Representagio de (x” - 4x” + x + 6) + (x - 2)

2 |1 -4 1 6

@ (2.1-4)  (2.(-2+1) (2(3)+6)

{ ¥ \
1 -2 30

Fonte: O Autor, 2018.

As outras raizes estdo no quociente x? - 2x - 3, que sdo iguais a 3 ¢ — /. Assim, tendo

como solugdo final § = {— L2, 3}.
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Exemplo 28. Formar uma equa¢do do 4° grau com coeficientes inteiros cujas raizes sejam -1,
2,-3e4
Resolucdo. Com a notacdo utilizada nas relagdes de Girard, tem-se que uma equacdo do 4°
grau pode ser escrita como:

xt=8x+8,x* =S, x +S,=0,
onde

S, =ri+r,+ry+r,=2
S, =rn, +ry ey, Aty +r,r, trir, =—12
S, =rnry+rirr, trynr, =-26

S, =rr,nr, =+24.

Obtém-se como equagao:

xt=2xd —12x* +26x +24=0.

4.7 Equacgoes algébricas com coeficientes reais

Antes de serem apresentados alguns resultados envolvendo equacdes algébricas com

coeficientes reais, serd enunciado o seguinte lema:

Lema 2. Sejam z, =a+bi e z, =c+di, dois numeros complexos com a, b, ¢, d € R. Entdo

z,+z,=z +2z, etambémz, -z, =z -z, .

Demonstracao: Para a soma, tem-se que:

z_1+Z=(a+bi)+(c+di)
=a—bi+c—di
=(a+c)—-(b+d)i

=z +z,.
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Para a multiplicagao:

z, -z, = (a +bi)-(c +di)
=(a—bi)-(c—di)
=(ac—bd)—(ad + bc)i

:Zl 'Zz.

Observacio. Generalizando o Lema acima, pode-se demonstrar por inducdo que dadoa € R, z

e Cen e N, tem:

“\, __
a.(z) =q.z.z..z=a.z.z..z=a.z".
—_——

n vezes
Teorema 10. Se o complexo a + bi é uma raiz complexa ndo real de uma equagdo algébrica
com coeficientes reais, entdo seu complexo conjugado a — bi também é raiz da equagdo com a
mesma multiplicidade.

Demonstracio. A partir do Lema e observagdes anteriores, como uma equacao algébrica é do

. -1 2 Ayt
tipo a,x" +a, x" +..+a,x" +ax+a, =0, envolvendo apenas soma, poténcias e

multiplica¢d@o por um niimero real, tem-se que:

pla—bi)y= p(a+bi)= p(a—bi)=0=0.

Deste modo, se z =a+ bi ¢ raiz de uma equagao algébrica, z = a—bitambém o serd.
Para verificar a multiplicidade, divide-se p(x) por:

(x—a-bi)(x—a+bi)=x*>-2ax+a*+b*.
Como o divisor tem coeficientes reais, o quociente também terd. Assim, eliminam-se duas
raizes de p(x), sendo que a+bi e a—>bi estardo, ambas, presentes ou ausentes como raizes do
novo polindomio. Conclui-se entdo, que as raizes a+bi e a—biocorrem o mesmo numero de

VEZCES.

Exemplo 29. Os niimeros complexos 1 e 2 + i sdo raizes do polinémio x’+ ax’ + bx + ¢, onde
a, b e ¢ sdo numeros reais. Qual é o valor de c?

Resolu¢ao. Um resultado importante ¢ que se um complexo “z” ¢ raiz de uma equagdo, entdo
seu conjugado também ¢ raiz. Logo, as raizes do polindmio sdo: 7, 2 +ie 2 — i.

Usando as Relagdes de Girard, tem-se que o valor de ¢ corresponde ao produto das raizes com

valor negativo.
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Assim, sendo:
c
rnr; =——,
a

Ocorre que
c=—[(1).2+1i).2-i)]
=-[2-7]
=_5.

Portanto, obtém-se o valor de ¢ = -5.

Corolario 3. Equacgoes algébricas de grau impar com coeficientes reais sempre possuem, pelo
menos, uma raiz real.
Demonstracio. Pelo teorema anterior, as raizes ndo reais ocorrem aos pares, mas as equagoes

de grau impar possuem um nimero impar de raizes, ou seja, uma dessas raizes ¢ real.

O teorema a seguir discute a existéncia de raiz racionais de uma equacao algébrica de

coeficientes racionais.
Teorema 11. Se a,be Q, Jee R - Qe a+bJc é raiz de uma equacdo algébrica de
coeficientes racionais, entdo a —b~/c também ¢ uma raiz. Além disso, elas possuem a mesma

multiplicidade.

Demonstracio. A demonstragdo ¢ analoga a feita no teorema de raizes complexas.

O teorema a seguir ¢ conhecido como Teorema do Anulamento ou Teorema de Bolzano
(1781 - 1848). Ele nao ¢ valido para polindmios, mas para fungdes continuas em intervalos

fechados. Sua demonstracao usa conceitos de limites e ndo serd apresentada.

Teorema 12. Seja p(x) uma fungdo polinomial de coeficientes reais e x,,x, € R, com x; <x,.
Se p(x,)- p(x,) <0, entdo a equagdo algébrica p(x) = 0 terd pelo menos uma raiz real r, tal

que re[xl;xz].
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Teorema 13. Se o numero racional £, com p e q primos entre si, for uma raiz da equag¢do

ax"+a, x"" +..+a,x’+ax+a,=0, com a,€l e a,#0, entdo p é primo e divisor de
a, eq édivisorde a,.

Demonstracio. Como P ¢ raiz da equagao, tem-se:

n n—1 2
an(ﬁl +an_l(£J +...+a2(£j +al(£j+a0 =0
q q q q

n n-1 2
p p pP P -
et a, . +..+ta,—~+a.—+a,=0

a

n—1

n—1

n 2 n-2 n—1 n
a,p"+a, ,.p"q+..+a,p q" " +a,.pq" +a,q" =0.
Isolando a,.p", tem-se:

n

a,.p'=-a, ,.p"q—..—a,.p’.q"" —a,.pq"" —a,.q"
=q(-a,,.p"" —.—a,.p’.q"" —a,.pq"7 —a,q"")

kez

=q.k.
Isolando a,.q", tem-se

a,q" =—a,.p"—a, .p"q—..—a,.p’.q"" —a,.pqg""
=p(-a,.p"" —a, ,.p""q—..—a,.pq"" —a,.q"")

leZ

= pl.
Assim, obtém-se:
a,p" =qk q € divisordea,.p"
=
a,.q" =pl p é divisorde a,.q"

Como p e g sdo primos entre si, conclui-se que g divide @, e também p divide a,, .

Exemplo 30. Sabendo que i é raiz da equagdo algébrica x* —5x>+7x>*—5x+6=0, encontre
seu conjunto solugdo e escreva a equag¢do como produto de polinomios com coeficientes reais.

Resolu¢do. Como i ¢ raiz da equagdo, pelo teorema 10 tem-se que —i também ¢ raiz da
equacdo. Usando a divisdo pelo método de chaves, encontra-se o quociente de grau dois, que

contém as outras duas raizes.



57

xt=5x3+7x2=5x+6 x*+1

x2-5x+6

—5x3+6x2-5x+6
+5x3 +5x

+6x>+6
—6x>—6

0

Assim, o quociente ¢ x* —5x+ 6, cujas raizes sdo 2 e 3. Logo, o conjunto solugao é:
S=1i,—1i,2,3}.
E,escrevendo a equacao na forma fatorada, obtém-se:

xt =5+ 7x2=5x+6=0
(x—=0).(x+i).(x—2).(x-3)=0
(x2+1).(x-2).(x-3)=0.

Assim, tem-se a equagao escrita na forma solicitada.

Exemplo 27. Sabendo que i e V2 sdo  raizes da equagcdo  algébrica
x® —5x* —x3—5x>—2x+10= 0, encontre seu conjunto solucdo.

Resolug¢ao. Utilizando os Teoremas das Raizes Complexas e o das Raizes Irracionais, e
sabendo que i e V2 sdo raizes da equagdo algébrica, entdo -i € — /2 também séo raizes. Tendo

assim 4 raizes, faltando apenas a quinta, que sera descoberta efetuando-se o método de chave

na divisio de x* — 5x* — x3—5x2—2x+10 por (x—\/z).(x+ \/E).(x —D.(x+i)=x"—x2-2.

X =5xt =352 -2x+10  |x* —x>-2
—x’ + x3 +2x R
x-=5
-5x* +5x2 +10
+5x* —5x -10
0

Assim, encontra-se o conjunto solucdo: S = {i, —1, «/5, —\/5, 5} .



58

Exemplo 31. Determine se 5447 éirracional.

Resolucio. Supondo que V5447 seja uma solugdo racional de um polindomio p(x), pretende-

se determinar este polindmio.

Se
x=5+7 & x2=12+235 < x* —24x2+144=140

com 1SS0

p(x)=x*-24x>+4=0.
Tem-se que, pelo teorema 13, se a equagdo p(x) tiver uma solugao racional a ,compeq
q

primos entre si,teria-se
g=tle p==%1,£2,+4.
Sendo assim, visto que 2</5<3 e que 2<\/7<3,10g0 4<~5+47<6.

Portanto, somente o 5 seria conveniente para v , contudo 5 nao € solugdo da equacdo, sendo

assim,\/g ++/7 éirracional.

Definicao 12. A partir do estudo de polindmio e equagdes algébricas, pode-se ter uma ideia
mais clara de como esbogar graficos de fungdes polinomiais.
Ir4 ser feita uma abordagem superficial sobre graficos e fungdes, pois esse assunto so ¢

trabalhado por completo num curso de célculo. Deste modo, serdo trabalhadas as fun¢des do
: —1 2 .
tipop: R>R, tal que p(x)=a,x" +a, x" +..+a,x" +ax+a, com a,€ R ie Ne
0<i<nm.

Se houver uma raiz real x,, a intersecdo do grafico com o eixo das abscissas sera neste
ponto x,, uma vez que p(x,) = 0. Se houver uma raiz real x, de multiplicidade impar £, ao se

k ... , .

escrever p(x) na forma fatorada, tem-se um fator (x —x,)", que possui sinais contrarios para
X<Xx€ X>x.

Como consequéncia, o grafico da funcdo polinomial corta o eixo x em raizes de

multiplicidade impar.

Exemplo 32. Abaixo esta representado o grafico do polindmio p(x) = x*+x*>—4x—4. Tendo

sua forma fatorada escrita na forma:
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p(x)=(x-2).(x+2).(x+1).

Observe que todas as raizes tém multiplicidade impar e o grafico toca no eixo x nesses pontos.

Grafico 01 - Representagdo do grafico de p(x) = x>—2x*—x+2.

—6

Fonte: O Autor, 2018.

No caso de se ter uma raiz real x,, de multiplicidade par m, ao escrever-se p(x) na

forma fatorada, tem-se um fator (x —x,)", que possui 0 mesmo sinal parax < x,e x> x,.

Como consequéncia, o grafico da fungdo polinomial reflete no eixo x em raizes de

multiplicidade par.

Exemplo 33. Abaixo esta representado o grafico do polindomio p(x) = x*—4x?+5x—2. Tendo
sua forma fatorada escrita como:

p(x) =(x=2).(x=1)".
Observe que a raiz + 2 tem multiplicidade impar e o grafico toca no eixo x nesse ponto. A raiz

+1 tem multiplicidade par e o grafico reflete no eixo x nesse ponto.
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Grafico 02 - Representagdo do grafico de p(x) = x> —4x?+5x—2.

Fonte: O Autor, 2018.

Pontos de inflexdo, maximos e minimos globais e locais, assintotas verticais e

horizontais necessitam de uma teoria com limites e derivadas. Como ja foi dito, ndo sera feito

este estudo avangado. Contudo na Figura 04, a seguir, mostrar-se-4 a comparagdo de trés

graficos da funcao polinomial de 3° grau:
p(x)=x>*-3x+c,paravaloresdec =1 (1),c =2 (i) e c = 3 (ii1) .

Figura 04 - Representacao de p(x) =x*>—-3x+c.

(1) p(x)=x>*-3x+1

Fonte: O Autor, 2018.

" il

e —

——

-1

(1) p(x) =x>*—-3x+2

(111) p(x) =x>*—-3x+3
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Na Figura 4 (i), o Grafico da fun¢do polinomial p(x) atravessa o eixo do x em trés
pontos, sendo assim, existem trés raizes complexas reais de multiplicidade impar. Na ilustracao
acima, o Gréfico (7i), reflete no eixo x em um ponto, isso ocorre porque existe uma raiz de
multiplicidade par em +/ e multiplicidade impar em -2. J4 na figura (iii), o grafico atravessa o
eixo x em apenas um ponto, sendo assim, existe apenas uma raiz complexa real de
multiplicidade impar, conclui-se assim que as outras duas raizes sdo complexas. Pelo Teorema

10, ja se sabe que as raizes sdo complexas conjugadas.

Serdo analisadas, a seguir, fun¢des polinomiais reais de grau quatro, que ja foi visto que

tém um numero par de raizes.

No grafico a seguir, Grafico 03, as raizes sdo todas complexas ndo reais e observa-se

que o grafico ndo toca o eixo dos x.

4 3
Grafico 03 - Representagdo do grafico de p(x) = x? + x? —x?+3.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Fonte: O Autor, 2018.

No grafico a seguir existem duas raizes complexas nao reais ¢ duas reais distintas,

observando que estas raizes reais sao de multiplicidade impar cortam o eixo dos x no grafico.
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4 3
Grafico 04 - Representagdo grafica de p(x) = x? + x? —-x2+2.

-1

Fonte: O Autor, 2018.

No grafico a seguir as raizes sao duas complexas nao reais € uma raiz de multiplicidade
par, observando que nesse ponto o grafico rebate no eixo x.
xt X 8

Grafico 05 - Representagdo grafica de p(x) = T + 3 X%+ 3

Fonte: O Autor, 2018.
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No grafico a seguir existem duas raizes complexas reais de multiplicidade impar e uma
raiz de multiplicidade par, sendo assim o grafico rebate em um ponto e corta o eixo de x em

dois.

4 3

Grafico 06 - Representagdo grafica de p(x) = XT + x? —-x2+ %

i
5]

Fonte: O Autor, 2018.

No grafico a seguir, Grafico 07, as raizes sdo todas complexas reais de multiplicidade
impar, o grafico assim corta o eixo de x em quatro pontos distintos.
4 3 1

Grafico 07 - Representagdo grafica de p(x) = % + 3 X2+ 3

Fonte: O Autor, 2018.
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No grafico a seguir, Grafico 08, existem duas raizes complexas reais de multiplicidade

par, observando assim que o grafico rebate no eixo do x em dois pontos distintos.

Grafico 08 - Representacio grafica de p(x) = x* +2x%—3x2 —4x + 4.

¥ ]

Fonte: O Autor, 2018.

4.8 Métodos de Aproximacoes Sucessivas

Ha, ainda, alguns métodos numéricos iterativos para obtengdo de raizes reais de
equacdes — ndo somente as algébricas, mas também as transcendentais — que podem ser
apresentados aos estudantes do Ensino Médio, podendo-se destacar o Método de Newton
adaptado (CARNEIRO, 1994), o Método da bissec¢ao (SATUF, 2004) e o Método da falsa
posicdo (NOVAES, 2018). No livro de NOVAES (2018, p.01), ele explica do que se consiste o

método numérico.

Um método (numérico) iterativo consiste em uma sequéncia finita de instru¢des que
sdo executadas passo a passo, segundo algum critério, algumas das quais sdo repetidas
em ciclos. A execu¢do de um ciclo é denominada iteracdo. Cada iteracdo utiliza
resultados das iteracdes anteriores e efetua determinados testes que permitem verificar
se foi atingido um resultado proximo e suficiente do resultado esperado. A esse
respeito, a seguinte observagdo ¢ fundamental: métodos (numéricos) iterativos para
obtengdo de raizes de equagdes fornecem apenas uma aproximacdo para a solugio
exata.

Existem muitos métodos “numéricos”, isto €, aproximados, para determinar as raizes

de uma equagdo algébrica. Porém, o procedimento basico de cada um deles consiste em:
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(1) Localizar as raizes - ter uma primeira ideia, ainda que vaga, de onde se encontram as
raizes.

(i1) Escolher por tentativa um valor inicial x, pertencente ao dominio onde se localizou
uma raiz.

(ii1) Obter um processo iterativo, ou seja, repetitivo que gere, a partir de x,, uma sequéncia
de wvalores *1.**.Xn.** que se aproximam tanto quanto se quiser dessa raiz
(convergem).

Uma forma para situar raizes de um polindmio ¢ aplicando o Teorema 12. Embora seja
muito Util, este teorema ndo € suficiente para localizar as raizes. Esbocar o grafico da fungao
polinomial y = p(x) associada a equacdo polinomial p(x) = 0, ¢ um outro procedimento 1util
para ter uma ideia onde estdo localizados os pontos em que esse grafico corta o eixo dos x.

Em problemas contextualizados, a localizacdo das possiveis raizes da equacao derivada
do problema ¢ dada, muitas vezes, pelos dados do problema. Assim, ndo se faz necessario
tragar o grafico do polindmio.

Definindo um intervalo que contém a raiz procurada, deve-se escolher um valor inicial
xo dentro deste intervalo e criar uma sequéncia xy, x;, ..., X, ..., que gere valores aproximados
da raiz procurada.

Como exemplo de um desses métodos de aproximacdes sucessivas, serd mostrado o
método de Newton-Raphson adaptado para encontrar raizes de polindmios, conforme
apresentado em Carneiro (1996).

Para introduzir o método de Newton-Raphson, inicia-se com a equacao geral do 3° grau

px) = 03x3 + czx2 +cex +cp=0,
€ executam-se os passos seguintes:
e Divide-se p(x) por x—xy, obtendo-se o quociente ¢;(x), do 2° grau, e um resto 49=p(x).
e Divide-se g;(x) por x—x,, obtendo-se o quociente ¢g,(x), do 1° grau, e um resto By=q;(xy).

e Divide-se g2(x) por x—xy, obtendo-se o quociente g;(x), de grau 0, e um resto Dy=q,(xy).
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Neste caso, as divisdes podem ser feitas utilizando-se de um mesmo dispositivo de
Briot-Ruffini, que produz o quociente e o resto da divisdo de um polindmio por x—xy, como

mostrado abaixo:

C3 C Cj Co
Xo C3 Ao
X0 C3 B()
X0 C3 DO

As divisdes realizadas implicam nas seguintes igualdades:
p(x) = (x-x0)q:1(x) + Ao, q1(x) = (x-x0)q2(x) + By ¢ q2(x) = (x-x9)q3(x) + Dy,
onde percebe-se que g3(x) = c;.
Estas equagdes podem ser manipuladas para se obter a seguinte expressao:
p(x) = cs(x-x)’ + Dofx-xo)” + Bo(x-xg) + Ay.

Se xy for uma primeira aproximacao da raiz de p(x) = 0, e x; = xp + h for uma segunda

aproximacgao (melhor), tem-se que:
p(x1) = p(xo+h) = csh’ + Doh’ + Boh + Ay = 0.

Se xy estiver realmente proximo da raiz exata, tem-se que 4 serd muito pequeno e, em
uma primeira aproximacao, os termos em /4 com expoente maior ou igual a dois podem ser
desprezados, resultando em uma equacdo do 1° grau aproximada Boh + 4y ~ 0, o que implica
em h = —A(/By. Pode-se entdo obter uma segunda aproximacao da raiz fazendo-se:

x;= x9— (4¢/By).

Este processo pode ser iterado, calculando-se x; = x;— (4,/B;), com A; e B; calculados
partindo-se de x;, da mesma forma como A,y e By foram calculados partindo-se de xy, e assim
sucessivamente. Apesar do desenvolvimento acima ter sido feito com um polindmio de 3° grau,
ele também ¢ valido para graus maiores que trés.

O método de Newton-Raphson aplicado para se encontrar a raiz da equagdo p(x) = 0
pode entdo ser enunciado como:

1) Escolhe-se uma primeira aproximagao X, para a raiz.
2) Tendo-se x,, para n=0,1,..., utiliza-se Briot-Ruffini para dividir duas vezes p(x) por x—x,,
obtendo-se os restos 4, € B,,.

3) Calcula-se entdo x,+; = x,— (4,/B,).
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Exemplo 34. Determinar uma raiz real da equagio x’—5x+1=0, sabendo-se ela estd entre 0 e 1.
Temos que p(x) = x> —5x+1.

Comecando o processo com Xy = 0:

1 0 -5 1
o 1 0 -5 1
0 1 0 -5

Entao,
x;=x9—(Ay/By) =0 —(=1/5) = 0,2.
Retornando ao processo com esse valor:
xX;=x;—(A41/B1) = 0,2 (-0,008/4,88)=0,2016393 .
E o processo continua:

1 0 -5 1

0,2016393| 1 0,201639 4,959342 0,000002

0,2016393| 1 0,403279 4,878025

O proximo valor €

x3= x2— (A2/B;) = 0,2 —(—0,008/4,88)=0,2016397
que a ndo difere de x, nas suas seis primeiras casas decimais, o que mostra a grande velocidade
de convergéncia do método.

Logo, x = 0,2016397 ¢ a raiz de p(x)= 0 procurada.

Método da Bissegao

Suponha o seguinte exemplo, um casal amigos brincam de adivinhar niimeros naturais
entre 1 e 80. O menino pensa em um numero ¢ a menina deve descobri-lo. Ela comeca
perguntando se o numero ¢ 40 e ele responde que é maior que 40. Ela pergunta se o numero ¢
60 e ele responde que é menor que 60. Em seguida ela pergunta se o nimero ¢ 50 ele diz que ¢
maior que 50. E possivel observar que a menina escolhe os niimeros que estdo no ponto médio
dos intervalos. Com esse procedimento, em poucas tentativas, ela ird descobrir o nimero que o

menino pensou.
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O objetivo do método da bisse¢do ¢ reduzir o intervalo de incerteza [a, b] até que a
convergéncia seja obtida. De maneira geral o método consiste em reduzir o intervalo em
divisdes sucessivas apresentadas pelo critério dado na equagao

b, +a,
M =T

E possivel visualizar que o intervalo ¢ reduzido sempre o resultado de uma média

aritmética, ou seja, o intervalo ¢ sempre dividido ao meio.

Exemplo 35. Obtenha a raiz real da equagdo x*—5=0, que se encontra no intervalo [1,2], com

£<107",sendo o ¢ o erro aceitavel.

Tendo f(1) =4 e f(2) =3, araizreal

- b, erak
[ag,bo] =[1,2] x;=1,5 f(x1)=- 1,625
[a1,b1] = [1,5:2] =175  f(x2) = 0,359375
[a2,b2] = [15;1,75] x3= 1,625 f(x3) = - 0,708984
[as,b3] =[1,625;1,75] x4=1,6875 f(x4)=-0,194580
[a4,ba] = [1,6875;1,75] xs=1,71875 f(xs) = 0,07362

Com o exemplo anterior, pode-se observar que uma das metades é desprezada ¢ com a
outra, encontra-se um novo ponto médio. O processo prossegue de forma iterativa. O Método
da Bissecc¢do gera duas sequéncias (a,) e (b,), com as seguintes propriedades:

a=a,<a <..<a,<a,,<..<b

\

b=b,>b,

f(a,)f(b,)<0,Vney

2b 2b  >..2b

Reescrevendo o algoritmo e introduzindo as sequéncias (a,) ¢ (b,), em que n representa

a, +b,

a n-ésima iteracdo. Se f(b,) [ (@j <0 defina q, :( j e by = by, caso contrario
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a, +b . o . . .
defina a; = ap € b, =(%) Prosseguindo o processo de maneira iterativa, isto €, se
a +b a +b , .
f(b, )f( 2 5 ”)< 0 defina a,,, =( 2 "j e b, =b,, caso contrario defina a,., =a, e
an + n : ’ . ~ A .
b, = 2 . Como visto no exemplo, o Método de Bissecdo gera uma sequéncia de

intervalos encaixantes.

lay,.b,]121a,,b]1D...0](a,,b,12]a,,,,b,..]1> ...

no
Como o comprimento de cada intervalo ¢ sempre a metade do intervalo anterior, pode-

se concluir que:

Como o lim,,_.(b,— a,) =0, conclui que o Método da Bissecdo ¢ um caso

particular do Teorema dos Intervalos Encaixantes, apresentado em Figueiredo (1996).
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5 UM PANORAMA DO ENSINO MEDIO, ENEM E ALGUNS EXAMES
VESTIBULARES

A resolucao de equacdes algébricas de grau superior a dois em livros didaticos da
educagdo basica, por exemplo, Dante (2008); lezzi et al (2011) e Paiva (2013) se restringe a 3*
séric do Ensino Médio, somente casos particulares sdo tratados em séries anteriores. Nestes,
para resolver equagdes desse tipo, essencialmente, usa-se o Teorema da Decomposicdo e o
Teorema de Briot-Ruffini; ou as Relagdes de Girard ou o Teorema das raizes racionais. Os
exercicios propostos sdo basicamente tedricos com algumas aplicacdes relacionadas a vida
pratica. Porém, seus enunciados sdo adaptados a fim de se utilizar os métodos citados acima.
Carneiro (1998) sugeriu em seus artigos abordar problemas contextualizados no Ensino Médio
que necessitem da resolucdo de equacdes algébricas de grau superior a dois. Mais ainda, sua
proposta era resolver essas equagdes utilizando o método de Newton, um método de
aproximagdes sucessivas. Com auxilio de calculadoras ou planilhas eletronicas, tal método
seria facil implementar quando o objetivo fosse apenas resolver uma equagao algébrica de grau
superior a dois para solucionar um problema dado. Outros, como Satuf (2004) e Novaes (2018),
também sugerem abordar equacdes algébricas de grau superior a dois utilizando métodos de
aproximagdes sucessivas para resolvé-las.

Mas o que acontece na pratica?

E fato que os autores dos livros didaticos — como exemplos, os citados no inicio do
capitulo — passaram a incluir em suas obras mais problemas contextualizados e a enfatizar mais
as aplicacdes, assim como mencionar mais os fatos historicos. No ENEM, todas as questdes
envolvendo o tema sdo questdes contextualizadas que abordam problemas do cotidiano, porém
estas se limitam somente a serem aplicagdes das equagdes polinomiais de primeiro e segundo
graus. Numeros complexos, polindmios e equagdes algébricas de grau superiores a dois nao
constam no programa do ENEM. Com isso, muitas escolas de Ensino Médio, que visam
somente a0 ENEM, tendem a abolir esses topicos de seus programas de Matematica.

Por outro lado, escolas militares ou algumas universidades continuam avaliando o
conhecimento dos candidatos sobre esses trés assuntos em seus exames vestibulares. Porém, se
limitam, em geral, a tratar de equagdes algébricas de terceiro e quarto graus.

A seguir apresenta-se uma coletanea de questdes, com suas respectivas solugdes do

ENEM e de alguns exames vestibulares a fim de validar o que foi dito anteriormente.
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Exercicio 1. (ENEM, 2015) Apods realizar uma pesquisa de mercado, uma operadora de
telefonia celular ofereceu aos clientes que utilizavam até 500 ligagoes ao més o seguinte plano
mensal: um valor fixo de R$ 12,00 para os clientes que fazem até100 ligagoes ao més. Caso o
cliente faca mais de 100 ligagédes, serd cobrado um valor adicional de R$ 0,10 por ligagdo, a
partir da 101° até a 300 e caso realize entre 300 e 500 ligagoes, sera cobrado um valor fixo

mensal de R$ 32,00.

Com base nos elementos apresentados, o grdfico que melhor representa a relagdo entre

o valor mensal pago nesse plano e o numero de ligagoes feitas é:

Valor mensal pago por
plano em reais
»

50 100 150 200 250 300 350 400 ’ ’
ligagdes

Valor mensal pago por
plano em reais
53
N\,
N

Numero de
b ) 50 100 150 200 250 300350400 |igacGes

plano em reais
NY
=N

Valor mensal pago por

50 100 150 200 250 300 350 400 umero de
ligagdes
C) gac

Valor mensal pago por
plano em reais
>

Numero de
d) 50 100 150 200 250300350400  |igacses
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[
[
Interbits®

Valor mensal pago por
plano em reais

50 100 150 200 250 300 350 400 " .
ligagoes

Resolucdo. Seja /:N— R a fungdo que relaciona o valor mensal pago, f{x) com o nimero de

ligacdes, x efetuadas no més. Tem-se que:

12,5¢0<x <100
f(x)=:0,1.(x-100)+12, s¢100< x <300
32,5¢300<x <500

12,5¢0<x <100
=<0,lx+2,5¢100<x <300
32, 5¢300< x <500.

Portanto, dentre os graficos apresentados, se tem a alternativa B.

Exercicio 2. (ENEM, 2017) A4 Igreja de Sdo Francisco de Assis, obra arquitetonica
modernista de Oscar Niemeyer, localizada na Lagoa da Pampulha, em Belo Horizonte, possui
abobadas parabolicas. A seta na Figura 1 ilustra uma das abobadas na entrada principal da
capela. A Figura 2 fornece uma vista frontal desta abobada, com medidas hipotéticas para

simplificar os cdlculos.

Interoits®

H metros

4 metros 3 metros

< >

' 5 metros !
—>
) 1

Figura 1 Figura 2
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Qual a medida da altura H em metro, indicada na Figura 2?
a)?
b) %
c) ?
2%
e ?

Resolucio. Sendo observado que a fungdo € uma Parabola e tendo os pontos (5,0) e (4,3)

f(x) = ax? + bx + c. Como b = = parédbola simétrica ao eixo y .

_h2
Y, :M:c.
4a
Logo,H=c
0=a5+H 0=25a+H 1 25
= >a=—=>H=—.
3=a4*+H —-3=-16a—H 3 3

Tem-se como resposta a letra D.

Exercicio 3. (ENEM, 2017) Viveiros de lagostas sao construidos, por cooperativas locais de
pescadores, em formato de prismas reto-retangulares, fixados ao solo e com telas flexiveis de
mesma altura, capazes de suportar a corrosdo marinha. Para cada viveiro a ser construido, a
cooperativa utiliza integralmente 100 metros lineares dessa tela, que é usada apenas nas

laterais.

<— Nivel do mar

— X ——
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Quais devem ser os valores de X e de Y em metro, para que a area da base do viveiro
seja maxima?
a)l e49
b) 1e99
c)10el0
d)25e25
e) 50 e 50

Resolucio. Pode-se lembrar que a drea maxima de um retangulo ¢ quando este retangulo ¢ um
quadrado, com isso teria 4x = 100, dai x =25, ou também
Calculando:
2x+2y =100 x+y=50
= =>x050-x)=S=>x,, =y, =25
xy==S xy=3S }

Sendo assim, tem-se como resposta a letra D.

Exercicio 4. (ENEM, 2016) Um tunel deve ser lacrado com uma tampa de concreto. A se¢do
transversal do tunel e a tampa de concreto tém contornos de um arco de pardabola e mesmas
dimensoes. Para determinar o custo da obra, um engenheiro deve calcular a area sob o arco
parabdlico em questdo. Usando o eixo horizontal no nivel do chdo e o eixo de simetria da
parabola como eixo vertical, obteve a seguinte equagdo para a parabola:

y=9—-x?

sendo x e y medidos em metros.

, , . 2 . .
Sabe-se que a area sob uma parabola como esta é igual a 3 da area do retangulo

cujas dimensoes sdo, respectivamente, iguais a base e a altura da entrada do tunel.

Qual é a area da parte frontal da tampa de concreto, em metro quadrado?
a) 18
b) 20
c) 36
d) 45
e) 54
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Resolu¢do. Tem-se que y = (3 — x).(3 + x) em que as raizes sdo -3 e 3. Assim, a parabola
intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0,9).

A resposta ¢ dada por:

%.(3 —(=3)).9 = 36m?

Conclui-se que a resposta ¢ a letra C.

Exercicio 5. (ENEM, 2014) Um professor, depois de corrigir as provas de sua turma,
percebeu que varias questoes estavam muito dificeis. Para compensar, decidiu utilizar uma
fungdo polinomial f de grau menor que 3 para alterar as notas x da prova para notas y = f(x),

da seguinte maneira:

- A nota zero permanece zero.
- A nota 10 permanece 10.
- A nota 5 passa a ser 6.

A expressdo da fungdo y = f(x) a ser utilizada pelo professor é:

1 7
a) y=——x>+—x
)y 25 5

1
b =——x%2+2x
) ¥ 0

1 7
¢) y=—x*+—x
R e,

d) y:ix+2
5
e)y=x

Resolucao. Seja f :R— R, com f{x) = ax? + bx + c. Sdo dados os pontos (0,0), (10,10) e (5,6)

desse modo, tem-se:
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1
0)=0 c=0 25
/) —100q — 20b = —24 7
f(B)=6 <125a+5p=6 o olb=-_
100a +10b =10 5

£10)=10  |100a+10b=10 =0

Portanto, segue que:

1 7
X)=——x*+—-x.
S =—5oxi+ g

Assim, a resposta ¢ a letra A.

Exercicio 6. (Unicamp, 2016) Considere o polinémio p(x) = x* - 5x - 6 = 0 e responda as
questoes abaixo.

a) Resolva a equagdo p(x) e encontre o seu conjunto solugdo.

b) Mostre que, se a e b sdo numeros reais e se ndo sdo ambos nulos, entdo as raizes da

equagdo x* + ax + b = 0 ndo podem ser todas reais.

Resolucao. a) Como todos os coeficientes sao inteiros, utiliza-se o Teorema das Raizes
Racionais, Teorema 13, para se obter as possiveis raizes racionais dessa equagao.
Divisores de 1: 1.
Divisores de — 6 : +1, +2, £3, £6.
Possiveis raizes racionais: 1, £2, £3, +6.
Com isso ja identificam-se as raizes -1 e 2. Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, tem-

S€:

Figura 05 - Representagdo de (x* —5x—6) +(x+1),

-1 |1 0 0 -5 -6

[-1).1+0] [CD.C1+0] [(D.1-5]  [C1)(-6) - 6]

&b & 4 J
1 -1 1 -6 0

Fonte: O Autor, 2018.
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Tendo como g, = x*+ x>+ x+ 6, novamente usando o dispositivo Briot-Ruffini, tem-se:

Figura 06 - Representacdo de (x> —x*+x—6) + (x — 2).

2 1 -1 1 -6

(2.1-1) (2.1+1)  (23-6)

b \ \
1 1 3 0

Fonte: O Autor, 2018.

Pode-se reescrever p(x) = x’ - 5x - 6 = 0 na forma fatorada

(x2+x+3).(x=2).(x+1) = 0.Com isso, resolvendo a equagdo de 2° grau x° + x + 3 tem-se

“1-11i —1+\/ﬁz}
2 '

como conjunto solucao de p(x): S = {— 1,2, 5

b) A equacio x* + ax + b = 0 admite, no maximo, uma raiz nula, pois a ¢ b ndo sio ambos
nulos.

Ird se provar que a equagdo x’ + ax + b = 0 admite, no maximo, duas raizes reais. Se o0s
numeros reais, p ¢ ¢ forem raizes, entio a equagio x’ + ax + b = () pode ser fatorada na forma
(x - p).(x-q).[X’+ (p + g).x + (p° + pg + ¢°)] = 0 pois, de acordo com o dispositivo de Briot-

Ruffini, tem-se:

Figura 07 - Representacao de [(x4 +ax+b)+ (x - p)]+ (x—q).

1 0 0 a b p
2

1 p p p3+a p4+ap+h=|] q

1 p+q preparq®  Pepgdep?qepiea=0
Fonte: O Autor, 2018.
A equacdo x°+(p + ¢).x + (p° + pg + ¢°) = 0 ndo admite raizes reais, pois

A=p+qf-4(p° +pg+q)=
37 -3¢ -2pg=-200"+q¢)-(p+q)’< 0.
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Assim para qualquer p e g ndo simultaneamente nulos, A <0.

Exercicio 7. (Col. Naval, 2014) A equacdo x* —2x*> —x + 2 = 0 possui trés raizes reais. Sejam p
e q numeros reais fixos, onde p é ndo nulo. Trocando x por py + q a quantidade de solugoes
reais da nova equagdo é:

a) 1

b) 3

c) 4

d) 5

e) 6

Resolucio. Pelo Teorema das Raizes Racionais, pode-se obter as possiveis raizes racionais
dessa equacao.
Divisores de 1: £ 1.
Divisores de 2: 1, £2.
Possiveis raizes racionais: 1, £2.
Com isso ja se identifica as raizes +/7 ¢ + 2. Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, tem-

S¢:

Figura 08 - Representacio de [(x®—2x% —x+2) +(x —1)]+ (x—2).
1 1 -2 -1 2
2 1 -1 -2 0

1 | 0

Fonte: O Autor, 2018.

Tendo como a ultima raiz -1/.

Portanto,
px+qg=1<x=(1-q)/p
px+g=—-lx=(-1-q)/p
px+q=2<x=02-q)/p.
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A quantidade de solugdes reais da nova equagao ¢é 3.

Resposta letra B.

Exercicio 8. (EPCAR (Afa), 2014) 4 equagdo x> —4x*+5x+3=0 possui as raizes m, p e q.

O valor da expressdo My P9y
pq mq mp

a) -2

b) -3

c) 2

d) 3

Resolucio. Pelas Relagdes de Girard sabe-se que:
m.p.qg=-3
mp+mq+pqg=>5
m+p+qg=4

Desenvolvendo a expressao dada no enunciado, tem-se:

2 2 2
m.,p 4 _mEpg

rq mq mp m.p.q
Utilizando as Relagdes de Girard para desenvolver (m + p + q)* tem-se:

(m+p+q)=4
(m+p+q)=m*+p*+q*+2mp +2mq +2pq
16 =m?>+ p*+qg>+2.(mp +mq + pq)
16 =m?*+ p*+q*+2.5
m*+ p*+q*=6
Assim:
2 2 2
m.,p .4 _m+pteg 6 om  p 4 _ 5
pq mq mp m.p.q -3 pqg mq mp

Resposta letra A
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Exercicio 9. (UFJF, 2015) Considere o polinomio
p(x) =16x" —48x* —40x3>+120x2+ +9x—27.

a) Sabendo que o p(x) possui uma raiz r natural menor que 5, determine r.

P

b) Determine o polinomio q(x) =

¢) Determine todas as raizes de q(x), especificando suas multiplicidades.

Resolucio. a) Pelo Teorema das Raizes Racionais, como » € natural, » deve ser um divisor de
—27. Como r € natural e menor que 3, entdo » = [ ou » = 3. Calculando p(1), tem-se que

p(1) = 30. Usando o dispositivo de Briot-Ruffini para p(3) tem-se:

Figura 09 - Representacdo de p(x) = (16x° —48x* —40x3+120x% + 9x — 27) + (x — 3).

3 (16 -48 -40 120 9 -27

‘160-40090

Fonte: O Autor, 2018.

Assim, r = 3 uma das raizes de p(x).

b) O valor de ¢(x) = ) , j& foi demonstrado na questao anterior.

¢) Como g(x) =16x" —40x2+9, pode-se usar o conceito de equagdes biquadrada, substituindo

x? =y, obtém-se uma equacao de segundo grau ¢(y)=16y?>—-40y+9, com conjunto solucao

iguala S = {i, %} Assim x? = % ex*= %, de onde se conclui que as quatro raizes simples de
(x) sdo: 1 +l _3 e +é
1 27 27 2 2
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Exercicio 10. (Unesp, 2014) A imagem mostra uma ta¢a e um copo. A forma da taca é,
aproximadamente, de um cilindro de altura e raio medindo R e de um tronco de cone de altura
R e raios das bases medindo R e r. A forma do copo é, aproximadamente, de um tronco de cone

de altura 3R e raios das bases medindo R e 2r.

!

Sabendo que o volume de um tronco de cone de altura h e raios das bases B e b é
%~n-h~(82 +B-b+b?) e dado que /65 =8, determine o raio aproximado da base do copo, em

fungdo de R, para que a capacidade da taga seja % da capacidade do copo.

Resolucio. A taca ¢ formada por um cilindro mais um tronco de cone, € 0 copo por apenas um
tronco de cone.

C e, 2
O objetivo € ter oV, = EVcopo-

O volume da taca ¢ dado por

VTACA =V

cilindro

+V,

tronco cone
=7R*.R + %.JZ.R(R2 + Rr+1r?)

_ m(4R°+ R*r+Rr?)
3 .

Veoro = %.7:.3R(R2 +R2r +4r?)

= T.R(R> + R2r +41?)
= 7(R*+ 2R%r + 4Rr?).
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Tendo pelo enunciado que
2
VTACA = E VC()P()

3 2 2
7.(4R? + 1; I+ R7) = 72'%-(R3 +2R%r +4Rr?)

AR3+ R?r+ Rr?> =2R*+4R?r + 8Rr?
TRr*+3R?*r—-2R3*=0.

. . R 11R
Obtendo-se uma equagdo de segundo grau com incognita r, com raizes ?—4 e i sendo

que a raiz negativa nao convém.

Portanto, o raio do copo sera:
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A resolugdo de equagdes algébricas de grau superior a dois ¢ deixada de lado na maioria
dos programas de Ensino Médio. E quando consta de algum, se limita, essencialmente, a usar o
Teorema da Decomposicdo e o Teorema de Briot- Ruffini; ou as Relagdes de Girard ou o
Teorema das raizes racionais. Ora, como visto anteriormente neste trabalho, o Ultimo teorema
sO determina as raizes racionas de equacdes polinomiais de coeficientes reais. As relagdes de
Girard necessitam de uma informa¢ao a mais sobre as raizes da equacdo, além das que elas
mesmas fornecem. Para se decompor o polindmio associado a uma equagao polinomial, através
do Dispositivo de Briott-Rufini; aplicar o Teorema da Decomposi¢do e determinar as raizes
dessa equacgdo, também precisa-se conhecer uma de suas raizes. Decorre disso que, ou os
exercicios propostos contém uma informacdo necessdria para resolver a equacao com o0s
métodos citados ou recaem em equagdes mais simples onde facilmente podem-se achar as
raizes. Também foi visto que aplicar férmulas por meio de radicais para determinar raizes de
equagdes polinomiais, como se faz usualmente com as equacgdes do segundo grau, nao ¢é
possivel para equagdes de grau maior que quatro. Tais formulas ndo existem. Mesmo para
equacdes de grau trés ou quatro, as formulas disponiveis sdo complicadas, exigindo
transformagdes prévias das equagdes, uso de trigonometria € ou nimeros complexos. Ja os
métodos de aproximagdes sucessivas sao métodos mais praticos para determinar aproximagdes
para as raizes. Porém, por varias razdes, o ensino de equacgdes algébricas acaba sendo

restringido as equagdes de primeiro e segundos graus.

Por outro lado, debate-se ha alguns anos a necessidade da utilizagdo de problemas

ligados a realidade do aluno e o uso de tecnologias para motivar o ensino da Matematica.

Ora, a teoria de equagdes algébricas explorada neste estudo, utilizando-se métodos de
aproximagoes sucessivas, proporciona ferramentas suficientes para o emprego de problemas
contextualizados, o uso de calculadoras, planilhas eletronicas ou programas que tragam

graficos. Enfim, espera-se que este trabalho motive a exploracao desta teoria no Ensino Médio.
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