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Resumo: O presente artigo tem a finalidade de utilizar o processo de modelagem matematica
na resolucao de problemas que envolvam maximos e minimos, como um dos meios de incen-
tivar os alunos a interpretar, compreender e assim determinar um modelo matematico que
solucione problemas dessa natureza.
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1 Introducao

A matematica desde tempos mais remotos é utilizada como um instrumento facilitador
para organizar a sociedade de varias formas, seja ela no ambito comercial, tecnoldgico e na
compreensao da natureza.

Como dizia Galileu Galilei (1626) “O universo (...) ndo pode ser compreendido a menos
que primeiro aprendamos a linguagem no qual ele estd escrito. Ele esta escrito na linguagem
matematica e os seus caracteres sao o triangulo, o circulo e outras figuras geométricas, sem
as quais é impossivel compreender uma palavra que seja dele: sem estes, ficamos as escuras,
num labirinto escuro.”.

Mas o processo de ensino ainda apresenta muitas falhas que desestimulam os alunos, e
hoje o grande desafio dos educadores, que disputam a atencao com os meios de comunicagao
de forma muito acirrada é fazer com que seus alunos se sintam importantes, curiosos, atentos
e tenham prazer em aprender e buscar novos desafios.

Pensando em melhorias para o processo de ensino e aprendizagem, utiliza-se a modelagem
matematica de forma a incitar os alunos a buscar novas formas e solugoes para os problemas.
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Durante todo o processo da modelagem matematica vamos buscar formas para que os
alunos desenvolvam o gosto pela mateméatica, o que vai melhorar significativamente a sua
interpretacao e compreensao do problema assim como desenvolver a sua capacidade de ima-
ginagao.

Neste trabalho, vamos abordar varios problemas que envolvem méximos e minimos que
estao sempre presentes em atividades cotidianas e situacoes reais. Podemos imaginar um
trajeto que um taxista deve fazer, para que o passageiro pague um valor minimo, qual o
trajeto de um carteiro para que o tempo de distribuicao seja minimo, quais os gastos que
uma empresa deve cortar para que sua receita seja maxima entre outros.

Muitos desses problemas sao resolvidos de forma complexa, precisando inclusive de ter
conhecimento de calculo, mas muitos deles podem ser resolvidos utilizando uma equacao do
2° grau que podem ser aplicados no ensino fundamental e médio que é o nosso objetivo neste
trabalho.

2 Modelagem Matematica

Modelagem matematica nao é novidade, ha muitos anos varios estudiosos vém procurando
resolver problemas do cotidiano, com o uso de ferramentas proprias, ou seja, aquelas em que
o proprio meio em que vive lhe proporciona, buscando para isso conhecé-la e compreendé-la.

Na visao de BASSANEZI (2002), a Modelagem Matemética pode ser utilizada como es-
tratégia de ensino e aprendizagem, sendo um caminho para tornar a Matemaética, em qualquer
nivel, mais atraente e agradavel.

O ponto de partida para o processo da modelagem matematica é o reconhecimento da
situacao do problema, o seu fator de impacto, que quanto maior for a interacao, mais claro
vai ficando o assunto a ser modelado.

Segundo Bassanezi (BASSANEZI, 2002, p.24), “Modelagem é um processo dinamico uti-
lizado para a obtencdo e validacdo de modelos matemdticos. E uma forma de abstracao
e generalizacao com a finalidade de previsao de tendéncias. A modelagem consiste, essen-
cialmente, na arte de transformar situagoes da realidade em problemas matemaéticos cujas
solugoes devem ser interpretadas na linguagem usual”.

Ele defende ainda que a modelagem de uma situagao ou problema real deve seguir uma
sequéncia de etapas, simplificadamente visualizadas na figura abaixo.

No esquema ilustrado na Figura 1, as setas continuas indicam a primeira aproximagcao. A
busca de um modelo matematico que melhor descreva o problema estudado torna o processo
dinamico, indicado pelas setas pontilhadas.

1. Experimentacao: E o momento onde se processa a obtencao de dados;

2. Abstragao: Eo procedimento que deve levar a formulagao dos Modelos Matematicos.
Nesta fase procura-se estabelecer: Selecao de variaveis, problematizagao, formulagao de
hipéteses e simplificacao.

3. Resolugao: O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem natu-
ral das hipoteses por uma linguagem matemaética coerente - e como num dicionério, a
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Figura 1: Esquema de uma modelagem proposta por BASSANEZI (2002).

linguagem matemaética admite “sinonimos”que traduzem os diferentes graus de sofis-
ticagao da linguagem natural;

4. Validacao: E o processo de aceitagao ou nao do modelo proposto. Nesta etapa, os
modelos, juntamente com as hipéteses que lhes sao atribuidas, devem ser testados em
confronto com os dados empiricos, comparando suas solucoes e previsoes com os valores
obtidos no sistema real. O grau de aproximacao desejado destas previsoes sera o fator
preponderante para validagao;

5. Modificagao: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a rejeigao
ou aceitacao dos modelos. Quando os modelos sao obtidos considerando simplificagoes e
idealizacoes da realidade, suas solucoes geralmente nao conduzem as previsoes corretas
e definitivas, pois o aprofundamento da teoria implica na reformulagao dos modelos.
Como nenhum modelo deve ser considerado definitivo, podendo sempre ser melhorado,
agora poderiamos dizer que um bom modelo é aquele que propicia a formulacao de
novos modelos, sendo esta reformulacao de modelos uma das partes fundamentais do
processo de modelagem.

Maria Salett Biembengut e Nelson Hein (BIEMBENGUT e HEIN, 2005) concluem que
matematica e realidade sao dois conjuntos disjuntos e a modelagem é um meio de fazé-los
interagir.



A Figura 2 representa o esquema do processo de modelagem matematica proposta por
Biembengut e Hein (BIEMBENGUT e HEIN, 2005).
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Figura 2: Esquema do processo de modelagem proposta por BIEMBENGUT e HEIN (2005).

Essa interacao, que permite representar uma situacao “real” com modelo matematico,
envolve uma série de procedimentos.

Esses procedimentos que compoe o esquema de interacao da Figura 2, podem ser agru-
pados em trés etapas, subdivididas em seis subetapas, a saber:

a) Interagao

e reconhecimento da situacao problema;

e familiarizacao com o assunto a ser modelado referencial tedrico;
b) Interpretacao matematica do problema

e formulacao do problema hipdtese;

e resolucao do problema em termos do modelo.
¢) Modelo matematico

e Interpretacao da solucao;

e Validacao do modelo avaliacao.

Se o modelo nao atender as necessidades que o geraram, o processo deve ser retomado na
segunda etapa - Interpretacao matematica do problema - mudando-se ou ajustando hipoteses,
variaveis, etc.

A Figura 3 apresenta um esquema, mostrando a dinamica do processo.

Para que haja uma melhor andalise, compreensao e resolucao de um problema proposto, George
Pélya, chamado pai da moderna teoria da resolucao de problemas propoe a aplicagao da teoria
dos 4 passos 3, exposto a seguir.

1° Passo - Compreensao do Problema

3Encontra-se em: http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap34.html
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Figura 3: Dinamica da modelagem matemaética proposta por BIEMBENGUT e HEIN | (2005,
p.15)

e Ler atentamente o problema, quantas vezes forem necessarias até ter certeza de total
entendimento de todos os termos analisados.

e Reescrever o problema com as suas proprias palavras e se possivel discutir com outras
pessoas.

e [dentificar as informagcoes necessarias para a resolucao do problema e verificar se todas
elas podem ser encontradas no problema.

2° Passo - Deducgao de um modelo matematico que descreva o problema
e Dar nomes as variaveis do problema e classifici-las em dependentes e independentes.

e Traduzir o problema para uma linguagem matemadtica usando uma equacgao ou ine-
quagao.

3° Passo - Resolugao do modelo matematico e verificacao da solucao encon-
trada

e Resolver a equagao utilizando métodos algébricos e verificar a veracidade do resultado
encontrado ou

e Com um computador, resolver graficamente o problema e se possivel através de métodos
algébricos verificar a veracidade do resultado, ou



e Caso nao haja outra forma de resolugao, resolver o problema graficamente ou numeri-
camente.

4° Passo - Fazendo a interpretacao da solucao encontrada

e Interprete o resultado encontrado e verifique se ele é possivel dentro do problema pro-
posto.

3 Modelos Matematicos

E a representacao através de uma linguagem de simbolos e de relagoes matemaéticas de
um problema criado por uma situacao real.

Segundo BASSANEZI (2002, p.20), Modelo Matemético é um conjunto de simbolos e
relagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado e a importancia
desse modelo consiste em se ter uma linguagem concisa que expressa nossas ideias de maneira
clara e sem ambiguidades.

Na visao de BIEMBENGUT e HEIN (2005, p.11) a criacdo de modelos para interpretar
os fenomenos naturais e sociais é inerente ao ser humano, sendo que a nocao de modelo esta
presente em quase todas as areas: Arte, Moda, Arquitetura, Histéria, Economia, Literatura,
Matematica. Alids, a histéria da Ciéncia é testemunha disso! O objetivo de um modelo pode
ser explicativo, pedagogico, heuristico, diretivo, de previsao, dentre outros.

Dessa forma, a criacao de um modelo matematico sugere a simplificacao de uma deter-
minada situacao, fazendo com que o aluno participe de todas as etapas e se sinta importante
no processo de ensino e aprendizado.

4 Maximos e Minimos

Para a resolugao de problemas que envolvam a determinacao de maximos e minimos
¢é necessario que tenhamos conhecimentos prévios de algumas definicoes e de estabelecer
critérios para calcular esses pontos.

Na Matemadtica, o conceito de funcdo 4 é inteiramente ligado as questoes de dependéncia
entre grandezas variaveis. Toda funcao possui uma lei de formacao algébrica que relaciona
dois ou mais conjuntos através de calculos matematicos.

Definicao 4.1 Dizemos que para toda funcdao temos um conjunto denominado dominio e sua
respectiva imagem, isto € f : X — R que tem como dominio um subconjunto X C R e cujos
valores de f(x), para todo x € R, sdo nimeros reais.

Definigao 4.2 Seja® f : [a,b] — R uma funcao definida no intervalo fechado [a,b]. Um ponto
¢ pertencente ao intervalo |a,b] é chamado ponto de mdzimo absoluto de f ou, simplesmente,

4Encontra-se em: http://www.brasilescola.com/matematica/introducao-funcao.htm
®Encontra-se em: http://http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculol/calculolpdf/capitulo_15.pdf



ponto de mazimo se f(x) < f(c) para todo x em [a,b]. O walor f(c) é chamado de valor
mdximo absoluto de f neste intervalo ou, simplesmente, valor mdximo de f.

Um ponto d de |a,b] é chamado ponto de minimo absoluto de f ou, simplesmente, ponto
de minimo de f se f(d) < f(x) para todo x em [a,b]. O valor f(d) é chamado valor minimo
absoluto de f neste intervalo ou, simplesmente, valor minimo de f.

Assim, se f(c) € o mdximo e f(d) é o minimo de f em |a,b], teremos

fld) < f(x) < f(o),

para todo x em [a,b]. Os valores mdzimo e minimo de f sio chamados valores extremos de
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Figura 4: Ponto de minimo e maximo

O teorema seguinte garante a existéncia de méximos e minimos de uma fungao continua em
um intervalo fechado [a, b].

Teorema 4.1 Seja f : [a,b] = R uma fun¢do continua definida em um intervalo fechado
la,b]. Entao ezxistem nimeros ¢ e d no intervalo [a,b], tais que, f(c) é o valor mdzimo e f(d)
¢ o valor minimo de f em [a,b].

A questao natural que se coloca agora é saber onde, exatamente, se localizam estes
maximos e minimos?

Definigao 4.3 Seja 9 f : [a,b] — R uma funcgdo e xq € [a,b].

1. fpossui um ponto mdzximo relativo ou de mdximo local no ponto xg, se existe um pequeno
intervalo aberto I que contém xq tal que:

f(zo) > f(x), para todo x € I N Dom(f).

A imagem de x,, f(xq), € chamada valor mdazimo local de f.

SEncontra-se em: http://www.ime.uerj.br/~ calculo/LivroX /maxmin.pdf



2. f possui um ponto de minimo relativo ou de minimo local no ponto xy, se existe um
pequeno intervalo aberto I que contém xq tal que:

f(z) > f(xg), para todox € I N Dom(f).

A imagem de xy, f(xg), € chamada valor minimo local de f.

Em geral, um ponto de méaximo ou de minimo é chamado ponto extremo.
Um ponto de maximo absoluto é um ponto de maximo local. A reciproca é falsa; analo-
gamente para minimo absoluto.

5 Funcgoes Derivaveis

Proposigao 5.1 Se 7 f: (a,b) — R é uma funcao derivdvel no intervalo (a,b) e xo € (a,b)
¢ um extremo relativo de f, entao f'(xg) = 0.

A proposicao nos indica que num ponto de maximo ou de minimo relativo de uma funcao
f, a reta tangente ao grafico de f nesses pontos é paralela ao eixo dos z.
Observe que a proposi¢ao nao garante a existéncia de pontos extremos.

Definigao 5.1 Seja f : Dom(f) — R uma fungao derivdavel no ponto xy € Dom(f). Se
f'(xg) =0, xg é chamado ponto critico de f.

Pela Proposicao 5.1, todo ponto extremo é ponto critico. A reciproca é falsa.

Na verdade um ponto “candidato”a maximo ou minimo relativo de uma funcao derivavel
f sempre deve satisfazer a equagcao:

f'(x0) =0

Teorema 5.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em |a,b] e derivdvel em (a,b), exceto
possivelmente num ponto xg.

1. Se f'(x) > 0 para todo x < xo e f'(x) < 0 para todo © > xy, entdo xy € ponto de
mdzimo de f.

2. Se f'(z) < 0 para todo x < xq e f'(x) > 0 para todo © > x¢, entdo xy € ponto de
minimo de f.

Do teorema acima segue que num ponto de maximo ou de minimo de uma fungao continua
nem sempre existe derivada.

Teorema 5.2 Seja f :|a,b[— R uma fungdo duas vezes derivdvel e xy € Dom(f) um ponto
critico de f. Se:

1. f"(x) > 0, entdo zo é um ponto de minimo relativo de f.

"Encontra-se em: http://www.ime.uerj.br/~ calculo/LivroX /maxmin.pdf
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Figura 5: Exemplo de maximo e minimo local

2. f"(z) <0, entao xy € um ponto de mdzximo relativo de f.

Dos teoremas 5.1 e 5.2 temos que os candidatos a pontos de maximos e minimos sao nao
sO os pontos criticos, mas também, podem ser os pontos do dominio onde a funcao nao é
derivavel.

No caso em que o dominio de f é um intervalo do tipo [a, b], apds determinar os pontos de
méximo e de minimo no intervalo (a, b), devemos calcular os valores da fungao nos extremos do
intervalo e comparar estes valores com os valores maximos e minimos obtidos anteriormente
nos pontos criticos; o maior valor correspondera ao maximo absoluto e o menor valor ao
minimo absoluto da funcgao e os pontos correspondentes serao, respectivamente, os pontos de
maximo e de minimo absolutos.

No caso em que f”(zg) = 0, o Teorema 5.2 nao afirma nada; quando acontecer isto, é
recomendavel usar o Teorema 5.1.

6 Aplicacao do Processo da Modelagem Matematica
no Ensino

Nesta segao sera feito o desenvolvimento principal do trabalho. Nos problemas citados
abaixo, ¢ mostrado todo o processo da modelagem matematica, bem como a sua aplicacao. O
aluno em um primeiro momento faz a leitura do problema de forma a se inteirar do assunto a
ser modelado para em seguida fazer a matematizacao, ou seja, formular e resolver o problema
em termos do modelo, para finalmente interpretar a solucao encontrada, validando-se assim
o seu modelo.

Problema 1: Analisando Formas e Tipos - Embalagens

Através da necessidade de transportar uma infinidade de mercadorias, foi necessdrio criar
0s primeiros recipientes e bolsas que podemos considerar como as primeiras formas de emba-
lagens, que muitas vezes eram confeccionadas com peles de animais.



Com o tempo foram surgindo movas formas de embalagens, devido a necessidade de
adequacao aos mais diversos tipos de produtos. Em uma embalagem convém destacar a
aparéncia, o custo, eficiéncia e comunicacao. Para criar uma embalagem é necessdrios sa-
bermos para que fins ela serd utilizada e como serd o transporte, sé assim podemos adequar a
melhor forma. A ideia da atividade proposta foi retirada de BIEMBENGUT e HEIN (2005)
e foi subdividida em quatro questoes de modo a levar o aluno a desenvolver conceitos de geo-
metria plana e espacial; sistemas de medidas: linear, superficie, volume, capacidade e massa
e fungao do 2° grau, podendo ser adaptada para qualquer periodo escolar.

Modelagem Matematica do Problema 1:
Confeccionando uma caixa

Essa atividade pode ser proposta em qualquer faixa etaria, se for aplicada apenas para
criancas, vale como exercicio de coordenacao motora e dependendo da faixa etaria, podem
ser introduzidos varios conceitos geométricos, nocao de geometria espacial e se necessério,
introducao de medidas lineares e de niimeros racionais na forma decimal.

1. Fazer um desenho em perspectiva de uma caixa na forma retangular

2. Tomar uma folha de papel na forma retangular, e fazer uma caixa com medidas previ-
amente definidas.

3. Com o uso de régua e lapis, fazer as marcagoes adequadas em todas as bordas.

4. Fazer as dobraduras necessarias.

Figura 6: Caixa no formato de um paralelepipedo

Quantidade de Material utilizado

Essa parte pode ser introduzida a partir do 6° ano, aproveitando para falar da preocupacao
em confeccionar embalagens funcionais, de baixo custo e onde se utilize a quantidade minima
de material.

Abrir a embalagem, mostrando a sua planificacao e calculando as areas das figuras planas
que a compoem.
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Se essa atividade for desenvolvida em séries iniciais é conveniente o uso de quadrados de
1 cm de lado onde sera oportuno cobrir toda a superficie planificada com quadrados sem
sobreposicao.

A a B

Figura 7: Paralelepipedo de arestas medindo a, b e c.

Figura 9: Area total do paralelepipedo A, = 2(ab + ac + be)

A preocupacao agora é mostrar para os alunos que podemos confeccionar uma caixa
a partir de uma folha quadrada de modo que seja utilizando uma quantidade minima de
material, mas que haja um maximo de aproveitamento, neste momento é oportuno apresentar
o conceito de func¢ao, funcao polinomial, pontos criticos e dominio e no curso superior pode
ser explorado a ideia de volume maximo com a aplicacao da derivada.

Formulacao e Resolugao

Dispondo de uma folha de papel na forma quadrada com lado medindo 30 cm, queremos
saber qual a medida da altura para que a caixa a ser construida tenha volume maximo, o
tipo de funcao e seu dominio de validade.

11
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Figura 10: Construcao da caixa no forma de um paralelepipedo de altura x.

Primeiro passo é encontrar a equacao que determina o volume da caixa em funcao da
altura. Nesse momento, utilizamos a primeira etapa da modelagem, que consiste num re-
conhecimento da atividade proposta e também de uma familiarizacao com o assunto a ser
modelado, onde pode ser atribuido valores para cada uma das dimensoes, para que os alunos
possam observar a variagao do volume de acordo com os valores atribuidos.

V(l’) = Ab X h,

onde A, é area da base e h é a sua altura.

A segunda etapa do processo de modelagem inicia-se com a formulacao da atividade
proposta e com a resolugao da atividade em termos de modelo.

Logo, temos para o volume a funcao:

V(z) = (30 —22)*r, 0<ux<15
V(z) = 42® — 1202% + 900z

Representacao Grafica da Fungao

No grafico representado na Figura 11, podemos observar seus pontos criticos ou seja de
maximo local e minimo local, justificando que a derivada é igual a zero.

Através da derivada de V(x), calculamos a altura que permite encontrar um volume
maximo da caixa a ser construida.

Sendo V(z) = (30 — 2x)%z, 0 < z < 15, ao calcular a derivada temos:

V'(z) = 1227 — 240z + 900.

Utilizando a proposic¢ao 5.1, temos que V’'(x) = 0, encontramos z; = 15 e 5 = 5 e como
0 < z < 15 o valor de x; nao atende ou estabelecido (validagao da solugao), portanto
To = b serd o valor da altura procurada para que tenhamos o volume maximo.

12
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Figura 11: Representacao do Volume

Avaliagao

Nesse momento é pertinente fazer o uso da terceira etapa de modelagem para analisar a
atividade proposta. Verificando a capacidade de interpretar e solucionar problemas e mos-
trando aos alunos, a importancia da Matematica em seu cotidiano.

Problema 2:

Considere as pargbolas 8 y = 22 —4 e y = —2?44. Determine as dimensoes de um retangulo
cujos vértices inferiores estdo sobre a parabola y = 22 — 4 e os superiores sobre a pardbola
y = —x2 4 4, de tal forma que a 4rea desse retangulo seja maxima.

Modelagem Matematica do Problema 2:

Faz-se uma leitura da situacao problema proposta, utilizando o primeiro passo da mo-
delagem, onde é feita a interacao com o mesmo e verifica - se que os modelos matematicos
apresentados sao fungoes do 2° grau com concavidades distintas.

8Encontra-se em: http://http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculol/calculolpdf/capitulo_15.pdf
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Espera-se que o aluno faga as seguintes consideracoes:

y = 22 — 4 é uma parabola cuja concavidade é voltada para cima, logo possui um valor
minimo e y = —2? + 4 é uma parabola cuja concavidade é voltada para baixo, logo possui
valor maximo.

De forma a fazer com que o aluno se inteire mais da situagao, é conveniente propor a
eles que desenhem possiveis situagoes de forma a chegar a uma resolucao para o problema
proposto, utilizando-se assim da segunda etapa do processo de modelagem que consiste na
formulacao e resolucao da atividade em termos de modelo.

O valor da area depende da posicao dos vértices do retangulo.

TR
U
£

\\
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Figura 12: Alguns exemplos de retangulos no contexto do problema.

Passamos entao ao processo de resolucao do problema.
Neste momento de resolucao,de acordo com a Figura 13, convém lembrar ao aluno sobre
simetria para que ele consiga criar um modelo matematico.
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Figura 13: Uso da simetria no processo de resolugao do problema.

Devemos determinar as dimensoes que fornecera a area maxima. Pela simetria da figura
abaixo, temos que a drea A(z) é dada por A(x) = 4oy = 4(—2% + 4) = —42® + 16z, para
x variando no intervalo [0,2]. Como A(z) é continua nesse intervalo, o teorema dos valores
extremos garante que esta fungdo tem um méximo absoluto em [0, 2]. Além disso, este
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maximo ocorre em um dos extremos do intervalo ou num ponto critico da funcao. Como a
derivada da fungao A(z) é um polinémio do segundo grau, os unicos pontos criticos de A
sao os pontos onde a sua derivada se anula. Determinar estes pontos criticos, portanto, é
equivalente a resolver a equagao A’(x) = 0.

Fazendo a resolugao do problema em termos de modelo. Sendo A’(z) = —122*+16 = 0

entao: \/_
23
—123:2+16:0<:>;z::j:T

Nesse momento, vamos fazer o uso da terceira etapa da modelagem, onde interpretamos
a solucao e fazemos a validagao do modelo.

O ponto critico que nos interessa é o ponto z = %37 pois o outro nao pertence ao intervalo

0, 2]. Comparando os valores da fungdo A neste ponto e nos pontos 0 e 2 (extremidades do
intervalo), obtemos:

A(0) = —4.0° +16.0 < A(0) =0

A(2) = —4.2° +16.2 < A(2) =0

3
A (ﬁ) =4 (@) + 16 (@) simplificando obtemos A (2\3/5) = 64v3

9

Portanto, o ponto de méaximo para esta funcao ocorre em x = %3, consequentemente, o
retangulo de area maxima tera as seguintes medidas para as suas dimensoes:

Retéangulo de base 2z = 2(%3) = %3 e de altura 2y = 2[—(%5)2 +4] =2(52+4) =1

Problema 3: Optimizacao na Biologia

Um peixe nada contra a corrente a uma velocidade constante v, em rela¢do a dgua. A
propria dgua tem uma velocidade v em relagao ao fundo. O peize tenciona alcangar um ponto
a uma distancia s Tio cima. A energia requerida € essencialmente determinada pelo atrito
com agua e pelo tempo t necessario para alcancar o objetivo. Experiéncias tem demonstrado
que esta energia é E = c.oF.t onde ¢ > 0 e k > 2 sdo certas constantes (k depende da forma
do peize). Sendo dado vy, que velocidade v minimiza a energia?

Modelagem Matematica do Problema 3:

Apés fazer uma leitura do problema utilizamos o primeiro passo da modelagem onde é
feito o reconhecimento e a familiarizacdo com o assunto.
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Figura 14: A velocidade mais economica de um peixe que nada contra a corrente depende
da velocidade v; e de um parametro k relacionado com a forma do peixe. BATSCHELET
(1978).

E possivel verificar através da figura que a velocidade do peixe é dada por v — vy, porque
num tempo t, a distancia percorrida s é coberta com a velocidade do peixe em relacao ao
fundo.

Nesse momento, passamos para a segunda etapa do processo de modelagem, onde inicia-
se com a formulagao da atividade proposta e com a resolucao da atividade em termos de
modelo.

Como ¢ sabido que a velocidade também pode ser calculada como 3, onde s é o desloca-
mento e ¢ é o tempo decorrido, entao de v — vy =  obtemos:

S

t = (1)

vV — U1

Da hipéteses do problema temos que E = c.v*.t, logo substituindo ¢ dado por (1) em E
temos:

CUkS

E = (2)

vV — "1

Como a variavel t foi eliminada de F, conclui-se entao que a velocidade 6tima a ser obtida
¢é funcao de k e de vy.

Ja que c e k sdo constantes, e que s e vy sdo valores dados, deduzimos que E : (vy,00) — R
é uma fungao de v onde F é a variavel dependente e v é a varidavel independente, pois a energia
depende da velocidade.

Como queremos a energia minima despendida, é necessario calcular a derivada de E em
relagao a v.

dE (esv®) (v — 1) — (esv®) (v —v1)  kesvP (v —vy) — esvFl
dv (v —w1)? N (v —wv1)?

de onde obtemos:

dE esvF o (k — 1) — ko]
i (3)

(v—vp)?
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Como queremos calcular a velocidade v que minimiza a energia E devemos ter % =0.
dE  csv* Hu.(k — 1) — kv
—_— prm— O
dv (v —vy)?
Sendo csv*~! #£ 0, temos v(k — 1) — kv; = 0, por tanto a velocidade 6tima serd
/{Z’Ul
v = vy 1 (4)

Interpretando a solugao e fazendo a validagao do modelo.

Nesse momento estamos fazendo uso da terceira etapa de modelagem para analisar a ati-
vidade proposta. De (3) podemos observar que E alcanga um minimo para o valor particular
vg. Para v = vy, o termo entre colchetes se anula, enquanto que para v < vy o termo ¢é
negativo e para v > vy 0 termo é positivo.

Logo, a velocidade mais economica em relagao a dgua é dada por (4). Por exemplo, se
k =3, em (4) obtemos:

3

V=15 = =V
2

Isso indica que o peixe deve tentar manter uma velocidade, que é % da velocidade do rio
em relacao ao fundo.

7 Consideracoes Finais

A proposta desse trabalho é incentivar o uso da modelagem matematica no processo
ensino e aprendizagem, de forma a criar situacoes que favorecam o desenvolvimento de suas
habilidades para resolver determinados problemas, utilizando o processo da construcao do
conhecimento.

Foram apresentados alguns problemas e sua respectiva resolucao usando-se a metodologia
de Polya.
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