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RESUMO

Desde tempos remotos os numeros primos tem sido base de grandes problemas ma-
tematicos, muitos desses problemas atravessaram séculos sem que alguém conseguisse
resolve-los, é o caso da famosa conjectura de Goldbach que diz que todo nimero par
maior do que 2 pode ser escrito como a soma de dois nimeros primos, e da conjec-
tura dos primos gémeos que afirma que existem infinitos pares de primos gémeos, estas
afirmacgoes ainda nao foram demonstradas. Mas uma pergunta é inevitavel quando o as-
sunto é nimeros primos: como reconhecé-los? Até hoje nao se conhece nenhum método
eficiente o suficiente para se demonstrar que um numero qualquer é primo ou nao, e isso
influencia diretamente na dificuldade em se provar ou refutar conjecturas sobre niimeros
primos. Apesar de pouco eficientes, existem diversos teste para reconhecer se determina-
dos niimeros sao primos, esses sao conhecidos como testes de primalidade e muitos desses
apresentam condicoes bastante especificas, sendo tteis apenas para tipos particulares de
niumeros. Neste trabalho serao apresentados alguns desses testes de primalidade com suas
respectivas demonstracoes e toda base tedrica necessaria para realiza-las. Serao apresen-

tadas ainda aplicagoes desses testes na verificacao da primalidade de alguns ntimeros.

Palavras-chave: Testes de primalidade. Nimeros primos. Teoria dos ntimeros.



ABSTRACT

Since earliest times prime numbers have been the basis of great mathematical problems,
many of theses problems have passed centuries without anyone being able to solve them,
is the case of the famous Goldbach conjecture that says that any even number greater
than 2 can be written as the sum of two prime numbers, and the conjecture of the twin
cousins that states that there are infinite pairs of twin cousins, these statements have not
yet been demonstrated. But a question is unavoidable when it comes to prime numbers:
how to recognize them? To date, no efficient method has been known to prove that any
number is prime or not, and this directly influences the difficulty in proving or refuting
conjectures about prime numbers. Although not very efficient, there are several tests to
recognize if certain numbers are prime, these are known as tests of primality and many
of these present very specific conditions, being useful only for particular types of num-
bers. In this paper, some of these primality tests will be presented with their respective
demonstrations and any theoretical basis necessary to carry them out. Applications of

these tests will also be presented in the verification of the primality of some numbers.

Keywords: Primality tests. Prime numbers. Theory of numbers.
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1 INTRODUCAO

O conjunto dos niimeros naturais é o mais basico dentre os conjuntos numéricos,
tanto é que lidamos com eles desde os primeiros anos de nossas vidas. E relativamente f4cil
compreender o conceito de niimero natural e historicamente, esses sao os nimeros mais
antigos conhecido pelo homem. Dentre os nimeros naturais podemos dar um destaque
especial para um subconjunto em particular, os niimeros primos.

Se um numero natural maior do que 1 possui apenas dois divisores positivos,
entao este ¢ um nimero primo, e se um numero natural maior do que 1 nao é primo,
chamamos esse de composto. Esta simples definicao deu origem a diversos problemas
ao longo da histéria da matematica, mas nao vem apenas dai a importancia de tais
numeros. A caracteristica principal que tornam os nimeros primos tao importantes para
a matematica vem do fato desses estarem presentes na fatoracao de todo niimero inteiro,
com excecao apenas do 1. Euclides em sua principal obra, Os elementos, descreve que
todo niimero natural pode ser escrito de maneira tnica, & menos que a ordem, como o
produto de fatores primos, este teorema ficou conhecido como teorema fundamental da
aritmética.

Conhecer os fatores primos de um nimero dado é um problema recorrente de
aritmética e auxilia na resolucao de situacoes ainda mais complexas, no entanto esta nao
¢ uma tarefa facil. Ao tentarmos fatorar um numero dado, corriqueiramente, apds varias
divisoes descobrimos que esse ¢ nimero primo ou que ¢ um multiplo de algum primo que
nao conheciamos. Se houvesse um método eficiente para testar se um nimero é primo
ou nao, nos pouparia muitos desses calculos. O problema é que tal método ainda nao foi
descoberto.

Desde tempos remotos matematicos procuram por um método que possibilite
de forma eficiente e pratica afirma se um numero qualquer é primo, ou até mesmo se
determinados tipos de ntimeros sdo sempre primos. Pierre de Fermat (1601-1665) acre-
ditava que os ntimeros da forma 22" + 1, com n sendo um ntmero inteiro positivo, sao
todos primos (RIBENBOIM, 2015). Anos depois Leonhard Euler (1707-1783) provou que
22 4 1¢ composto. Os numeros primos desta forma ficaram conhecidos como primos de
Fermat e sao bem mais raros do que ele imaginava. O maior primo de Fermat conhecido
até hoje é 22" 1 1 = 65537 e um dos maiores nimeros de Fermat composto conhecido é

22 4 1 que tem por fator o ndmero 3 - 22478785 4 1 o qual possui 746190 algarismos

(RIBENBOIMj 2012).

Marin Mersenne, um frade francés do século XVII, conjecturou algo muito
parecido com o que Fermat acreditava. Ele afirmou sem apresentar prova ou argumento
convincente que os numeros da forma M(n) = 2" — 1, que sdo conhecidos atualmente
como numeros de Mersenne, sao primos quando n é igual a 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,

67, 127 ou 257, e sao compostos para os demais nimeros primos n menores do que 257
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(COUTINHO, 2014).
Sobre a conjectura de Mersenne, Coutinho (2014) afirma:

Como ocorria frequentemente na época, Mersenne nao apresentou ne-
nhuma justificativa para estes resultados. Em 1732 Euler afirmou que
M (41) e M(47) seriam primos. Estes niimeros nao fazem parte da lista
de Mersenne, s6 que, neste caso, quem estava errado era Euler! O pri-
meiro erro da lista foi encontrado por Pervusin e Seelhof em 1886. Eles
descobriram que M (61) é primo. Outros erros foram encontrados em
anos posteriores. Além de M (61), a lista omite os primos M (89) e
M (107); e inclui os compostos M (67) e M(257). (COUTINHO, 2014,
p. 57)

Muitos problemas envolvendo ntimeros primos tornaram-se famosos no decor-
rer da histéria, dentre esses podemos citar o postulado de Goldbach, que afirma que todo
nimero par maior do que 2 pode ser escrito como a soma de dois numeros primos, se
existem infinitos primos gémeos (nimeros primos que diferem exatamente por duas uni-
dades) e se existem infinitos primos de Fermat (EVES| [2002). Esses trés problemas ainda
encontram-se em aberto. Também podemos destacar trés problemas complexos que ja
foram resolvidos, o postulado de Bertrand, que foi demonstrado por Tchebychev e que
diz que entre n e 2n existe ao menos um nimero primo, para todo n natural maior do
que 1, a existéncia de infinitos primos em qualquer progressao aritmética com o primeiro
termo e a razao primos entre si, demonstrado por Dirichlet, e o teorema dos nimeros pri-
mos que da uma estimativa da quantidade de primos menores do que n que “foi provado
independentemente em 1896 pelo francés J. Hadamard e pelo belga C. J. de la Vallée
Poussim”. (EVES, 2002, p. 624).

Apesar de nao serem eficiente o bastante, existem diversos testes para reco-
nhecer se um nimero ¢ primo, estes sao conhecidos como testes de primalidade. Boa
parte desses sao tteis apenas para determinados tipos de niimeros e envolvem condigoes
bastante especificas. Atualmente os niimeros primos sao muito utilizados na computacao,
mais especificamente na area de criptografia de chave piblica baseando-se na dificuldade
de se fatorar niimeros com fatores primos muito grandes utilizando os métodos atuais
(COUTINHO, 2014). Pensando nesse assunto, estudaremos nos préximos capitulos al-
guns desses testes que apresentam menor complexidade tanto para aplicagao como para
compreensao.

Este trabalho tem por objetivo principal apresentar oito testes de primalidade.
Dentre eles veremos dois basicos, o primeiro baseado no crivo de Eratdstenes e o outro que
¢ propriamente a reciproca do teorema de Wilson. Os demais sao tuteis quando se quer
verificar a primalidade de n quando é conhecida a fatoracao de n— 1, dos quais trés destes
sao baseados essencialmente no teorema de Euler, outros dois se apoiam na proposicao
de Pockligton, e o ultimo é o classico teste de Pépin, que da uma condicao necessaria e

suficiente para que um nimero de Fermat seja primo.
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Realizaremos as demonstracoes dos oito testes e apresentaremos toda a base
tedrica necessaria: as definigoes, os teoremas e proposi¢oes com suas respectivas demons-
tracoes. Apresentaremos ainda aplicacoes de cada teste em forma de exemplos, verificando
se determinados nimeros sao primos, e a partir do teste de Pépin demonstraremos que o
nimero de Fermat 22 + 1 = 4294967297 é composto.
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2 BASE TEORICA

Neste capitulo veremos grande parte da base tedrica necessaria para demons-
tragao de alguns dos testes de primalidade mais conhecidos. Trataremos de defini¢oes
e teoremas muito importantes para na teoria dos numeros, dentre eles estao o teorema
fundamental da aritmética, a definicao de congruéncia modular, o pequeno teorema de
Fermat, o critério de Euler para o simbolo de Legendre, a lei de reciprocidade quadratica

e outros.

2.1 Principio de indugao finita e principio da boa ordem

Comecaremos a nossa teoria apresentando trés postulados que serao de extrema
importancia para algumas das demonstracoes dos teoremas presentes neste capitulo. Na
verdade, é suficiente considerar apenas um deles como postulado como afirma Santos
(2007)), uma vez que, como veremos por demonstragao eles sdo equivalentes.

Neste trabalho consideramos conhecido o conjunto dos niimeros naturais, de-
notado por N, e convencionamos de modo conveniente que o nimero 1 é o menor niimero
natural. Definimos ainda o conjunto I, = {z € N|z < n} para facilitar um pouco a
escrita.

Axioma 2.1 (Principio da boa ordem). Todo conjunto nao vazio de nimeros naturais
possui menor elemento.
Axioma 2.2 (Primeiro principio de indugao finita). Se X C N é um conjunto com as
propriedades:

1 1eX;

Wi:neX=n+1leX,
entao X = N.
Axioma 2.3 (Segundo principio de indugao finita). Se X C N € um conjunto com as
propriedades:

10 1e X;

w:l, CX=>n+1eX,
entao X = N.

Demonstra¢ao (Azioma = Axioma . Suponhamos por absurdo que um conjunto
X C N possui as duas propriedades descritas no axioma e que X # N. Isso implica
que N\ X # (), e pelo axioma este conjunto deve ter um menor elemento r. Como

r ¢ X, temos que 7 # 1 e assim
r—-eX=Fr-1)+1leX=reiX,

absurdo, logo X = N. O
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Demonstracao (sz'oma = Azioma . Consideremos X C N um conjunto com as
duas propriedades descritas no axioma[2.3e o conjunto S = {x € N|I, C X}. Precisamos
provar que [, C X,Vn € N, ou seja, que S = N, para isso usaremos o axioma [2.2]

De imediato temos que 1 € S, pois 1 € X = [ C X. Se k € S, entao

I,.cX = k+1leX

= L1 CX
= k+1eS8
= S=N.

Para finalizarmos a demonstragao, provaremos que X = N usando novamente
o axioma [2.2] Por hipotese 1 € X. Se k € X, como acabamos de demonstrar [, C X,
pois S = N, segue que também temos £ + 1 € X, e assim X = N como queriamos

demonstrar. O

Demonstragao (Axioma = Axioma . Suponhamos que exista um conjunto nao
vazio S C N, tal que S nao possui menor elemento. Fagamos X = N\ S. Como 1 é o
menor nimero natural, logo 1 € X, pois se 1 € S este seria o menor elemento de S, que
é absurdo. Observemos que se I, C X, entao k+ 1 € X, pois caso contrario k + 1 seria o
menor elemento de .S, assim, pelo axioma temos que X = N. Mas isso é um absurdo,

uma vez que implica em S = (), concluimos entao que S deve possuir menor elemento. [

Na pratica os principio de inducao finita sao utilizados principalmente para
demonstrar que determinadas propriedades sao validas para todo nimero natural.

Dado uma propriedade p(n) referente a niimeros naturais, um modo bastante
difundido no meio matematico de utilizar o primeiro principio de indugao finita é verifi-
cando se p(1) é verdadeira, e em seguida se o fato de que p(k) ser verdadeira implica em que
p(k+1) também seja, isso é suficiente para demonstrarmos que p(n) é verdadeira para todo
nimero natural n. Isso é justificado ao considerarmos X = {x € N | p(z) é verdadeira}
como o conjunto que desejamos provar que € o proprio conjunto dos nuimeros naturais.
Analogamente ocorre com o segundo principio de inducao finita.

Veremos a seguir trés exemplos praticos de demonstracao por inducao finita.
Esses exemplos serao uteis para a demonstracao do teorema que veremos no proximo
capitulo.

Exemplo 2.1. Usando o primeiro principio de inducao sobre n provaremos que a desi-
gualdade 2n < 2" verifica-se para todo n € N.
De fato a desigualdade vale para n = 1, pois 2 -1 < 2.

Suponhamos que a desigualdade é valida para o natural n = k, isto é, 2k < 2%,



15

segue que

o2k < 2F
= 2k+2<2F ok
= 2(k+1) <28

logo a desigualdade inicial também é valida para n = k + 1 e assim fica provado por
inducao finita que é valida para todo n natural.

Exemplo 2.2. Provaremos usando o primeiro principio de inducao sobre n que a desi-
gualdade 1 + 2n? < 22" vale para todo n € N.

A desigualdade pode ser verificada facilmente para n = 1, pois
14+2-1*=3<4=2""

Supondo que é valida para o inteiro positivo n = k, temos validas as inequacoes

142k < 2% (1)
1+2k < 2% e (2)
14+2k < 2-2% (3)

Somando as inequacoes , e membro a membro obtemos

1+ 2k +4k+2 < 4-2%
1+2(k*+2k+1) < 2%.2%
1+2(k+1>2 < 22(k+1)’

ou seja, a desigualdade inicial também vale para n = k + 1, logo, por inducao finita
concluimos que 1+ 2n? < 22" para todo n natural.

Exemplo 2.3. Provaremos que 1+ (n + 3)n < 2""3 para todo n € N. De fato é verdade
paran =1, pois 1 + (1 +3) -1 =5 < 2!*3 = 16.

Se a inequacao ¢ valida para o natural n = k, entao

1+ (k+3)k =1+ 3k + k* < 283
1+3k+k24+4 <283 9.9
1+3k+k*+4+2k <283 1 2.9F 6.2k
1+ 5k + k> 4+ 4 < 283 4 okF3

L4+ (k+4)(k+1) < 28,

L R

assim, a inequacao € valida para n = k + 1, e pelo axioma |[2.2| é valida para todo n € N.
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2.2 Divisao euclidiana

Antes de apresentar a divisao euclidiana vamos definir divisibilidade no con-
junto dos nimeros inteiros (Z).
Definigao 2.1. Sejam a,n € Z. Dizemos que a divide n, representado pela notagao a | n,
se existe b € Z tal que n = a-b. Se para todo inteiro b temos n # a-b, dizemos que a nao

divide n e denotamos por a{n.

Decorre diretamente da definicao de divisibilidade as seguintes propriedades:
Proposicao 2.1. Para n,a,b € Z, temos:

i. 1|n.

it. n | 0.

w. a|n=ab|nb.

v. ab | nb,b# 0= a|n.

vi. a|n,n#0=la| <|n|.
vit. a|n,n|a=|a| =|n|.

viti. a | b,b|n=al|n.

Demonstragao. (i) Escrevemos n = 1-n e da defini¢cao temos que 1 | n. (ii) De modo
andlogo escrevendo 0 =n -0 =-n | 0. (iii) Também n =n-1=n|n.
(iv) Como a | n, por definigao existe ¢ inteiro tal que n = a - ¢. Multiplicando

ambos os membros da igualdade por b obtemos
n-b=(a-c)-b=c-(a-b)= ab|nb.
(v) Por defini¢ao deve existir ¢ inteiro tal que

nb=c- (ab) = (ac) - b
= nb—(ac)-b=0

= (n—ac)-b=0.
Como b # 0, segue que
n—ac=0=n=ac,

logo a | n.

(vi) Como a | n, temos n = a - ¢ para algum inteiro ¢. J& que n # 0, entao
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la| >0 e |¢| > 0, logo

n| = la-
= laf- |
> al,
(vii) Se a = 0, entdo n = 0- ¢ = 0, ou seja, |a| = |n|] = 0. Se a # 0, entao

devem existir ¢y, co € Z tais que n = ac; e a = ncy. Multiplicando ambos os membros da

primeira igualdade por ¢, obtemos

n-ce=(ac) -co=a-(c1c) =a
= 6102:1

= ci| - |ea] = 1,

logo |e1] = |ea| = 1, e assim

n=a-c
= |n| =|a| - |1
= |n| = lal.

(viii) Da hipdtese devem existir inteiros ¢; e ¢p tais que b=a-c; e n =0b- ¢,

logo substituindo b = a - ¢; na segunda igualdade obtemos

n=(a-c) - ca=>n=a-(c-c) =aln.

Proposicao 2.2. Sejam a,b,c € Z. Se a | (b+ c), entdo a | b se, e somente se, a | c.

Demonstragao. Se a | (b+ ¢), logo existe p € Z tal que b+ ¢ = ap. De mesmo modo,
se a | b, entao existe ¢ € Z tal que b = agq. Substituindo b = aq na primeira igualdade

obtemos

ag+c=ap=c=a(p—q)),

ou seja, a | ¢. A outra parte da demonstragao pode ser feita de modo totalmente analogo.
O

Proposicao 2.3. Sejam a,b,c € Z. Sea|b ea|c, entio

al| (xb+yc),Va,y € Z.
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Demonstracdo. Sejam p,q € 7 tais que b = ap e ¢ = aq. Segue que

xb + yc = x(ap) + y(aq) = a(zp + yq),

ou seja, a | (zb + yc). O

Vejamos mais um exemplo de demonstracao por inducao finita. Usaremos
também o resultado da proposicao anterior. Este exemplo serd importante na demons-
tragao do teorema de Lagrange (teorema [2.20)) que veremos mais a frente neste trabalho.

Exemplo 2.4. Dados a,b € Z provaremos utilizando indugao sobre n que
a—>bla"—0",VneN.

O resultado ¢é valido trivialmente no caso n = 1, pois a — b | a — b (item iii da
proposicao [2.1). Suponhamos que o resultado seja valido para o inteiro positivo n = k,

isto 6, a — b | a* — b*. Segue que

ak+1_bk+1 — a-ak—b-bk
= a-d"—b-d"+b-d"—b-bF

= a"(a—b) + b(a" —b").

Como por hipétese de inducdo a — b | a* — b* e por termos a — b | a — b, segue pela

proposicao [2.3] que

a—b|a"(a—0)+bla" -

= CL—b| akH—ka.

Assim, o resultado é vélido para n = k + 1, e por indugao concluimos que vale para todo
n € N.

O préximo teorema ¢é devido a Euclides e é conhecido como algoritmo de
divisao. Na pratica este teorema garante a existéncia e a unicidade de um quociente ¢
e um resto r na divisao de dois inteiros quaisquer, que sao elementos importantes para
a resolucao de diversos problemas basicos de aritmética, e por isso existem algoritmos
muitos conhecidos que sao vistos nas escolas durante o ensino fundamental usados para
encontrar estes dois nimeros quando sao dados dois inteiros, sendo um deles diferente de
ZEro.

Teorema 2.1 (Algoritmo de divisdao). Dados a,b € Z, com a # 0, existem dois inicos

inteiros q e r tais que b=aq+r, com 0 <r < |al.

Demonstrag¢ao. Primeiramente demonstraremos a existéncia de ¢ e . Se a | b, por de-

finigao existe ¢ € Z tal que b = ag = ag+ 0, com 0 = r < |a|]. Se a 1 b, entdao Vo € Z
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temos b # ax, logo b — ax # 0. Consideremos o conjunto
S={yeN|y=b—azx, parax € Z}.

Como S é formado por inteiros positivos, pelo principio da boa ordem (axioma [2.1]) este
conjunto possui um menor elemento r. Facamos r = b — agq, onde ¢ € Z e vamos mostrar
que r < |al.

Vejamos que 7 # |al, pois
r=lal=lal=b—ag=b=a(¢g+1)oub=a(qg—1)

que é absurdo uma vez que a { b. Suponhamos entao que r > |a|, logo r = |a| + s, para

algum inteiro s tal que 0 < s < r. Segue que
s=r—laj=b—aqg—la|=s=b—alg+1)ous=b—a(qg—1),

ou seja, s € S. Mas isso é absurdo, pois r é o menor elemento de S e s < r, assim r < |a|.
Agora demonstraremos a unicidade de ¢ e . Suponhamos que b = aq; + 11 =
age + 19, com qi,qe, 11,72 € 2,0 <11 < |a] e 0 < ry < |a|. Sem perca de generalidade

suponhamos que r; < 9. Segue que
agi +r1—(agz+12) =0=a(q1 —q@) =ro—ri=alry—r.
Se ro —r1 # 0, pelo item vi da proposigao teremos
la| <fro—m|=ro—ri=ro<ry—ri=mr +ry<r,=r <0,

absurdo, logo

ro—r1=0=>ry=171,€

g —@)=0=q0-@=0=q=q¢
provando a unicidade de ¢ e r. [

Exemplo 2.5. Provaremos que se a ¢ um ntimero inteiro fmpar, entao 8 | a>—1. Notemos
primeiramente que a®> — 1 = (a + 1)(a — 1). Pela divisdo euclidiana (teorema [2.1]) temos

apenas 4 possibilidade para o resto da divisao de a — 1 por 4
a—1=4k, oua—1=4k+1, oua—1=4k+2, oua—1=4k + 3,
para algum k € Z. Como a é impar temos que a + 1 e a — 1 sao ambos pares, e dai

a—1#44k+1ea—1+44k+3, Vk € Z.
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Se a — 1 = 4k + 2 para algum inteiro k, entao

a—1+2 = 4k+2+4+2
a+1 = 4(k+1)
= 4|a+1.

Assim, existem ki, ky € Z tais que

a+1=4kea—1= 2k
= (a+1)(a—1)=4k12k’2
= a2—1:8k1k2

= 8|a®—1.

Se a — 1 = 4k para algum inteiro k, como a + 1 é par, entao existem ki, ks € Z

tais que

a—1=4kiea+1=2k
= (a—l)(a—l—l):4k12k2
= a2—1:8k1k2

= 8|a®—1.
2.3 Teorema fundamental da aritmética

Os numeros naturais em geral podem ser tratados como produtos de fatores
primos, e além disto, para cada nimero existe uma tnica fatora¢ao a menos que a ordem.
Esta propriedade é de extrema importancia para a teoria dos niimeros e conhecida como
o teorema fundamental da aritmética e devida a Euclides.

Temos por objetivo neste momento a demonstracao deste teorema, e para isso
apresentaremos uma série de propriedades e algumas defini¢oes, dentre elas, a definicao
de méaximo divisor comum, que pode ser encontrada no livro VII de Os elementos de
Euclides e que veremos a seguir.

Definicao 2.2. Sejam a, b € Z nao ambos nulos. Chamaremos de mdzimo divisor comum
de a e b o maior inteiro d tal que d | a e d | b. Denotaremos o mdximo divisor de a e b
por (a,b).

Teorema 2.2. Se d = (a,b), entdo existem x,y € Z tais que d = ax + by.
Demonstragao. Seja S o conjunto formado por todos os nimeros naturais da forma an +

bm, onde n,m € 7Z. Suponhamos sem perca de generalidade que a < b. E 6bvio que
b € S, poisb=a-0+b-1e—-b=a-0+b-(-1), logo S # 0 e pelo axioma [2.1] este
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possui menor elemento ¢ = ang + bmy.

Suponhamos agora que ¢t a, entdao devem existir ¢,r € Z tais que a = cq +r
com 0 <7 <ec Assimr =a—cq=a— (ang+ bmy)g = a(l — noq) + b(—meq), portanto
r € S, que é absurdo uma vez que ¢ é menor elemento de S. Logo ¢ | a e de modo andlogo
podemos mostrar facilmente que ¢ | b. Isso nos garante que ¢ é divisor comum de a e b.

Como d | a e d | b, existem entdao qi,qs € Z tais que a = dq; e b = dgo, que

implica em

c = ang+bmg
= dqno + dgamy
= d(gino + ¢2myo)
= dec

Assim, como c¢ e d sao inteiros positivos, segue pelo item vi da proposicao que d < ¢,

mas como d é o maior divisor comum de a e b, entao
d = ¢ = ang + bmy.

]

Notemos que na demonstragao anterior, ao provarmos que d = ¢, estamos
também provando que d é o menor nimero nao negativo da forma ax + by para todos
x,y € Z, é o que nos diz o corolario a seguir.

Coroléario 2.1. Se d = (a,b), entdo d é o menor nimero natural da forma n = ax + by,

com x,y € 7
Demonstragao. A prova estd inclusa na demonstracao do teorema 2.2 O
Proposicao 2.4. Dados k € N e a,b € Z tem-se (ka, kb) = k(a, ).

Demonstragao. Sejam S; = {x € N| x = an + bm, paran,m € Z} e Sy = {x € N| z =
(ka)n + (kb)m, com n,m € Z}. Pelo coroldrio 2.1] (a,b) é o menor elemento de Sy, onde
(a,b) = ang + bmy para algum ng,mg € Z. Assim, k(a,b) = kang + kbmgy é o menor
elemento de Sy, ou seja, (ka, kb) = k(a,b). O

Proposicao 2.5. Dado c € N, sec|a ec|b, entio

(2,9) _(a))
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a b
Demonstragao. Se ¢ | a e c|b, entao —, - € Z. Logo, da proposi¢ao segue que
¢’ c

(0)=(27) == (30) ="

m
i . (a b
Corolario 2.2. Se d = (a,b), entdo (c_l’ E) =1
Demonstragao. Da proposi¢ao anterior (proposi¢ao temos que
a b _(a,b)_d_1
d'd) d d
m

Teorema 2.3. Seja d = (a,b). Se ¢ é divisor comum de a e b, entao c | d.

Demonstracao. Pelo teorema existem x,y € Z tais que d = ax + by. Sec|aec|b,

entao pela proposicao
clax+by=c|d.

Teorema 2.4. (a,b) = (a,b+ an) VYa,b € Z.

Demonstragao. Fazendo di = (a,b) e dy = (a,b+ an), existem p,q € Z tais que a = dyp
e b+ an = dsq. Segue que

b = dyg—an
= dyq — dapn
= dz(q—pn)
= dy | 0.

Como dy | a e dy | b, pelo teorema dy | dy.

Provaremos agora que dy | do. J& que dy | a e dy | b, pela proposicao
dy | b+ an, ou seja, dy é divisor comum de a e b+ an, logo, novamente pelo teorema ,
dy | dy. Por dy,dy € N concluimos pelo item vii da proposi¢ao que di = d». O

O teorema anterior é bem 1til para se calcular o maximo divisor comum de
dois inteiros quaisquer, e o mais interessante é que fazendo uso deste teorema nao ne-
cessariamente precisamos conhecer os divisores destes dois niimeros. Euclides usou este
teorema para demonstrar de maneira construtiva a existéncia do méaximo divisor comum,
sobre este método Hefez (2014}, p. 89) relata: “O método, chamado de Algoritmo de Fu-
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clides, ¢ um primor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeicoa-lo
em mais de dois milénios.”

Uma demonstracao desse teorema pode vista em SANTOS (2007, p. 8) e
a demonstracao dada por Euclides pode ser encontrada na traducao de Os elementos:
(EUCLIDES, 2009, p. 271).
Defini¢ao 2.3. Dizemos que a e b sao primos entre si quando (a,b) = 1.

Teorema 2.5. Sejam a,b,c € Z. Se a | bc e (a,b) =1, entdo a | c.

Demonstragao. Se (a,b) = 1, entdo pelo teorema devem existir n,m € Z tais que

an + bm = 1. Multiplicando ambos os membros desta equacao por ¢ obtemos
n(ac) +m(bc) = c.
Se a | be, logo existe ¢ € Z tal que bc = aq, assim

n(ac) +m(bc) = ¢

= n(ac) + mlaq) = c
= a(nc+mq) =c

= alc

]

O teorema a seguir é essencialmente uma versao mais especifica do teorema
e serd exposto para utilizacao mais didatica em algumas demonstragoes.
Teorema 2.6. Sejam a,b € Z. Se a =bq+r com q e r inteiros, entdo (a,b) = (b,r)
Exemplo 2.6. Vamos calcular o méximo divisor comum de 2431 e 988. Aplicando su-

cessivas vezes o teorema [2.6] obtemos

(2431,988) = (2988 + 455, 983)

(988, 455)

(2 - 455 + 78, 455)

(455, 78)

— (578465, 78)

(78, 65)

(1-65+ 13,65)

(65,13)
(5-13+0,13)
(13,0)

= 13.
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Demonstragao. Inicialmente escrevemos r = a —bg. Observamos que (a, b) = (b, a), e pelo
teorema [2.4]
(b,a) = (b,a —bq) = (b, ).

Logo (a,b) = (b,r). O

Definicao 2.4. Dizemos que um numero inteiro p > 1 € primo se este possui apenas
dois divisores positivos, 1 e p. Se n > 1 nao € primo, entao dizemos que n € composto.
Denotaremos o conjunto dos nimeros primos por P.

Proposicao 2.6. Dadosp € P e a,b € Z, sep| ab, entio p|a oup |b.

Demonstrag¢ao. Se p | a ndo ha nada o que se demonstrar. Suponhamos entao que p 1t a,

logo (p,a) = 1 e pelo teorama concluimos que p | b. ]

Corolario 2.3. Dados p € P e ay,a9,...,a, € Z, se p | ajay---a,, entdo p | a; para

algum i € {1,2,...,1}.

Demonstragao. Se p | a, a demonstragao esta feita. Suponhamos entao que p t a,., logo
pela proposi¢ao anterior (proposicao [2.6) p | ajas---a,-—1. Se p | a,_; novamente a de-
monstragao estaria finalizada. Supondo que p { a,_1, teremos novamente pela proposigao
que p | ajas - - - a,_o. Continuando o mesmo processo, por estarmos considerando um
conjunto finito de inteiros, em algum momento este processo deve acabar, ou seja, um dos

nimeros ay, ds, . .., a, ¢ divisivel por p. n

Com o que foi apresentado até aqui, podemos agora demonstrar o teorema
fundamental da aritmética de Euclides. Este é composto por duas partes: a existéncia,
e a unicidade da fatoracao de um inteiro positivo em em um produto de primos. Em
uma tradugao da obra Os elementos a existéncia da fatoracao é enunciada assim: “Todo
nimero ou é primo ou é medido por algum nimero primo.” (EUCLIDES] 2009 p. 292).
Podemos interpretar a palavra “medido” fazendo o papel do termo “divisivel” usado na
linguagem moderna.

Teorema 2.7 (Teorema fundamental da aritmética). Dado n € N, existe uma tinica

maneira (a menos da ordem) de representd-lo como o produto de fatores primos.

Demonstracao. O teorema ¢é valido de forma trivial para todo n € P. Provaremos entao
para n composto e faremos primeiramente a demonstragao da existéncia da fatoracao.

Seja g1 > 1 o menor divisor de n, de fato este é primo, poisseq | ¢ e 1 < g < ¢y,
entdo ¢ | n, logo ¢ = 1. Como n é composto temos n = ¢;n;, para algum n; > 1. Se
ny € P, entao a fatoracao existe. Se n; é composto tomamos ¢ > 1 o seu menor divisor,
e como ja vimos, este também ¢é primo. Logo n; = gany com ny > 1.

Repetimos o processo e obtemos ny > ny > ... > n,, e como estes nimeros
sao todos inteiros maiores do que 1, entao o processo deve finalizar com n, = ¢, primo,

logo n = q1q2 . . . ¢, onde nao necessariamente temos primos qi, qs, . . . , ¢, distintos, assim,
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em geral podemos escrever
n=pi'py®...piF,comp; € Pparai=1,... k.

Agora mostraremos a unicidade da fatoracao usando o segundo principio de
indugao finita (axioma . Seja

S ={x € N|z =1 ou z possui fatoragao unica em poténcias de primos}.

Obviamente que 1 € S.
Suponhamos que I, C S. Se k+ 1 € P, entao [1; C S e a demonstragao

estara concluida. Se k + 1 é composto, supomos que hajam duas fatoracoes

E+1=pip2...0r = q1q2- .. qs,

onde p;,¢;j € Pparai=1,...,rej=1,...,5s. Comop| qiqz...qs pelo coroldrio [2.3] py

divide algum g¢;, sem perca de generalidade digamos que p; | g1, logo p; = ¢;. Assim

k+1
=P2...Dr =(2...(s
P1
. . 1 k+1
tem fatoracao tnica pois <k+1= € S. Segue que r = s e as duas
P1 P1

fatoracoes pips...pr € q1GQs . . . Qs Sa0 iguais a menos da ordem, ou seja,
k+1eS=I0L,CS=S=N.

O

O teorema a seguir serd usado juntamente com o teorema fundamental da
aritmética, que acabamos de provar, na demonstragao do teste [I| que veremos no préximo
capitulo deste trabalho.

Teorema 2.8. Se n é um nimero natural composto, entao existe um primo p < \/n tal

que p | n.

Demonstra¢ao. Como n é um numero natural composto, entao existem ny,ns € N tais
que n = ning onde

1<n <ng <n.

Suponhamos por absurdo que n; > /n, logo

n=nne >+\n-vn=n,

absurdo, assim ny; < /n.
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Pelo teorema fundamental da aritmética (teorema [2.7), n; pode ser escrito
como o produto de fatores primos, assim, tomando p primo tal que p | n;, teremos pelos

itens vi e viii da proposi¢ao que p < ny < 4/nonde p | n. O

2.4 Congruéncia

A seguir veremos a definicao de congruéncia médulo um inteiro n e algumas
das propriedades basicas decorrente desta. Elas serao necessarias para demonstrarmos
alguns dos proximos teoremas presentes neste trabalho, como por exemplo o pequeno
teorema de Fermat e os teoremas de Wilson e de Euler.

Os resultados que veremos sao devidos a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e fo-
ram apresentados em seu trabalho Disquisitiones Arithmeticae (Investigagoes de Aritmética)
publicado em 1801. Sobre esse trabalho Santos (2007)) fala: “Varias ideias de grande im-
portancia, que serviram de base para o desenvolvimento da teoria dos nimeros, aparecem
neste trabalho.” (SANTOS, 2007, p. 32).

Definicao 2.5. Dados a,b € 7Z e n € N, dizemos que a é congruente a b modulo n se

n | a—0b. Representamos isto por
a=b (mod n).

Senta—b, entao dizemos que a € incongruente a b mddulo n e denotamos por
aZb (mod n).

Exemplo 2.7. Como 45 =3 - 13+ 6, logo 13 | 45 — 6 e assim, 45 = 6 (mod 13).

Proposicao 2.7. a = b (mod n) se, e somente se, existe q € Z tal que
a=>b+qn.
Demonstracao. Considerando a definicao temos as seguintes equivaléncias

a=b (modn) & nla—>
& dgeZtalquea—b=qn
& dg € Ztal que a = b+ gn.

Proposicao 2.8. Seja m um divisor positivo de n € N. Se a = b (mod n), entdo

a=b (modm).
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Demonstra¢ao. Se a = b (mod n), entdao n | a —b. Como m | n temos pelo item viii da
proposicao que m | a — b, logo a = b (mod m). O

Proposicao 2.9. Dados a,b,c € Z en € N, sao verdadeiras as sentencas:
i a =a (mod n);
it: a=b (mod n) = b=a (mod n);

iti: a=b (mod n) eb=c (mod n) = a =c (mod n).

Demonstragao. (i) Como n | 0, logo n | a — a e consequentemente a = a (mod n). (ii) Se
a =b (mod n), da proposigao existe g € Z tal que

a=b+qn=>b=a+ (—q)n,

assim, também pela proposi¢ao temos que b = a (mod n). (iii) Se @ = b (mod n) e
b=c (mod n), entdo n | (a —b) e n| (b — ¢). Usando a proposicao 2.3 obtemos

nla=b+b—-c)=nla—-c

Logo a = ¢ (mod n). O

Teorema 2.9. Dados a,b,c € Z en € N, com a =b (mod n), entdo:
i:a+c=b+c (modn);

ii: ac = be (mod n).

Demonstragao. (i) Como a =b (mod n), temos que
nla=b)=n|(a+c)—(b+c)=a+c=b+c (modn).

(ii) Como a = b (mod n), segue que
nl(a=b=n|(a—b)-c=n|ac—bc= ac=bc (modn).

]

Teorema 2.10. Dados a,b,c,d € Z en € N, com a = b (modn) e ¢ = d (mod n),
entao:
ir a+c=b+d (mod n);

i1: ac = bd (mod n).

Demonstragao. (i) Como a = b (mod n) e ¢ = d (mod n), entdo existem kq, ko € Z tais

que a — b = kin e ¢ —d = kon. Somando as duas ultimas equagoes membro a membro
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obtemos

(a+c)—(b+d) = (ki + k2)n
= n|(a+c)—(b+d)
= a+c=b+d (modn).

(ii) Sejam a = b+ kin e ¢ + kon = d para ky, ky € Z. Multiplicando membro a membro

as duas ultimas equagoes obtemos

ac + akon = bd + dkn
= ac—bd = (dky — aks)n

4

n | ac—bd

= ac=bd (mod n).

2.5 O pequeno teorema de Fermat

As propriedades que seguem serao utilizadas na demonstracao do pequeno
teorema de Fermat. Usaremos também a defini¢ao de sistema completo de residuos modulo
n (definigao [2.6]).

Teorema 2.11. Sejam a,b,c € Z en € N. Se ac =bc (mod n) e d = (c,n), entao
a=b (modn/d).

Demonstragao. Da hipdtese obtemos ac — bc = c¢(a — b) = kn para algum k € Z. Segue

que
n

9

c(a—b):knﬁg-(a—b):k’-

IS8

logo % | 2-((1 —b) uma vez que %’c% € Z. Do corolériotemos que (g, 2) = 1, assim,

pelo teorema [2.5
L a—b=a=0 (modn/d).
d
O

Corolario 2.4. Sejam a,b,c € Z e p € P. Se ac = be (mod p) e p1c, entdo temos que
a=b (mod p).

Demonstragao. Nas condigoes da hip6tese temos que (p,¢) = 1. Aplicando o teorema
anterior (teorema [2.11)) terminamos a demonstragao. O
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Definicao 2.6. Dado um niumero n natural, chamamos de sistema completo de residuos
modulo n todo conjunto com n elementos dois a dois incongruentes modulo n.
Teorema 2.12. Seja S = {s1,82,...,8,} um sistema completo de residuos mddulo n.

Dado m € N, eziste um unico s; € S tal que s; = m (mod n).

Demonstracdao. Pelo teorema podemos escrever

s1—m = qn-+ry,

Sg—m = @an +To,

Sp— M = N+ Tn,
com (0 <r, <nparat=1,2,...,n.

Suponhamos que r, = r; para algum k # j, segue que
SE—Mm—qn=5; —m—q;n= S — S = qn— q¢n=(q — q;)n,

assim

nlsy—s;=s,=s; (modn),

absurdo, pois os elementos de S sao incongruentes dois a dois. Logo rq,79,...,7, sao
inteiros positivos distintos e menores que n e assim, algum r; dentre eles deve ser igual a
zero, ou seja,

ss—m=qgn=nl|ss—m=s=m (modn).
]

O proximo teorema trata-se do pequeno teorema de Fermat, e é na verdade
um caso particular do teorema de Euler (teorema [2.18).

Sabe-se que “esse teorema [...]| foi apenas enunciado por Fermat numa carta
de 18 de outubro de 1640 a Frénicle de Bessy. A primeira demonstragao publicada desse
teorema data de 1736 e é devida a Euler.” (EVES| 2002, p. 391).

Teorema 2.13 (Pequeno teorema de Fermat). Sejam p € P e a € Z. Se p 1 a, entdo
a*~' =1 (mod p).

Demonstracao. Consideremos o conjunto
S ={a,2a,3a,...,(p—1)a}.

Se p 1 a, entdo (p,a) = 1. Suponhamos que p seja divisor de algum elemento de S,
digamos p | ia, logo pelo teorema terfamos p | ¢, absurdo, ou seja, nenhum elemento

de S é congruente a zero médulo p.
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Do corolério [2.4], temos que

1<j<k<p-1aj=ak (modp)

= j=k (mod p)
= plj—k

= j—k=0

= j=k.

Concluimos que os elementos de S sao incongruentes dois a dois, e assim, cada elemento
desse conjunto é congruente a apenas um dos nimeros 1,2, ...,p— 1. Multiplicando essas

p — 1 congruéncias membro a membro obtemos

a-2a-3a---(p—1)a 1-2-3---(p—1) (mod p)
at-(p—1)! = (p—1)! (mod p).

Como ((p—1)!,p) = 1, podemos cancelar o fator (p — 1)! de ambos os membros da ultima

congruéncia (usando o corolédrio e obtermos a’~' =1 (mod p). ]
Corolario 2.5. SepeP ea € Z coma >0, entao a’? = a (mod p).

Demonstragao. Se p 1 a, entao (a,p) = 1, e pelo teorema anterior temos
a?'=1 (mod p).
Multiplicando ambos os membros da congruéncia por a obtemos
a’? =a (mod p).

Suponhamos agora que p | a, logo a = 0 (mod p). Aplicando o item ii do
teorema p — 1 vezes obtemos

S
S
S
I1l

0-0---0 (mod p)
0 (mod p),

assim,

a?=0=a (mod p).
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2.6 Teorema de Wilson

O teorema a seguir apresenta a condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia

de solugoes no conjunto dos nimeros inteiros para uma equacao da forma
axr + by =c

dados os inteiros a, b e c, isto é, a existéncia de wzg,yy € Z tais que axy + by, = c.
Essas equacoes sao conhecidas como equagoes diofantinas lineares em homenagem ao ma-
temético Diofanto (300 d.C.) de Alexandria (HEFEZ, 2014). O teorema ainda apresenta
uma maneira de gerar outras solucoes quando se é conhecido uma solugao particular.
Teorema 2.14. Sejam a,b,c € Z e d = (a,b). Sdo vdlidas as afirmagies

i: Ezistem x,y € Z tais que ax + by = ¢ se, e somente se, d | c.

1: Sex =x9 ey =1y € uma solucao particular de ax +by = ¢, entdo as solugoes desta

equacao sao da forma

bt
.Z':l’o—i-g
B at
Y=Y d

para todo t € 7.

Demonstragao. (i) Como d | a e d | b, entao existem ki, ko € Z tais que a = dk; e b = dks,,

logo, se ax + by = ¢ temos que

ar+by = dkix+ dkoy
= ¢

= dfec

Por outro lado, se d | ¢, entao ¢ = dk para algum k inteiro. Pelo teorema
existem n,m € 7Z tais que an + bm = d. Multiplicando ambos os membros desta ultima
igualdade por k£ obtemos

ank + bmk = dk = c,

e para x = nk e y = mk teremos ax + by = c.

(ii) Se z = xy e y = yo é uma solugao particular de ax + by = ¢, entao

B O LY AL
a | To d Yo d = aXy d Yo d

= awg + byo

= C7
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ou seja,
bt
:17:3304-3
at
Y="1Yo — E

¢ solucao de ax + by = c.
Provaremos agora que toda solucao da equagao é desta forma. Suponhamos

que r = x1 e y = y; seja uma solucao da equacao, isto é,
axi + by, = c. (4)
Subtraindo membro a membro esta iltima equacao por axg + byg = ¢ teremos

ary +byy —axg—byg=c—c

= a(z1 —x0) +b(y1 —yo) =0,
logo

a(r1 — x0) = b(yo — ¥1)

b
= E(xl - 350) = E(yo - y1)-

b b
Assim p | %(ml — xg), € como (E’ %) = 1 (corolario , pelo teorema temos que
b

pi | 1 — xo, isto é, existe t € Z tal que

bt bt
TG —2Tog=—=>T1 =T+ —.

d d

bt
Finalizamos a demonstragao substituindo z; = xg + 7 em 1) para obtermos

bt
a (LL’O + E) + by1 = axg+ byo

abt
— +b = b
P + by1 Yo
at n _
d Y1 = Yo
at
1 = Yo — E
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Exemplo 2.8. Mostraremos usando o teorema que dados a, b, c € Z, temos que
(ab,c) =1 < (a,c) = (b,c) = 1.

Se (ab,c) = 1, entao existe xg,yo € Z tais que abxry + cyo = 1 (teorema .

notemos que x = bxy e y = yo € solugao de ax + cy = 1, logo pelo teorema
(a,¢) | 1= (a,c)=1.

Analogamente, x = axg e y = yo é solugao de bx + cy = 1, assim (b, c) = 1.
Para provarmos a reciproca, consideremos (a, c) = (b,¢) = 1. Logo, segue pelo

teorema que existem 1, Y1, T2, Y2 € Z tais que

a{E1+Cy1 = 1
brs +cys = 1.

Multiplicando membro a membro estas duas equacoes obtemos

ax1bxro + axicys + cyrbrs + 02y1y2 =1
= ab(z122) + clax1ys + byr1xa + cyrye) = 1,

assim, novamente pelo teorema temos que
(ab,c) | 1= (ab,c) =1,

finalizando nossa demonstracao.
O teorema a seguir apresenta uma condicao necessaria para que uma con-
gruéncia do tipo

ar=b (mod n), coma,beZenecN

possua solucao no conjunto dos numeros inteiros, isto é, que exista xq inteiro tal que
axg = b (mod n).

Tais congruéncias sao conhecidas como congruéncias lineares, e como veremos
na demonstragao do préximo teorema, elas se relacionam diretamente com a resolugao de
equacgoes diofantinas lineares.

Teorema 2.15. Sejam a,b,€ Z, n € N e d = (a,n). Se d1b, entao nio hd solugdio para
a congruéncia ax = b (mod n), e se d | b, entdo hd exatamente d solugdes incongruentes

maodulo n.

Demonstragao. Pela proposicao ax = b (mod n) se, e somente se, existe y inteiro tal

que ax = b+ yn, que equivale a ax — ny = b. Do item i do teorema [2.14] se d 1 b , entao
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nao existem x,y € 7Z tais que ax — ny = b, logo nao existe solugao para a congrueéncia
ar = b (mod n).

Se d | b, pelo item ii do teorema , as solucoes de ax — ny = b sao da forma

B nt

T = Ty — E

- at

Y=Y — d

n
7l temos que x = xo — — ¢é soluc@o da congruéncia ax = b (mod n) para todo ¢ inteiro.

d
Para finalizarmos a demonstracao, verificaremos sobre quais condicoes duas

a todo t € Z, onde © = ¢ e y = yp ¢ uma solucao pasticular. Logo, pela proposicao
t
2

solugoes sao incongruentes médulo n. Se

7’Lt1 nt2
T1=Tp—— € To=1T9g— ——
1 0~ 2 0 P
sao congruentes médulo n, entao
nt1 TLtQ
To—— = 29— —— (modn)=
o= = w =2 (modn)
nty nio
— = — (mod n).
¥ T )

n n n
Como 7 | n, temos que (3’ n) =7 logo pelo teorema |2.11

7’Lt1 d TLtQ d
d n d n (mod n n>
tl = tQ (mod d)

Assim, avaliando a contrapositiva, se t; # t2 (mod d), entdo z1 # x2 (mod n), ou seja, ha

exatamente d solugdes incongruentes modulo n para a congruéncia ax =b (mod n). [

Definicao 2.7. Uma solucao xy da congruéncia ax = b (mod n) € dita inica modulo n
se para toda solugdo x1 desta congruéncia tivermos 1 = xo (mod n).

E fécil concluirmos usando o teoremaque uma solucao de az = b (mod n)
é inica médulo n se, e somente se, (a,n) = 1.
Defini¢ao 2.8. Uma solu¢ao x = @ da congruéncia axr = 1 (mod n) € chamada inverso
de a modulo n.
Proposicao 2.10. Dados p primo e a inteiro, a € seu proprio inverso modulo p se, e

somente se, a =1 (mod p) ou a = —1 (mod p).

Demonstragdo. Se a-a =1 (mod p), entao p | a® — 1, logo p | (a — 1)(a+ 1). Como p é
primo, pela proposi¢ao temos que p | a — 1 ou p| a+ 1, ou seja,

a=1 (modp) ou a=-1 (mod p).
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Para demonstrarmos a reciproca verificamos que se temos a = 1 (mod p) ou

a=—1 (mod p),entdaop|a—1oup|a-+1,logo
plla=1)(a+1)=pla*—1=da*=1 (modp).

O

O teorema a seguir foi publicado pela primeira vez em 1770 na Inglaterra nas
Meditationes algebraicae de Edward Waring (1734-1793). Este teorema leva o nome de seu
amigo e discipulo John Wilson (1741-1793) e foi demonstrado pela primeira vez por Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) no mesmo ano de sua publicagao (BOYER; MERZBACH,
2012).

Este teorema sera importante para o teste [2 que veremos no préximo capitulo.

Teorema 2.16 (Teorema de Wilson). Se p € P, entdo (p — 1) = —1 (mod p).

Demonstra¢ao. No caso em que p = 2, temos (2 — 1)l = 1 = —1 (mod 2) e assim o
teorema ¢ valido nesta situacao.

Provaremos agora para p impar, neste caso, se a pertence ao conjunto
S={1,2,...,p—1},

entdo (a,p) = 1 e pelo teorema a congruéncia ar = 1 (mod p) tem solugado tdnica

modulo p. Da proposicao[2.10, dentre os elementos de S, apenas 1 e p—1 sao seus préprios

inversos médulo p, logo podemos obter b congruéncias da forma
a-a=1 (mod p)

agrupando os nimeros 2,3,...,p — 2 com seus respectivos inversos médulo p. Multipli-

cando todas essa congruéncias membro a membro obtemos
2-3---(p—2)=1 (mod p),
e multiplicando ambos os membros desta congruéncia por p — 1 teremos

(p—1)!

(p—1) (mod p)
—1 (mod p).
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2.7 Teorema de Euler

Para apresentarmos o teorema de Euler precisamos definir primeiramente a
uma funcao que ficou conhecida historicamente como funcao ¢ de Euler. Esta fungao
associa a cada natural n o total ¢(n) de nimeros naturais menores que n que sao primos
com n.

Definicao 2.9. Definimos a fun¢ao ¢ de Euler como
p:N— N

onde (1) =1 e paran > 1, p(n) € igual ao nimero de naturais menores que n que sao
PrIMOos com n.
De imediato podemos observar que p é um numero primo se, e somente se,

todos os p — 1 nimeros naturais menores que p sao primos com ele, ou seja,

p é primo < ¢(p) =p — 1.

Para demonstragao do teorema de Euler precisamos definir ainda o que é um
sistema reduzido de residuos médulo n. Como o proprio nome sugere, trata-se de um
subconjunto em particular de um sistema completo de residuos médulo n (defini¢ao .
Definicao 2.10. Chamamos de sistema reduzido de residuos modulo n um conjunto for-
mado por @(n) inteiros primos com n e incongruentes dois a dois mddulo n.

Teorema 2.17. Sejam a € Z en € N tais que (a,n) = 1. Seri,ry, ..., Tpm) € um sistema
reduzido de residuos mddulo n, entdo ary,ary,...,aryy) também € um sistema reduzido

de residuos mddulo n.

Demonstragao. Devemos mostrar que ar; # ar; (mod n) se i # j e que (ar;,n) = 1 para
todoi=1,2,...,¢(n).
Como (a,n) =1, do teorema segue que

ar; = ar; (mod n)

= r;=r; (modn)

logo pela contrapositiva, para ¢ # j temos ar; # ar; (mod n).
Para segunda parte da demonstragao utilizaremos o resultado do exemplo [2.8]

isto é, para i =1,2,...,p(n) temos

(a,n) = (r;,n) = 1= (ar;,n) = 1.



37

O préximo teorema é conhecido como teorema de Euler em homenagem a Leo-
nhard Euler (1707-1783). Este teorema sera de extrema importancia para a demonstragao
de alguns dos testes de primalidades presentes no proximo capitulo.

Teorema 2.18 (Teorema de Euler). Se (a,n) =1 com n € N, entdo
a?™ =1 (mod n).

Demonstragdao. Consideremos o conjunto Sy = {r1,72,...,74@m)} um sistema reduzido de
residuos médulo n. Se (a,n) = 1, pelo teorema o conjunto Sy = {ary,ars, ..., arym)}
também é um sistema reduzido de residuos mddulo n. Logo, cada elemento de S; é
congruente modulo n a um unico elemento de Sy, assim, podemos multiplicar membro a

membro estas ¢(n) congruéncias para obtermos

ariary - - Arpmy = 1T Tem) (mod n)

= CLL’D(n)T1T2 e Tgp(n) =rirqg--- T(,D(n) (mod n)

Como (ry,n) = (r2,n) = ... = (rem),n) = 1, podemos concluir pelo exemplo

28] que

(1179 Ty, n) = 1.

Logo, segue do teorema que

a?™riry .. Ty =T1T2 Ty  (mod n)

= a*™ =1 (modn).

O

A préxima definicao juntamente com a proposicao que a sucede sera usada em
algumas demonstracoes dos testes de primalidades que veremos no préximo capitulo.
Defini¢ao 2.11. Dados a,n € Z com (a,n) =1 e n > 1, chamamos de ordem de a com
respeito a n o menor nimero natural i tal que a* =1 (mod n). Usamos a notagdio ord,(a)
para representar a ordem de a com respeito a n.

Proposicao 2.11. Dados a,n € Z com (a,n) =1 en > 1, entdo
a™ =1 (mod n) < ord,(a) | m.

Demonstra¢ao. Suponhamos que @™ =1 (mod n). Pela divisao euclidiana (teorema

devem existir ¢, € Z, com 0 < r < ord,(a) tais que m = ord,(a) - ¢ + r. Suponhamos
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que r # 0, logo

a® 4@t =1 (mod n)
1

= (aord"(a))q -a"=1 (mod n).

Como a®4(®) =1 (mod n) temos que

a4 (@ =1 (mod n)
(aord"(a))q = 1 (modn)
(aord"(“))q -a” = d  (modn)
1 = a (modn),

absurdo pois r < ord,(a) e i = ord,(a) é o menor natural tal que a' =1 (mod n), assim,
r = 0 e consequentemente ord,(a) | m.
Para demonstrarmos a reciproca suponhamos que ord,(a) | m. Logo existe

q € Z tal que m = ord,(a) - g, assim

a = aordn (a)-q

(aord”(“))q (mod n)
17 (mod n)
1 (mod n).

(mod n)

2.8 Critério de Euler

Neste momento temos por objetivo demonstrar o critério de Euler para o
simbolo de Legendre. Este simbolo esta associado diretamente a existéncia de solucoes
no conjunto dos inteiros para congruéncias do tipo 2% = a (mod p) com a inteiro e p um
primo impar.

As propriedades e definicbes que veremos a seguir sao necessarias para a de-
monstracao do critério de Euler, que por sua vez é pré-requisito para a demonstracao do
teste de Pepin que veremos no final do proximo capitulo.

Teorema 2.19. Dados p € P e a € Z tais que p # 2 e p1 a, temos que a congruéncia
r=a (mod p)

nao tem solucao ou tem exatamente duas solucoes incongruentes modulo p.
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Demonstracdao. Se xg é uma solucao desta congruéncia, entao
(20)* = (=20)’ =a (mod p),

que equivale a dizermos que —xy também é solucao da congruéncia.
Agora provaremos que o Z —xy (mod p), para isto notemos primeiramente
que p | #2 —a. Como p { a temos que p t 3 = p 1t xo, logo, se fosse Tg = —zo (mod p)

teriamos

2090 =0 (mod p)

= p|2[L‘0,

que ¢ absurdo uma vez que implicaria pelo teorema que p | xg, pois (p,2) = 1. Assim,

zo # —xo (mod p).
Para finalizarmos a demonstragao precisamos provar que

2
Ty

a (modp)=x3 =129 (modp)ouz =—-x9 (mod p).

Consideremos x = x; uma solugao da congruéncia x*> = a (mod p). Segue que

r?=a (mod p)
= zi=25 (mod p)
= 2] —-25=0 (mod p)

logo
p | (z1+x0)(z1 — 20)
= p|(x1+z0) oup| (xy — )
= 27 =—-x9 (modp)ouz =xy (modp)
como queriamos demonstrar. O

O préximo teorema foi demonstrado pela primeira vez por Lagrange.

Embora nao usasse a linguagem das congruéncias, Lagrange demonstrou,
em 1768, o equivalente do enunciado que para um médulo primo p, a
congruéncia f(x) = 0 ndo pode ter mais que n solugdes distintas, onde
n é o grau (exceto no caso trivial em que todos os coeficientes de f(x)
s@o divisiveis por p). (BOYER; MERZBACH 2012, p. 321).

Vejamos tal teorema e uma demonstragao deste.

Teorema 2.20 (Lagrange). Sejam a, € Z e p um nimero primo tal que (a,,p) = 1.
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Considerando

f(x)=ao+ax+...+ap_12" " + apa”

comn > 1 eagp,a1,...,a, € Z, temos que a congruéncia f(x) = 0 (mod p) tem no

maximo n solugoes incongruentes modulo p.

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando indugao sobre n. No caso em que n = 1

temos que

ap+ax =0 (mod p)

& ax = —ag  (mod p).

Como (ay,p) = 1, pelo teorema a congruéncia a;x = —ap (mod p) tem exatamente
uma solugao incongruente moédulo p, pois (ay, p) | —ag, provando que o resultado é valido
paran = 1.

Suponhamos que o resultado seja valido para o inteiro n = k > 1 e suponhamos

por absurdo que a congruéncia

fx)=ao+ar+... +az”+ a2 =0 (mod p) (5)
possua k + 2 solugbes incongruentes médulo p, onde ag,ay,...,a541 € Z € (apy1,p) =
1. Consideremos z1, s, ..., Tr1o solugoes incongruentes modulo p da congruéncia .

Usando o resultado do exemplo temos que x — x; | ' — 2t parai = 1,2,...,k+ 1,

assim

flx) = f(z1) = a(z—21) +- -+ ak<Ik - x’f) + ak+1<$k+1 - ﬁlf“)

= (v —z1)9(2)

onde
g(x) =by+ bz + -+ bk_lxk_l + ak+1l‘k

com by, by,..., b1 € Z.
Como f(z;) = f(z1) =0 (mod p) para j =1,2,...,k+ 2 podemos obter

f(x;) = f(x1) = (x; — 21)g(x;) =0 (mod p),
logo, para j # 1 temos que

(z; —x1)g(x;) =0 (mod p) = p | (z; — x1)g(x;),
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e como p{x; — 1, pois x; # x1 (mod p) segue pela proposicao que

plg(x;) = g(x;) =0 (mod p).

Assim, a congruéncia g(z) = 0 (mod p) tem pelo menos k+1 solugoes (pois g, T3, . . ., T2
sao solugbes), que é absurdo contra a hipdtese de indugao.
Concluimos entao que a congruéncia ([5)) tem no maximo k41 solugoes provando

que o resultado é valido para n = k + 1. Isso finaliza a demonstracao. O

Definicao 2.12. Sejam a e n inteiros primos entre si com n > 0. Nestas condi¢oes

dizemos que a € um residuo quadrdtico modulo n se houver solucao para a congruéncia
> =a (mod n).

Se nao houver solucdao para esta congruéncia, entdao dizemos que a nao € residuo quadrdtico
modulo n.
Teorema 2.21. Se p € um primo impar, entdo o conjunto S = {1,2,...,p — 1} possui

exatamente (p — 1)/2 residuos quadrdticos mddulo p.

Demonstra¢ao. Provaremos inicialmente que os niimeros

2
12 22 e p—l
) ) ) 92

sao incongruentes dois a dois médulo p.

Consideremos x; # x5 tais que
—1
1< <2y < pT

e suponhamos por absurdo que z3 = 22 (mod p). Logo

p|a;—af

= pl(xe+ x1) (20 — 27).
Como 1 < x5+ 21 < p, entdo p{ x2 + 1, assim, pela proposi¢ao segue que
plzy—z1 =2, =21 (mod p),
absurdo, pois z1 e x5 sao nimeros positivos distintos menores que p, isto nos garante que

2
12 22 p_]'
) PR 9

sao incongruentes dois a dois médulo p e consequentemente cada um deles é um residuo

0S numeros
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quadratico modulo p distinto.

Para finalizarmos a demonstragao provaremos que cada um dos nimeros

p—1 > (p—1 ?
<T+1) ,(T+2> o (p—1)7?

é congruente a um dos nimeros
2
12,22 p_1
Y AR 9
2

mais precisamente provaremos que (p — k)?> = k* (mod p) para k = 1,2,...,(p — 1)/2.

De fato, temos que

p | p(p —2k)
= pl((p—Fk)+E)((p—k) —k)
= pllp—k?—k
= (p—k)*=k* (modp).

Portanto, no conjunto S hé exatamente (p — 1)/2 residuos quadraticos médulo p. O

Definiremos agora e o simbolo de Legendre. Trata-se de uma simplificagao de
notagao baseado na solubilidade de uma congruéncia na forma z? = a (mod p), onde p é
um primo fmpar e ¢ um inteiro nao divisivel por p, ou como vimos na definicao|2.12] se a é
ou nao um residuo quadréatico médulo p. O nome foi dado em homenagem a Adrien Marie
Legendre (1752-1833) o qual foi o primeiro a utilizar tal notagdo (BOYER; MERZBACH,
2012).
Definigao 2.13. Dados p,a € Z onde p é um primo impar e p { a definimos o Simbolo

de Legendre, denotado por (2)7 como
p

p

(a) 1 se a € residuo quadrdtico modulo p;

—1  sea nao € residuo quadrdtico modulo p.

Teorema 2.22 (Critério de Euler). Seja p um primo impar e a € Z tal que p t a, entdo

(2) =a? Y2 (mod p).

p

Demonstracao. Por definicao, ha apenas duas possibilidades para (2) , igual a 1 ou igual
p
a —1.

a
Se (—) = 1, entdo existe solugao para a congruéncia r? = a (mod p). Consi-
p
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deremos x = xy uma destas solucoes. Logo
2 _ 2
rg=a (modp)<p|axy—a.

Como p 1 a, entao
ptag = ptxo= (z0,p) = 1.

Assim, pelo teorema de Euler (teorema
zg” =287 =1 (mod p)
e consequentemente
(%) =1 = 20" (mod p)

= (2)® V2 (mod p)
= o V2 (mod p).

a .
Agora provaremos o caso em que (—) = —1. Pelo teorema|2.20[a congruéncia

z®P=1/2 — 1 =0 (mod p) possui no maximo (p — 1)/2 solucdes incongruentes médulo p.
Como ja vimos, a,(f D2 _1=9 (mod p) para todo residuo quadrético ag, e pelo teorema
ha apenas (p — 1)/2 residuos quadraticos médulo p. Logo as solugdes da congruéncia
z®=1/2 — 1 =0 (mod p) sdo apenas os residuos quadraticos médulo p, isto é, se a ndo é

um residuo quadratico médulo p temos que

(9)——1:a<p1>/2—1¢o (mod p) = a2 £ 1 (mod p).
p

Para finalizarmos a demonstragao, notemos que
APl — 1= (a(zv—l)/2 _ 1)<a(17—1) + 1)’
segue pelo teorema de Euler (teorema [2.18) que

a?'=1 (mod p)
s plat -1
s pl|(@P V2 -1)(a?P V2 4+1)
= pla® V2 -1oup|a?V?41,
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Como a?"V/2 £ 1 (mod p) = pta?"Y/2 — 1, entdo temos que
p a2 41

= —1= (ﬁ) =aP Y% (mod p).
b

2.9 Lei de reciprocidade quadratica

Para demonstrarmos a lei de reciprocidade quadratica usaremos o resultado
do teorema [2.23| que por sua vez se baseia no lema a seguir.

Lema 2.1. Sejam p um primo impar e a € 7 tais que p{ a. Consideremos as congruéncias

r1  (mod p)

S
Il

2a = 719 (mod p)

p—1
(T) a = 7Tp-1y2 (mod p)

onde 0 < 1; < p para todoi = 1,2,...,(p—1)/2. Se s é o nimero de residuos dentre
71,725+« T(p—1)/2 qUE SAO MALOTES que p/2, entao
a
<_> N (_1)8'
p
Demonstragao. Sejam ay, as, . .., a, os residuos dentre 1,7, ...,7(—_1)/2 que sa0 menores

que p/2 e by, by, ..., bs 0s que sdo maiores que p/2. Multiplicando todas as (p — 1)/2

congruéencias membro a membro temos

a-2a 54 = rry-cTpo1)2  (mod p)
= ajaz---aybiby--- by  (mod p),
logo
w2 (P12
a 5 )I= ajag - - azbibg -+ -by  (mod p). (6)
Notemos que os ntimeros (p — by), (p — ba), ..., (p — bs) sdo todos menores do
que p/2.
Provaremos agora que os numeros ay, s, ..., ., (p —b1), (p — ba2),...,(p — by)

sdo, a menos da ordem, os nimeros 1,2,...,(p — 1)/2, e para isso basta provar que eles
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sdo incongruentes dois a dois médulo p. Se a; = a; (mod p), entdo terfamos

p’ai_aj
= pl|kia—kea
= pl (k1 —ko)a
= plki—ke

para algum ki, ks € {1,2,...,(p—1)/2}, logo a unica possibilidade é que ky = ky = i = j.
Se (p—b;) = (p—b;) (mod p), entdo podemos mostra de forma aniloga a situagao anterior

que ¢ = j, pois

p—bi=p—>b; (modp)
= —b;=-b; (mod p)
= b;=b; (modp).

Vejamos ainda que, supondo que existam ¢ e j tais que a; = p — b; (mod p), entdo

a;=—b; (modp) = pla;+Db,

= p|kia+kea
= pl (ki +ko)a
=

p|k1—i—k2

para algum ki, ko € {1,2,...,(p — 1)/2}, que é absurdo, pois o minimo que a soma de
dois destes ntmeros pode da é 2 e o maximo é p — 1, enquanto nenhum niimero neste
intervalo é multiplo de p.

Assim, como néds queriamos demonstrar, os numeros ay, as, . . ., a,, (p—by ), (p—

b2),...,(p — bs) sdo, a menos da ordem, os nimeros 1,2,...,(p — 1)/2. Segue que

1_2,__(29;1):(29;1)!

arag -+ ar(p—br)(p —ba) -+ (p—bs) (mod p)

= ag---a.(—=by)(=by) - (=bs) (mod p)
= (=1)’aqay---abiby---bs (mod p).

Comparando a congruéncia @ com esta ultima obtemos

(1%1)! (—1)a(-1/2 (1’;1)! (mod p)

= 1= (-1)%""Y? (mod p), (7)

S

pois (((p — 1)/2)!, p) = 1. Multiplicando ambos os membros da congruéncia ([7)) por (—1)
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teremos

(—1)%aD/2  (mod p)
= a2 (mod p),

(=1)°

e pelo critério de Euler (teorema [2.22)) segue que

(g) = o® V2 (mod p)
(=1)°  (mod p)

= ol (2) - -

Para finalizarmos, notemos que (2) — (-1 = £2 ou (2) —(=1)* = 0. Como p 12,
p p

pois é impar, concluimos que

(§)-cor-se )t

onde 5 |
p p 2 p

Demonstracao. Nas mesmas notacoes do lema [2.1]é suficiente mostrarmos que s e M tem
a mesma paridade, isto é, s e M sao ambos impares ou ambos pares.

Vamos considerar as (p — 1)/2 congruéncias

a = r; (mod p)
2a = 719 (mod p)

p—1
(T) a = Tp-1)2 (mod p)

onde 0 < r; < p para todo i = 1,2,...,(p — 1)/2. Dessas congruéncias, realizando a
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divisao euclidiana (teorema , podemos obter as igualdades a seguir

a
a = p —J—I—Tl
P

2
20 = p —aJ+r2
p

p—1 p—1 a
=P Ty +Tp-1)/2:

Somando membro a membro estas igualdades obtemos

-1
(1—1—2—1—...—}—1)—)@ = pM+ri+ra+...1p-1))2

2
1+(p—1)/2 —1

2 2
_ . (PR (=t
B 4 2
p* -1
= a- )
8
Assim como nas notagoes vistas na demonstragao do lema[2.1], fagamos a1, as, . . .
os nimeros dentre 71,79, ..., rp_1)/2 que sao menores do que p/2 e by, by, ..., bs 0s que sdo
maiores que p/2, logo
T S 2
p*—1
M + a; + bz =a- . 8
EAPPEAP N o
Na demonstracao do lema [2.1] vimos ainda que os nimeros aq, as, ..., 0., p —
bi,p — by, ..., p — bs 20, a menos da ordem os numeros 1,2,...,(p — 1)/2, assim
p—1

a1+a2+-~-+ar+ps—(b1+b2+---—|—bs):1+2+---+T

=1 =1

Subtraindo membro a membro a equagao @ da equacao teremos
s p2 1
M-s)+25 b="—"(a—1).
PO =)+ 23 b= )

Como 8 | p*> — 1 (ver exemplo e a — 1 é par, entao existem ki, ky € Z tais

7a’l"7
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que

i=1
:>pM4—$:2-@&b—§:%:F>
= 2| p(M —s).

Como 2 1 p, pela proposi¢ao 2.6, 2 | M — s = M — s é par, ou seja, M e s sao ambos

impares ou ambos pares como queriamos demonstrar. O]

Finalizamos este capitulo apresentando o teorema que ficou conhecido histo-
ricamente como lei de reciprocidade quadratica. Este teorema foi inicialmente enunciado
por Euler e redescoberto posteriormente por Legendre, mas nenhum dos dois apresentou
uma demonstracao.

Este teorema foi demonstrado pela primeira vez em 1801 por Gauss, o qual
apresentou duas demonstracoes em sua Disquisitiones Arithmeticae. Gauss chamou a
lei de reciprocidade quadratica de theorema aureum, ou a joia da aritmética (BOYER,;
MERZBACH, 2012).

A demonstragdo que veremos agora foi adaptada de Santos (2007) e foi dada
originalmente por Ferdinand Eisenstein (1823-1852). Apenas na demonstracao deste te-
orema usaremos a notagao (x,y) para representar o ponto sobre um plano cartesiano de
coordenadas ortogonais de abcissa z e ordenada y, ao invés de representar o maximo
divisor comum entre x e y.

Teorema 2.24 (Lei de reciprocidade quadrética). Sejam p e q primos impares e distintos,

() -0

Demonstrag¢ao. Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais com a

entao

unidade definida. Sobre este sistema consideramos um retangulo com vértices nos pontos
de coordenadas A = (0,0), B = (0,¢/2),C = (p/2,q/2) e D = (p/2,0) como na figura .
Um ponto de coordenadas inteiras (x,y) é interior ao retangulo ABC'D se 0 <
r<p/2,0<y<gq/2ex,y€Z, istoé,sex=12,....,(p—1)/2ey=1,2,...,(¢—1)/2,
logo o total desses pontos é
p—1 ¢—1

2 2

Consideremos agora a reta que passa pelos pontos A e C, esta tem por equagao

j@:y:gx.
p

Notemos que se um ponto de coordenadas inteira (xg,yo) pertence a reta ;18, entao

PYo = qTo = P | qzo € q | pyo, € pela proposicao [2.6) temos que p | zo € ¢ | yo, absurdo pois
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Figura 1 — Demonstracao de Eisenstein da lei de reciprocidade
quadratica

y

A

B =(0,49/2)

C=(p/2,q/2)

X

4=00) D = (v/2,0)

Fonte: Adaptada de Santos (2007, p. 107).

0 <z <p/2e0 <y < q/2, logo nenhum ponto de coordenadas inteiras que esteja no
interior do retangulo ABC'D pertence a reta j@ .

Observemos que, dado uma reta paralela ao eixo x de equacao y = k, esta é
k

intersectada pela reta fﬁ no ponto de coordenadas (kp/q, k). Logo, {—pJ é o numero
q

de pontos de coordenadas inteiras que sao interiores ao triangulo ABC' e que estao sobre

a reta de equagdo y = k, para k = 1,2,...,(¢ — 1)/2. Assim, o total N de pontos de

coordenadas inteiras que sao interiores ao triangulo ABC' é

e 2]l

De modo analogo, dado uma reta paralela ao eixo y de equagao x = k, a
intersecao desta com a reta fﬁ é o ponto de coordenadas (k, kq/p). Assim, como na si-

tuagao anterior podemos provar que o total M de pontos de coordenadas inteiras interiores

ao triangulo ACD é
2 -1
M— FJ*FJ*"'+V_'QJ‘
P p 2 p

Concluimos que o nimeros de pontos interiores ao retangulo ABC'D de coor-

denadas inteiras é ) .
p— q—

N+M=——7> —.
+ 2 2



Pelo teorema temos que

lllllll
2 2
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3 TESTES DE PRIMALIDADE

Desde Euclides sabe-se que todo niimero inteiro maior do que 1 ou é primo ou
é o produto de numeros primos, tal afirmagcao é suficiente para observamos a importancia
desses numeros para a aritmética. Uma questao relacionado diretamente com nimeros
primos é a de testa a primalidade de nimeros. Tal tarefa nao é facil, e nao se conhece
ainda um método totalmente eficiente para testar se um ntmero qualquer é primo ou nao.

Neste capitulo veremos oito testes de primalidades distintos e suas respecti-
vas demonstracoes. Boa parte desses testes, como veremos, sao uteis para testar tipos
especificos de nimeros, como por exemplo nimeros de Fermat, que definiremos a seguir.
Definicao 3.1. Chamamos de nimero de Fermat um nimero da forma F, = 22" + 1,
onde n € NU{0}.

3.1 Infinitude dos primos

Um aspecto relevante sobre ntimeros primos ¢ a existéncia de uma infinidade
deles. Testar a primalidade de ntimeros seria uma tarefa mais facil se existisse apenas uma
quantidade finita de niimeros primos, uma vez que seria suficiente, dependo obviamente
dessa quantidade de primos, criar uma lista com todos os primos e consulta-la sempre que
houvesse a necessidade de reconhecer se determinado nimero é primo ou nao.

Hoje ja se conhecem diversas demonstragoes da existéncia de uma infinidade de
nimeros primos. Historicamente, a primeira demonstracao foi dada pelo préprio Euclides
e baseia-se, assim como muitas das demais demonstragoes, no teorema fundamental da
aritmética. Veremos a seguir trés demonstragoes distintas da infinitude dos primos que
utilizam ideias diferentes mas se assemelham por usarem direta ou indiretamente esse
teorema.

Teorema 3.1. O conjunto P € infinito.

Demonstra¢ao de Euclides. Suponhamos que P = {py,pa,...,p,} seja finito, com p,

sendo o maior nimero primo. Consideremos o ntimero

p=pip2...pn+ 1L

Observamos que p nao é composto, pois nao pode ser escrito como produto de fatores
primos uma vez que nenhum elemento de P divide p, que é absurdo pelo teorema [2.7], pois

p > p, também nao é primo. Logo, existem infinitos niimeros primos. O

A Préxima demonstragdo foi dada por Christian Goldbach (1690-1764) em
uma carta enviada por ele a Euler em 1730 (RIBENBOIM, [2012). Essa demonstragao
consiste essencialmente em provar que um determinado conjunto infinito de nimeros tem

seus elementos dois a dois primos entre si, pois assim podemos tomar um fator primo
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distinto para cada elemento desse conjunto.

Demonstracao de Goldbach. Seja Fy, Fi, ..., F,,... a sequéncia dos nimeros de Fermat.

Provaremos por indugao finita sobre n que a relagao
Ry ...F, 1 =F,—2

é vélida para todo n natural. De fato a relacao é valida para n = 1, pois Fy = 22" 41 =
3=22"4+1-2=F —2.

Suponhamos que a relagao ¢é véalida para n = k, segue que

FOFl--~Fk =

— 22k)2 1
= 22" 412
= Fipi1—2

Logo a relagao é valida para k + 1 e pelo axioma concluimos que também vale para
todo n € N.

Pela relacao que acabamos de demonstrar temos que F,, — FoFy ... F,,_1 = 2.
Segue pelo teorema que se 0 < m < n, entdao (F,, Fy,) | 2. Como 2 1 F,, pois os
nimeros de Fermat sao todos impares, entao temos que (F,, F;,) = 1, ou seja, os niimeros
de Fermat sao primos entre si dois a dois.

Assim, concluimos que existem infinitos nimeros primos, uma vez que podemos

tomar um fator primo distinto de cada nuimero de Fermat. O

A préxima demonstragdo é devida a Axel Thue (1863-1952) e consiste em
encontrar uma funcao crescente f : N — N tal que a quantidade de primos menores
que f(m) seja maior que m, deste modo, podemos tomar m tao grande quanto se queira

escolhendo f(m) suficientemente grande.

Demonstra¢ao de Thue. Dado m € N podemos tomar ¢ € N tal que 14+gm < 29 (podemos
verificar a existéncia de ¢ pelo exemplo . Fazendo n = gm segue que

1+n<2?
= (I4+n)" <21

= (1+n)" <2

Denotemos por p; < ps < ... < p, todos os nimeros primos menores que 2". Uma vez
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que qualquer nimero natural £ < 2" pode ser escrito de forma tinica como
_ .ay,a2 a.
k=pi'py®---pr,

onde 0 <a; <nel<a; <n,parai=2,...,r, logo o total de possibilidades para k nao
é maior do que (n + 1)n"" !, ou seja, 2" < (n + 1)n" L.

Suponhamos por absurdo que r < m, assim teriamos que
"< (n+Dn"t<(n+1) < (n+1)" <2,

que ¢é absurdo, logo r > m.
Elevando ambos os membros da desigualdade 1 + 2m? < 2?™, que nés vimos
no exemplo 2.2] a m obtemos

(14 2m?)™ < 227" = 4™
logo a quantidade 7 de primos menores do que 4™ é maior que m. Como m pode ser

escolhido tao grande quanto se queira, concluimos que existem infinitos niimeros primos.

]

3.2 Testes de primalidade basicos

Veremos a seguir dois testes de primalidade que podem ser aplicados em qual-
quer numero natural e que apresentam enunciados simples e de facil compreensao. No
entanto, ambos se mostram pouco eficientes a medida que queremos testar a primalidade
de niimeros cada vez maiores.

O nosso primeiro teste é uma versao moderna do crivo de Eratdstenes, e talvez
seja a forma mais conhecida e mais antiga de reconhecer se determinado niimero é primo
ou nao. Este teste baseia-se essencialmente na existéncia da fatoracao de um nimero em
fatores primos vista no teorema do capitulo anterior.

Estima-se que Eratéstenes nasceu por volta de 280 a.C na cidade de Cirene,
na costa sul do mar Mediterraneo, foi bibliotecario-chefe da Universidade de Alexandria
e por volta de 194 a.C ficou quase cego, o que levou a suicidar-se apds voluntariamente
ter deixado de se alimentar (EVES| 2002).

Eratéstenes foi singularmente talentoso em todos os ramos do conhe-
cimento de seu tempo. Distinguiu-se como matematico, astréonomo,
gebgrafo, historiador, filésofo, poeta e atleta. Consta que alunos da
Universidade de Alexandria costumavam chamaé-lo de Pentathlus, o que
significa campedo em cinco esportes atléticos. (EVES, [2002, p. 197).

Teste 1 (Crivo de Eratdstenes). Sejam n € N e py < ps < ... < p, todos os primos

menores ou iguais que \/n, entdo n € primo se, e somente se, p;fn parai=1,2,... 1.
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Demonstracao. Se n é primo, entao nenhum primo menor que ele pode ser seu divisor,

logo
pL<pe<...<p.<Vn<n=pin, parai=12...,r
Para demonstrarmos a reciproca basta observarmos que se p; { n para i =
1,2,...,r, pelo teorema 2.8 n nao pode ser composto, pois caso contrdrio haveria um
primo p < /n tal que p | n. Logo, n é primo. O]

Exemplo 3.1. Vamos verificar que 41 é primo utilizando o teste [I| e pra isso notemos

primeiramente que

V36 < V41 < V49
= 6<V4l <T.

Logo os primos menores que v/41 sao 2,3 e 5. Realizando divisao euclidiana podemos

escrever

41 = 20-2+1,
41 = 13-3+2e¢
41 = 8-5+1,

ou seja, 2141, 3141 e 5441. Assim concluimos pelo teste [1] que 41 é primo.

O teste[I]é muito pratico, mas exige o conhecimento de todos o nimeros primos
menores que /n para testar a primalidade de n, tarefa que pode se tornar muito dificil a
medida que avancamos na sequencia dos nimeros.

O proéximo teste, juntamente com o teorema de Wilson (teorema exprime,

assfm como no teste[I} uma condigao necesséria e suficiente para que um inteiro n qualquer

seja primo.
Teste 2 (Reciproca do teorema de Wilson). Se (n—1)! = —1 (mod n), entdo n € primo.
Demonstra¢ao. Suponhamos que (n — 1)! = —1 (mod n), e que n seja composto, entao

existem ni,ny € N tais que n = niny, com
1<n <ng <n.

Logo, ny | n e como n | (n — 1)! + 1 temos pelo item viii da proposigao
que ny | (n — 1)! + 1. Notemos também que n; | (n — 1)!, pois n; < n, assim, segue pela

proposicao [2.3] que

n|(n—1)4+1—(n—1)!

= nllla
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absurdo, pois 1 < nq, e dai n é primo. O]

Exemplo 3.2. Para provarmos que 11 é primo usaremos o teste [2, para isso devemos

mostrar que 10! = —1 (mod 11). Considerando as congruéncias

10-1=11-1=-1 (mod 11),
90.-5=45=4-11+1=1 (mod 11),
8:-7=56=>5-11+1=1 (mod 11),
6-2=12=11+1=1 (mod1l)e
4-3=12=11+1=1 (mod 11)

podemos utilizar o item ii do teorema [2.10| para obtermos

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 (=1)-1*  (mod 11)
100 = —1 (mod 11)

como queriamos demonstrar.

E interessante observarmos que, teoricamente necessitamos apenas realizar a
divisdo de (n — 1)! por n para a partir do resto garantirmos se n é primo ou nao usando
o teste , no entanto, calcular (n — 1)! pode ser mais dificil que testar a primalidade de
n usando o crivo de Eratostenes. Mas, nao estd descartada a possibilidade de um dia

alguém inventar um método rapido de se calcular o resto da divisdo de (n — 1)! por n

(MARTINEZ:; et al., 2015).

3.3 Testes de primaridade baseados no teorema de Euler

Os testes que veremos a seguir sdo baseados no teorema de Euler (teorema
e foram adaptados, com suas respectivas demonstragdes, de Ribenboim (2012)).
O primeiro deles foi dado por Anatole Lucas (1842-1891) em 1876.
Teste 3. Sejan € N, com n > 1. Se existe um inteiro a > 1 tal que:
i a® 1 =1 (mod n),
ii: a™ # 1 (mod n) para todo natural m < mn — 1,

entao n € primo.

Demonstragao. Das hipdteses i e ii podemos concluir que ord,(a) = n — 1 (ver defini¢ao
2.11). Se a" ' =1 (mod n), entao pela proposicao [2.7 existe ¢ inteiro tal que a(a™?) —

ng = 1, logo pelo teorema 2.14 (a,n) | 1 = (a,n) = 1. Segue da proposicao e do
teorema de Euler (teorema [2.18) que

ordy(a) [ p(n) = (n—1) | ¢(n).
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Como ¢(n) <n —1, entdo p(n) =n — 1, assim n é primo. ]

Exemplo 3.3. Utilizando o teste [3| provaremos que n = 5 é primo. Primeiramente veja-

mos que 2" ' =2 =16=3-5+1=1 (mod 5). Consideremos também as congruéncias

22=8=1-5+3=3#1 (mod?5),
22=4=4#1 (mod5)e
2! =2=2#1 (mod5),

logo pelo teste 3] n =5 é primo.

Como pudemos observar no exemplo anterior, o teste [3| exige o cédlculo de
n — 1 congruéncias e ainda assim encontrar um a > 1 conveniente. Provavelmente seria
mais pratico dividir n por todos os nimeros naturais menores que n para testar a sua
primalidade.

O préximo teste foi dado em 1891 também por Lucas e é uma evolucao do
teste anterior. Ao invés de calcularmos n — 1 congruéncias como no teste anterior, com
o teste [4| precisaremos calcular apenas m congruéncias, onde m é o nimero de divisores
positivos de n — 1.

Teste 4. Sejan € N, com n > 1. Se existe um inteiro a > 1 tal que:
i a1 =1 (mod n),
ii: a® £ 1 (mod n) para todo divisor d den — 1 tal que 0 <d <n—1,

entdo n € primo.

Demonstragao. Se a™ ' =1 (mod n), entao existe ¢ inteiro tal que a(a"?) —ng =1, e
pelo teorema temos que (a,n) | 1 = (a,n) = 1. Logo, temos pela proposi¢ao [2.11]
que ord,(a) | n—1, ese a® Z 1 (mod n) para todo divisor d den —1 com 0 <d <n —1
podemos concluir que ord,(a) =n — 1.

Como (a,n) = 1, segue do teorema de Euler (teorema que

a?™ =1 (mod n),

assim, pela proposicao temos que ord,(a) | p(n) = n—1|¢(n), e como p(n) <n-—1

podemos concluir pelo item vi da proposicao que ¢(n) =n —1, isto é, n é primo. [

Exemplo 3.4. Provemos que n = 257 é primo. Como n — 1 = 256 = 2% entao seus

divisores positivos sao todos poténcias de 2, isto é, os divisores positivos de n — 1 sao os
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nimeros 1, 2,4, 8,16, 32,64, 128 e 256. Nas notacoes do testes [4] facamos a = 3, logo

3' =3 (mod 257),

3*=9 (mod 257),

3*=81 (mod 257),

3% = 6561 = 136  (mod 257),

316
332

364
3128

=3%.3%=136-136 = 18496 = —8 (mod 257),
=3%.3%=(-8)-(—8) =64 (mod 257),
=3%.3%2 =64.64=4096 = —16 (mod 257),

=3%.3% = (~16) - (~16) =256 = —1 (mod 257),

350 = (~1)-(-=1)=1 (mod 257).

Assim, pelo teste [, n = 257 é primo.

O teste anterior pode ser util quando n— 1 possui poucos divisores e desejamos

testar a primalidade de n. Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 3.5. Vamos provar que n = 20759 ¢é primo, para isso notemos que n — 1 =

97 - 107 - 2. Como 97,107 e 2 sao primos, entao os divisores positivos de n — 1 sao
1,2,97,107,2-97,2- 107,97 - 107 e 97 - 107 - 2.

Nas notagoes do teste [4] fagamos a = 7. Segue que

R

Ll

7' =7 (mod 20759), (10)
72 =49 (mod 20759), (11)
710 = 282475249 = 7536 (mod 20759),

7% = 117649 = —6905 (mod 20759)

710 =710 7% = —52036080 = 6733 (mod 20759)

732 = 45333289 = —4367 (mod 20759)

7% = 19070689 = —6832 (mod 20759)

796 = 764 . 732 = 29835344 = 4661 (mod 20759)

797 = 7% .7 = 32627 = —8891 (mod 20759) (12)
(7°7)2 = 79049881 = —391  (mod 20759), (13)
77 = 79779 = 67002576 = 7476  (mod 20759) (14)
71%)? = 55890576 = 7348 (mod 20759) (15)
7% = 53993104 = —1055 (mod 20759)

1

70110 = 63377521 = 294 (mod 20759)

()
()
(797 = 1113025 = —7961 (mod 20759)
(™)
(7197)32 = 86436 = 3400 (mod 20759)
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11560000 = —2763 (mod 20759)
7096 = (710TY64 (710732 = 9394200 = 9627 (mod 20759)

(710796 . 7107 = 71971452 = —1  (mod 20759). (16)
(7?2 = (1)’ =1 (mod 20759). (17)

L

Das congruéncia , , , , , , e podemos concluir pelo teste
que n = 20759 é primo.
O préximo teste data de 1967 e foi dado por Brillhart e Selfridge. Este foi

baseado no teste anterior dado por Lucas.
Teste 5. Sejan € N com n # 1. Se para cada fator primo p de n — 1 existe um inteiro
a, > 1 tal que:

i: ap~t =1 (mod n),

ii: "V £ 1 (mod n),
entao n € primo.
Demonstragao. Como ¢(n) < n — 1, seréd suficiente mostrarmos que (n — 1) | ¢(n), pois

consequentemente teremos ¢(n) = n — 1. Suponhamos que (n — 1) t ¢(n), logo existe p

primo tal que p" | n — 1 e p" { p(n), para algum r € N,

Seja a, € N com a, > 1 tal que ap~! = 1 (mod n) e al" VP £ (mod n).
Notemos que se a?~" = 1 (mod n), entdo pela proposicao existe ¢ inteiro tal que

ap(ay=?) — ng = 1, logo pelo teorema m (ap,n) | 1 = (ap,n) = 1. Assim, pela
proposicao temos que ord,(a,) | n—1 e ord,(a,) 1 (n —1)/p, isto garante a existéncia

de ¢ € N tal que n — 1 = ¢ - ord,(a,). Segue que

p" | q-ord,(ay,) (18)
-ord,(a
pr—l | q ( P>.
b

=

Como
q - ord,(a,)

p
temos que p { ¢, pois ¢/p nao é inteiro, e consequentemente p” 1 ¢. De obtemos que

ord, (ay,) 1

p" | ord,(a,).
Segue do teorema de Euler (teorema [2.18) e da proposi¢ao que

a;j’(”) =1 (mod n) = ord,(a,) | ¢(n) = p" | p(n),



59

o que contraria a hipétese de que p” { ¢(n), assim concluimos que toda poténcia de
primo que divide n — 1 também divide ¢(n), ou seja, (n — 1) | ¢(n) como queriamos
demonstrar. O]
Exemplo 3.6. Testaremos a primalidade de n = 17 usando o testes [} Notemos que

n—1=16 = 2* logo n — 1 tem apenas um fator primo, que é 2. Nas notacoes do teste

facamos ay = 5. Segue que

5=25=1-17+8=8 (mod 17)
= 5'=5".5"=8.-8=64=—-4 (mod 17)
585 =5.5"=(-4) - (-4)=16= -1 (mod 17)
= 50 =5%.58=(-1)-(-=1)=1 (mod 17),

4

assim

55=5% =52 #1 (mod17)e
59=1 (mod 17).

Pelo teste |p| podemos concluir que n = 17 é primo.

O teste anterior ¢ 1til para testar a primalidade de niimeros de Fermat, vamos
ver um exemplo.
Exemplo 3.7. Provemos que F; é primo. Vejamos que Fj; = 22" 41 = 65537, logo o

unico fator primo de Fy — 1 é p = 2. Fazendo as = 3 segue que

3% = 6561 (mod 65537)

3% = 3% .3% = 6561 - 6561 = 43046721 = —11088 (mod 65537)

32 =32 . 3% = (—11088) - (—11088) = 122943744 = —3668 (mod 65537)
3% =32 .37 = (—3668) - (—3668) = 13454224 = 19139 (mod 65537)
32" =32 .32 = 19139 - 19139 = 366301321 = 15028 (mod 65537)

3%° =32 . 3% = 15028 - 15028 = 225840784 = 282 (mod 65537)

3% = 3% .3% = 282282 = 79524 = 13987 (mod 65537)

= 3% . 3% = 13987 - 13987 = 195636169 = 8224 (mod 65537)

32 = 32" . 32" = 8224 . 8224 = 67634176 = —8  (mod 65537)

32" =327 . 32" = (—8)2. (—8)2 = 4096 (mod 65537)

32" =32 . 327 = 4096 - 4096 = 16777216 = —256  (mod 65537)

32" = 32" . 32" = (—256) - (—256) = —1 (mod 65537)

=37 =3"" =1 (mod F))

L O T 2 T R S A
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Assim, pelas duas tltimas congruéncias concluimos pelo teste 5[ que F); é primo.

3.4 Testes baseados na proposicao de Pocklington

Os dois ultimos testes que vimos necessitam do conhecimento da fatoragao
de n — 1 para podermos testar a primalidade de n, isso faz com que estes testes sejam
eficientes apenas para tipos de niimeros muito especificos. A seguir, veremos dois testes
que exigem apenas um conhecimento parcial da fatoracao de n — 1, tais testes baseiam-se
fundamentalmente na préxima proposigao, que foi demonstrada por Pocklington em 1914.
Proposicao 3.1 (Proposicao de Pocklington). Dado n € N comn —1 = p"R, onde p é
primo, r > 1 e pt R. Se existe um inteiro a > 1 tal que:

i a1 =1 (mod n),
ii: (VP —1.n) =1,
entdo os fatores primos de n sao da forma mp” + 1, para algum m € N.

Demonstracao. Seja ¢ um fator primo de n, seréd suficiente provarmos que p” | ¢ — 1. Se

n—2)

existe a > 1 tal que a” ! =1 (mod n), temos que a(a —nk = 1 para algum k inteiro.

Pelo teorema podemos obter
(@,n) |1=(a,n)=1= (a,q) =1,

logo, pelo teorema de Euler (teorema [2.18) a®@ = a9~* = 1 (mod q), e pela proposicao

temos que ord,(a) | ¢ — 1.

Da proposicao [2.8] podemos obter ainda

a"'=1 (mod n)
= a"'=1 (modq)
= ordy(a) |n—1

= ordy(a) | p"R.

Se (a™=Y/P —1,n) = 1, suponhamos por absurdo que ord,(a) | (n—1)/p, segue
pela proposicao que

a™ VP =1 (mod q) q|am V1

¢ | (a"D/P —1,p)

=
= q| (a(n—l)/p _ 17Q)
=
= q|1,
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absurdo, pois g é primo, assim ord,(a) { p" 'R, e como ord,(a) | p" R temos que

p-ordg(a) tp"R
PR

ord,(a)

= p" | ordy(a)

p1

= p'lg—-1

como queriamos demonstrar. O

O préximo teste é conhecido como critério de Proth, data de 1878 e pode

ser demonstrado utilizando a proposigao anterior. A demonstragao que veremos aqui foi
adaptada de Ribenboim (2012).

Teste 6 (Critério de Proth). Sejan —1 = 2"R, com R impar e menor do que 2". Se

n—1)/2 —

existe um inteiro a > 1 tal que a' —1 (mod n), entdo n é primo.

Demonstracio. Se a"Y/?2 = —1 (mod n), entdo

(a(”_l)/2)2 = (-1 (mod n)

= a"'=1 (modn).
Também temos que existe k € Z tal que

nk =a™ V2 41
= nk— (a2 1) =2,

logo, pelo teorema [2.14] (a™1/2 —1,n) | 2, isto é,
(a™ V2 _1n)=1o0u (a"V?—-1,n)=2
Como n = 2"R + 1 é fmpar, s6 é possivel que seja (a"V/2 — 1, n) = 1.
Podemos entao usar a proposigao de Pocklington (proposigao , que nos diz
que os fatores primos de n sao da forma ¢ = m2" 4+ 1 > 2". Segue que

n=2R+1<2 .2 =27,

Logo v/n < 2" < ¢, e pelo teorema concluimos que n é primo. O

Exemplo 3.8. Demonstraremos que n = 97 é primo. Inicialmente temos que n — 1 =
96 = 32-3 =2°-3. Como 2° > 3, pelo teste anterior (teste @ basta encontrarmos a > 1
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n—1 96
tal que a2 =a>

(=]

a® = —1 (mod 97). Fazendo a = 7, segue que

72 =49 (mod 97)

7' =49 .49 = 2401 = 25-97 — 24 = —24 (mod 97)

T=7"7"=(-24) - (—24) =576=6-97T— 6= —6 (mod 97)
=777 =(-6)-(-6)-(—6) = -216=—2-97—22=—22 (mod 97)
T =77 = (222) . (—22)=484=5-97T—1=—1 (mod 97),

P4l

como queriamos demonstrar.

O testes anterior pode ser 1til para testar a primalidade de ntimeros da forma
n==k-2™+1, onde k é um inteiro impar. Vejamos mais um exemplo.
Exemplo 3.9. Usando o teste [6] provaremos que n = 12289 é primo. Notemos que

n—1=3-2'2 e facamos a = 11, logo

115 = 1771561 = 1945 (mod 12289),

11* = 14641 = 2352 (mod 12289)

119 = 11° . 11* = 4574640 = 3132 (mod 12289)
112" = 11'°. 115 = 6091740 = —3604 (mod 12289)
11%° = 12988816 = —657 (mod 12289)

11%° = 431649 = 1534 (mod 12289)

117" = 2353156 = 5957 (mod 12289)

11%° = 35485849 = 7506 (mod 12289)

112" = 56340036 = 7260 (mod 12289)

112" = 52707600 = 79 (mod 12289)

112" = 6241 (mod 12289)

1122" = 38950081 = 6240 (mod 12289)

11327 = 11227 112" = 38943840 = —1  (mod 12289).

L O T R

Como 11(=1D/2 = 1132" = _1 (mod 12289), fica provado que n = 12289 é primo.
O préximo teste também é uma aplicagao direta da proposicao de Pocklington.
A demonstracao que veremos foi adaptada de Martinez et al. (2015).
Teste 7. Dadon € N comn—1=FR, com F > R >0 e (F,R) =1. Se existe um
inteiro ap > 1 para cada fator primo pi. de F' tal que:
i: a”' =1 (mod n),
ii: (al" VP 1 n) =1,

entao n € primo.
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Demonstragao. Seja F' = pi* - p5?-...-pd. Como (F, R) = 1, temos que

FR
pit— ,parai=12...,r
pl

i

n—1
( ](c )/Pr

Se para cada fator primo p, de F' existe um inteiro a; tal que (a —1,n) =1, entao

pela proposicao de Pocklington (proposigao os fatores primos de n sao da forma
m-pitps?e . pY +1=mF 4 1, para algum m € Z.
Como F' > R > 0, segue que

n—1=FR
= n—1<F{F-1)=F~-F
= n< F?

= Vn<F

Assim, se ¢ é um fator primo de n, entao deve existe um inteiro m tal que

q=mF+1
= g>myn+1

= q>+/n,

e pelo teorema n nao pode ser composto, ou seja, n é primo. O

Exemplo 3.10. Testaremos a primalidade de n = 19, para isso notemos que n — 1 =
18 = 32 - 2. Nas notacoes do teste m facamos F' = 32 > R = 2. Como F é uma poténcia

de 3, entao este tem apenas p; = 3 como fator primo, fagcamos entao a; = 2. Logo

273 —1 = 201
= 63.

Assim, aplicando sucessivamente o teorema [2.4) obtemos

(63,19) = (3-19+6,19)
= (19,6)
= (3-6+1, 6)
= (6,1) =
= (63, 19) (19)
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Como 2 é primo e 2119, entao (2,19) = 1, assim, pelo teorema de Euler (teorema [2.18))
2% =1 (mod 19). (20)

De e podemos concluir pelo teste |7 que n = 19 é primo.

O principal problema do teste anterior estda em calcular o maximo divisor

—1 . —1 . , .
comum entre a,(c” ) 1e n, pois a,(cn )1 pode facilmente ser um nimero muito grande,
tal problema nao esté presente no teste [ o que torna este mais vidvel nos casos em que

podemos aplica-lo. Sobre o critério de Proth, Martinez et al. (2015)) afirma:

Muitos dentre os maiores primos conhecidos estao nas condigoes do te-
orema de Proth [...]. Isto se deve ao fato de primos desta forma se-
rem mais frequentes (mais frequentes do que, por exemplo, primos de
Mersenne) e que sua primalidade é facilmente demonstrada usando este
resultado. (MARTINEZ; et al., 2015, p 339).

3.5 Teste de Pépin

O 1ltimo teste que veremos foi dado por Pépin em 1877 e exprime uma condig¢ao
necessaria e suficiente para que um nimero de Fermat (ver definigao seja primo.
Usando este teste Lucas mostrou que Fg, um nimero com 20 algarismos, é composto. A
demonstracao que veremos foi adaptada de Martinez et al. (2015).

Teste 8 (Teste de Pépin). Um nimero de Fermat F,, com n > 0 € primo se, e somente
se, 3Fn=1/2 = _1 (mod F,).

Demonstragao. Se F,, com n > 0 é primo, como F,, > 3, segue que F,, 1 3 e pelo critério

de Euler (teorema [2.22)

(F%) =377 (mod F,). (21)

Usando a lei de reciprocidade quadratica (teorema [2.24)) obtemos

(7) (5) - o=
- (%) N (%> ()P = <%) : (22)

Como vimos na demonstracao da infinitude dos primos feita por Goldbach, os
numeros de Fermat sdo dois a dois primos entre si, logo 3 1 F), para n > 0, pois 3 | Fy,

assim pelo critério de Euler
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E, . n
Segue da tltima congruéncia que se ?) =1,entao 3 | F,, —1 = 3|2%" que

F, .
¢ absurdo, logo (?) = —1, assim, de e 1' temos que

37 =1 (mod F,).
Por outro lado, se 3/»~1/2 = —1 (mod F,), entdo
37 =1 (mod F),)

= 3% 2= (-=1)* (mod F,)
= 3™ 1=1 (modF,)

e como 2 é o unico fator primo de F,, — 1, pelo teste |5 concluimos que F;, é primo. O

Exemplo 3.11. Provaremos usando o teste de Pepin que F5 = 22" 41 = 4294967297 nao

é primo, para isso vejamos as implicagoes a seguir

32" = 3793201458 (mod Fy)
3%° = 1461798105 (mod Fy)
32" = 852385491 (mod F3)
3%° = 54249794  (mod F3)
3%’ = 1194573931 (mod Fy)
32" = 2171923848 (mod Fj
32" = 3995994998  (
32" = 2840704206  (
32" = 1980848889  (
32" = 2331116839 (

® =2121054614 (mod Fs
32" = 2259349256 (
32" = 1861782498 (
32" = 1513400831 (
32" = 2897320357 (
37" = 367100590 (mod F3)
37" = 2192730157 (mod F3)
3" = 2050943431  ( )
37 = 2206192234  (mod F3)
37" = 2861695674  ( )

L T R e A T R



3% = 2095335231 ( )
32" = 3422723814 ( )
32" = 3416557920 (mod F)
32" = 3938027619  ( )
37 = 2357699199  ( )
32" = 1676826986 (mod F3)
32" =10324303 (mod Fy).

I O

Logo, 3F»=1/2 = 32 £ _1 (mod F), e pelo teste |8, Fy nio é primo.

66
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4 CONCLUSAO

Identificar se um nimero é primo ou nao, no geral é uma tarefa muito dificil,
principalmente quando estamos lidando com niumeros grandes. Tal tarefa vem sendo
estudada por muitos matematicos no decorrer da historia, e os testes que vimos neste
trabalho refletem os avancos obtidos por alguns deles.

Cada um dos oito testes que vimos apresentam defeitos e qualidades, por
exemplo, os testes|l| e 2] podem ser usados em qualquer nimero e ambos apresentam uma
condicao necessaria e suficiente para que tal nimero seja primo, no entanto, o teste [l exige
o conhecimento de todos os primos menores que a raiz quadrada do niimero testado, isso
se torna cada vez mais dificil a medida que avancamos na sequéncia dos nimeros, e o
teste 2] apesar de precisarmos calcular apenas uma congruéncia, esta envolve um nimero
gigantesco. Os demais testes que vimos, com exce¢ao apenas do teste [§, apresentam
apenas condicoes suficientes para testar a primalidade de um nimero, ao passo que temos
que encontrar um segundo nimero conveniente para suporte, e encontrar tal nimero
envolve um pouco de sorte, se é que ele existe.

E bastante engenhoso testar a primalidade de um ntimero conhecendo a de-
composi¢ao do seu antecessor, esta ideia estd presente nos testes [, [} [6] [7] e 8l Como
pudemos ver nas demonstragoes desses testes, tal ideia foi sustentada principalmente pelo
teorema de Euler (teorema [2.18)). Sugerimos ao leitor interessado, uma leitura de RIBEN-
BOIM (2012) e de MARTINEZ et al. (2015) para conferir alguns testes de primalidades
baseados no conhecimento da decomposicao do sucessor do niimero que se deseja testar,
tais testes sao baseados principalmente em sucessoes de Lucas, e um desses, inclusive,
apresenta uma condigao necessaria e suficiente para que um numero de Mersenne seja
primo.

Optamos em escolher os oito testes por estes possuirem demonstracoes curtas
e condigoes praticas de aplicagao se comparados com os demais testes encontrados du-
rante a pesquisa. Os testes baseados em sucessoes de Lucas, por exemplo, apresentam
demonstragoes muito longas, condi¢oes de aplicagoes extremamente especificas e ainda
necessitam de uma base tedrica maior.

Podemos destacar a utilidade de dois testes em particular vistos neste trabalho.
O teste de Pépin, como vimos, facilita a verificagao da primalidade de niimeros de Fermat
ao apresentar uma condigao necessaria e suficiente. Ja o critério de Proth apresenta uma
condicao de razoavel aplicacao em niumeros da forma n = k- 2™ + 1, com k impar, que

sao menos raros que os numeros de Fermat.
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