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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo, diferentemente do que se faz em muitos textos para
o ensino médio, trazer uma definicdo rigorosa para ntiimeros complexos e mostrar
que, a abordagem destes nimeros nesse nivel de ensino ndo precisa ser estritamente
algébrica, ou seja, também é possivel fazer uma discussdo sobre os complexos no
campo da geometria. Para tanto, no capitulo 2 definimos ntimeros complexos como
um par ordenado de ntimeros reais e introduzimos duas operagdes: soma e produto.
Concluimos entdo que o conjunto dos nimeros complexos é um corpo ndo ordenado.
Definimos o conjugado e o médulo de um niimero complexo e discutimos algumas
propriedades relacionadas. Passamos entdo a fazer uma abordagem dos complexos no
plano complexo e sua representagdo na forma polar. No capitulo 3 definiremos algumas
transformagdes no plano complexo, em destaque, faremos uma anélise a respeito das
transformacdes de Mobius e suas propriedades geométricas. No capitulo 4 provamos
alguns resultados bastante interessantes da geometria utilizando os ntiimeros comple-
xo0s. Por fim, encerramos o trabalho mostrando como calcular a 4rea de um poligono

no plano complexo.

Palavras-chave: Numeros complexos. Geometria.



ABSTRACT

This paper aims to bring a rigorous definition to complex numbers and to show that
the approach to these numbers at this level of education does not have to be strictly
algebraic, that is, it is also possible to discuss the complexities in the field of geometry.
To do so, in Chapter 2 we define complex numbers as an ordered pair of real numbers
and introduce two operations: sum and product. We conclude that the set of complex
numbers is an unordered body. We define the conjugate and the module of a complex
number and discuss some related properties. We then proceed to approach the com-
plexes in the complex plane and their representation in the polar form. In chapter 3 we
will define some transformations in the complex plane, in particular, we will make an
analysis about the transformations of Mobius and its geometric properties. In Chapter
4 we prove some rather interesting results of geometry using the complex numbers.
Finally, we conclude the work showing how to calculate the area of a polygon in the
complex plane.

Keywords: Complex numbers. Geometry.
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1 INTRODUCAO

Ha algum tempo vem se discutindo a relevancia do ensino dos ntimeros complexos
no Ensino Médio brasileiro. Sua abordagem, que é feita quase em sua totalidade de
forma algébrica, por vezes ndo deixa realmente claro o seu potencial. Por exemplo,
calcular a raiz quadrada de um ntiimero negativo e resolver equagdes polinomiais sdo
trabalhados em sala de aula sem dar nemhum significado a isto. Além disso, a porta de
acesso a muitas universidades ptublicas, o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM),
ndo contempla em sua matriz os ntimeros complexos.

O que de fato sabemos é que a importancia dos nimeros complexos vai além
do que foi citado acima. Estes niimeros desempenham um importante papel em
diversos ramos da matematica, aparecendo em problemas que envolvem rotagdes,
fungdes trigonométricas, movimentos periédicos entre outros.

O presente trabalho apresentara algumas aplica¢des significativas de nimeros com-
plexos na geometria plana. Tomamos a liberdade de utilizar resultados da geometria
plana e analitica durante o texto sem demonstragdo formal e, ao contrdrio do que acon-
tece em muitos textos, consideraremos um circulo como sendo o conjunto de pontos
equidistantes de um ponto dado.

No segundo capitulo, trataremos de propriedades dos ntimeros complexos que nos
servirdo de base para provarmos os resultados que serdo apresentados nos capitulos
seguintes. Este capitulo nos familiarizard com técnicas de célculo entre nimeros com-
plexos.

No terceiro capitulo faremos uma discussdo sobre tansformagées no plano com-
plexo, dando destaque para as tansformagdes de Mobius. Discutiremos a respeito do
plano complexo completado e da esfera de Riemann e suas propriedades geométricas.

No quarto capitulo, apresentaremos algumas propriedades e no¢des geométricas
simples no plano complexo, tais como angulo orientado, equagdes de reta, semelhanga
de tridngulos. A partir dai, demonstraremos resultados cldssicos da geometria, tais
como os teoremas de Napoledo, Feuerbach e Morley entre outros. Concluimos o
trabalho fazendo uma breve discussdo a respeito do célculo de 4reas de poligonos

convexos no plano complexo.
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2 NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo estudaremos os ntimeros complexos desde sua defini¢do até operagdes
realizadas com estes sob a forma polar. Veremos propriedades interessantes a respeito

destes ntimeros que serdo de valiosa ajuda nos capitulos posteriores.

2.1 O corpo dos niimeros complexos

Nesta se¢do procuraremos definir de forma rigorosa os nimeros complexos e in-
troduziremos duas operagdes no conjunto destes niimeros, de onde decorrerdo vérias

propriedades, que nos dardo a base para obter alguns resultados no capitulo 2.

2.1.1 Defini¢cdo de niimeros complexos

Definicao 2.1.1. Um niimero complexo z é um par ordenado de niimeros reais z = (x,y)
satisfazendo as sequintes regras de manipulagdo para a soma e produto:

—_

- z1+ 2 = (x1, 1) + (X2, Y2) = (X1 + X2, Y1 + Vo).

2. 212y = (x1, Y1)(X2, ¥2) = (X1X2 — Y1V, X1Y2 + Y1X2).

A soma e o produto possuem as seguintes propriedades:
3. comutatividade: z; + 2o = 2o + 21 € 2122 = 2>7;1.
4. associatividade: (z1 + z2) + z3 = 21 + (22 + 23) € (2122)2z3 = 21(2223).
5. (0,0) é elemento neutro aditivo: z + (0,0) = z para todo z complexo.
6. (1,0) é elemento neutro multiplicativo: z(1,0) = z qualquer que seja o z complexo.

7. todo z = (x, y) tem um simétrico aditivo, sendo ele —z = (—x, —y), ou seja, (x,y) +
(=x,=y) = (0,0).

8. todoz = (x,y) # _(0, 0) tem um inverso multiplicativo, o namero (xz%yz, xz%yyz), ou
Seja/ (x/ y)(ﬁ/ ﬁ) = (1/ 0)

9. distributividade do produto em relagdo a soma:

Zl(Zz + Z3) = Z1Zy + 2123.

Todas as propriedades acima decorrem de (1) e (2) e do fato dessas propriedades serem
vélidas para a soma e produto de nameros reais.

Um conjunto munido de uma soma e um produto onde as propriedades (3) a (9)
sdo validas é chamado de corpo. Assim, concluimos que o conjunto dos ntimeros

complexos é um corpo e o representaremos pelo simbolo C. Vale ressaltar também que,
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dados dois niimeros complexos z; = (x1, Y1) € Zo = (X2, Y2), 21 = Z» se, e somente se,
X1 = x e Y1 = Yp. Dai, decorrem as seguintes propriedades:

(a) reflexiva: (x1,y1) = (x1, 1) para todo complexo z; = (x4, 11);

(b) simetria: (x1,y1) = (X2, ¥2) & (x2,¥2) = (x1, 1) para quaisquer dois complexos

z1 = (X1, 1), 22 = (X2, ¥2);

(c) transitiva: (x1,y1) = (x2, ¥2), (X2, ¥2) = (x3,y3) = (x1,y1) = (x3, ¥3) para quaisquer
complexos z; = (x1, Y1), 22 = (X2, ¥2), z3 = (X3, Y3).

Identificaremos o ntiimero complexo (x,0) com o nimero real x. Assim, temos:

(x1,0) + (x2,0) = (x1 + x2,0)

(xlr 0)(9(2, 0) = (x1x2/ 0)

Portanto, a identificacdo de (x,0) com o real x é perfeitamete vélida, pois preserva a
soma e o produto. Assim, o corpo R pode ser visto como um subconjunto de C.
Chamaremos o nimero complexo (0, 1) de unidade imagindria e o representaremos

pelo simbolo i. Notemos que
#=ii=(0,1)0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = -1.
Logo, podemos escrever i = V—1. Segue entdo que
¥,0)0,1)=(-0-0-1,y-1+0-0)=(0,y)

e dai
(5, y) = (x,0)+(0,y) = (x,0) + (y,0)(0,1) = x + yi,

logo todo complexo z = (x, y) também pode ser escrito como z = x + yi.
Proposicdo 2.1.1. Sezy,z, € Ceziz; = 0entdoz; = 0ouz; =0.

Demonstragio. Sejam z; = x1 + yii € z; = X + 1pi. Sem perda de generalidade, suponha-

mos z; # 0, portanto, temos x; # 0 ou y; # 0. Segue entdo que
Z1Zp = 0 = (Xl + yli)(xZ + yzl) =0

e multiplicando ambos os lados da segunda igualdade acima por (x; — y;i), ficamos

com

e}
Il

(x1 = ) + y1i)(x2 + y2i)]
[(e1 = 1) (x1 + y1D)[(x2 + yoi)
(o} + YD) (2 + 12i)

(o + yD)x2 + (] + ¥3)yai.
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Da igualdade de nimeros complexos, temos
(A +yDxe=0 e (+y)y=0.

Como z; # 0, temos x% + y% # 0, de onde segue que x, = 0 e y» = 0. Assim temos
2z, = 0. O

2.1.2 Relagdo de ordem no corpo complexo

Vimos anteriormente que o conjunto dos ntimeros complexos é um corpo. O con-
junto dos ntimeros reais R também é um corpo e, dados dois niimeros reais quaisquer
x, Yy, podemos sempre compara-los, ou seja, temos sempre x > youx = you y > Xx.
Como uma ordem num corpo K consiste em dar um subconjunto K* de K tal que:

(i) se x,y € K" entdo x + y € K" e xy € K" (K" é chamado o conjunto dos elementos
positivos) e

(if) dado x € K entdo apenas uma das possibilidades se verifica: ou x € K*, oux =0
ou —x € K*.

Assim, se x € K* entdo x> = xx € K* por (i). Agora, se —x € K* entdo (—x)* = (—x)(—x) =
x? € K*, por (i) novamente. Segue dai que o quadrado de qualquer elemento ndo nulo
de K é positivo.

Temos entdo que R é um corpo ordenado, mas C nédo é. De fato, se C possuisse uma
ordem, sendo i # 0, terfamos i > 0 ou —i > 0. Se i > 0, entdo > > 0, de onde teriamos
que —1 > 0, 0 que é um absurdo. Da mesma forma, se —i > 0 entdo (—i)* > 0, 0 que nos

da -1 > 0, novamente um absurdo. Portanto, o corpo C ndo pode admitir uma ordem.

2.1.3 Conjugado e médulo de um niimero complexo

Definicado 2.1.2. Dado o niimero complexo z = x + yi 0 conjugado de z é o niimero complexo
Z = x — yi. Em particular, temos zZ = z.

Notemos ainda que, ao multiplicarmos z por z obtemos como resultado o real
7z = (x + yi)(x — yi) = ¥* — (yi)* = x> + v~

Denominaremos |z| = /x? + y> o médulo de z. No caso em que z é um ntimero real,
a no¢do de médulo de um nimero complexo, como definida anteriormente, coincide

com a defini¢do de médulo de um ntiimero real. Em resumo, temos

2 2

z=x+yi= |z> =22 = X* + .
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Figura 1 — Plano Complexo

2.14 O plano complexo

Olhando os pontos do plano cartesiano como o conjunto C dos complexos, obtemos
a representagdo de C conhecida como plano complexo (ou plano de Argand-Gauss).

O eixo horizontal do plano complexo é denominado eixo real e, é formado pelos
nuameros reais. O eixo vertical é denominado de eixo imagindrio e é formado pelos
numeros complexos da forma 0 + yi, onde y € R. Neste caso, estes complexos sdo
denominados de imagindarios puros.

Notemos ainda que, em relagdo ao plano complexo, sendo z = x + yi = (x, y), entdo
Z = x — yi = (x,—y), dai, temos que z e Z sdo simétricos em relagdo ao eixo real (veja a
figura[I). Os nimeros reais x e y sio denominados de parte real e parte imaginaria de

z respectivamente, e 0s denotaremos, nesta ordem, por
x =Re(z), y=Im(z).

Desta forma, temos

z+Z:(x+yi)+(x—yi):2x:2Re(z):>Re(Z):%

z -2z = (x+yi)— (x —yi) = 2yi = 2ilm(z) = Im(z) = Zz_lz

Observacao: A distancia d entre dois pontos z; e z; do plano coincide com o médulo
|21 — za.

Vejamos na proposicdo seguinte, algumas propriedades dos niimeros complexos
que serdo bastante utilizadas no decorrer deste trabalho.
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Proposicdo 2.1.2. Se z, z; e z, sio niimeros complexos nio nulos quaisquer e n € IN, entdo:
(a)z1€e R & Im(z1) =0 & z; =12.
(b)z1 +22 =21 + 2.
(c) 1z, =71+ Zp.
(d) z1/22 = 21/ Za.
(e) 2" = (2)".
Hlzl=1 & z=1/z
Demonstragio. (a) Seja z; = x1 + y1i. Temos
z1€ER & y=0.

Dai,

21:X1+Oi:X1—Oi221 — 21 =7Z1.

(b) Sejam z; = x1 + Y11 € zp = X + Yoi, temos

zZ1+ 2o

(X1 + XZ) + (yl + yz)l = (X1 + XZ) — (yl + ]/2)1

(x1 — yll) + (.')Cz - yzl) =2z + 2.

(c) Sendo novamente z; = x1 + Y1l € 2o = X, + Vi, vem que

(x1x2 = Y112) + (12 + Y1X2)i = (X1X2 — Y1Y2) — (X1Y2 + Y1Xo)i

(x1 = y10)(xX2 — Yoi) = Z1 - Zo.

2123

(d) Sendo z; e z; complexos, pelo item anterior temos que
(z1/22) 2o = 21/20 " 20 = 74,

segue entdo que

21/22 = Z1/Z».

(e) Facamos inducao sobre .
Para n = 1 ndo ha o que fazer. O caso n = 2 segue do item (c). Suponhamos entdo
que para dado n € IN tenhamos z" = (z)". Assim,

o+l = oy — phiy — (Z)nf — (Z)n+1’

onde a pentltima igualdade acima decorre da hipétese de indugao.
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(f) Sendo 2z = |z[?, se |z| = 1, segue que
zz=1 < z=1/z
O

Exemplo 2.1.1 (Espanha). Se z e w sdo niimeros complexos de médulo 1 e tais que zw # —1,
z+
é um niimero real.

mostre que

1+ zw
_ . zZ+w
Demonstragio. Sejaa = , temos
1+ zw
_ z+w z+w
a = = —
l+zw 1+4+z-w
ozt twt z+w
1+zw?!l 1+zw
Portanto, a € IR. ]

A seguir, provaremos a desigualdade triangular para nimeros complexos, mas para

isto precisaremos do resultado do lema abaixo.
Lema 2.1.1. Para z;, z, € C, temos:
(a) |2122] = |z1] - |22l
() Iz1 + zo* = |z1* + 2Re(z122) + |22/
Demonstracdo. (a) Temos
2122 = (z122) - (:122) = (21Z1)(2222) = |2l - |zal™.

Como o médulo de um nimero complexo é um ndmero real ndo negativo, vem
que

|z122| = |z1] - |22l

(b) Da mesma forma,

|21 + 2o (z1 + 22)(z1 + 22)
= (z1+22)(z1 +22)
= 2121 + 2122 + 2122 + 2222
= |al + 21z + 212 + |2

= |zl + 2Re(z122) + |zl
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Teorema 2.1.1. (Desigualdade Triangular) Para z,, z, € C, vale
|21 + 25| < |21 + |22],
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, z; = kzp, k € R, k > 0.

Demonstragio. Para todo nimero complexo z, temos

Zl=2l e Re@@)=x<x=V2< /22+12 =]

Isso, juntamente com o lema nos dé

|21 + 2o |z1* + 2Re(z122) + |zal?

|z1* + 2|z1Z0| + |22

IA

z1* + 2|z1] - [Z2] + |22

z1? + 2|z1] - |zl + |22

= (lz1| + |z2))*.

Assim, temos que |z1 + zo* < (|z1] + |z2])? €, como 0 médulo de um niimero complexo é

um numero real ndo negativo, vem que
1z1 + 22| < |z1] + |22].

Para o que falta, notemos que os casos em que z; = 0 ou z; = 0, aigualdade se torna
trivial. Consideremos entdo o caso em que z;z, # 0. Pelo o que foi feito acima, teremos
a igualdade se, e somente se, Re(z1z;) = |z122|. Agora, isso ocorre se, e somente se, 212>

é um namero real ndo negativo. Portanto, teremos a igualdade se, e somente se,
Z1Zy = 0.
Assumindo z; # 0 e dividindo ambos os lados da desigualdade por 1222 (= 202> > 0),

z
obtemos =X = k > 0. O
V%)

Geometricamente a desigualdade triangular corresponde ao fato de que o compri-
mento de um dos lados de um tridngulo é sempre menor que a soma dos comprimentos
dos outros dois lados. A igualdade s6 ocorre quando os complexos que representam
os vétices do tridngulo sdo colineares.

Corolério 2.1.1. Para todos z,, z, € C, temos
llz] = |z2ll < |21 = za.
Demonstragio. Pela desigualdade triangular de ntimeros complexos temos:

|z1] = [(z1 = 22) + 22| < |21 = 22| + |22] = |z1] = |22| £ |21 — 2z2].
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B

Figura 2 — interpretacdo geométrica da desigualdade triangular

Analogamente,
1Zo] = [(z2 — 21) + z1] < |2 — 21| + |z1] = |22] = |z1] £ |21 — 22| = |z1] = |22 = —z1 — 22].
E pelas duas desigualdades acima, temos

llz1l = lz2ll < |21 — 22

Exemplo 2.1.2 (OCM). Sejam a e z niimeros complexos tais que |a| < 1 eaz # 1. Se

zZ—a

<1,
1—az‘

prove que |z| < 1.

zZ—a
Demonstragdo. Se ’ 1 ‘ < 1, entdo

|z — al
|1 —az|

<l=|z—a|l <|1-az.
Dai, segue que
|z —al* < |1 -az)

de onde obtemos
lz|> — 2Re(Za) + |a]* < 1 — 2Re(az) + [azl*.
Sendo

2Re(za) =za+za e 2Re(az) =az+ az,

concluimos que
2Re(za) = 2Re(az).
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Assim, temos que

|21 + |af* < 1 + [a|z]?
|zl + laf* < 1+ |aPlzl*
2 =1 < =(lal* - lal’|zP)
1=z > lal*(1 - |zP)

0> (laf> — 1)1 — IzP).

I

Como [a]* =1 < 0, vem que 1 — |z]* > 0. De onde é fécil concluir que |z| < 1. m|

2.2 Forma polar de um ntimero complexo

Seja z = x1 + y11 um ntimero complexo diferente de zero, seja também 0 € [0,27) o
menor dngulo em radianos entre a semirreta que une 0 a z e e o semieixo real positivo.

Da trigonometria, temos que

Im

Yib === == = z = (5511 91)

8 ===
~

Re

Figura 3 — forma polar de um ndmero complexo

X1 =|z|lcosO® e y; =|[z|]sin0.
Assim temos
z =x1+ 111 = |z|cos O +i|z| sin O = |z|(cos O + i sin O)

Portanto,
z = |z|(cos 6 + i sin O)

é a forma polar do ntimero complexo z.
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Notemos que cos(0 + 2kmnt) = cos O e sin(0 + 2km) = sin O qualquer que seja k € Z,
assim, temos que a igualdade obtida acima ainda vale quando trocamos 0 por 0 + 2k,
portanto chamaremos de argumentos do nimero complexo z os nimeros da forma
0 + 2krt, com k € Z onde 0 é o argumento principal de z e 0 denotaremos por arg(z).

A seguir, serdo apresentados resultados que estabelecem as vantagens computacio-
nais da representacdo dos nimeros complexos na forma polar. Adotamos, desde j4, a

convengdo de que z € C \ {0}, entdo z° = 1.

Proposic¢do 2.2.1. Se z = |z|(cos O + isin 0) é um niimero complexo nio nulo e n € Z, entdo
z" = |z|*(cos n6 + isin no). (2.1)

Demonstragido. Suponhamos inicialmente que n > 0, e facamos indugdo sobre n. Para

n =1 temos

z' =z =|z|(cos O + isin 0) = |z|'(cos1- O +isin1- 6).

Portanto, a igualdade[2.T|vale para n = 1. Suponhamos que o resultado seja vélido para

um determinado n € IN, temos

7" = z.7" = |z|(cos O + isin O) - |z|"(cos nO + i sin nO)

= |z (cos O + isin 0) - (cos n6 + isin no)
= |z|""cos O - cos nO — sin O - sin nO + i(sin O - cos nO + cos O - sinn6)]
= |z]""cos(6 + nb) + isin(6 + no)]
= |z|""cos(n + 1)0 + isin(n + 1)0].
Assim, por indugao, z" = |z|"(cos n0 + isinn0) é valida para todon € N. Ocason =0¢é

trivial. Consideremos o caso em que n < 0. Seja entdo n = —m, com m € IN. Para 0 € R

temos

(cos O +isinO) - (cos O + isinf) = |cos O +isinO)* = 1

Segue entdo que
(cos O +isinO)™! = cos O —isin O = cos(—0) + i sin(—6)

. Portanto, como [2.1] vale para todo natural 1, segue que

Z" z7" = [|zl(cos O + isin 0)] ™" = |z| " [cos(mO) + i sin(m0)] "

|z|"[cos(—mB) + isin(—mO)] = |z|"(cos nO + isin n0).

A igualdade2.1/é conhecida como a primeira férmula de de Moivre.
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Coroldrio 2.2.1. Sez = |z|(cosa + isina) e w = |w|(cos f + i sin ) sdo complexos nio nulos
quaisquer, entio

— ) - [cos(a — B) + isin(a — B)].

7w = fllcos(a+ f) +isin@ +p) ¢ == 2

Em particular, temos que arg(zw) = a + p = arg(z) + arg(w) e arg(z/w) = a—-p =
arg(z) — arg(w).

Demonstracdo. Para zw temos

zw = |[z|(cosa +isina) - |w|(cosf + isinp)

|z|lw|(cos a + isin ) - (cos f + isin f)

|zw|[cos(a + ) + isin(a + )]

Da mesma forma, para > temos

% zw™! = |z|(cosa + isina) - le_l[cos(—ﬁ) + isin(—p)]
lzllw| ™ (cos & + i sin @) - [cos(—p) + isin(—p)]
lzll[cos(a - p) +isin(a - p)]

|w

O

Coroldrio 2.2.2. Seja o um real dado e z € C \ {0}. Se v é o vetor de origem 0 e extremidade
z, entdo o ponto do plano complexo que representa (cos 0 + isin 0) - z é a extremidade do vetor
obtido mediante a rotagdo trigonométrica de v pelo dngulo a.

Demonstragio. Sendo z = |z|(cos 0 + isin 0), segue entdo que

z-(cosa+isina) = |z|(cosBO +isinB) - (cosa + isina)

|z|][cos(O + a) + isin(6 + )]

Ora, esse ultimo complexo é exatamente a extremidade do vetor obtido pela rotagao de

v do angulo a no sentido anti-hordério. |

E interessante notar que multiplicar um vetor no plano complexo por i é equivalente
a rotacioné-lo de um angulo de 7.

Entendemos por uma raiz n-ésima do ntimero complexo ndo nulo z um complexo
w tais que w" = z, onde n € IN. Diferente do que ocorre com os niimeros reais, cada
nimero complexo z, com z # 0, tem exatamente n raizes n-ésimas, as quais serdo
denotadas de modo genérico por {/z. A férmula a seguir é conhecida como a segunda

formula de de Moivre, e nos ensina a calcular as raizes n-ésimas da unidade.
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Im

z-(cosa +isina) v

Re

Figura 4 — interpretagdo geométrica da multiplicacdo

Proposic¢do 2.2.2. Se z = |z|(cos O + i sin 0) é um complexo nio nulo e n é um inteiro positivo
qualquer, entdo hd exatamente n valores complexos distintos para a raiz n-ésima de z e, tais

valores sdo dados por

VA=

cos (6-%112101) + isin (9—:12](71”’ 0<k<mnkelN. (2.2)

onde \/|z| é a raiz real de |z|.
Demonstracdo. Se w = r(cos a + isin a), entdo

w'=z & [r(cosa+isina)]" = |z|(cos O + isin O)
& 1"[cos(na) + isin(na)] = |z|(cos 6 + isin O)
S "=zl e na=0+2kn, dkeZ

As duas ultimas igualdades ocorrem se, e somente se, r = Y|zl e a = ﬁﬂ, para

algum k € Z. Assim, havera tantas raizes n-ésimas de z quantos forem os ntimeros

cos(H21) 4 jsin( %271 distintos. Agora, notemos que

<6+2kn> - <9+2kn) (6+2(k+n)n) . <9+2(k+n)n>
COSs T +i1sm|{—)=cos| ————— | +i1sm| ——

n n n

<6+2kn> .. <9+2kn) (9+Zln) . <9+217'(>
cos| — | +ism| —— | # cos + 1s1n
n n n n

para 0 < k <[ < n, portanto, basta considerarmos os inteiro k tais que 0 < k < n. O

E sempre importante observar que, nem sempre a férmula se constitui na melhor
maneira de se calcular a raiz de um determinado indice de um nimero complexo;
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isso porque nem sempre a forma trigonométrica de um niimero complexo é ttil para
célculos, basta notar alguns casos em que os arcos ndo sao notaveis por exemplo.
Dizemos que o nimero complexo w é uma raiz da unidade se existir um natural
n tal que " = 1. Neste caso, w é denominado uma raiz n-ésima da unidade. Sendo
1 = cos0 + isin 0, pela segunda férmuula de de Moivre temos precisamente 1 raizes

n-ésimas da unidade , que sdo dadas por

wk:cos(zﬁn)+isin<2:c1n);0§k<n,kez. (2.3)

Facamos w = w; = cos (27”) +isin (27”) Assim, da primeira férmula de de Moivre e de

(1.3) segue que os niimeros complexos
1,w,.. 0" (2.4)
sdo as raizes n-ésimas da unidade.

Proposicdo 2.2.3. Paraz € C\ {0, 1}, temos

_ z"—1
l+z+22+... 42" =22,

Demonstragio. Seja w = 1+ z + z* + ... + "', multiplicando ambos os membros da

igualdade por z obtemos, zw = z + z2 + 2° + ... + 2. Segue entdo que

zw-—w = @E+22+2+. .+ -1 +z+22+.. . +2"H)=2"-1
= wiEz-1)=z"-1
zZ" =1
z—-1

— w =
O

Notemos que, se w # 1 é uma raiz n-ésima da unidade, entdo »" = 1, de modo que
l+w+w*+...+0" ' =0. (2.5)

O resultado a seguir nos d4 uma interpretacdo geométrica para as raizes n-ésimas

da unidade de um complexo ndo nulo.

Proposicdo 2.2.4. Se z é um niimero complexo nio nulo e n > 2 é um niimero natural, entdo
as raizes n-ésimas de z sdo os vértices de um n-dgono regular centrado na origem do plano
complexo.

Demonstragdo. Seja 6 um argumento de z, da segunda férmula de de Moivre temos que

as raizes n-ésimas de z sdo os complexos zy, z1, . . ., z,—1 tais que

Zk = \/E CcoSs (9 +n2kn> +isin (6 +n2kn>} ,
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para0 <k <n.
Agora, notemos que para todo a € R, temos

|cosa +isinal = 1.

Assim, segue que

izl = V2l -

0 + 2km .. (O0+2kn .
cos| — | +isin| —— || = V/|z],
n n

portanto, todos os pontos zj estdo sobre o circulo de centro 0 e raio {/z] no plano
complexo. Pelo corolario temos que

Figura 5 — raizes sextas da unidade

Zks1 <6+2(k+1)n 6+2kn) .. (6+2(k+1)n 6+2k7z)
COS — + 1SINn -
Zk n n n n

() o ()
= Ccos|— ) +isin| —
n n

para0 < k < n. Assim, sendo v, o vetor de origem 0 e extremidade z;, segue do corolario
que o angulo entre vy e vy41, no sentido anti-horario e medido em radianos , &,
para 0 < k <n,igual a .

Portanto, desses dois fatos segue a proposigao. 0

Da proposicado anterior, segue de imediato o seguinte corolario.

Coroldrio 2.2.3. As raizes n-ésimas da unidade se dispoem, no plano complexo, como os vértices
do poligono reqular de n lados, inscrito no circulo de raio 1 centrado na origem e tendo o niimero
1 como um de seus vértices.

Na figuratemos @ = cos 2 +isin 2 = 133,
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3 TRANSFORMACOES

Neste capitulo, analisaremos certas fung¢des particulares de uma variavel complexa,
as transformacdes de Mobius, que possuem propriedades geométricas, algébricas e
aritméticas muito ricas. Vamos desenvolver aqui alguns aspectos geométricos dessas

transfromacoes.

3.1 Transfromacgdes elementares em C

As fun¢des complexas de varidvel complexa, também chamadas de transformagdes
do plano complexo, sdo de grande importancia, tanto tedrica, quanto as aplicagdes.
Diversos problemas praticos da Fisica e da Engenharia envolvem estudar o comporta-
mento de certos fendmenos em alguma regido do plano que devem satisfazer condicdes
especiais na fronteira dessa regido.

Para fixarmos o conceito, uma fungdo complexa de varidvel complexa é uma fungao
f:S— C, onde S é um subconjunto de C.

Nesta secdo, estudaremos cinco tranformagdes com propriedades importantes: as
translagdes, as homotetias (multiplicagdo por um ntmero real r > 0), as rotag¢des, a

multiplicacdo por um niimero complexo a # 0 e a iversao.

Definicao 3.1.1 (Translagdes). Fixado um € C. Definimos a translagdo por p como sendo
a transformagdo Ty(z) = z + p.

Im

Ts(z)

Fhmmmm e Y
IS]
sl
®

Figura 6 — translagdo por f8

O dominio T} é claramente C. Notemos que para qualquer complexo w, existe um
tnico complexo z tal que w = Ty(z) = z + 8, a saber, z = w — f. Logo, concluimos que T§

¢ uma bijecdo de C e sua inversa é T_g.
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Escrevendo z = x + yi, f = a + bi e Ty(z) = u + vi, temos, pela igualdade de niimeos

complexos, que
u+vi=z+p=x+a)+(y+b)i & u=x+aev=y+bo.

Assim, em coordenadas do plano complexo, a transformada por Ty de cada ponto
(x, y) de cada ponto do plano é a sua translacdo de (a, b).

Definicao 3.1.2 (Homotetia). Seja r um real positivo. Definimos a homotetia com fator r
como sendo a transformagdo de C dada por H,(z) = rz.

O dominio de H, é claramente C. Agora, notemos que para qualquer complexo w,
existe um tinico complexo z tal que w = rz a saber, z = %w Logo, concluimos que H, é
uma bijecdo de C e sua inversa € H,.

Sendo |H,(z)| = |rz| = r|z| e arg(H,(z)) = arg(rz) = arg(z), temos que a transfromagao
H, é uma contracdo de |z|, quando 0 < r < 1, e uma dilatac¢do de |z|, quando r > 1,

sempre mantendo fixo o argumento de z.

Im

Hy(z) =2z

1
Hé(z)zéz

Figura 7 — homotetias de fatores 2 e 7.

Definicao 3.1.3 (Rotagdo). Seja 6 € R. Definimos a rotacdo de 0 radianos como sendo a
transformacgio Ry(z) = (cos O + isin 0)z.

O dominio de Ry é claramente C. Agora, notemos que para qualquer complexo w,
existe um tnico complexo z tal que w = Ry(z) a saber, z = (cos(—0) + i sin(—-0))w. Logo,
concluimos que Ry é uma bijecdo de C e sua inversa é a rotagdo R_g.

Como |Rp(2)| = Iz| e arg(Rp(z)) = 0 + arg(z), a transformagdo de z por Ry é efetiva-
mente uma rotacdo, em torno da origem no plano complexo, de 0 radianos do ponto z.
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Im
Ra(z)

Figura 8 — rotac¢do de 0 radianos.

Definicao 3.1.4 (Multiplicacdo por complexo ndo nulo). Seja a € C um complexo nio

nulo. Definimos a multiplica¢do por o como sendo a transformagio H,(z) = az.

O dominio de H, é claramente C. A transformacdo H, é bijetiva e a sua inversa é
Hi.

Escrevendo a = r(cos 0 + isin@), comr, 0 € R e r > 0, na forma polar, podemos

R

interpretar a transformagdo H, como sendo a composi¢do da homotetia H, com fator

multiplicativo 7, e da rotagdo Ry de 0 radianos,
H,(z) = r(cos O + isin 0) = rRe(z) = H,(Ry(2)), ¥ z € C.

Como a multiplicagdo de nimeros complexos é comutativa, as fun¢des homotetia

H, e rotagdo Ry comutam, o que nos permite escrever
Ha :HrORQ :RQOHr.

Definicao 3.1.5 (Inversdo). Seja z um niimero complexo ndo nulo. Definimos a inversdo

como sendo a transformagdo dada por J(z) = p

O dominio de ] é C\ {0}; ] é claramente um bijecdo de C \ {0} em C\ {0} e sua inversa
é a prépria transformacéo J.
Podemos decompor a inversdo como a composta de duas transformagdes que in-

troduziremos a seguir.

Defini¢ao 3.1.6 (Conjugacao). A transformagio C definida pela expressio C(z) = z é chamada

de conjugagdo.

E evidente que C é um bijecdo de C em C, cuja inversa é a propria C. Geometrica-
mente, C transforma cada ponto z na sua reflexdo com relagdo ao eixo real.
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Definicdo 3.1.7 (Inversdo em relacdo ao circulo unitério). Seja dado z = |z|(cos 0 +isin 0).

A transformagdo inversdo em relagdo ao circulo unitdrio é definida como sendo

z 1
I = —— = —
@ ==

Notemos que esta transformacdo leva z no niimero complexo com mesmo argu-

(cos O + isin 0).

mento e com moédulo igual a I%I Logo, I(z) esta situado na reta que passa pela origem e

por z.

I(z)

Figura 9 — inversdo em relagdo ao circulo unitario.

Vale notar que um ndmero complexo ndo nulo situado no interior do circulo unitério
é transformado por I em um ndmero complexo no exterior do circulo, colinear com z e
0, e vice-versa. Um ponto do circulo unitdrio é transformado nele préprio.

Agora, voltando a inversao |, temos que
@ =1="=Z-Ta
z z-z |z]
Assim, a transformacéo | pode ser interpretada como a composigdo da inversdo I em
relacdo ao circulo unitdrio com a conjugacgéo C.

E 6bvio que as translacdes, homotetias, rotagdes, multiplicacao por & # 0 e conjugacéo
transformam retas em retas e circulos em circulos. Vamos analisar o que a transformacao
J faz com circulos e retas. Denotemos por z a coordenada complexa no dominio de
J e por w a coordenada no seu contradominio. Veremos no préximo capitulo que a

equacao (veja a equacao4.15) de um circulo serd dada por
AzZ+Bz—-Bz+C=0, (1)

com A, Cimagindrios puros. Seja dado o circulo, no sentido amplo (reta, circulo, circulo

degenerado ou circulo imagindrio). Dividindo a equacéo (1) por z - z # 0, obtemos

A+BZ B sct —o
y4 Z -

Z-Z zZ- z
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J(z)

Figura 10 — inversao.

1
Z .

NI =

o 1 _ _
Efetuando as substituicoes L= w,—=we = w - W, obtemos

N

Aww+Bw-Bw+C =0, (2

ondeA’=C, B =-Be(C =A, que é a equagdo de um circulo no sentido amplo.

3.2 Transformag¢des de Mobius

Nesta se¢do estudaremos um classe especial de fun¢des complexas de varidvel
complexa, as chamadas transformac¢des de Mobius, que tém muitas propriedades

geométricas.

Defini¢ao 3.2.1. Um transformagio de Mobius é um fungdo racional da forma
fiz)=——, a,b,c,deCead—bc+0.

E vélido notar que as transformagdes vistas na se¢do anterior sdo casos particulares
de transformagdes de Mobius. Agora, note que se multiplicarmos a, b, ¢, d por um

ndmero complexo ndo nulo A, obtemos

Aaz+Ab _az+Db
Acz+Ad  cz+d

Portanto, as transformacdes de Mdbius sdo iguais.

Agora, vejamos o significado da condic¢do ad — bc # 0, na definigdo De inicio,
esta ondigdo garante queo dominio D(f) de f ndo é vazio. De fato, D(f) = 0's, e
somente se, cz +d = 0, par todo z complexo,o que equivale a c = d = 0, o0 que implicaria
ad — bc = 0.
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Por outro lado, sejam z’, z”” € D(f). E facil verificar que f(z') = f(z”) se e somente se
(ad — bc)z’ = (ad — bc)z”, o que nos faz concluir que f € injetora no seu dominio, quando
ad — bc # 0. Em particular, f ndo é constante.

Agora, fagamos uma anélise da imagem de f. Para tanto, dividamos esta anélise

em dois casos: ¢ = 0 e c # 0. Para o primeiro, temos quea #0, d # 0 e

f(Z):aZ;'b:aZ'i‘ﬁ, Ondea:giOe‘B:

(3.1)

QU

Dai, é imediato ver que D(f) = C e f é sobrejetora.

Para o caso em que ¢ # 0, temos que D(f) = C \ {-%}. Por outro lado, a equagao
f(z) = A, quando z € D(f), é equivalente a equagdo (a — Ac)z = Ad — b, que s6 admite
solugdo quando A = 2. Portanto, o conjunto imagem de f € C \ {Z}.

Quando compomos transformag¢des de Mobius ha pontos do plano complexo que
sdo problematicos por ndo estarem no dominio ou na imagem de algumas delas. Para
Ndo Nos preocuparmos com esses pontos excepcionais, vamos ampliar o dominio das
transformagdes de Mobius. Para isto, consideramos o plano complexo completado,
denotado por C., como a unido do plano complexo € com um ponto virtual que ndo

estd em C e que serd denotado por co. Assim,

Co = C U {oo}.

z+b

a
A transf do de Mobi = o4
ransformagdo de Mobius f(z) 2 td

,comad —bc # 0 e c # 0, serd agora uma
transformacao definida em C.,, pondo

/()=

Podemos definir f(co) da seguinte maneira: o ponto w = ¢ que ndo era imagem de

nenhum ponto de C por f, serd considerado com f(c0); ou seja,

a
f(oo):E-

Assim, f passa a ser um bijecdo de C, em C..

No caso em que ¢ = 0, temos que f é da forma f(z) = az + §, com a # 0, que é um
bijecdo de C em C. Portanto, definindo f(c0) = oo, temos, neste caso, também que f é
um bijecao de C,, em C..

Estas defini¢des podem ser justificadas com o processo de limite, como segue.
Sec#0,

(z) = = Z E, uando |z| — co.
d ¢ 4

Sec # 0, neste caso,a #0 e

f(z)=az+p — oo, quando |z| — oo.
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Daqui por diante, uma transformagdo de Md&bius serd um bijecdo f : Coo — Co
definida por

com ad-—bc+#0,

onde
{ f(eo) =12 e f(—%):oo, se ¢#0
f(0) =00, se c=0.
Para as transformacdes de Mobius estudadas na secdo anterior, temos Ty(c0) =
00; Hy(00) = 00; J(0) = co e J(c0) = 0.
Assim, podemos agora compor transformacgoes de Mdbius sem termos de nos pre-

ocupar com os pontos onde elas ndo estavam anteriormente definidas.

Teorema 3.2.1. Toda transformagdo de Mobius é obtida por composigdo de translacdes, multiplicagio
por niimeros complexos e a inversio.

Demonstragio. Observemos a equagao No caso em ¢ = 0, quando f(z) = az + §,
ondea =% epf =1 temos que
f = T‘B 9 Ha.

Por outro lado, se ¢ # 0, podemos escrever

a b a dy _a,d_ b bc—ad
f(z)_cz+c_c(z+c> c c+c_g+ c2 (32)
- d d - da- :
z+4 z+4 c z+!¢
Portanto, definindo a = =5, 1y = 9 e 8 = ¢ temos que

f=TgoHyo]oT,.

Corolario 3.2.1. Toda transformagio de Mobius é invertivel.

Demonstragio. De fato, pelo teorema toda transformacdo de Mobius é composigdo
de transformacgdes elementares, que sdo transformagdes invertiveis. O

No caso ¢ = 0, pela equagdo f pode ser reescrita na forma f(z) = az + , com
a # 0. Para cada w € C, escrevendo w = az + 8, temos w — B = az, logo z = a”(w — B).
Portanto, a inversa de f é a transformacdo de Mobius

lo=12-t fieo)=w

o

az+b
No caso ¢ # 0, escrevemos w =
cz+d

,paraz # - podemos resolver a igualdade

obtendo z com funcdo de w:

—dw +b a
z=——"—, Ppara w#* —.
cw—a c
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A fungdo inversa de f é a transformacdo de Mobius dada por

—dz + b’ f—l (E) -0 e f'l(oo) — _i'

cz—a c

f2) =

As transformagdes de Mobius possuem uma propriedade geométrica interessante.

De fato, dado um circulo generalizado em C determinado pela equagdo
Azz+Bz-Bz+C=0, (1)

onde A, Csdo imgindrios puros, para estender essa equagédo a C.,, convencionamos que
oo é solucdo de (1) se, e somente se, A = 0 (notemos que, de certa forma, é natural que
sO as retas possam passar por co. Esta afirmacdo serd melhor explicada mais adiante,
quando faremos a identificagdo de C., com esfera de Riemann).

Assim, com a convencdo acima, definimos entdo que a equagéo (1) é a equacao geral

dos circulos em C..

Proposicao 3.2.1. Toda transformagio de Mobius transforma circulos em Co, em circulos em
Co.

Demonstragio. De fato, sendo toda transformagdo de Mobius uma composicdo de
transformacgdes elementares, e como essas transformacdes possuem tal propriedade,

segue o resultado. |

3.3 Determinacgao das transformacdes de Mobius

Nesta secdo pocuraremos mostrar que a transformacdo de Mobius fica determinada

por seus valores em trés pontos distintos.

Definicao 3.3.1. Um elemento zy € C, é chamado um ponto fixo da transformagio de Mobius
f se, e somente se, f(zo) = zo.

Notemos, por exemplo, que todos os pontos de C,, sdo pontos fixos da transformacao
identidade em C.; 1 e -1 sdo pontos fixos da inversdo | e co é o ponto fixo de f definida
por f(z) =az+B,ondea, feCea #0.

Proposicao 3.3.1. Seja f uma transformagio de Mobius. Entdo, f(co) = oo se, e somente se,
f(z)=az+pB,ondea, e Cea #0.

+b
Demonstragdo. De fato, seja f(z) = z —j uma transformacdo de Mobius tal que ¢ # 0.

Entéo, f(c0) = T4 o0, logo oo ndo é ponto fixo de f. Assim, se f é uma transformacdo
de Mobius e f(o0) = oo, entdoc = 0 e f é da forma f(z) = az+f, ondea, p € Ce
a#0. |

Proposicao 3.3.2. Uma transformagdo de Mobius distinta da identidade tem um ou dois pontos
fixos em Ce.
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b
Demonstragdo. Seja f(z) = %, com ad — bc # 0. Temos que os pontos fixos de f em C

sdo as soludes da equacao
az+b

=z
cz+d
Quando ¢ = 0, temos que o é ponto fixo de f. Qualquer outro ponto fixo deve satisfazer

a equagdo (@ — d)z = —b em C. Ora, mas esta equagdo tem infinitas solu¢des quando
a=deb=0(f =Id); ndo tem solucdo quando a = d e b # 0; tem solugdo tinica quando
a # d, a saber z = 7. Portanto, para o caso em que ¢ = 0 a proposigdo fica provada.
Para o que falta, temos que se ¢ # 0, entdo f(c0) = £, e assim oo ndo éponto fixo de
f. Logo, os pontos fixos de f estdo necessariamente em C. Como, f (—4) = oo, vem que

z = —% ndo ¢ ponto fixo e, portanto, os pontos fixos de f devem satisfazer a equagio
cZ+d-a)z-b=0,

que tem uma ou duas raizes em C. Assim, a proposicdo fica também provada para o

caso em que ¢ # 0. O
Da proposicdo acima é facil concluir o seguinte:
Coroldrio 3.3.1. Uma transformagio de Mobius com mais de dois pontos fixos é a identidade.

Coroldrio 3.3.2. Duas transformacgoes de Mobius que possuem o mesmo valor em trés pontos

distintos em Co, sdo iguais.

Demonstragdo. Sejamzi, z», z3 trés pontos distintos em C,, e sejam f e g duas transformacgdes
de Mobius tais que f(z;) = g(zi), i =1, 2, 3. Logo,

(87" o )z) = g7 (f(z) = &7 (@) =z,
o que implica que a transformagdo de Mdbius ¢! o f tem trés pontos fixos. Entdo, pelo

corolériom temos ¢! o f = Id e, portanto, f = g. m|

Assim, temos que dadas duas ternas de pontos distintos z;, z, z3 e wy, Wy, ws, se

existir uma transformacdo de Mobius f tal que f(z;) = w;, i =1, 2, 3, ela é tinica.

Teorema 3.3.1. Dados dois pares de ternas de pontos distintos z1, zo, z3 € w1, Wi, w3 de C,
existe uma tinica transformagdo de Mobius f, tal que f(z1) = w1, f(z2) = wa e f(z3) = ws.

Demonstragio. Sabemos que se f existe, ela é tinica. Resta entdo provar a existéncia de

f. Sejam z1, z», z3 trés pontos distintos de C.. Definimos g : C., — Co, por

Z1 — Z3 Zy — Z3

g(z) = se zi, Zp, z3€ C
Z1— 2 Zy — Z
Zy — Z

g(z) = se z;=o00 e zp z3€C
Zy — 23
Z1 —Z3

gz = —— se zZp=0 e z,z3€C
Z1—Z
Zy) —Z

g(z) = se zz=o00 e 2z, 2 €C.

Z1—Z
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Temos que g satisfaz g(z1) = o0, g(z2) = 0, g(z3) = 1 e é tinica. Ora, se agora w;y, Wy, W3
sdo trés pontos distintos de Co,, entdo existe uma tnica transfomagao / de Mdbius tal
que h(w;) = oo, h(w,) = 0, h(w;) = 1. Entdo, a transformagdo de Mobius f = h™lo g é
tal que f(z;) = (™" 0 §)(z;) = h™'(8(z) = wi:. O

Definicao 3.3.2. Dados z1, zp, z3, za quatro pontos distintos de Ce, definimos a razdo

cruzada de z1, zp, z3, Zs4, cOMo sendo

(z1, 22, 23, 24) = (z)—(zl_z?’) <zz—23)
1, 22; 23, Z24) = §\24) = o % — 22 ’

com a mesma interpretagdo dada no teorema quando algum dos z; é igual a co.

A razdo cruzada é um invariante para as transformagdes de Mdbius conforme diz a

proxima proposicao.

Proposicdo 3.3.3. Se f é uma transformagio de Mobius, entio
(f(z1), f(z2); f(z3), f(z4)) = (21, 22; 23, 24),

para quaisquer quatro pontos distintos z1, z,, z3, z4 de Ce.

Demonstragio. Seja g a transformagdo de Mobius tal que g(z1) = oo, g(z2) =0, g(z3) = 1.
Entdo, go f~'leva f(z1), f(z2), f(z3) em oo, 0, 1. Pela definigdo de razdo cruzada,

(g0 fN(f(z)
8(z4)

= (21, 225 23, Za).

(f(z1), f(z2); f(z3), f(z4))

O

Pela proposigdo anterior, a inica transformagdo de Mobius f que leva os trés pontos

distintos z1, z», z3 nos trés pontos distintos wy, w,, w; satisfaz

(w1, wy; ws, f(Z)) = (21, 20, 23, 2), (3.3)

para todo z € C,, diferente de z;, z», zs.
A equagdo 3.3|fornece o método pratico para a determiacdo explicita de f(z).
Olhemos o caso especialem que z;, z5, z3 € Cew; = f(z1), W, = f(z2), w3 = f(z3) € C.
Nesse caso, fazendo w = f(z), a equagdo|3.3|é

w1 — W3 Wy —ws\ (Z1—Z3 Zy — Z3
W — W Wy — W Z1—2Z z—z )’
podemos entdo resolver a igualdade acima para obter w como funcdo de z, isto &,

w = f(2).
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Exemplo 3.3.1. Determine a transformacdo de Mobius f que leva os pontos z; = 1, z, =

i, zz=—-lemw; =1, wy, =1, w3 = —i.

Como (w1, wy; ws, f(2)) = (21, z2; 23, 2), fazendo w = f(z), temos

(o) (2m2)-(22)/(222).

Substituindo pelos valores dados, temos

() /(2) - (522) / (22)

=
1+i i—-w 2 i—2z —
1l-w 2 1-z i+1
1-1 i—-w i—z
- —(1=1)-
7 1o AT, =
il-z)—w(l-2)=2(-2)-2w(i—-z)
w_i—22+iz
C2i—z-1"
ooy
Portanto, f(z) = %

Exemplo 3.3.2. Determine a transformagio de Mobius f que leva os pontos zy = 0, zp =
1, zz=00emw; =1, wp, =00, w3 =0.

Como (wy, wy; ws, f(z)) = (z1, z2; 23, z), fazendo w = f(z), temos

w1 — W3 Zy) —Z

wi—-w  z1—-z

Substituindo os valores dados e fazendo as operagdes necessarias obtemos

fl) =1

Z —_
3.4 A esferade Riemann

Nesta secdo, procuraremos estabelecer o modelo geométrico para o plano complexo

completado C., 0 que tornard mais claro algumas convegdes que fizemos até aqui.

Defini¢do 3.4.1. A esfera unitdiria S*, de centro (0, 0, 0) e raio 1, é o subconjunto do R®
definido por
SP={x, y,2) eR} P +y*+2*=1}.

Seja N = (0, 0, 1) o polo norte de S? e identifiquemos cada x + yi do plano complexo
C com o ponto (x, y, 0) € R? do plano em R? de equacdo z = 0. Vale notar que a variavel

z aqui assume apenas valores reais representando a terceira coordenada de um ponto
de R®.



35

/3
—

Figura 11 — esfera unitéria e o plano complexo.

Notemos que o plano 7, de equagdo z = 0, divide a esfera unitdria em duas partes
iguais, o hemisfério norte (z > 0) que contém o polo norte e o hemisfério sul (z < 0).
Sejav € 52\ {N}. Entdo, N e v determinam uma reta / em R, que intersecta o plano

7 em um Unico ponto (a,, b, 0).

Definicdo 3.4.2. A projecdo estereogrdfica P : S* \ (N} — C é a funcdo definida por
P(v) = a, + b,i.
Determinemos entdo a expressao de P. Para tanto, tomemos o vetor v — N como o

vetor diretor da reta / que passa por N. Supondo v = (x, y, z). Temos que Q € [ se, e

somente se,

Q = N+tv-N)
0,0, 1)+tx, y, z—1)
(tx, ty, 1+tz~-1)), ondete€R.

Logo,
Qelnn & 1+tz-1)=0
1
t=——
— 1>
_ X Y
- Q_(l—z'l—z’o)
Portanto,
P(v) = P(x z):i+ Y i
Y 1-z 1-2z~

paratodov = (x, y, z) € $*\ {N}.
Enunciemos agora uma propriedade da projecdo estereogréfica P.
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Lema 3.4.1. A fungdo P : §* \ {N} — C é uma bijegdo.

Demonstragio. Para provarmos a bijetividade de P vamos exibir a sua fungdo inversa
P

Sejaw = w’ +w"i € Ctal quew = P(v),ondev = (x, y, 2), ¥’ +y*+z2=lez # 1.
logo,

+ P e— w = e w' = y_. (3.4)

’ 17
w+w'i=
-z 1-z 1-2z 1-z

E possivel resolver as igualdades a direita em em virtude das condigdes sobre
coordenadas de v, notando que

2 2

x Yy

2
lwl~+1 = -2 + -2 +1
¥ H+yP+(1-2z+2%)
(1-2)?
_2-2z 2

1-22 1-z

Logo, 1 -z = i isto nos dd z = wf =1 e, com as igualdades de obtemos
’ lwl? + 1 w2 +1
2w’ 2w”
. Portanto,

TR +1 %Y T wp el

_ 2w’ 2w’ |wf - 1) .
P l(w) = , d =w +w"i. 3.5
(@) <WP+1’WP+1’WP+1 onde w=w Twi (3:5)

O

Notemos que, quando v se aproxima de N = (0, 0, 1), temos que z — 1 e |w| =
|P(v)| — o0. Entdo, é natural definir P(N) = oo, estendendo P a toda esfera S? e obtendo
uma bijegdo P : $> — C.. Tal funcdo permite identificar C., com a esfera unitaria. o
plano complexo completado, C.,, é também conhecido como a esfera de Riemann.

A projecdo estereografica uma propriedade geométrica notdvel: transforma um
circulo em S? que ndo passa por N em um circulo em C e transforma um circulo em S$?
que passa por N em uma reta em C unida com {co}.

De fato, um circulo em S? é a interse¢do de S* com um plano de R? que corta S* e
ndo lhe é tangente. Caracterizemos tais planos. Da Geometria Analitica temos que a
distancia entre um plano Il de equagdo ax+by+cz+d =0,onden = (a, b, c) # (0, 0, 0),
a origem O de R® é dada por

d|
Va2 + 0% + 2

Portanto, IT corta a esfera S? se,e somente se, d(O, II) < 1, sendo-lhe tangente se,
somente se, d(O, IT) = 1.

(0, TI) =
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Vejamos como a projecdo estereografica projeta os pontos do plano IT com equacdo
ax+by+cz+d = 0em C,. Usando a férmula de fungdo inversa da projecao estereogréfica
obtida em 3.5, segue que o ponto w = w’ +w"i, projecdo de (x, y, z) € I, no plano deve
satisfazer a equacdo

’

2w 2w lwf> — 1

+ + +d=0.
Yol 1 T w1 T e+ 1

Agora, escrevendo esta equagdo nas coordenadas w e W, obtemos

aw+w W — fw C|w|2—1+d_0
w2 +1  “lwP+1 |[wP+1 e
De onde obtemos
Aww+Bw+Bw+C =0, (3.6)

onde A’ =c+d, C"=d—c€R, B'=a - bi. Multiplicado por i a equagao 3.6/ temos
Aww +Bw—-Bw+ C =0, (3.7)

onde A, D sdo imagindrios puros e B = —B. Portanto,a equagéo 3.7/¢é a equagdo de um
circulo generalizado em C.,. Analisemos agora, a natureza deste circulo em funcao de
a, b, ced.

O circulo é uma reta se, e somente se, A’ = (c + d) = 0. Isto equivale a condigdo

do plano ax + by + cz + d = 0 passar pelo polo norte N = (0 0, 1).

e O circulo é um circulo real se e somente se, |B'|> — A’D’ = a*> + b* + > —d*> > 0.
Esta dltima condigdo é equivalente a condicdo d(, IT) < 1. Ou seja, que o plano I1

intersecta a esfera S?, sem tangencia-la.

e Ocirculo é um circulo degenerado se e somente se, |B'[*—~A’D’ = a*+b*+c*—d* = 0.
Esta dltima condigdo é equivalente a condicdo d(, IT) = 1. Ou seja, que o plano I1

tangencia a esfera S°.

e O circulo é um circulo imagindrio se e somente se, [B'[*—A’D’ = a* +b*+c*—d* < 0.
Esta tltima condicdo é equivalente a condigdo d(, IT) > 1. Ou seja, que o plano I1

nio corta a esfera S2.
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4 APLICACOES NA GEOMETRIA

Os ntimeros complexos se mostram particularmente eficazes para certos tipos de
problemas da geometria plana que podem ser resolvidos por métodos elementares. O
objetivo deste capitulo é discutir sobre esses problemas usando as ferramentas coleci-

onadas no capitulo anterior.

4.1 Tridngulos

Iniciaremos nossa discussédo a partir do conceito de semelhanca de dois tridngulos
em termos de ntiimeros complexos. Dizemos que um tridngulo é orientado se a ordem
dos seus vértices é especificada. Essa orientagdo é dita positiva se seu sentido é anti-
hordrio e negativa se for horario. Dois tridngulos Az;z,z3 e Aw,w,ws; possuem a mesma
orientagdo se ambos possuem sentido positivo ounegativo. Caso eles possuam sentidos
contrdarios, dizemos que eles possuem orienta¢do oposta.

Dois triangulos Az1z,z3 e Awyw,ws sdo semelhantes se, e somente se, 0 angulo em

zx for igual ao angulo em wy, k € {1,2, 3} e escrevemos
A212223 ~ Aw1w2w3
caso eles possuam mesma orientagdo. Se eles possuem orientagdo oposta escrevemos
AZ12223 ~OP AZU1ZU2ZU3.

Dados trés pontos distintos z1, 2, z3 € C, dizemos que

Z3 — 21
arg (z—> = arg(zz — z1) — arg(z, — z1)
2721

2 A . —> —_—> . . L, . . .
é o0 angulo orientado do vetor z;z; para z;z3 no sentido anti-hordrio (veja figura .
Observacao: Chamaremos o ntimero complexo

3 — 27

Z3, 27, Z1) =
(3/ 27 1) 7 — 21

~ N A —> —>
de razao dos trés pontos z3, z», z;. Portanto, o angulo entre os vetores z1z; e z1z3 tem

argumento igual a razao (z3, zo; z1).

s = ” .. - . Z3 — 21
Proposicao 4.1.1. Trés pontos distintos z1,z,,z3 € C sdo colineares se, e somente se, ——— €
Z — 21
R

- - . - N —_— —>
Demonstragdo. Se z1, 2y, z3 sdo colineares, entdo o dngulo entre z;z; e z1z3 € 0 ou 7. Segue

Z3 — 21 Zy — 21
arg| —— ) =0 ou arg|—— ) =1,
22— 21 23 — 21

entdo que
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z3 Z2

Z2 %3

Figura 12 — angulo orientado

. 23 —Z1 .
o que equivale a —— € IR, pois
2 —Z1
Z3 — 21 Z3 — 21 .. Z3— 21
= (cos0+isin0) = |——| € R
Z — 21 Z)— 21 Z — 241
ou
Z3 — 21 Z3 — 21 .. 23— 21
= (cosmt+isinm) = —|——| € R.
22— 71 22— 21 22— 21

. 23— 21 . 23 — 21
Reciprocamente, se —— € R, entdosin0 =0 & 0 = 0 ou 7, onde 0 = arg () ,

2y — 21 Zp — 21
portanto z1, z, z3 € C sdo colineares. O
. o~ . . . 23— Z7
Proposi¢do 4.1.2. Dados trés pontos distintos z1,z2,z3 € C, entdo —— € R
Zy —Z1
23— 21 _ Z3 — 2771
Zy — 21 Zyr — 21 '
~ 23— 11 ~
Demonstracdo. Se —— € R, entdo temos
Zy —Z1
Z3—21 _ (23— Z1 _23—21_23—21
Zy — 21 Zr —Z1 Zy — 21 ZZ—Z.
) Z—21 _ Z3—Z1 . Z3—2Z1 Z3 — 21 Z3 — 21 .
Reciprocamente, se = ———, entdo = ,sendo ——— = a +ip,
Z3—Z21 Z2— 741 2=z 2 — 2 2=z
a,p € R, segue que
a+if=a—-if & 2i=0 < =0
23 — 271
. Portanto, ——— =a € R. O

Z— 2
Com base nas proposig¢des listadas acima, é facil ver que a equagdo de uma reta, no

plano complexo, que passa por dois pontos distintos z; e z, é dada por

Z—Z1 Z—Z

- ) 41
Zy) — 21 Zr — 21 ( )
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que é equivalente a
(22 —21)Z — (22 — Z1)Z = Z122 — Z12>. (4.2)

E interessante observar que no caso particular em que |z1| = |z;| = 1 a equagado pode

ser escrita como
Z+ 21202 = Z1 + 2o. (4.3)
De podemos escrever a equagdo de uma reta como
Bz-Bz+C=0,

onde B=2%,-%, B=2—2;, C =22, — 212 e como C = —C, temos que C é um
imaginario puro.
Agora, é interessante observar que a equacdo 4.1/é equivalente a

z z 1

Z1 Z1 1|=0.

Zy Zp 1

De fato, pelas propriedades de determinantes, temos

z z 1 z—z1 z—z1 O
z1 z1 11=0 = Z1 Z1 1]=0.
Zr 2Zp 1 Zp—21 Zp— 271 0
zZ—Z1 zZ—Z1 zZ—2Z zZ—7
=0 &= = —.
Zp— 21 Zp —Z1 20 —21 22— 21

Assim, a equagdo da reta que passa pelos pontos z; e z, pode ser obtida desenvolvendo

o determinante
z z

1
z1 77 1|=0.
Zo Zp 1

Da equacdo podemos determinar também a equagdo de uma reta paralela a z;z,

—> —> . ~
passando por z3. De fato, se os vetores z,z; e z3z4 sdo paralelos, entdo
Z4 — 23
arg| —— ) =0.
2y — 21

Z4 —Z3
Z— 2

Dai, vem que
€ R.

Logo,
24 — 23 Z4 — Z3

Z—2z1 Zy—Z1
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Portanto, a equagdo da reta paralela a z,z, passando por z3 é dada por

Z—Z3 Z—2Z3

-z ZL-Z
que é equivalente a
(22 — Zl)Z - (22 - zl)Z = (22 - 21)23 - (Zz - 21)23. (44)
No caso particular em que |z1| = |z2| = 1, temos que 4.4 pode ser escrita da seguinte
forma
Z + Z2120Z = Z3 + Z1Z2Z3. (45)
A seguir trataremos da ortogonalidade no plano complexo.

Proposicdo 4.1.3. Sejam z1, z,, z3 trés pontos distintos no plano complexo. Os vetores z?zz e

23— 21 ,. .o,
— e zmagmarzo pMT’O.

—_— - .
Z123 S0 ortogonais se, e somernte se,
2 — 71

~ _—  — ~ A —> — .. Tt
Demonstracdo. Se z1z; L z1z3, entdo temos que o angulo entre z1z, e z1z3 é 1gual a E ou

3n .
a—. Isso equivale a

ar <Z~°>‘Zl>_“ ou ar (23—21>_3ﬂ
& 2y — 21 _2 & 2y — 21 B 27

. L ofs s . Z3—21 . s
e pela forma polar de um nimero complexo, é facil concluir que é imaginario
22 —Z1
puro.
. 23 —21 . e ~ 23— 21
Reciprocamente, se —— éimagindrio puro, entdocos & = 0,onde 0 = arg ( —— |,
2y — 21 2 =7
) . 3n —  — .
dai vem que 0= E ou 7. Portanto os vetores z,z, e z1z3 sdo ortogonais. O
.~ . A .y . 43— 21
Proposicdo 4.1.4. Sejam z1, zy, z3 trés pontos distintos no plano complexo. Entio, —— é
22— 21
imagindrio puro se, e somente se,
Z3 — 21 Z3 — Z1
+ ——=0.
2 —Z1 22— 121
~ Z3—21 . .. -
Demonstragio. Se ——— é imagindrio puro, entdao
22 —Z1
23 —Z1 _ Z3—2Z1\ _  Z3—Z1 _ Z3 — Z1
Zy— 271 Zy — 271 Zy — 21 Z3—21
que é equivalente a
Z3 — 21 Z3 — 271
+——=0.
22 —Z1 Zp— 71
. Z3 — 21 . -
Reciprocamente, sendo —— = a + if5, entdo
Zy —Z1
a+ifp+a—-if=0 & 2a0a=0 < a=0.
23 —Z1 . .
Logo, —— ¢é imagindrio puro. O
22 —Z1
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Proposicdo 4.1.5. A equacdo da reta que passa por z3 e é perpendicular a reta que passa pelos

pontos zy e z, é dada por

zZ—2z Z—7Z
222 o,
Zp—Z1 22— 2
que equivale a
(22 —21)Z + (22 — Z1)z = 23(Z2 — Z1) + Z3(22 — 21). (4.6)

Demonstragio. Seja zzz a reta que passa pelos pontos z e z3 e é perpendicular a z;z,.

d — - S 1 1 - Z—Z3
Sendo zz3 L z1z,, temos que zz3 e 212, sd0 ortogonais, logo, pela proposi¢doj4.1.3 —
2= 21
é imagindrio puro. Entdo, pela proposicao segue que
Z—1Z3 Z—Z3
+——=0,
Z2—21 22721
que é equivalente a
(22 —21)2 + (22 — 1)z = 23(22 — Z1) + Z3(22 — 21).
O

Exemplo 4.1.1. Seja um tridngulo AABC. Consideremos os quadrados (externos ao tridngulo)
ABDE e ACFG sobre os lados AB e AC, respectivamente.

(a) Seja M o ponto médio do lado BC. Mostre que

EGLAM e EG=2AM.

(b) Seja H o pé da perpendicular tragada do vértice A ao lado BC. Mostre que o prolongamento
de AH bissecta EG.

Demonstragio. (a) Representemos A, B, C, E, G pelos complexos a, 8, ¥, u, A respec-

tivamente. Temos o seguinte:

A—a
u—a

i(y—a) =iy —ia
—i(f —a) = —if + ia.

Assim, segue que

i(y + B) — 2ia)
i(y +p—2a)

21'(5—;7/—&).

A=u

De onde vem que,



43

que é imagindrio puro. Logo, EG L AM. Dai, segue entdo que

A—u .
CTE 2 pi e
Py _

2

N—y = 2-’527/—0:

Portanto, EG = 2AM.
(b) Agora, notemos que

A+u—-2a = i(y-p)
A .
2( er‘u—a> = i(y—-p)

A+u
2 % _ L
y=p 2
+
Portanto, sendo > Eo ponto médio de EG, segue que o prolongamento de AH
bissecta EG. O

No caso particular em que |z1| = |z| = 1, temos que [4.6|pode ser reescrita como
Z — Z1Z2Z = Z3 — Z1Z2Z3. (47)

Coroldrio 4.1.1. Se z1, z, sdo dois pontos distintos no plano complexo, a equagio da reta
mediatriz do segmento z1z, é dada por

(22 —21)Z + (Z2 — 21)z = |z)* = |z |* (4.8)

~ - Z1+ 2y . L 1:
Demonstragdo. Fagamos na equacao 23 = 5 que é o ponto médio do segmento

21Z; segue entdo que a mediatriz do segmento z;z, é dada por

Z1+ 2o Z1+ 2>

(22 — zl)i + (Zz — Zl)Z = (22 — 21) +

(22 — z1)

que é equivalente a

(z2 —21)Z + (Z2 — 21)z = |22 — |21
O

A seguir, provaremos um resultado envolvendo semelhanga de tridngulos no plano
complexo.

Proposicao 4.1.6. Aziz,z3 ~ Aww,ws (tridngulos semelhantes com mesma orientagio) se, e
somente se,
Z1 W1 1

Zp — 71 Wy — W1
= = |z wp 1 =0.

Z3 — 71 W3 — W

Z3 ZU31
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Demonstragdo. Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, as propor¢des dos
comprimentos dos dois lados correspondentes forem iguais e, os angulos (correspon-

dentes) entre eles sdo 0os mesmos (incluindo a orientacdo). Ou seja, Az1zpz3 ~ AwWw,w3

e arg 272 1 arg 7&)2 —
23 — 21 w3 — W1 .

E pela forma polar de nimeros complexos é facil concluir que

2y — 21
23 — 21

—

Wy — W1
w3 — W1

2y =21 Wy —un
23 — 21 w;;—wl'

Para o que falta, basta procedermos de maneira analoga ao que foi feito no caso da

reta da equagdo 4.2} assim concluiremos que

z1 w; 1
Zp —Z1 Wy — Wy
= = |z, w, 1|=0.
23 — 71 W3 — Wy

23 ZU31

Im

z2 Wz

23 wsy

Re

Figura 13 — semelhanca entre tridngulos

Corolario 4.1.2. Az12,z3 ~op Awiwows Se, e somente se,
zZ1 W

1
Zp—2Z1 Wy — W _
= — |z, w, 1|=0.
1

23 — 21 W3 — Wy

Z3 Ws
Demonstracdo. A reflexdo em relacdo ao eixo real transforma os pontos wy, w, e w3 em
w1, W, e Ws, respectivamente (veja a figura(l3). Assim, Aw;w,ws ~op Aw,w,ws, portanto

Az1zpz5 ~op Awnw,ws & Az12pz3 ~ Aw,w,ws. E pela proposicdo segue que

_ z1 w1
Zp =21 Wy —uwq

Z3 — 21 W3 — Wy

Zy Wy 1(=0.

Z3 wg,l



45

O

As proposicdes a seguir mostrardo como se obter o circuncentro, o ortocentro e o
baricentro de um tridngulo qualquer no plano complexo.
Observacgdo: A discussdo sobre oincentro de um tridngulo qualquer no plano complexo

serd feita posteriormente, durante a demonstragdo do Teorema de Feuerbach.

Proposi¢ao 4.1.7 (Circuncentro). As mediatrizes dos trés lados de um tridngulo qualquer se

encontram em um tinico ponto, chamado de circuncentro do tridngulo.

Demonstragio. Sejama, 8, y os vértices do tridngulo. Entao, pela equagao[d.8) a equacio

Figura 14 - circuncentro

da mediatriz relativa ao lado aff é dada por
(a@=pz+@-pz=laf - g

Analogamente, obtemos as equag¢des das mediatrizes dolados ya e fy. Assim, podemos

montar o seguinte sistema

(@a=-Pz+@-Pz=laP-1p* (1)
y-—az+GF-mz=lyPF-la? (2
B-7z+B-Mz=1BF - )

Observe que, ao somarmos as equagdes (1) e (2) obtemos a equagdo (3). Da mesma
forma, se somarmos as equagdes (1) e (3) ou (2) e (3), obtemos as equagdes (2) e (1)
respectivamente. Assim, temos que a interse¢do de duas equagdes quaisquer deste
sistema pertence a terceira. Logo, concluimos que as mediatrizes de um tridngulo

qualquer se encontram em um tnico ponto. O
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Determinemos agora o cicuncentro, resolvendo o sistema formado pelas equagdes
(1), (2) e (3). Da equacdo (1), segue que
lal? - 1B — @ - p)z
a—p '

a—

Substituindo na equagéo (2), obtemos

la? — 1B — (@ - B)Z(

y-@)z+ o y—a) =P = laf

¥ —a)a—P)z+ (ol — 1By —a) — @- By — @)z = (IyI* — lal)(a - B)
zZlaB—y)+ By —a) + y(a - Pl =laPB-y) + By — a) + ly(a - p)
, 2 1P B =) TP —a) + yP(a - p)
aB-y)+p(y—a)+y@-p)

Observemos que, dada a simetria do resultado, a equagéo (3) é satisfeita pela relagdo

4.9

(4.9)

Proposicao 4.1.8 (Ortocentro). As trés alturas de um tridngulo qualquer se encontram em
um tinico ponto, chamado de ortocentro do tridngulo.

Demonstragio. Sejam a, B e y os vértices de um tridngulo. A altura relativa ao lado Sy

Figura 15 — ortocentro

pertence a reta de equagao

B=7z+B-yz=aB-p) +aB-7)

pela relagao4.6] Analogamente, podemos obter as retas que contém as alturas relativas

aos vértices f e y. Assim, com as trés equagdes obtidas podemos formar o seguinte
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sistema
B-yz+B-7z=aB-7)+aB-y) 1)
(@-yz+@-y)z=pa-y)+pa-y @
(@a=pz+@-Pz=y@-p)+y@a-p)

Notemos que qualquer uma das trés equagdes é combinagdo linear das outras duas.

Assim, a intersecdo de duas dessas equagdes pertence a terceira delas, ou seja, as trés

alturas de um tridngulo se encontram em um tnico ponto. O

Vamos calcular o ortocentro do tridngulo inscrito no circulo de raio R com centro na
. — 2 = 2 _ 2 . .
origem. Nesse caso, temos |a| = |B| = [y| = R, logoa = &, B = % ey = R7 Substituindo

essas relacOes e isolando z nas equagdes (2) e (3), temos

ay ay P
e
. 2 _rY . 2
Z_R2<aﬁ aﬁ+ ) (5)
De (4) e (5), segue que

gt
)= GRS

—
(B=r\_B -7 ap-ay
= Z<yﬁ) P
— Z:(ﬁ—y)(ﬁ;ww(ﬁ—y)
-y
= z=a+f+y. (4.10)

Proposicao 4.1.9 (Baricentro). As trés medianas de um tridngulo qualquer se encontram em

um tinico ponto, chamado de baricentro.

Demonstragio. Seja um tridngulo de vértices a, e y. De acordo com a equagdo
temos que a reta suporte da mediana relativa ao lado y que passa por a tem equagdo

(a-B3)z- (a-B3T) 2= (B5) - (£52),

segue entao que

Qa-B-yz-QRa-p-y)z=aB+7)-a@B+y). (1)

Analogamente, obtemos as equag¢des das medianas relativas aos lados ay e af, que sdo

dadas, respectivamente, por

@B-a-yz-@B-a-yz=p@+y)-pla+y)
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Figura 16 — baricentro

@y -a-pz-@y-a-Pz=y@+p-ya+p). 3
Notemos que qualquer uma das trés equagdes é combinagdo linear das outras duas.

Logo, a intersecdo de duas dessas equagdes pertence também a outra. Portanto, as trés

medianas se encontram em um tnico ponto. O

Antes de obtermos o baricentro de um tridngulo, determinemos a equagao pa-
ramétrica de uma reta no plano complexo.
Consideremos uma reta que passa pelos pontos z; e z;. Seja z um ponto pertencente
a esta reta, pela proposi¢ao[4.1.1 podemos escrever
zZ—Z
22— 21

=t, ondetelR

De onde segue que
z—1z1 =z — z1),

dai
z=(1-tz1+tz, telR (4.11)

A equacgdo é chamada de equacao paramétrica da reta que passa pelos pontos z;
e zp. De posse da equagdo temos que as equagdes paramétricas das medianas
relativas aos lados py e ay sdo dadas por

z = (1—t)a+t<‘BJ2r7/> 0<t<1

a+y

N
Il

a-np+t(*2) ©=<t<.

. 2
Resolvendo o sistema formado pelas duas equag¢des acima, obtemos t = 3 Portanto,
substituindo esse valor em qualquer uma das duas equagdes acima, temos

7= ‘H?’y 4.12)
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E facil verificar que este ponto também pertence a mediana relativa ao lado af.

E vélido notar que o circuncentro, o ortocentro e o baricentro de um triangulo
qualquer sdo colineares. De fato, sem perda de generalidade, tomando o Az;z;z3 inscrito
num circulo unitdrio centrado na origem, temos que o circuncentro, o ortocentro e o
baricentro sdo dados respectivamente por

Z1+2Zr + Z3

0, Z1+ Zp + Z3, 3

Assim, temos
z1+20+23—0
Z1+2Zr + Z3 0
3

A reta que passa por estes pontos é chamada de Reta de Euler em homenagem ao

e R.

matematico suico Leonhard Euler.
As proximas proposicdes caracterizardo tridngulos equildteros, o que servird de

base para demonstrarmos o teorema de Napoledo.
Proposicdo 4.1.10. O Azyz,z3 é equilitero se, e somente se,

Z1 Zp 1
Zy Z3 1(=0.
Z3 21 1

Demonstragio. Notemos que o tridngulo Az,z,z3 é equilatero se, e somente se, Az1z,z3 ~

Azyz3z;, entdo pela proposigao segue que

Z1 2o 1
Zy Z3 1(=0.

Z3 21 1
O
Agora, ao desenvolvermos o determinante, obtemos
B+ —nz -3 =0 &
22+ 75+ 25 = z12) + 2123 + 2023, (4.13)

0 que é uma outra caracterizagdo para tridngulos equiléteros.

Proposicao 4.1.11. O Azyz,z3 é equildtero se, e somente se,
4w +wtzz=0 ou zy+ @z +wz; =0,

onde w é uma das raizes complexas da unidade (w® = 1).



50

Demonstragido. Lembrando que as raizes complexas da unidade sdo vértices de um

tridngulo equilatero, temos entdo que Az;z,z3 é equilétero se, e somente se,
A212223 ~ Ala)a)z ou Alezzg, ~ Ala)a)z
Segue da proposigao que

Z1 1 1
2 w 1]=0 = z@-*)+2@-1)+z1-w)=0

zz w1
= zi(w - @*) + 2(0* — @) + z3(@® —w) = 0
= zi(l-w)+20*(1-w)-z01-0)(1+w)=0
= 71+ wz + w?zz = 0.
De forma andloga, prova-se o segundo caso. O

Encerramos esta secdo demonstrando um resultado classico da Geometria: o Teo-

rema de Napoledo.

Teorema 4.1.1 (Napoledo). Sobre cada lado de um tridngulo qualquer, desenhe na parte
exterior um tridngulo equildtero. Entdo os baricentros dos trés tridngulos equildteros sdo os

vértices de um quarto tridngulo equildtero.

w2
zZ1
’ Z3
2 4
wy

Figura 17 — Teorema de Napoledo

Demonstragio. Seja Azyzpzz um tridngulo dado e, Aw;z3z,, Azzw,z1, Azpziws os tridngulos
equiléteros construidos exteriormente sobre oslados de Az;z,z3 com a mesma orientacao
que Alww?, onde @* + w + 1 = 0. Pela proposigdo segue que

w + wzz + C()ZZZ = 0,
z3 + wwp, + 0)221 = 0,

Zo» + wz1 + a)zwg = 0.
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Sendo (i, Gy, G5 os baricentros de Awz3zo, Azzw,z1, Azpyziws respectivamente, mostre-

mos que A(; (G5 é equilédtero. De fato,

2

1 ) w
g(ﬂh + Z3 + Zz) + 5(23 + Wy + Z1) + ?(Zz + 2z + ZU3)

(w1 + wzs + C()ZZQ) + (Z3 + ww, + 6()221) + (22 + wz, + C()ZZUg)
3

G +wl + w2C3

=0
Novamente pela proposicdo4.1.11{concluimos que Al (G5 é equilatero. m|

Exemplo 4.1.2. Sejam AABC e AA’B’C’ dois tridngulos equildteros com a mesma orientagdio.
Mostre que os pontos médios dos segmentos AA’, BB’, CC’ sdo vértices de um tridngulo
equildtero.

’

Demonstragio. RepresentemosospontosA, B, C, A’, B’, C' peloscomplexosa, 5, v, o, ', v
respectivamente. Temos entdo que os pontos médios dos segmentos AA’, BB’, CC’ sdo

dados por

a+a B+p v+
27 27 2
Como, por hipétese, os tridngulos AABC e AA’B’C’ sdo equildteros com mesma orientagdo,
vem que
at+pot+y*=0 e o« +pfw+yw=0.

Segue entdo que

ata Pp+p v+ o

i) =
2 2 2
a+po+y® o +Pfw+yw?
+ = 0
2 2
Portanto, temos o resultado. O

Exemplo 4.1.3. Sejam AABC, ADEF, AGHI trés tridngulos equildteros com a mesma orientagao.
Sendo P, Q, R os baricentros dos tridngulos AADG, ABEH, ACFI respectivamente, mostre
que o tridngulo APQR é equildtero.

Demonstragido. Representemos os pontos A, B, C, D, E, F, G, H, I, P, Q, R pelos
complexos uy, up, us, vi, vo, V3, w1, Wy, w3, C1, G, (3 respectivamente. Por hipotese,

temos que
u1+uza)+u3a)2:0, 01+02a)+v3a)2:0 e ZU1+ZU26L)+Z036()2=0.

Assim, segue que

U+ 01+ U Uy + Uy + Wy Us +03+w
Cl + Cz(u + C3C()2 = w + 3 3 3(()2
3 3 3
! + Urw + M3(U2 01 + 0w + 030)2 w1+ W + w3a)2
B 3 3 3

= 0.

Portanto, o tridngulo AC;(,C5 € equilatero. O
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Exemplo 4.1.4. Seja ABCD um paralelogramo qualquer. Consideremos os tridngulos equildteros
AAEB e ABFC externos ao paralelogramo em questdo. Mostre que o tridngulo ADEF é

equildtero.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, tomemos A na origem do plano complexo e
representemos os pontos B, C, D, E, F pelos complexos 8, , 6, A, u respectivamente.
Sendo AAEB e ABFC equilateros, temos

Aw+ B> =0 e y+pw+ uw® =0.

Notemos que y =  + O(interpretacdo geométrica da soma de dois complexos), segue

entdao que

0 = y+pw+ po® + Aw +
= B+ 0+ Pw+ pw’ + Aw + fa’
= 0+ Aw + pa’ + B + fw + fw?
= 0+ Aw + pa® + (1 + w + w?)

= 0+ Aw + pa’.

Logo, o tridngulo ADEF é equilétero. O

4.2 O teorema de Ptolomeu-Euler

Nesta secao demonstraremos outro resultado classico da Geometria, além de intro-

duzir alguns conceitos sobre pontos conciclicos.

Proposicdo 4.2.1. Quatro niimeros complexos z1, z», z3, za, sGo conciclicos (ou colineares) se,

(22—23)/(22—Z4> cR.
Z1 — Z3 Z1 — 24

Demonstragio. Supondo que os pontos estejam sobre um circulo, da geometria euclidi-

e somente se,

ana plana, temos que os quatro pontos zi, 2z, z3, z4 estao sobre um mesmo circulo se,
e somente se, 212/3\22 = .21/2\422, quando 0s pontos z3 e z4 estdo no mesmo semiplano com
relagdo a reta z12;, ou 21232, + 21242, = 7, quando 0s pontos z;3 e z, estdo em semiplanos
opostos em relagéo a reta z12».

Inicialmente, provemos o primeiro caso. Temos que 212322 = Z1Z4Z>, entdo
Zy — Z3 Zy — Z4
arg = arg =
Z1 — 23 Z1 — 24
23 — 23 27 — Z4
arg —arg =0=
Z1 — 23 Z1 — Z4

(52)) (%) ex
Z1 — 23 21 — 24
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2z Z1

Z3 Z3

zy 22

Z2 24

Figura 18 — pontos conciclicos

. 2y —Z3 2y — 24 Zp — 23 Zp =24
Reciprocamente, se | —— —— | € R,seguequearg (| —— |-arg|{ —— | =
Z1 — Z3 Z1 — 24 Z1 — 23 Z1 — 24

krt, onde k € Z. Como z3 e z4 estdo no mesmo semiplano em relagdo a reta z,z,, temos

k =0, ja que os médulos dos argumentos é menor do que 7. Assim, temos
Zy — 23 Zy — Z4g Zy — Z3 Zy — Z4
arg| —— |—arg| —— | =0= arg | —— | =arg | —— | = z12322 = Z12420.
Z1 — 23 Z1 — 24 Z1 — 23 Z1 — 24
Provemos agora o segundo caso. Temos 21232, + 21242, = 7. Segue entdo que
2y — 23 21 — Z4
arg| —— | +arg| —— | =7
21 — 43 2y —Z4
Zp — 23 2y — 24
— arg| —— |—arg| —— | =7
21 — 423 21— 24

arg Zp —Z3 [Zp —Z4 -
21 —Z3) 21 — 24

(22_23>/<22_Z4> cR.
Z1 — Z3 Z1 — Z4

Proposicao 4.2.2. A equagdo do circulo (ou reta) que passa pelos pontos z, z1, z € z3 é dada

zZ—Z Z—Z3 Z—2Z Z—Z3
s A Z ) == = = (4.14)
Zy — Z1 Zy — Z3 Zy — Z1 Zy — Z3

Demonstragido. Como os pontos z, z1, z; e z3 pertencem a um mesmo circulo (reta),

temos pela proposicao que

(=2)/ G2

O

por
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é um numero real, dai segue que

() (E2)-(E2)/(2)

que equivale a

(z = 21)(Z — z3)[(22 — 23)(Z2 — Z1)] = (z — 23)(Z — Z1)[(22 — 21)(Z2 — Z3)].

Agora, podemos reescrever a relacdo acima como
Azz+Bz-Bz+C=0, (4.15)
onde
= (22— z3)(z2 — 1) — (22 — 21)(22 — Z3),
B =7i(z0 — 21)(Z2 — Z3) — Za(22 — 23)(22 — Z1),
C =212z3(22 — 23)(22 — Z1) — 25Z1(22 — 21)(22 — Z3).
E facil verificar que os complexos A e C sdo imagindrios puros. A equagao repre-

senta uma reta se, e somente se, A = 0, ou seja, se

Z3—21 23— 21

Zp—21 Zp—Z1

Teorema 4.2.1 (Ptolomeu-Euler). Para quatro pontos quaisquer A, B, C, D do plano, temos

AB-CD+BC-DA>AC-B

A igualdade é vilida se, e somente se, esses quatro pontos sio conciclicos ( ou colineares) e estdo

em ordem alfabética (sentido hordrio ou anti-hordrio).

Demonstragio. Fagcamos a correspondéncia dos pontos A, B, C, D com os ntmeros

complexos a, B, y e 6 respectivamente. Para estes ntimeros complexos temos que
-B)-(y=0)+(@—=08)--y) = ay—ad—Po+p0+ap—ay—po+y0

(a=p)-B—(a=yp)-0
(a—=y)-(B—0).

Da desigualdade triangular segue que

la—Bl-ly =0l +la—=0ol-IB—yl=la—yl-|B -0l
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Para o que falta, segue do Teorema que a igualdade ocorrerd se, e somente se,

(@—p)y - 9)

é um ntmero real ndo negativo. Agora,

(a=0)B-7)
(0( — 6)(ﬁ _ ’)/) € um numero real nao negatlvo
a—=p /y=P

é um namero real ndo positivo.

a-0/ y=90
Dai, pela proposigdo segue que a, B, ¥ e 0 sdo conciclicos ( ou colineares). O

Corolario 4.2.1 (Pitdgoras). Em um tridngulo retingulo ABC, com o dngulo em B sendo reto,
temos
AB’ +BC' = AC".

Demonstragio. Tomemos um ponto D de forma que ABCD seja um retangulo. Da
geometria euclidiana plana segue que A, B, C, D sdo conciclicos e, pelo teorema de

Ptolomeu-Euler, temos
AB-CD + BC-DA = AC - BD
AB-AB+BC-BC=AC-AC
AB +BC = AC.
O

Exemplo 4.2.1. Seja AABC um tridngulo equildtero. Para qualquer ponto P no circuncirculo
de AABC , mostre que o comprimento do segmento mais longo entre PA, PB, PC é iqual a soma
dos comprimentos dos dois mais curtos.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, consideremos P e B em semiplanos opostos
com relagdo a reta que passa por A e C. Sendo estes quatro pontos conciclicos, temos,
pelo Teorema de Ptolomeu-Euler, que

AB-PC+BC-PA=AC-PB
AB-PC+ AB-PA=AB-PB
PC + PA = PB.

O

Exemplo 4.2.2. Suponha que um ponto P esteja sobre o arco AD do circuncirculo de um
quadrado ABCD. Mostre que

PB - (PB + PD) = PC - (PC + PA).
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Demonstragio. Considerando o quadrildtero PBCD, temos, pelo teorema que

PB-CD+PD-BC=PC-BD <
CD-(PB+PD)=PC-CDV2 <
PB+PD
2= —=——.
V2 PC
Analogamente, considerando o quadrildtero ABCP chegamos em
\/E _ PC + PA .

PB

Logo, é facil ver que
PB - (PB + PD) = PC - (PC + PA).

4.3 O circulo de nove pontos

Teorema 4.3.1 (Circulo de Nove Pontos). Em qualquer tridngulo, os pés das trés alturas, os
pontos médios dos trés lados e os pontos médios dos segmentos que unem o ortocentro aos trés
vértices, estio todos sobre o mesmo circulo, cujo centro estd no ponto médio do segmento que une
0 ortocentro e o circuncentro e o raio tem medida igual a metade do raio do circulo circunscrito

ao tridngulo.

Figura 19 — circulo dos nove pontos

Demonstragido. Sem perda de generalidade, consideremos o tridngulo ABC cicunscrito a
um circulo cujo centro O coincida com a origem do plano complexo e o raio seja unitério.
Sejam os complexos a, B, ) os representantes dos vértices A, B, C respectivamente,
com |a| = || = y| = 1.

Sabemos que o ortocentro H do tridngulo ABC é representado pelo complexo o =
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a+ B+ y, assim, temos que 2 = 1(« + B + y) é o ponto médio do segmento que liga o

cicuncentro O ao ortocentro H. Agora, a distancia de § ao ponto médio D do lado BC é

_m_l
2 20 |21 2

Analogamente, teremos que as distancias de 5 ao ponto médio E do lado CA e, ao ponto

’ﬁw 0

médio F do lado AB sdo iguais a ;.
Mostremos agora que 5 equidista dos trés pontos médios dos segmentos que ligam o
ortocentro H aos trés vértices. Temos que a distancia de 5 ao ponto médio do segmento

que une H ao vértice A é

‘a +o o] _ ' a
2 2012
Da mesma forma, temos que as distancias de § ao ponto médio de BH e, ao ponto

_1
= 5.

médio de CH sdo iguais a 1.

Por fim, mostremos que 7 também equidista dos trés pés das alturas. Para isso,
consideremos o pé A da altura tracada a partir do vértice A em relagdo ao lado BC.
Temos que A é dado pela intersecdo das retas suportes da altura relativa ao vértice A e
do lado BC. As equagdes dessas retas sdo dadas respectivamente por

B-7ZzZ-B-7z=7-7B (1)
B-yz+@B-Vz=aB-P)+aB-y). (2

Multiplicando por —1 a equacdo (1) e depois somando com a equagédo (2), obtemos

2B-y)=aB-y)+aB-y)+yB-7B,
de onde segue que

, o1
2

l(22) 2

_ X[ LBy (BrY, (vB=7B) (B
" 2" (b’—V) <ﬁy>+< B-7 )<ﬁ2y2>]
_ 1 (B Y =B\ ( By
- 2:a+a()/—ﬁ)ﬁy+< By ><V—ﬁ>}
= ;_a+ﬁ+y—ﬁo7;
_ 1 By
= E_G—; .
Assim, temos ) g
Y
/\—E o ;
De onde segue que
A= o By _of_| Br|_1
2 2 2a 2 20| 2
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De forma semelhante, obtemos os pés das outras alturas do tridngulo ABC e as
distancias entre eles e 3, que também serdo iguais a 1.

Concluimos entdo que os nove pontos citados estdo situados a uma mesma distancia

g
2

assim o teorema. O

¢, portanto, estdo sobre um mesmo circulo de raio igual a ; e centro £, provando

Estendamos um pouco mais nossa discussdo a respeito do circulo de nove pontos.
Inicialmente, tomemos trés pontos z;, z,, z3 quaisquer do circulo unitério |z| = 1.
Sabemos que o circuncentro, o baricentro, o centro do circulo de nove pontos e o

ortocentro sdo dados respectivamente por
1 1
0, 5(21 + 25 + 23), E(Zl +2zp+23), (21 + 22+ 23),

onde o raio do circulo de nove pontos ¢é 3. Observe que o centro do circulo de nove
pontos também pertence a reta de Euler.

Sejam entdo z;, z,, z3, z4 quatro pontos sobre um mesmo circulo unitdro com centro
na origem. Escolhendo trés dos quatro pontos por vez, obtemos quatro tridngulos
(todos inscritos no circulo unitdrio). Temos que o centro do circulo de nove pontos do
Nzpz374 6 T1 = %(zz +z3 +z4). Analogamente, os centros dos circulos de nove pontos dos

tridngulos Az1z3z4, Az12,z4 e Az12523 sdo dados respectivamente por
1 1 1
Ty = E(Zl +23+24), T3 = 5(21 +tz2o+z4) ety = E(Zl + 2o + 23),
onde todos estes circulos possuem raios iguais a 3. Consideremos agora o ponto
T= E(Zl + 25 + 23 + 24).
E fAcil verificar que
T—tl=lt—nl=lt-1l=|t— 1l = >

Dai, vem que os circulos de nove pontos de Azyz3zs, Az1z3z4, Az12224, Az12p2z5 passam
pelo ponto 7 = %(zl + 2, + z3 + z4); em particular, os centros dos quatro circulos de nove
pontos estdo sobre o circulo com centro em 7 e raio igual a 7. Chamaremos este circulo
de circulo de nove pontos do quadrildtero z,z,z324.

De forma similar, facgamos a mesma discussdo, considerando agora os pontos
21, Zo, Z3, Z4, 25, todos sobre um mesmo circulo unitdrio com centro na origem. Te-
mos, pelo o que foi feito anteriormente, que os centros dos circulos de nove pontos do

quadriléteros

22374275, 21232425, 21222425, 21222325, 21222324

sdo dados respectivamente por

1 1
= E(ZZ+Z3+Z4+ZS)' ey }15=§(21+ZZ+Z3+Z4)'
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. 1
e a distdncia de cada um destes pontos ao ponto y = 5(21 + 2y +23+ 24+ 25) é

o=l ==l psl =
H=tl=... =1l = s =5

Assim, os centros dos circulos de nove pontos dos quadrilateros
22732425, 21232475, 21222425, 21222325, Z1Z2Z324

1 ..
estdo sobre um mesmo circulo com centro em y = 5(21 +2Zp + 23 + 24 + z5) e raio igual a

%. Chamaremos este circulo de circulo de nove pontos do pentigono z;z,z3z42s.
Este processo pode ser estendido a mais pontos sobre um mesmo circulo, e é devido
a J.L.Coolidge.

44 A reta de Simson

Teorema 4.4.1. Dados um AABC e um ponto D, sejam P, Q, R os pés das perpendiculares
tragadas por D aos lados (ou seus prolongamentos) BC, CA, AB respectivamente. Os pontos
P, Q, R sdo colineares se, e somente se, D pertence ao circulo circunscrito do AABC.

Demonstragiio. Sem perda de generalidade, suponhamos que o AABC esteja inscrito em
um circulo unitario com centro na origem. Representemos os pontos A, B, C, D pelos
nuimeros complexos a, 5, y, 0 respectivamente. Temos que a equacdo da reta que passa

pelos pontos Be C é
z+Byz=p+y. (1)

Dai, a equagdo da reta perpendicular a (1) por D(6) é dada por
z—Byz=0-Byd. (2

Assim, resolvendo o sistema formado pelas equagdes (1) e (2) obtemos a intersegdo
P(A) destas duas retas:

/\:;(ﬁ+y+6—ﬁy6).

Analogamente, Q(u) e R(v) sdo dados por

‘u:;(y+a+6—)/a6),

v:;(a+ﬁ+6—(xﬁé).

Agora, temos que P(A), Q(u), R(v) sdo colineares se, e somente se,
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Figura 20 — reta de Simson

2

r
— |, temos

Usando a notagao r = |6] (portanto 5= 5

~
|
<

(B+y+06—pyd) —(a+p+06—apd)
(y+a+06—yad)— (a+B+06—apd)
y —a+(af=py)d

y =B+ (ap—ya)o

(y —a)-(1-B5)

(y=p)-(1-ad)

- (521)/ (5=5)

= (&, By, 672,

=
I
<

Assim,

(a, B; v, or ) € R
a, B, v, 6r~2 sdo conciclicos
16r72 =1

|6
M9
|6

1] = 1.

P(A), Q(u), R(v) sdo colineares

110101

Logo, D(6) esta sobre o circulo, provando assim o teorema. O

Essa reta é chamada usualmente de reta de Simson do ponto D com respeito ao
tridngulo AABC.
Determinaremos agora a equacdo da reta de Simson. Manteremos as mesmas

notagdes usadas no teoremaf4.4.1 em particular, assumiremos que o AABC estd inscrito
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no circulo unitdrio centrado na origem e o ponto D(0) estd sobre este circulo. Temos
que o pé P da perpendicular tracada de D(6) ao lado BC é dado por

z=;<ﬁ+y+6—ﬁg/>.

Introduzamos agora as seguintes notagdes:

or=a+p+y, or=py+ya+ap, o3=afy;

segue que
_ 1 1 1
alza+ﬁ+y:a+ﬁ+yzzz,
o L1
3 _ocﬁy_ag

z:;(al—a+6—g;),
e
zZ = 1(01—a+6—g;>

Agora, multiplicando z e z por 6 e 03 respectivamente e fazendo as simplifica¢des
necesséarias, obtemos
- _ 1 2 03

6z - 057 = 5 (8 +016 02 - 5> . (4.16)
A relacdod.16]¢ satisfeita pelo pé P(1) da perpendicular por D(6) ao lado BC. Repetindo
o mesmo procedimento para Q(u) e R(v) chegaremos a mesma expressdo. Sendo entdo
a equacdo de uma reta, vem que P, Q, R sdo colineares e, portanto, esta relagdo
representa a equacdo da reta de Simson.

Proposicao4.4.1. Sejam L, M, N trés pontos sobre o circulo circunscritoao AABC. A condigio
necessdria e suficiente para que as retas de Simson dos pontos L, M, N com relacio ao AABC
se encontrem em um ponto é

ﬁ+1§]\7+€1\7z2kn, keZ.

Demonstragio. Seja o circuncirculo do AABC um circulo unitério centrado na origem e,

U1, Up, Uz 0S NMeEros complexos que representam os pontos L, M, N respectivamente.
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Temos que as equagdes das trés retas de Simson em consideragdo sdo dadas por

_ 2 03
Uz—03z = |\Uy+oiygy—0—— |,
2 uq

Upz—03z = |\Uy+oUp—0p—— |,
2 Uy

_ 1/, 03
U3z — 03z = 7 |U3+ 01Uz —0p— — |.
2 Us

Dai, segue que a interse¢do das duas primeiras retas de Simson é

1 (0)]
z=—-\uq+u+o01+—1,
2 Uiy

e das duas tltimas

1 O3
z=—\U+Uz+01+ — ).
2 UrUs

Notemos que a condigdo necessdria e suficiente para que os dois pontos coincidam é
que 03 = ujlixs, ou seja, afy = ujuuz. Sendo «, B, Y, U1, Uz, uz nimeros comple-
xos com moédulo igual a 1 e, definindo seus argumentos por 61, 02, 03, @1, P2, @3

respectivamente, obtemos

61+62+63:(P1+(p2+(p3+2kﬂ (=
(61— Q1)+ (02 — @2) + (03 — @3) =2kn, keZ.

Temos entdo a condicdo desejada. m|

Coroldrio 4.4.1. Sejam A, B, C, L, M, N seis pontos sobre um circulo. Entdo as retas de
Simson dos pontos L, M, N com relagido ao AABC se encontram em um ponto se, e somente se,
as retas de Simson de A, B, C com relagdo ao ALMN se encontram em um ponto. Além disso,
nesse caso, todas as seis retas de Simson se encontram no ponto médio do segmento de reta que
une os ortocentros dos tridngulos AABC e ALMN.

Demonstragio. Da condigdo obtida na Proposicao[4.4.1|segue, por simetria, que as retas
de Simson dos pontos L, M, N com relagdo ao AABC se encontram em um ponto se,
e somente se, as retas de Simson de A, B, C com relacdao ao ALMN se encontram em
um ponto. Temos ainda, nas notagdes das demonstra¢des anteriores, que o ponto de

intersecdo das retas de Simson dos pontos L, M, N é dado por:
1
z = 5(01+M1+M2+1/l3)
1
= E(a+ﬁ+)/+u1+u2+u3).

Novamente, por simetria, vemos que este é o0 mesmo ponto de intersecdo das retas
de Simson de A, B, C com relacdo ao ALMN. E sendo a + f +y e uy + up + u3 0s
complexos que representam os ortocentros de AABC e ALMN respectivamente, segue
o resultado. O
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Coroldrio 4.4.2. Sejam D, E, F os pontos médios dos lados BC, CA, AB do AABC respectiva-
mente. Sejam também L, M, N os pés das perpendiculares pelos vértices A, B, C aos seus lados
opostos respectivamente. Entio os seis pontos D, E, F, L, M, N estdo sobre o circulo de nove
pontos do AABC, e as retas de Simson dos pontos L, M, N com relagido ao ADEF encontram-se

em um ponto. A reciproca também é verdadeira.

Demonstragido. Sem perda de generalidade, consideremos o AABC inscrito num circulo
unitdrio centrado na origem. Representemos os vértices A, B, C pelos complexos
a, B, y respectivamente. Da discussdo sobre o circulo de nove pontos, temos que os

pontos L, M, N sdo dados respectivamente por

1 _57> 1( j“) 1( _Ofﬁ>.
2 <G] a ’ 2 G] ‘3 7 2 Ul ')/ 7
e os pontos D, E, F sdo dados respectivamente por

1 1 1
i(ﬁ + 7/)/ E(y + a)r E(a + ﬁ)

Agora, representando o ponto K por %, e observando que todos os médulos do vetores

abixo sdo iguais a 3, concluimos que de fato estes seis pontos estdo sobre o circulo de

nove pontos do AABC.
200 2p 2y
= .« ——>._§ =2 .7
KD X KE: X KF: 5

Para o que falta, notemos que

()5 D

4 o a .
e sendo 01, 0, 03, @1, @2, @3 0s argumentos de _%' —Z—ﬁ, —2—5, -5 —g, —% respecti-

vamente, vem que
(01— Q1) + (02 — @2) + (03 — @3) = 2kn, keZ.

O que satisfaz a condi¢do da Proposicao O

4.5 Generaliza¢des do teorema de Simson

Para darmos uma outra prova ao Teorema consideremos inicialmente o se-

guinte resultado:

Lema 4.5.1. Suponhamos que hajam quatro circulos C;, C,, Cs, C4 no plano, com Cy e C, se
intersectando em z, e w1, C, e Cy se intersectando em z, e w,, C3 e Cy se intersectando em z3
e ws, Cy e Cq se intersectando em z4 e wa. Entdo os pontos z1, z, z3, z4 sdo conciclicos se, e

somente se, Wy, Wy, W3, Wa sdo conciclicos.



Demonstragio. Suponhamos que as quatro rela¢des cruzadas a seguir sdo reais:

Assim, temos que

Figura 21 —lema 2.5.1

21— 2p 21 —Z4
23 —2p Z3 — Z4

(z1,23; 22,24) - (W1, W3; Wo, Wy)

Z1 — 2» Z1 — W
(le Wy, Zy, wl) - ’
Wy —Zp ) Wy — W
Zy — 23 Zy — Wy
(22/ W3, Z3, wZ) - ’
w3 —23/ W3 —wW;
23 — Z4 23 — W3
(Z3/ Wy, Z4, w3) - ’
Wy — 24/ Wy — W3
. 24— Z Z4 — Wy
(24/ w1, 21, w4) - .
W1 — 21/ W1 — Wy
(z1,Wo; zo,w1) (23, Wa; Z4, W3)
(22, w3; z3, W) (24, W1; Z1,Wy)

Wy — Wy Wy — Wy
W3 — Wy W3 — Wy
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éreal. Logo, (z1,z3; z2,z4) é real se, e somente se, (w;, ws; Wy, wy) é real. Portanto, segue

o resultado.

O

Teorema 4.5.1. Sejam P, Q, R os pés das perpendiculares tracadas de um ponto arbitdrio D
ao respectivos lados (ou seus prolongamentos) BC, CA, AB do AABC. Entdo P, Q, R sio

colineares se, e somente se, o ponto D estd sobre o cicuncirculo do AABC.

Demonstragdo. Sendo DPC

DRB (ambos sdo retos), temos que P, R, B, D sdo

conciclicos (ver proposicdo 4.2.1). Denotemos o circulo que contém estes pontos por
Sg. Analogamente, os pontos P, Q, C, D sdo também conciclicos. Vamos denotar o
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Figura 22 — teorema 2.5.1

circulo que os contém por Sc. Apliquemos agora o lema a Sg, AB, AC, Sc (as retas
em questdo estdo relacionadas com os “circulos”que passam pelos pontos A, B, o e
A, C, o). Temos que o circulo Sp intersecta a reta AB em B e R; as retas AB e AC se
intersectam em A e no oo; a reta AC e o circulo Sc se intersectam em C e Q; os circulos

Sc e S se intersectam em D e P. Assim,

B, A, C, D sdo conciclicos <= R, o, Q, P sdo conciclicos

<= P, Q, Rsao colineares.
O

Teorema 4.5.2 (Aubert). Sejam A, A’, B, B’, C, C’, D sete pontos conciclicos tais que
AA"||BB’||CC"e P, Q, Rsdoas intersegdes de A’'D e BC, B'De CA, C’'D e AB, respectivamente.
Entdo, P, Q, R sio colineares e a reta passando por estes trés pontos é paralelaa AA’, BB’ e CC'.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, vamos assumir que o circulo em consideragdo
é o circulo unitdrio centrado na origem. Sejam os pontos A, B, C, D representados pelos
complexos a, B, v, 6 respectivamente. Lembrando que a equacdo da reta paralela a
reta z;z, passando por z; é dada por z + z12:Z = z3 + 212,23, onde |z;1| = [z3| = 1, temos

entdo que as equagdes das retas paralelas AA’, BB/, CC’ sdo dadas por
z+kz=a+ka, z+kz=B+kB, z+kz=y+ky

respectivamente, sendo k um ntimero complexo adequado, onde |k| = 1. Segue que os
pontos A’, B/, C’ sdo dados pelos complexos k&, kB, ky respectivamente. Assim, a
intersecdo P das retas BC e A’D é obtida solucionando o sistema de equagdes

{ z+pyz =B+y

z+ Okaz =0+ ka.
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Figura 23 — teorema 2.5.2

Subtraindo as equagdes, obtemos

By —koéa)z=p+y—06—ka.
Agora, multiplicando ambos os lados por a, temos

(apy —kd)z = af + ya — da — k.
Facamos
or=a+p+y, or=py+ya+ap, o3=apy,

podemos entdo escrever a igualdade anterior da seguinte forma

(03 —kd)z =0y — % - oa — k.

Tomando o conjugado e multiplicando ambos os lados por kdo3, temos

(ko6 — 03)z = 01kd — koo — k23 — 030.
Resulta das duas ultimas igualdades que
(k6 — 03)(z + kZ) = k* + 01kd — 02k — 050.

Esta é uma relacdo que o ponto P deve satisfazer. Contudo, notemos que ela é
simétrica comrelagdoaa, f, y, portanto os pontos Q e R também a satisfazem. Por outro
lado, sendo esta relacdo uma equacdo de umareta paralelaa AA’, BB’, CC’ (desde que k6—
o3 # 0), segue que os pontos P, Q, R sdo colineares e a reta que passa por estes trés
pontos é paralela a AA’, BB’, CC'.

No caso em que k6 = 03, nds temos
BC||A’'D, CAI|B'D, AB|CD,

eassim os pontos P, Q, R coincidem com o ponto no infinito, e a conclusdo é trivialmente

verdadeira. m|
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Encerramos esta secdo demosntrando o teorema a seguir, onde se mostra como po-

demos estender o conceito da reta de Simson para outros poligonos além dos tridngulos.

Teorema 4.5.3. Seja A1A,A3A4 um quadrildtero inscrito num circulo e P um ponto qualquer
sobre o cicuncirculo de A1A,A3As. Entdo os pés D1, Dy, D3, Dy das perpendiculares de P as
retas de Simson relativas aos tridngulos

AAA3Ay, AAA3As, AALAZ A, AAALA;
sdo colineares. Esta reta é chamada de reta de Simson do ponto P com relagdo ao quadrildtero
A1ALAA,.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, assumiremos que o circuncirculo do qua-
drildtero A;A»A3A4 é um circulo unitdrio centrado na origem e os complexos uy, Uy, Uz, Uy
e u representam os pontos A;, A,, Az, A4 e P respectivamente. Temos que a equagao
da reta de Simson do ponto P(u) com relacdo ao AA,AzA, é

UrUzUy

_ 1
UZ — UpUsUsZ = > W + (Uy + Uz + tg)u — (Usliy + Uty + Unllz) —

Segue entdo que a equagdo da perpendicular de P(u) a esta reta de Simson é

UpUzUy
L

UZ + UslisllyZ = U* +

Assim sendo, a interse¢do D; destas duas retas é dada por

Figura 24 — reta de Simson relativa a um quadrilatero

1 UplUsly
Quz = 5 3u? + (1 + us + ug)u — (Uslly + Uglly + Upll3) + .
u
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Usando as notagoes

01 = Uy +Uy+ U3+ Uy,

Oy = UilUp + UjU3 + U Ug + U Uz + Ul + U3y,
03 = UpUzUy + UjU3U4 + U U U4 + U UL U3,

04 = UUzU3Uy,

a ultima relacdo pode ser reescrita como

1 o
¥z = = |3u% + (01 — u)u® — (0p — oyuy + 1) + —
4 [Z5%
1 3 2 2 2 04
= 2 Bu’ + o1u” — oou) — (Wqu” — U U + uju) + ok
1

Tomando o conjugado em ambos os lados e usando as relagoes

o 03 o (0] o 1
o1=—, 02 = —, Oy = —,
O4 O4 O4
temos
_ MZ 3 03 (o) 1 03 1 U
z =3t - 5~ + |+ —
4 u o4l o4lU U ogq  UU Oy
_ 1 3(74 04 os3U o4
0z = [T +o3—oou ) — | = - ==+ = ) +u®|.
4 u Uy Uq uj

Assim sendo,

304 03 04

<3u3+01u2—02u+03+ +ulog —ui—or+——-—
u U u

1 1

2 —
U“Z + 04Z
4

304 u
<3u3+01u2—02u+03+ 7 - ;(u‘{—alui’+02u%—03u1 +U4)
1

4

Desde que u; é uma raiz de

ut — o + o —o3u+04 =0,

obtemos

_ 1 3(74
uzz+a42:zL 3u + oqu? — opu 4+ 03 + — .
u

Essa relacgdo é satisfeita por D;. Todavia, por simetria, deve ser satisfeita também por
D,, D3, Dy. Por outro lado, sendo esta uma equagdo de uma reta, segue que os pontos
Di, D,, D5, D4 sdo colineares. O
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4.6 Teoremas de Cantor

Nesta secdo demonstraremos uma variedade de resultados, devidos em sua maioria,
a Moritz Benedikt Cantor (1829-1920). Comecemos pelo mais simples.

Teorema 4.6.1 (M.B. Cantor). Tomemos um tridngulo qualquer inscrito num circulo. Consi-
deremos as trés retas tangentes a este circulo que passam pelos vértices do tridngulo inscrito. As
trés perpendiculares as retas tangentes, passando pelos pontos médios dos lados do tridngulo, se
encontram no centro do circulo de nove pontos do tridngulo.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, vamos assumir que o AA;A,Aj3 estd inscrito
num circulo unitdrio com centro na origem. Temos que a equacdo da reta que passa
pelos pontos a e 5 é dada por

z+afz=a+p.

Assim, quando a e f coincidem, temos que esta equacdo é a da reta tangente ao circulo
no ponto a, que é dada entdo por

z + a’Z = 2a.

Representemos A, Ay, As pelos complexos us, up, us respectivamente. Temos que a

Figura 25 — teorema de Cantor

equagao da reta tangente em Aq é

z+ Uiz = 2u;.

Uy + Uz

Dai, a equagdo da reta perpendicular que passa pelo ponto médio M; ( > dolado

AyAj a esta reta tangente é

21z = S + ) — i + W) (1)
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Substituindo o centro %(ul + 1y + u3) do circulo de nove pontos do AA; A,As no primeiro
membro de (1), obtemos

1 L 1 L
5[(”1 + Uy + uz) — U%(Ul + 1y +U3)] = E[(uz + u3) — u%(uz +13)]

que coincide com o segundo membro da equagdo (1). Logo, o centro do circulo de
nove pontos satisfaz a equagdo da perpendicular que passa por M1 a reta tangente em
Al. Analogamente, conclui-se que o centro do circulo de nove pontos pertence as retas
perpendiculares por M2 e M3 as retas tangentes nos respectivos vétices opostos. O

Teorema 4.6.2 (M.B. Cantor). Dados n pontos sobre um circulo. Trace, a partir do baricentro
de n — 1 destes pontos, uma perpendicular a reta tangente ao circulo no ponto restante. Temos
que as n retas perpendiculares tracadas as tangentes ao circulo nos pontos dados se encontram

em um tinico ponto.

Demonstragio. Faremos a demonstracdo deste teorema de forma muita parecida com
a do teorema anterior. Sejam uq, up, ... , u, pontos sobre um circulo unitario com

centro na origem. Entdo a equagdo da reta tangente em uy, onde k € {1, 2, ... ,n} é

z + uzz = 2uy, assim a equagdo da perpendicular a esta reta tangente pelo baricentro

(01 — k)
-1

(up+up+ .o+ U+ U+ ...+ Uy) = (o =u1+up+...+uy,)),

n-—1
dos pontos uy, uy, ..., Uk-1, Uks1, ..., Uy é

Uy + oo Upmg + Upgy oo+ Uy) — UR(T + oo+ Ty + Ty + o e+ Ty)
n-—1

z—uiz =

_ nil[(a1 — 1) — (G~ T0p)]
1

= (01— ).

Agora, é evidente que para todo k, o ponto

01
n-1

(U +uxy+...+u,) =

n-—1

satisfaz esta equacdo. Dai, segue o resultado. O

Teorema 4.6.3. Dados seis pontos Ay, Ay, As, As, P1, P, conciclicos. Entdo, as qua-
tro intersecoes dos quatro pares de retas de Simson dos pontos Py e P, com relagdo aos
AA2A3A4, AA1A3A4, AA1A2A4, AAlAzAg sio colineares. Esta é chamada reta de Can-

tor do par de pontos Py e P, com relagio ao quadrildtero A1AzAsAs.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, assumiremos que todos os seis pontos estdo

sobre um circulo unitario com centro na origem e que estes estdo representados pelos
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nuameros complexos uy, Uy, Uz, Uy e ty, t, respectivamente. Entao as equacoes das retas
de Simson dos pontos Pi(t;) e P(t;) com relacdo ao AA,A3A, sdo dadas por

_ 1], UpUsliy
HZ — UsUsUyZ = E tl + (1/12 + us; + l/l4)t1 - (1/[3114 + Uguy + u2u3) — ; ,
1
_ 1 UpUsUy
trz — UpUzuyz = E t% + (1/12 + us; + l/l4)t2 - (1/131/[4 + Ugly + Mzug) - ;
2

Dai, temos que sua intersecdo é dada por

zZ=— t1+t2+(u2+u3+u4)+ tallsta
2 t1ty
Fazendo
01 = Uy +Uy+ Uz + Uy,
Oy = UilUp + UU3 + U U4 + Us Uz + UxUg + U3y,
03 = UpUzUy + UjU3U4 + U U U4 + U UL U3,
04 = UiloU3Uy,

podemos reescrever a relacdo anterior da seguinte forma

O4

1
ZZE h+t+01—u +

7

t1touy

de onde vem que

2

Multiplicando z e z por tt, e 04 respectivamente e somando-os, obtemos a seguinte

+ J—
2] s 04 Uuq O4

N

1{1 1 %_l_'_tltzbﬁ

igualdade
o4(t + £)

tltz
Esta igualdade deve ser satisfeita pela intersecdo das retas de Simson dos pontos P; e P,

(tl + tz)tltz + o1t1t, + 03 +

|
t1trz + 04Z = E

com relagdo ao AA,A3A4. Como essa igualdade é simétrica com relagdo a us, up, us, u,
temos que ela é satisfeita também pelas interse¢des dos pares de retas de Simson de P; e
P, comrelacdo aos AA1A3Ay, AA1AA4, AA1AA;3. Por outro lado, sendo esta igualdade

a equagdo de uma reta, temos que as quatro interse¢des sao colineares. O

Teorema 4.6.4. Sejam Ay, Ay, As, As, P1, Py, P; sete pontos conciclicos. Entio as trés
retas de Cantor dos trés pares de pontos P, e P3, P3 e Py, Py e P, com relagdo ao quadrildtero
A1ArA3A4 se encontram em um ponto. Este ponto é chamado de ponto de Cantor do trio de
pontos Py, Py, P3 com relagio ao quadrilitero A1A,AzAs.

Demonstragio. Representaremos os pontos Ay, A, Az, Ay, P1, P, P; pelos complexos
uy, U, Uz, Uy, t1, tp, t3 respectivamente e, sem perda de generalidade, consideraremos
todos sobre um circulo unitdrio centrado na origem. Temos que as retas de Cantor
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dos pares pontos P, e P3, P; e P; com relagdo ao quadrildtero A;A;A3A4 sdo dadas,

conforme o teorema anterior, por

o4ty +t
bisz+ 04z = 5 |(b2+ t3)hats + 01tats + 03 + 94(f2 + £5) ,
2 tats
o4(ts +t
tatyz+ 04z = 5 (t3 + i‘])i’gt] + o1tat; + 03 + 4(t3t1)
3l

Segue entdo que suas interse¢des sao dadas por

04
tifots

ZZE i+t +t3+01—

Como esta igualdade é simétrica com relagdo a t;, t, t3, temos que a reta de Cantor
do par de pontos P; e P, com relacdo quadrildtero A;A,A3A4 também passa por este
ponto. Assim, este ponto é o ponto de Cantor do trio de pontos P;, P, P3 com relagdo
ao quadrilatero A1A;A3A,. ]

Teorema 4.6.5. Sejam Ay, Az, As, As, As, P1, Py, Ps oito pontos conciclicos. temos
que os cinco pontos de Cantor do trio de pontos Py, P, P3 com relagido aos quadriliteros
ArAzA4As, A1A3ALAs, A1AYALAs, A1ALA3As, A1ALA3A, sdo colineares. Esta reta é cha-
mada de reta de Cantor do trio de pontos Py, P,, P3 com relagiio ao pentigono A1 A,AzAsAs.

Demonstragio. Consideremos o circulo em questdo um circulo unitdrio centrado na
origem. Representemos os pontos A;, Ay, As, As, As, P1, P, P; pelos complexos
uy, Uy, Uz, Uy, Us, t1, t, t3 respectivamente. Temos que o ponto de Cantor do trio de

pontos Py, P,, P; com relacdo ao quadrildtero A;A3A4A5 é dado por

1 UrUszU4U5
z=—|lh+bh+tz3+uUy+uUs+uUs+uUs— ——
2 titrts
Facamos
01 = Up+Uy+Uz+uUy+us,
Oy = UilUy + UqU3 + U Uy + UUs + UsUs + UsUy + UsUs + UszUs + UgUs,
03 = UiUU3z + U U U4 + U U3U4 + U U3U5 + UU4gUs + UpU3Us + UsUsUs + UsUxUs,
04 = UiUzUaUs + U U3U4 Us + U U U4 U5 + U UL U3 Uy,
Os5 = UiUpUzU4U5.
Assim, da relagdo anterior obtemos as seguintes rela¢ées
1 05
z=—- |+ +t3+01 — U —
2 Uitqtots

ZZE

1 { 1 1 1 04 1 u1t1tort3

2] %) t3 05 ui 05
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Multiplicando z e Z por t1t,t3 e 05 respectivamente, obtemos

o5(tats + t3ty + thta)
tibots

1
t1trt3z — 05z = E (tl +1i + t3)t1t2t3 + o1t1tats — 04 —

Esta igualdade é satisfeita pelo ponto de Cantor do trio de pontos P;, P,, P; com relacdo
ao quadrilatero A;A3A4As. Sendo estarelagdo simétrica comrespeitoa A, Ay, Az, Ay, As,
vem que também é satisfeita pelos pontos de Cantor do trio Py, P,, P; com relacdo aos
quadrildteros

A1A3ALAs, A1AALAs, A1AA3As, A1ALA3A,.

Sendo esta igualdade a equacdo de uma reta, temos que os cinco pontos de Cantor sdo

colineares. m|

Nos casos posteriores em que o niimero de pontos conciclicos é maior do que a con-

siderada até agora, podemos proceder de modo andlogo ao que foi feito anteriormente.

4.7 O teorema de Feuerbach

Teorema 4.7.1. O circulo de nove pontos de um tridngulo é tangente ao circulo inscrito e aos
trés circulos excritos.

Figura 26 — teorema de Feuerbach

Demonstragio. Sem perda de generalidade, assumiremos que o AABC estéd inscrito
num circulo unitdrio com centro na origem. Representaremos os vértices A, B, C pelos
complexos a?, b?, ¢? respectivamente, afim de facilitar nossos célculos.

Sejam 2a, 2B, 2y os argumentos de a4, b?, ¢* respectivamente. Consideraremos

entdo arg(a) = a, arg(b) = B, arg(c) = y. Temos que a bissetriz do angulo interno do
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vértice A passa pelo ponto médio do arco BC que ndo contém o vértice A. Portanto,
esse complexo tem argumento igual
2y - 28

2B+ — = p +y = arg(bc).

Concluimos entdo que o complexo bc representa o ponto médio do arco BC que ndo
contém o vértice A. Da mesma forma, temos que a bissetriz do dngulo interno do vértice
B passa pelo ponto médio do arco CA que ndo contém o vértice B. Esse complexo tem

argumento igual a

2)/+2n_22y+2a:0¢+7/+n:arg(—ac).

Temos entdo que o complexo —ac representa o ponto médio do arco CA que ndo contém
o vértice B. Analogamente, o argumento do complexo que representa o ponto médio
do arco AB que ndo contém o vértice C é dado por

28 -2
L2 2a

2
@ 2

= a + f = arg(ab).

Assim, o complexo ab representa tal ponto. Temos que as equagdes da trés bissetrizes

A(a?)

ab

Qﬁf 2a

c(c?)

B(b?

be

Figura 27 — argumentos de a?, b* e ¢?

dos dngulos internos sdo dadas por

z+a’bcz = a*+bc,
z—ab*cz = b —ac,
z+abc®’z = % +ab.

Escolhendo quaisquer duas equagdes e resolvendo o sistema por elas formado, obtemos

z =ab —ac + bc.



75

E f4cil verificar que z = ab — ac + bc satisfaz as trés equagdes acima. Mostramos entdo
que as trés bissetrizes de um tridngulo se encontram em um ponto, o qual é chamado
de incentro I do triangulo.

Agora, lembremos que o centro do circulo de nove pontos é dado por 5+ ”’ +e

. Segue
entdo que a distancia entre o centro do circulo de nove pontos e o incentro do tridngulo
serd dada por

a* + b + ¢?

d = f—(ab—ac+bc)

= ;Ia2+b2+c2+2(ﬂc—ﬂb—bc)|
= ;|(a—b+c)2|.

Lembrando que |a| = [b| = |c| = 1, vem que

B ab —ac + bc

la—b+cl=ja-b-7¢l =
abc

= |ab — ac + bc|.

Sendo I : ab—ac+bc o incentro do tridngulo, temos que I é interior ao tridngulo, portanto

interior ao préprio circulo de raio 1. Dai, vem que
lab —ac + bc| < 1,
de onde concluimos que
1
“la-b+cPl<=
Jla=b+cp <.
Agora, as equagdes das retas que passam por A e B e da reta perpendicular a esta
passando por I sdo dadas respectivamente por

z+a*b’Z = a®> + b?

cz —a’b*cz = ¢*b — ac* — a*b + ab”.
Multiplicando a primeira destas equacdes por ¢ e somando com a segunda obtemos

1 b
2cz = a*c + b?c + bc? — ac* — a°b + ab? = z=3 a2+b2+bc—ac+%(b—a) ,

que é a intersecdo entre as retas consideradas. Temos entdo que o raio do circulo inscrito
no AABC é dado por

ab—ac+bc—; a2+b2+bc—ac+acb(b—a)}

= leabc —2ac* + 2¢%b — a’c — b*c — b + ac® — ab* + %}

= El(azb — a*c — ab® — cb* + bc* — ac® + 3abc) — abc|.
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E como |abc| = 1, segue que

r= 2abc 20"

a?b — a*c — ab? — cb? + bc? — ac* + 3abc) 1 ‘

Comod = ;I(a — b+ ¢)?, temos que

d = ;(a—b+c)(a—b+c)
bc—ac+ab>

abc

= ;(a -b+o) (
= 2jbc(a2b — a*c — ab® — cb* + bc* — ac® + 3abo).

Dai, vem que
1
=d-~|.
=i

1
2/
AABC é um circulo unitério, temos que o raio do circulo de nove pontos ¢ igual a . Da

Como d < 1, segue quer = 1 —d & d =} —r. Como o circulo circunscrito ao
geometria euclidiana plana, temos que dois circulos sdo tangentes internamente se, e
somente se, a distancia entre os seus centros é igual a diferenca entre o raio do circulo
maior e o raio do circulo menor. Logo o circulo de nove pontos e o circulo inscrito sdo
tangentes internamente.

Para o que falta, lembremos que em um tridngulo qualquer, o dngulo interno e o
angulo externo adjacente sdo suplementares, de onde é facil concluir que o angulo
entre as bissetrizes desses dois angulos é 7. Assim, o tridngulo formado pelos pontos
A, bce K, onde K é o ponto de interse¢do da bissetriz do dngulo externo com vértice em
A com o circulo circunscrito é retangulo e, portanto, o ponto K e diametralmente oposto
ao ponto bc, isto é, K é o ponto —bc. Da mesma forma, concluimos que as bissetrizes dos
angulos externos com vértices em B e C intersectam o circulo circunscrito nos pontos
ac e —ab respectivamente. Segue entdo que as equagdes das bissetrizes dos angulos

externos serdo dadas por

z—a*bcz = a®—bc,
z+ab*cz = b +ac,
z—abc®’z = c*—ab.

Assim , resolvendo os sistema formado pelas duas tltimas equagdes, obtemos o ex-
centro I, do circulo excrito oposto ao dngulo A. Resolvendo os sistema formado pela
primeira e terceira equagdes, obtemos o excentro I do circulo excrito oposto ao dngulo

B. Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras equacdes, obtemos o excentro
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Ic do circulo excrito oposto ao dngulo C. De onde temos:

Iy : ac—ab+bc;
Ig : —ab—ac - bc,

Ic : ab+ac - bc.
Lembremos que a equagdo da reta que passa por A e B é dada por
z +a’b’z = a* + b?,
assim a perpendicular a esta reta por Ic tem equagdo
cz — a*b*cz = ac* — bc* — ab* + a®b.

Resolvendo o sistema formado por estas duas equagdes encontramos o pé da perpen-
dicular de I ao lado AB que é dado por

a2+b2+ac—bc+acb(a—b)

Z_l
2

Agora, a distdncia D entre o centro do circulo de nove pontos e o excentro I é

a% + b? + >

D =
2

— (ab + ac — bc)

1
= §|a2 + b +c* + 2(bc — ab — ac))|

= ;I(—a +b+c)?

= 1(—a+b+c)(—ﬁ+E+E)

2
1 —bc +ac +ab
= Z(-a+b+o)| ———
2( ¢ C)< abc )
1
= %(—azb — a*c + ab® — cb* — bc? + ac® + 3abc).
De forma andloga ao que foi feito no caso das bissetrizes internas, concluimos que
D>1i
2

Calculemos agora o raio R¢ do circulo excrito ao AABC com centro em I¢. Temos

1
= m|2abc + 2ac* — 2¢*b — a*c — b*c — ac® + bc* + ab* — a®b|

1
Rc = ab+ac—bc—§ a2+b2+ac—bc+acb(a—b)

1
il(—azb — a*c + ab® — cb* + ac® — b + 3abc) — abc|
B ‘—azb —a’c +ab® — cb® + ac® — bc? + 3abc 1 ’

2abc 2

D-=
2

"
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1
27
ao AABC é um circulo unitario, temos que o raio do circulo de nove pontos é igual a

segue que Re = D-1 = D = R¢ + 3. Como o circulo circunscrito

Como D >
1. Da geometria euclidiana plana, temos que dois circulos sdo tangentes externamente
se, e somente se, a distdncia entre os seus centros é igual a soma de seus raios. Logo
o circulo de nove pontos e o circulo excrito de centro I- sdo tangentes externamente.
Analogamente, concluimos que o circulo de nove pontos é tangente externamente aos

circulos excritos de centros I4 e Ig. O

4.8 O teorema de Morley

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o teorema de Morley, provaremos o se-

guinte lema:

Lema 4.8.1. Suponhamos que os pontos t1, ta, t3, ts estejam sobre um circulo unitdrio. Temos

que os segmentos (ou seus prolongamentos) que ligam os pontos ty, t; e ts, ty encontram-se em

_ E] +¥2—E3—f4

- hbh—hh
Demonstragio. Temos que as retas que passam pelos pontos t; e t, e pelos pontos t; e t,
tem equagdes respectivamente dadas por

z+hitrz=t +1t, z+13t4Z=13+14.

Agora, é facil verificar que a intersecdo dessas duas retas é dada por

_¥1+f2—f3—f4

z e —
t1ty) — t3ty

O

A seguir, provaremos o teorema devido a Frank Morley (1860-1934), que pode ser

qualificado com um dos mais belos teoremas da matematica.

Teorema 4.8.1 (Morley). As intersegdes dos pares adjacentes de trissectrizes dos dngulos de

um tridngulo qualquer sio vértices de um tridngulo equildtero.

Demonstragido. Sem perda de generalidade, assumiremos que o AABC esta inscrito em

um circulo unitario centrado na origem e que o vértice A estd no ponto 1. Sejam

AOB = 3y (0<y<2;),

AOC = 3p <—2;</3<0>,
— 2

BOC = 3a <a=3”+5—y>0>.
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Figura 28 — teorema de Morley

Entdo os argumentos principais dos pontos que trissectam BC (que ndo contém o ponto
A) sao
27
a+3y:ﬁ+2y+?,

2a+3)/=25+)/+43n,

jAquea—-p+y = %’T pois B estd no sentido horario. Assim, se definirmos os pontos

Figura 29 — interse¢des das trissectrizes com o circulo

que trissectam AB e AC por ¢, ¢ e b, b? respectivamente, temos que B, C sdo c® e b® e 0s
pontos que trissectam BC sdo dados por bc2w e bcw?, onde ? + w + 1 = 0.
Sejam P(A), Q(u), R(v) as interseg¢des das trissectrizes adjacentes dos angulosem B e C,



C e A, A e Brespctivamente. Entdo pelo lema temos

b2+c?-b3—-c? b+ - -bc

A= b2c3 —p3c2 b—c
_ b-o@+ bcb+ ) =belP =) oy pey oo be(b + ¢),
1+ 2012 —_1753 -c! Pe+bo-c-b
po= b2c-lg2 — h-3c-1 bw -1
o’ _a)l(z__i(g —9) ?[e(V? + b + ) = b(b + w?)],
1+ 2wt -b1=c? b+c*-c2-b
v o= o201 — p1c3 cw? =1
b(c® _afz)(c_—C(j)_ ©)_ w[b(c® + cw + @?) = c(c + w)].
Assim, temos que
A+op+w*v = b +bc+c® —b*c —bc* + b*c + bew?* +

cw — b* — baw? + bcé® + bew + bw* — & — cw
= be(@w*+w+1)=0.

Portanto, o tridngulo é equilatero.
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Vamos agora considerar o caso dos angulos externos. Observemos inicialmente que

as trissectrizes internas e externas formam um angulo de 7 entre elas e que o angulo

central é o dobro do dngulo inscrito. Determinemos as interse¢des da trissectriz do

angulo externo em B com o circulo.

B(c’) g B(c?

Sl

2n/3

c (b’ C(v’)

b2

Figura 30 — trissectriz do dngulo externo em B

A(1)

Sendo S e S’ as intersegOes da trissectriz do angulo externo em B, temos que

2n

2; = arg(S) — arg(h) & arg(S) = 3

+ arg(b),
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de onde temos

arg(S) = arg(w) + arg(b) = arg(bw).

2; +arg(S’) — arg(b?) = 2,

de onde temos

arg(S’) = arg(1) + arg(b?) — arg(w) = arg(b*w?).

Assim, a trissectriz do dngulo externo em B (adjacente ao lado AB) intersecta o circulo
em bw e a trissectriz do dngulo externo em B (adjacente ao lado BC) intersecta o circulo
em b*w?.

Anagolgamente, as trissectrizes do dngulo externo em C (adjacentes aos lados BC
e AC) intersectam o circulo em c’w e cw? respectivamente e, as trissectrizes do angulo
externo em A (adjacentes aos lados AB e AC) intersectam o circulo em bc? e b*c respec-
tivamente.

Assim, P (que era a intersegdo das retas que passam por b°, ¢* e ¢?, b?) se torna a
intersegdo das retas que passam por b°, c*w e ¢®, b*w?; Q (que era a intersegdo das retas
que passam por b°, ¢, e 1, b*cw?) se torna a intersegdo das retas que passam por b, cw?
e 1, b’c e R (que era a intersegdo das retas que passam por ¢, b e 1, bc®w) se torna a
interse¢do das retas que passam por ¢?, bw e 1, bc?. Mas isso é equivalente a substituir
b por bw e ¢ por cw® na demonstragdo do caso para angulos internos, que claramente
continua vélida mediante esta transformacdo. Portanto, segue o resultado.

a
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5 AREA DE UM POLIGONO NO PLANO COMPLEXO

Neste capitulo mostraremos como obter expressdes que nos fornecam a drea de um

poligono convexo no plano complexo.

5.1 Area do tridngulo

Ja vimos anteriormente uma colec¢do de resultados a respeito de tridngulos. Busca-
remos aqui determinar a drea de um tridngulo qualquer, levando em consideragio os

seus vértices.

Proposicao 5.1.1. Seja Aziz,zz3 um tridngulo qualquer no plano complexo. Entdo sua drea
A(Az12523) é dada por
1 1 1
A(Az12pz3) = i Z1 Zp Z3

Z1 Zp Z3
Demonstragio. Sejam z1 = x1 + Y11, Zp = X + Yal, Z3 = X3 + Y31 trés nimeros complexos

quaisquer no plano complexo. Observando a figura (3.1), notamos que

Im

Y1

Ys

Yz

Figura 31 - Triangulo z12,z3

A(Az12pz3) = A(1y2x0x1) + A(Yy1x1x3Y3) — A(Y2x2X3Y3)
1 1 1
= §(y1 + 1) (X1 — x2) + E(yl + y3)(x3 — x1) — E(ys + y2)(x3 — x2)

1
= E[(xlyz — y1x2) + (X253 — Y2x3) + (X3y1 — y3x1)],
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onde Y1YoXoX1, Y1X1X3Y3, YaXoX3Y3 S0 trapézios. Agora, notemos que

) ) _ 1., . _
Im[(x1 = y10)(x2 + y2i)] = Im(z120) = 51(2122 - Z12p);

X1Yo2 — Y1Xo =
) ) _ 1.
XoYz — Yoxs = Im[(x2 — y21)(x3 + y31)] = Im(Zr23) = 51(2223 — Zp73);
) ) _ 1.
xsy1 — ysx1 = Im[(x3 — y31)(x1 + y11)] = Im(zZ321) = 51(2321 — Z321).

Assim, vem que

1 _ _ _ _ _ _
A(Az12pz3) = 1(2122 — 212y + 2273 — ZpZ3 + 2321 — Z3%1)

1 1 1
1

= —|\z1 2 Z

1 71 72 73

Z1 Zp Z3

O

1 1 1

No caso em que i z1 Zp z3 | for um ntmero real negativo, devemos tomar o seu
Z1 Zr Z3
modulo.

Observe que aplicando o teorema de Laplace na primeira linha do determinate
acima, temos que a drea do Az;z,z; também pode ser dada por

] Z1 Z Zy Z Z3 Z
A(Azlzzzg,):i Y e I e R (.1)

Z1 Zp Zo Z3 Zs Z1
5.2 Area de um poligono

A partir do que foi discutido na se¢do anterior, vamos determinar uma expressao

para o calculo da 4rea de um poligono convexo formado por 1 pontos.
Proposicdo 5.2.1. Seja z1z; . . . z, um poligono qualquer convexo no plano complexo. Entio

i Z1 2o Zr  Z3 Z, 21

Alzizy...zg) =~ | = |+ " l+...+|

4\ zy z» Zo Z3 Z, 71

Demonstragido. Lembremos que a drea de um poligono convexo é igual a soma das
areas dos triangulos em que este poligono pode ser decomposto. Assim, considerando
o poligono convexo z1z; . . . z, com 0s pontos 212, . . . z, dispostos no sentido anti-horario,
temos

A(z127 ... zy) = A(z12223) + A(Z12324) + . . . + A(Z120-121)

onde a area do k-ésimo tridngulo z;zzi+1, pela expressdo ¢ dada por

_if7 & Zk Zk+l Zke1 21
A(z1zkzk41) = 1 I I o +| _ _
Z1  Zg Zk  Zk+1 Zk+1 21
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Figura 32 — Poligono convexo no plano complexo

Assim, temos

1 Z1 Zp Zr Z3 Z3 21
Alz1zp...2,) = — i T e I
4 Z1 Zp Zy Z3 Z3 21
1 Z1 Z3 Z3 24 Zy 21
+ - I I e I +
4 Z1 Z3 23 Z4 2y 2
(|21 Zua Zp-1 Zn Zy 21
+ - o +| o+
4\|zZ1 Zua Zu-1 Zn Zn Z1

Notemos que o ultimo determinante de A(z1zxzr+1) se anula com o primeiro determi-
nante de A(z1zx412k42). Portanto,

21 2o Zy Z3 Zn 21
+ +...+

Alz1zp...25) = (5.2)

1
4 Z1 Z» Zn 23 Zn 27

5.3 Poligonos regulares

Sabemos que as raizes n-ésimas de um niimero complexo z # 0 representam ge-
ometricamente os vértices de um poligono regular de n lados. Sabemos também da
secdo anterior, que sendo essas raizes representadas por zy, z1, ... , Z,-1, a rea desse
poligono formado pelos afixos dessas raizes é dada por

i Z0 21 Z1 Z2p Zn-1 20
A(Z()21 .. -Zn—l) = — I I o N (s P o I _ . (53)

4\ 20 = ! Zn-1 20
A proposigdo a seguir nos diz que é possivel determinar uma expressao que determina
a mesma drea acima do complexo z # 0 sem que haja necessidade de calcular suas

raizes.
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Proposic¢do 5.3.1. Sejaz = x+ yi um niimero complexo ndo nulo. Temos que a drea do poligono
reqular zozy ...z,—1 onde zy, z1, ... , zy—1 SAO as raizes n-ésimas de z é dada por

ni{/x2 + y?sin ¢

2

A(Z()Zl e Zn—l) =

Demonstragio. Temos que a raiz n-ésima de um ntmero complexo z é dada por

<9+2kn) .. <6+2k7'(>
cos +isin
n n

n
zik = Izl

7

onde 0 <k < n.

Assim, valendo-se das propriedades dos determinantes, o k-ésimo determinante de

(.3é

n

Zk-1  Zk _
Zk-1 Zg
0+2k-1m O + 2kmt
; cos | ———— | cos
_ 2n | | 1 n n
B 1 —i : (6+2(k—1)n> . <9+2kn>
sin( ————— ] sin

2
—2i 3/|z| sin (n) .
n

Notemos que o resultado obtido acima independe de k, portanto, os demais deter-
minantes de possuem o mesmo resultado. Logo, como sdo n determinantes, vem

que

i
A(zoz1...2421) = ni

2
—2i V/|z| sin (:)}
ni|z]2 . (271)
sin | —
2 n

n{/x2 + y?sin ¢

2
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6 CONCLUSAO

Percebemos entdo que a aplicagdo de nimeros complexos na resolugdo de proble-
mas de geometria, realmente simplificam as demonstragdes, além de mostrar que as
operagOes com estes ntiimeros ganham um significado geométrico, estabelecendo uma
relacdo entre estas duas dreas de estudo que a principio pareciam tdo distantes uma da
outra.

Boa parte do contetido discutido no trabalho pode ser trabalhada em sala de aula
mediante a um conhecimento prévio de resultados simples da geometria plana. Assim,
tem-se um nova possibilidade de se abordar esse importante tépico da Matematica
no Ensino Médio, de forma que se possa assim dar a relevancia merecida por este

importante ramo matematico.
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