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Resumo

Neste trabalho sao discutidos dois problemas centrais: a solucdo da equacio 2% = z2
e a existéncia de logaritmos de niimeros negativos. Nesse sentido, sao apresentados de
forma detalhada o método de Newton-Raphson, alguns topicos sobre niimeros com-
plexos e 0 método de Taylor. A equacdo 2% = z? sera resolvida por meio do método
numérico de Newton-Raphson. A anélise desta equagao nos conduzira a definicao de
logaritmos de niimeros negativos. Nosso principal objetivo ao escrever este trabalho
foi confeccionar uma bom material de pesquisa direcionado a professores da educacao

basica e estudantes de graduacao de ciéncias exatas.

Palavras-chave

Método de Newton Raphson; Numeros Complexos; Formula de Taylor.



Abstract
In this work are discussed about two central problems: the solution for equation
2% = 22 and the existence of logarithm of negative numbers. In this sense, the Newton-
Raphson method, some aspects about complex numbers and Taylor’s series are presen-
ted with detail. Our aim was produce a good research and study material directed for

teachers of basic education and undergraduate students.

Keywords
Newton-Raphson method; complex numbers; Taylor’s formula.
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1 Introducao

Este trabalho traz uma pesquisa bibliografica sobre dois temas bastante interessan-
tes, quais sejam: a procura por solucoes de equagoes por métodos numéricos e o calculo
de logaritmos de ntimeros negativos. A escolha por este tema se deu por dois moti-
vos principais: o primeiro devido ao interessante artigo do professor Elon Lages Lima
(LIMA, 1983, p.20)[1]; e o segundo devido as dificuldades que os professores da educa-
¢ao basica enfrentam em relacao a tais contetdos, decorrente da escassez de materiais
didaticos com linguagem simples. O trabalho ¢ apresentado com linguagem mais sim-
ples possivel, pois é direcionada a professores de matemaéatica da educagao basica, bem
como a estudantes de graduagao e a todos interessados nas tematicas apresentadas.

Encontrar raizes para uma dada equacao nem sempre é uma tarefa facil,
embora seja imprescindivel em grande parte das atividades humanas. Por exemplo, o
desenvolvimento da economia, astronattica, engenharia, dentre outras diversas areas
dependem da resolucao de equacoes. A primeira evidéncia histérica da solugao de
equacoes que se tem registro data do ano 1650 a.C., a qual possui registro no Papiro
de Rhind e supostamente foi realizada no Egito antigo. Os egipcios nao utilizavam
métodos algébricos na resolugao das equagoes, por isso, o seu método de solucao era
considerado enfadonho e limitado (EVES, 2004, p.56)[2]. Os gregos também foram
pioneiros na procura por solucao de equagoes, porém,o método grego era obsoleto e sem
abstracao, baseado meramente em geometria. Os primeiros a utilizar algebra na solucao
de equagoes foram os arabes ja no século XI. Nesse sentido, Al-Khowarizmi escreveu um
livro no qual apresenta técnicas de solucoes para alguns tipos de equacoes. Contudo,
o uso predominantemente de métodos algébricos s6 se tornou pratica corriqueira e
sistematizada no trabalho do matemaético francés Francois Viéte, datado do século
XVI, no qual ele estudou equagoes em formatos mais gerais como ax +b = 0. A partir
de entao, as equacgoes passaram a ser intepretadas como as entendemos atualmente
(BOYER, 1973, p.66) [3].

De forma geral, nem toda equacao é possivel obter uma solugao através de
uma féormula analitica, como a de Bhéaskara para polinomios de grau 2 da forma
ax® + bxr +c = 0. Ja para grau 3, temos apenas solucoes para alguns casos parti-
culares, como por exemplo usando o método de Cardano e Tartaglia. E o que fazer
quando nao conseguimos resolver uma equacao pelos métodos conhecidos? O que um
professor pode falar a um estudante da educagao basica sobre a resolucao de equagoes

que nao possuem solucoes fechadas? Sera que os professores da educacao basica estao
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preparados para explicar sobre isso aos seus estudantes? A resposta para a primeira
pergunta esta na possibilidade de se utilizar os métodos numéricos para resolver equa-
coes de forma aproximada. Nesse sentido, neste trabalho trazemos um capitulo sobre
o método de Newton-Raphson para se calcular numericamente as raizes de uma dada
equacao. Apresentamos de forma pedagogica, para que o professor da educacao basica
tenha uma boa fonte bibliografica, com possibilidade de transmitir tais ideias a seus
estudantes. O leitor deve lembrar que o fato da solugao ser aproximada nao seja um
empecilho, pois, conforme veremos no texto, podemos calcular a raiz com a precisao
que desejarmos.

A outra tematica considerada nesta dissertacao ¢ a existéncia de logaritmo
de ntmeros negativos. Na maioria dos livros didaticos do ensino médio, quando os
logaritmos sao apresentados aos estudantes, ha apenas discussao da definicao de loga-
ritmo no conjunto dos ntimeros reais, dai comenta-se da impossibilidade de se calcular
logaritmo de ntimeros negativos. Porém, quando ainda no ensino médio introduz-se os
numeros complexos, geralmente nao ha retorno ao estudo dos logaritmos, para assim
se fazer uso do calculo de logaritmos de ntimeros negativos. Sendo assim, trazemos
este assunto segundo uma abordagem didatica, com o intuito de fomentar a discussao
no ambito do ensino médio.

Sendo assim, este trabalho possui carater tedrico, tendo como base um artigo
do professor Elon Lages Lima (LIMA, 1983, p.20)[1]. Nesse sentido, determinaremos
a raiz negativa da equacao 2% = x? via métodos numeéricos, em especial o método de
Newton-Raphson com interacoes sucessivas.

Dessa forma, a apresentacao deste trabalho esté dividida nos seguintes topicos:
no capitulo 2 apresentaremos os conceitos elementares que serao utilizados nos demais
capitulos. Em particular, o principal assunto utilizado serao os niimeros complexos,
bem como apresentamos a série de Taylor e a formula de Euler, a qual sera muito
util, pois faz-se necesséria na sequéncia para chegarmos aos logaritmos de ntimeros
negativos.

No capitulo 3 veremos um pouco da historia do método de Newton Raph-
son, explorando-o de forma bem simples com a resolucao de algumas equagdes com
exemplos.

No capitulo 4 investigaremos a raiz negativa da equacdo 2° = 2. Tal raiz
negativa trata-se de um logaritmo de niimero negativo, conceito este que nao é abordado
no curriculo do ensino médio. Contudo, iremos mostrar que de fato a solucao existe,

assim como os logaritmos de nimeros negativos.
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No capitulo 5, serao definidos os logaritmos de acordo com que aprendemos no
ensino médio e iremos provar que 0s mesmos existem para os niimeros negativos, para
isso usaremos a formula de Euler e faremos alguns exemplos.

Para fnalizar, apresentamos nossas concideragoes finais e perspectivas no

capitulo 6.

2 Conceltos Preliminares

Neste capitulo serao apresentados os conceitos béasicos, definicoes e propriedades
que serao utilizados nos demais capitulos. Nesse sentido, abordaremos os nimeros

complexos e suas propriedades.

2.1 Algumas palavras sobre os nimeros complexos

Neste capitulo apresentaremos o referencial tedrico que embasara a resposta a
segunda indagacao deste trabalho, qual seja: Existe logaritmo de niimeros negativos?
Nesse sentido, apresentaremos uma rapida revisao sobre os nimeros complexos, enfati-
zando a obtencao da formula de Euler. No caminho, faremos uma breve revisao sobre
série de Taylor, a fim de escrever as expansoes das funcoes seno, cosseno e exponencial,

as quais serao uteis em nossas analises. O exposto aqui serd baseado nas referéncias
(BROWN E CHURCHILL, 2015, p.30; AVILA, 2000, 27; SPIEGEL, 1972, 45)(6, 7, §|

2.1.1 Um pouco da histéria dos niimeros complexos

Os ntmeros complexos desempenham um papel extremamente importante nos mais
diversos ramos da matemaética e tém aplicacao em outras areas do conhecimento, tais
como na engenharia, em especial na teoria de controle.

Em geral, o estudante se depara com eles, pela primeira vez, no ensino médio. A
sua introducao ¢ justificada pela necessidade de resolver equacoes do segundo grau com
discriminante negativo. As equacdes do segundo grau aparecem em muitas tabuletas
de argila da Suméria, por volta do ano 1700 a.C. e, ocasionalmente, levaram a radicais
negativos; porém nao foram elas, em momento algum, que sugeriram o uso dos nimeros

complexos. Foram sim as equacoes do terceiro grau que impuseram a necessidade de
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trabalhar com esses numeros. Os numeros complexos foram definidos usando uma
unidade imaginaria i, onde /—1 =i (EVES, 2004, p.101; BOYER, 1973, p.84)[2, 3|.
Na resolucao de uma equacao do 2° grau, se o discriminante é negativo, ela nao

admite raizes reais. Por exemplo, a equacgao

nao admite raizes reais. Se usarmos os métodos que conhecemos para resolvé-la, obte-

mos

r=+v-9.

Mas ¢ inaceitavel tal resultado para x; os niimeros negativos nao tém raiz quadrada
definida no conjunto dos nimeros reais (R).

Para superar tal impossibilidade e poder, entao, resolver todas equacoes do 2°
grau, os mateméaticos ampliaram o sistema de nimeros, propondo os niimeros comple-

x0s. Primeiro, eles definiram um novo ntimero
1t =+v—1.

Isso conduz a i2 = —1. Um ntimero complexo é entdo um nimero da forma a + bi onde

a e b sao nimeros reais. Para a equacao acima fazemos
r=+/(9)-(-1)
r=+v(9)-v(=1)

T = +3i.

As raizes da equacdo 22 +9 = 0 sao 3i e —3i.

Os ntimeros complexos apareceram no século XVI ao longo das descobertas de
procedimentos gerais para resolucao de equacgoes algébricas de terceiro e quarto grau.
No século XVII os complexos foram usados de maneira incipiente para facilitar alguns
calculos. Enquanto no século XVIII tais ntimeros, mais utilizados tendo se descoberto
que os complexos permitem a conexao de varios resultados, até entao dispersos da
Matematica, no conjunto dos niimeros reais. No entanto, nada é feito para esclarecer o
significado desses novos nimeros. Ja no século XIX, surge a representacao geométrica
dos ntimeros complexos, motivada pela necessidade em Geometria, Topologia e Fisica,

de se trabalhar com o conceito de vetor no plano. Os nimeros complexos passam a
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ser aplicados em varias areas do conhecimento humano, dentro e fora da Matematica,
como por exemplo na dinamica de fluidos e eletronica.

Por exemplo, uma aplicagao na Fisica e na engenharia foi proposta por Ha-
damard (1883), o qual estudou sobre distribui¢do de temperatura, resolveu equagoes
diferenciais (fungoes de Bessel) usando i? = —1. Nesse contexto, os niimeros complexos
conquistaram novos dominios para Matematica (EVES, 2004, p.121)[2].

Enquanto isso, Hamilton (1843), também buscando aplica¢oes em Fisica e
explicagoes para a origem dos produtos, escalar e vetorial, introduziu uma multiplicacao
de vetores no espago de quatro dimensoes, construindo a algebra, nao comutativa,
dos Quatérnions (a,b,c,d) = a + bi + ¢j + dk em que a,b,c,d sdo nimeros reais e
iP=52=k*=ijk=—-113]

Os nimeros complexos também sao muito tteis na Aerodindmica. Por exemplo,
Joukowski (1906) utilizando transformagoes geométricas, construiu uma curva fechada
no plano complexo que representa o perfil de uma asa de aviao (aerofolio de Joukowski)
e, usando o principio de Bernoulli (1738) e a teoria das fungoes complexas, deduziu a
formula que permite calcular a forca de levantamento responsavel pela sustentacao do
voo de um aviao. Os niimeros complexos permitiram uma explicagao matematica para
o voo. Dai em diante o progresso aeronautico foi rapido (EVES, 2004, p.56; BOYER,
1973, p.66)[2, 3.

Ja na eletronica e na eletricidade, a analise de circuitos de corrente alternada,
ou seja a andlise fasorial, é feita com a ajuda de ntimeros complexos. Grandezas
como a impedancia (em ohms) e a poténcia aparente (em volt-ampére) sao exemplo
de quantidades complexas. Os procedimentos (algoritmos) recursivos (iterativos ou
recorrentes) no plano complexo criaram na maioria das vezes figuras invariantes por
escala denominadas fractais. Estas formas geométricas de dimensao fracionéaria servem
como ferramenta para: descrever as formas irregulares da superficie da terra; modelar
fenomenos, aparentemente imprevisiveis (teoria do caos), de natureza meteorologica,
astronomica, econémica, biologica, etc (EVES, 2004, p.95; BOYER, 1973, p.116)[2, 3].

2.1.2 Definicao dos Niimeros Complexos

Um ntmero complexo z é definido como z = = + iy, em que x é denominado parte
real e y é a parte imaginaria de z. Podemos escrever Rez = x e Imz = y. O parametro

i ¢ denominado unidade imaginéria, definido de forma que 2 = —1.
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2.1.3 Adicao e Subtracao de ntimeros complexos

A adicao de ntimeros complexos é definida da seguinte forma: Sejam z; = x1 + iy;

e 29 = T9 + 1Yo, & SOMa 21 + 2o & dada por
21+ 22 = (21 + 32) +i(y1 + o).

Ou seja, para adicionarmos dois nimeros complexos basta somarmos a parte real com
?
parte real e parte imaginaria com parte imaginaria. E ficil mostrar que a adicao dos

numeros complexos satisfaz as seguintes propriedades:
® 21 + 29 = 29 + 27.
o (21 +29) + 23 =21 + (22 + 23).

Em que 21, 25 e z3 sao trés nimeros complexos.
A multiplicagdo de uma nimero real por um nimero complexo ¢ realizada
de forma trivial, ou seja, basta multiplicarmos a parte real e a parte imaginaria pelo

numero real, conforme pode ser visualizado
az = oz + 1y1) = azry + iay;.
A operacao de multiplicacao por escalar satisfaz as seguintes propriedades:
o 21 + 29) = azy + azo,
e a(B2) = afz,

em que 21, 2z sao dois nimeros complexos e o e [ sao nimeros reais. Nesse caminho,
definimos o oposto de um niimero complexo z = x 4 1y como —z = —x — 1y.
A subtracao de niimeros complexos z; — zo pode ser compreendida como a soma,

de z; com o oposto de 2, ou seja,
21— 29 =21+ (—2’2) = ($1 - $2) + i(yl - y?)'

Exemplo: Dados z; =3 — 2i e 2o = 1 + 4, calculemos (a) z; + 29, (b) 221 — 325.
Resolugao: (a) 21+ 20 =3+ 1) +i(—-2+1) =4 —.
(b) 221 =320 = (6 —4i) — (—3+3i) = (6 —3) +i(—4 —3) =3 —Ti.
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2.1.4 Multiplicacao de niimeros complexos

A multiplicacao de dois nimeros complexos pode ser realizada via a propriedade
distributiva da multiplicacdo e utilizando o fato que 2 = —1. Ou seja, dados z; =

1+ 1y € 2o = Ty + 1Yo, calculemos z; 2o:
2129 = (21 +iy1) (o +iys) = T1@0+ix Yo Fidoy +i2y1ye = (2122 —y1y2) +i (212 +Toy1).

Podemos mostrar que dados os niimeros complexos 21, 29 € z3, a multiplicacao

de niimeros complexos satisfaz as seguintes propriedades:
1. Comutatividade: z1z9 = 2921.
2. Associatividade: z;(z223) = (2122)23.
3. Elemento Neutro: 1z; = 211 = z1, em que 1 = 1 + 0i.
4. Distributividade: z;(29 + 23) = 2122 + 21 23.

Como exemplo, dados z; = 3 — 2i e 2o = 1 + 4, calculemos 27 2.

2120 =(3—-2)(144) =3+3i -2 — 2" =3+i+2=5+1.

2.1.5 Conjugacao Complexa

Definimos o conjungado complexo de um ntimero complexo z = x + iy como
zZ =z —1y. Ou seja z é simplesmente z com o sinal da parte imaginaria trocado. Uma
importante propriedade desta operacao diz respeito quando multiplicamos um ntimero
complexo por seu conjungado. Seja z = x + iy, entdo, 2z = (v +1y)(x —iy) = 2* + y>.
Percebemos que zZ serd sempre um nimero real positivo. Ao resultado 2z denominados

modulo de z, e denotaremos por |z| = 72.

2.1.6 Divisao de Numeros Complexos

A divisao de numeros complexos pode ser definida como a operacao inversa da
T . . o - : _ :
multiplicagao. Ou seja, se tivermos S, = 43 em que 21 = X1+ Y1, 22 = T2+ Y2 €
z3 = x3+ 1y3. Se multiplicarmos ambos os lados por z;, devemos obter como resultado

z1. Fazendo isso, obtemos
<1

— = 23 = 21 = 2223,
zZ2
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e nosso objetivo é descobrir quem é z3.

(21 + iy1) = (X223 — Y2y3) + i(T2ys + 23Y2),

isso nos leva ao seguinte sistema de equacoes

Ty = T2T3 — Y2Ys, (1)
Y1 = TolYs — T3Yo.
A solugao para este sistema é
o = D12 + 1Y
3= — %3 3
x5+ 3
ys = T2Y1 — T1Y2
g = o2 T2
o3+ 3

Este resultado pode ser obtido a partir de z—; multiplicando o numerador e

o denominador por Z,. E esta é uma forma pratica de se calcular a divisao de dois

nlimeros complexos.

Z1 2122

Zy %o
Compreenderemos melhor a divisao de niimeros complexos por meio do seguinte

21

exemplo. Sejam z; = 1 — 2i e 2o = 4 + 34, calculemos = Conforme vimos, basta

multiplicar o numerador e o denominador por zs = 4 — 37. Fazendo isso, obtemos

n (1-20)(4 - 30) 2 11

o  (A+30)4—3) 25 25"

2.1.7 Representacao Geométrica ou Polar de um Niamero Complexo

Nesta secao, o nosso objetivo seré escrever um niimero complexo na forma polar ou
geométrica. De forma analoga ao que é feito com vetores no plano, podemos rerpresen-
tar um ntmero complexo utilizando um sistema de eixos perpendiculares. Para isso,
representamos a parte real do nimero complexo no eixo horizontal e a parte imaginaria
no eixo vertical. Para esse fim, considere o grafico apresentado na Figura (1). Nela
esta representado o nimero complexo z = x +4y. Observe que a parte real x esta sobre
o eixo horizontal, e a parte imaginaria y esta sobre o eixo vertical. O ntimero complexo
z & entdo representado pelo vetor dado na Figura (1), em que o comprimento de tal
vetor ¢ simplesmente o modulo de z, ou seja, r = |z| = 2z = /22 + 2.

A representacao de uma ntimero complexo z na forma polar é baseada no

modulo de z, representado por 7, e no angulo que o vetor forma com o eixo horizontal
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Im(z) &

o X Re?z)

Figura 1: Forma polar do niimero complexo z = x + iy

no sentido anti-horario, representado por 6. Sendo assim, observando a Figura (1),

podemos escrever

xr = rcosb, (2)

y = rsiné.

Dessa forma, o nimero complexo z = x + iy é escrito na forma trigonométrica como
z =r(cosf +isinb).

Como exemplo, vamos representar o nimero complexo z = 1 — i na forma
trigonométrica. Para isso, calculemos r? = |z| = 12 4+ (—1)? = 2, portanto r = /2. E
ainda tanf = y/x = —1, por isso, § = 315° = 7w /4. Note que tinhamos duas opgoes
de angulo para os quais tanf = y/x = —1, os quais eram 315° e 135°, mas apenas
um deles satisfazia a condigao de y ser negativo e x positivo, pois o niimero complexo
analisado ¢ z =1 — 1.

Dessa forma, z = 1 — i = \/2(cos (77 /4) + isin (77 /4)).

No entanto, perceba que qualquer valor do angulo encontrado somado a um
multiplo de 27 nos leva & mesma forma algébrica do nimero complexo z. Ou seja, se
tormarmos 0 = Tr/4 4+ 2w, 0 = Tw /4 +4xw, ..., 0 = Tn /4 + kr, em que k = 0,1,2,3...,
obteremos a mesma forma algébrica de z. Para evitar essa pluraridade de resultados,

restringimos o dominio de #. Usualmente tomamos 0 < § < 27.
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Apesar da forma polar apresentada ser bastante ttil, muitas vezes é ainda mais
proveitoso escrever um niamero complexo na forma de Euler. Antes disso, lembraremos

um pouco da série de Taylor.

2.2 Série de Taylor

Nesta se¢ao nos recordaremos de como podemos expandir uma fun¢ao por meio de
uma série, denominada série de Taylor. Este estudo nos sera ttil para escrevermos um
numero complexo na forma exponencial. O abordado aqui foi baseado nas referéncias

(9, 10].

2.2.1 A férmula de Taylor

O nosso objetivo nesta se¢ao é dada uma funcao f(x) € R, representéa-la na forma
f(x) =ao+ ai(z — 20) + az(x — 20)* + ... + an(x —20)" + ...\ (3)

em que os coeficientes a;, sao numeros reais. Para esse fim, devemos descobrir os
coeficientes ai. A expansao da série é em torno de xg, em outras palavras, dizemos que
a func¢do f(x) esta sendo expandida em torno de zg. A condicao para que a fungao f(x)
possa ser expandida com a formula de Taylor de ordem n é que f seja derivavel até a
ordem n no intervalo I e o ponto x( pertenca a I. Quando expandimos uma funcao
utilizando a série de Taylor, estamos fazendo uma aproximacao, tal que se n tender ao
infinito, temos que a fungao ¢ igual a série.

Note que f(xg) = ag, ou seja, ja sabemos a relagao entre o primeiro coeficiente e a
funcao considerada.

Derivemos uma vez a Equagao (3), obtendo
f!(x) = a1 + 2as(x — x0) + 3ag(x — x0)* + ... + nay(x — 29)" " + ... (4)

Se tormarmos f'(xg), obtemos que f’'(zg) = a;.

Derivando agora a Equacdo (4), obtemos

f"(z) = 2ay + 3.2a3(x — 20) + ... + n.(n — Da,(x — 20)" 2 + ... (5)

[ @0)

Se tormarmos f”(z¢), obtemos que f”(z) = 2as, ou seja, ay = ~—;

Derivando agora a Equacdo (5), obtemos
f"(x) = 3.2a3 + 4.3.2a4(x — x¢)... + n.(n — Day(x — 20)" > + ... (6)
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f/ll(l,o)

Se tormarmos f"(xg), obtemos que f"(z) = 3.2a3, ou seja, az = *—;

Fazendo isso recursivamente, encontraremos que

_ ["(x0)

n!

an Y

em que f"(xzq) representa a enésima derivada de f(x) calculada em z = x.

Dessa forma, podemos escrever a Equacao (3) como

f(x) = f(xo) + f(xo)(x — x0) + %(m — o) ..+

Podemos tomar a expansao dada na Equacdo (7) sempre que a f(z) for analitica' em

f" (o)

n!

(x —z0)"+... (7)

r = xo [10]. Observacdo: podemos definir a série de Taylor para uma funcdo f(z)

pertencente ao conjunto dos nimeros complexos C, em que z € C.

2.3 A série de Taylor de algumas fungoes importantes

Nesta secao escreveremos a série de Taylor de algumas func¢oes que serao importantes
mais tarde, quais sejam: a funcao exponencial, a funcao seno e a funcao cosseno.
Faremos todas essas expansoes em torno de zy = 0.

Desenvolveremos em seguida a expansao na forma de Taylor das seguintes

funcoes:

1. f(x) = e*. Para escrever a série de Taylor da funcdo f(z) = €* em torno de
ro = 0, precisamos da funcao e de suas derivadas calculadas em zo = 0. A

derivada de qualquer ordem de f(x) = e* é igual a ela mesma, ou seja,
f(z)=f"(x)=..= f"(x) =¢"

Dessa forma,

f(0) = f(0) = f"(0) = ... = f*(0) = f"*(0) = ... = 1.
Com isso, usando a Equagao (7), obtemos
xr 1 2 ]' 3 1 n _ G xn
e =1tz +gat et ot +..._ZOH. (8)

luma fungdo ¢ denominada analitica se ela é continua num intervalo I e possuir derivadas de
ordem n também continuas em /. Uma func¢io analitica é uma funcio infinitamente diferencidvel num

intervalo se ela possui derivada de todas as ordens.
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A Equagao (8) ¢ a série de Taylor de e” com centro em xy = 0. E possivel
mostrar, usando por exemplo o teste da raiz, que o raio de convergéncia desta

série é infinito, ou seja, ela converge para qualquer valor de x.

2. f(z) = cosx. Para escrever a série de Taylor da funcdo f(x) = cosz em torno
de x¢o = 0, precisamos da funcao e de suas derivadas calculadas em zq = 0.
Temos entao que f'(x) = —sinz, f’(x) = —cosz, f"(x) =sinz, f*(x) = cosz,
f¥(xz) = —sinz e assim em diante. E ainda, f(0) = 1, f/(0) = 0, f”(0) = —1,
f(0) = 0, f*(0) = 1, f'(0) = 0, e assim por diante. Com isso, usando a
Equagao (7), obtemos

L S S W EOO( 1)”332” 9)
COST = — —X —r — =X vee — — .
T Tt Tl 2 (2n)!

A Equagao (9) é a série de Taylor de cosz com centro em 2y = 0. Note que
¢ uma série alternada (o sinal das parcelas se alternam) com expoentes pares.
E possivel mostrar que o raio de convergéncia desta série é infinito, ou seja, ela

converge para qualquer valor de x.

3. f(x) = sinx. Para escrever a série de Taylor da funcdo f(z) = sinz em torno
de o = 0, precisamos da funcao e de suas derivadas calculadas em zq = 0.
Temos entao que f'(z) = cosz, f’(x) = —sinx, f"(x) = —cosx, f*(x) = sinux,
fU(xz) = cosz e assim em diante. E ainda, f(0) = 0, f(0) = 1, f”(0) = 0,
f"(0) = =1, f*(0) = 0, f(0) = 1, e assim por diante. Com isso, usando a
Equacao (7), obtemos

SNy = — & — T — T e = — -
TR TR s 2n+1)!

A Equagao (10) é a série de Taylor de sinz com centro em xy = 0. Note que é
uma série alternada (o sinal das parcelas se alternam) com expoentes impares.
E possivel mostrar que o raio de convergéncia desta série é infinito, ou seja, ela

converge para qualquer valor de z.

2.3.1 A Foé6rmula de Euler

De posse das funcoes reais dadas nas Equagoes (8), (9) e (10), podemos obter

a formula de Euler ¢, expressdo que nos sera util na anélise de uma das grandes
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questoes que norteiam este trabalho. A férmula de Euler nos permite escrever a forma
trigonométrica de uma nimero complexo no formato exponencial.
O ponto de partida é escrevermos a expansao em Taylor para e, para isso utiliza-

mos a Equagao (8), ou seja 2

. 1 1 s 1 1
i0 _ ~ N2 L3 VA L L
e =1+ (i) + 2!(7,9) + 3!(29) +4!(19) + 5(29) + ... (11)
Desenvolvendo as poténcias da unidade imaginéaria, temos
, 1 1 1 1
0 _ Lt L3 4 495
e’ =1+1i6 2!9 23!6’ +4!9 +z5!9 + ... (12)

Na Equacio (12), se separarmos a parte imaginaria da parte real, obtemos
, 1 1 1 1
0 _ T R S
e’ = (1—1—29 2!9 +4!9 —|—...>+z<9 3!9 —1—5!9 +) (13)
Os termos entre parenteses sao identificados como as expressoes em série para as fungoes

reais cos# e sin 6. Dessa forma, chegamos a

e = cos +isin 6. (14)
Com este resultado, dado um nimero complexo z = x + iy que na forma polar é escrito
como z = r(cosf + isin#), utilizando a Equagao (14), podemos escrever este mesmo
niamero como

z=re". (15)

Esta expressao nos serd muito util na sequéncia deste trabalho.

3 Encontrando raizes reais de equacoes via métodos

numeéricos - O método de Newton-Raphson

Neste capitulo apresentaremos a primeira parte do estudo proposto neste trabalho.
Discutiremos de forma pedagbgica o método de Newton-Raphson, o qual é utilizado
para se estimar as raizes reais de uma equacao nao linear. Abordaremos desde uma

digressao historica do método até um exemplo de sua aplicagao.

2 Apesar de a expressiao e’ representar uma funcio complexa, a sua expansio em série de Taylor é

possivel, pois ela é uma func¢io analitica, satisfazendo as condig¢oes de Cauchy
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3.1 Um pouco da histéria do método

Encontrar as raizes de uma equacao é uma tarefa que envolve as mais diversas
areas do conhecimento desde os primordios das civilizagoes. Dentre os profissionais
que trabalham mais frequentemente com essa temética estao matemaéticos, fisicos, en-
genheiros, quimicos, economistas, dentre outros. Contudo, é de conhecimento comum
que nem sempre é possivel calcular de forma exata as raizes de uma dada equacao. Por
exemplo, Abel (1802-1829) mostrou que mesmo para polinémios nio é possivel obter
uma forma algébrica para calcular as raizes caso o grau do polindmio seja maior ou igual
a b (EVES, 2004, p.56)[2]. Para esse fim, ao longo do tempo, foram propostos diversos
métodos numéricos para se calcular, pelo menos de forma aproximada, raizes de equa-
coes. Dentre esses métodos, um que merece destaque por sua simplicidade, bem como
pela sua rapida convergénciafrente a outros métodos, é o método de Newton-Raphson.

O método de Newton-Raphson, também denominado método das tangentes,
foi proposto no século XVII por dois grandes personalidades: Isaac Newton (1643-
1727) e Joseph Raphson (1648-1715). Newton apresentou o método pela primeira vez
numa obra intitulada ”De analysi per aequationes nimero terminorum infinitas” em
(BOYER, 1973, p.66)[3]. Newton usou o método por ele desenvolvido para estudar
as rafzes da equacao 2° — 22 — 5 = 0. Coube a Raphson, no ano de 1690, aprimorar
o método e generalizd-lo para aplicacao a qualquer funcao real, tendo publicado os
resultados do seu trabalho na obra ”Analysis aequationum universalis’(EVES, 2004,
p.230; BOYER, 1973, p.102)|2, 3|. Ja no século XVIII, o matemético francés Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) mostrou que o método convergia quadraticamente,
ou seja, convergia mais rapido que os métodos até entao conhecidos, desde que o ponto
inicial fosse tomado nas vizinhancas da raiz procurada. Coube a outro matematico
frances, o renomado Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), mostrar, no século XIX, que o
método poderia se extrapolado para sistemas de equagoes (EVES, 2004, p.56; BOYER,
1973, p.66)[2, 3.

Outros grandes matematicos também contribuiram no desenvolvimento e con-
solidacao do método, até que fosse atingida a versao aprimorada que serd apresentada

neste capitulo.
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3.2 O método

Nesta secao, apresentaremos o método e faremos a sua deducao. Toda a analise seré
conduzida de maneira bem pedagégica. Por fim, serdao resolvidos dois exemplos. O ex-
posto aqui serd baseado nas referéncias (RUGGIERO E LOPES, 2000, P.40; FRANCO,
2003, P.38)[4, 5]

Para entendermos melhor o método de Newton-Raphson, partiremos de um
pressuposto geométrico, pois a partir da visualizacao grafica, os conceitos serao melhor
assimilados pelo leitor. Em suma, o método de Newton-Raphson é um procedimento
iterativo baseado em aproximagoes sucessivas.

Considere uma equagao que pode ser escrita na forma f(x) = 0, ou seja, na
esséncia pretendemos calcular as raizes da fun¢ao f(z). Para iniciar o método, devemos
escolher como solugao o niimero real zo. A func¢ao f(z) deve ser derivavel em torno de
To. Quanto mais préoximo da raiz verdadeira for esse ponto escolhido, mais rapido o

procedimento converge para a raiz requerida. Para a nossa anélise, considere a Figura

(2).

Figura 2: Método de Newton-Raphson: retas tangentes

Dessa forma, antes de utilizarmos o método de Newton é importante fazermos
uma boa escolha do ponto inicial, pois se escolhermos qualquer ponto, sem o uso de
qualquer critério, pode ocorrer que o nimero de iteracoes seja aumentado, e com uma

boa escolha, o método se torna bastante curto, reduzindo o niimero de iteracoes. Um
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forma de se descobrir um bom chute inicial é utilizar o Teorema 1 enunciado a seguir.

Teorema 1: Seja uma funcdo f(x) real continua num intervalo [a, b]. Se

fla)f(b) <0

entdo existe pelo menos um ponto x = & entre a e b que é raiz de f(z).

Por exemplo, a fungao f(x) = 2® — 92 + 3 possui pelo menos uma raiz entre
r=—-bex= -3, pois f(—5) = =77 e f(—=3) = 3, portanto f(—5)f(—3) = —231 < 0.
Uma vez descoberto um intervalo que contém uma raiz, pode-se aprimora-lo e entao
utilizar o método.

Seja entao o ponto inicial zy dado na Figura (2), com respectiva abcissa
f(zg). Sabemos que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f(x) no
ponto (xg, f(xo)), m da reta azul, é igual a derivada primeira de f(z) calculada em x.
Observe ainda que a reta tangente ao grafico de f(z) em z( passa por x; sobre o eixo

z. Sendo assim, uma vez que f(z1) = 0, podemos escrever a equagao dessa reta como
Y —yo = m(z — xo).
Mas m = f'(x)). E ainda, se z ¢ raiz, temos que y = f(z) = 0. Assim,

0 — f(zo) = f'(z0)(z — 20).

_ f (o) — 2 —
f'(z0) 7
[ (o)
T =x9— )
" F(wo)
Continuando a iteracao,
f(zo) =0
m= f'(zg) = : 16
f ( 0) (1,0 _ 371) ( )
Isolando z; na Equagao (16), temos
(o)
= 20 — ) 17
T Zo f/<,’,lj'0) ( )
Fazendo o mesmo procedimento para a reta vermelha, obtemos
f(z1) =0
"(17) = "—~~F—r, 18
f( 1) (ml _ 172) ( )
o que nos leva a
f(z1)
=2 — ) 19
=N ) 1
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Realizando este procedimento sucessivas vezes até atingirmos z,,1, ou seja, a reta

tangente de cor verde, obtemos

$n+1 = xn - f/(x )
n

(20)

Note pela Figura (2) que a cada iteragao, o valor x,, se aproxima mais da raiz exata. A
pergunta natural que o leitor deve estar se fazendo é: quando parar? Paramos quando
atingimos um erro menor que o erro previamente definido, o qual serd denotado por e,
ou seja, quando

|Tpi1 — Tn| < €. (21)

E assim fica definido o critério de parada. Apesar de nos basearmos na Figura (2) para
deduzir o método de Newton-Raphson, é possivel mostrar que o mesmo é valido em
qualquer situac¢do, desde que f’(z) ndo tenha tangentes horizontais no intervalo I on
de supostamente a raiz esta localizada.

Para se trabalhar este contetido em turmas do ensino médio, o professor
pode substituir a derivada f'(z,) pelo coeficiente angular m(z,) da reta que passa
pelos pontos z,, e x,.1. Além disso, este método apresentado no trabalho traz uma

justificativa para estender o conceito de logaritmo para os nimeros negativos.

3.3 Exemplos

O que foi apresentado consiste no método de Newton-Raphson. Agora que ja
conhecemos o método, vamos fazer dois exemplos.

Exemplo 1: Calcule a raiz quadrada de 3 com erro menor que 0, 01.Este exemplo
consiste na resolucao da equacdo x> = 3, a qual pode ser escrita como z? — 3 = 0.
Neste caso, temos que € = 0,01. Dessa forma, vemos que neste exemplo o papel da
fungio f(x) sera feito por f(x) = z* — 3. Para utilizar o método de Newton-Raphson
nos basearemos basicamente nas Equagoes (20)-(21). Para dar o chute inicial, fazemos
uma analise preliminar. Sabemos que /3 pertence ao intervalo |1,2], por essa razao
podemos optar por qualquer um dos extremos deste intervalo. Escolhamos xo = 2. A

partir deste valor, calculemos x;. Antes disso, notemos que f'(x) = 2z. Assim, temos
que f(zo) =1 e f'(xo) =4; e

1
]]1:2—1
z,=1,75



Nao podemos parar ainda, pois |7 — xo| = 2,00 — 1,75 = 0,25 > 0,01. Neste
caso, usando o mesmo procedimento para determinar zs a partir de x;, temos que
f(z1) =0,0625 e f'(z1) = 3,5, o que nos fornece

0,0625
To = 1, 75 — %
7o = 1,732123.

Note que ainda nao podemos parar, pois
|zg — 21| = |1,7500 — 1,7232] = 0,0178 > 0,0100.

Assim, vamos determinar z3 a partir de xo. Neste caso, temos f(z2) = 0,0002743369
e f'(zq) = 3,464246, o que nos da

0,0002743369

— 1,732123 —
B 3, 464246

x3 = 1,732043809.

Como |z3 — x9| = |1, 732043809 — 1,732123000| = 0,00007919 < 0,01000000 Agora ja
podemos parar, pois o erro dessa aproximacao € inferior ao estabelecido. Assim, o valor
da raiz quadrada de 3 com erro menor que 0,01 é 1,732043809. Perceba que embora
tenhamos nos preocupado com o erro até a segunda casa decimal, o método de Newton
até a quarta iteracao nos forneceu uma precisao até a quinta casa decimal.

Exemplo 2: Determine a raiz negativa da fungao f(x) = 2® — 9x + 3 com precisao
de 0,01.

Ja sabemos que a raiz negativa desta equacao se encontra no intervlo [—5, —3], pois

f(=5)f(=3) < 0. Neste exemplo, temos que f'(z) = 3z% — 9. Dessa forma, tomando

—25
T = —4— ( ) = —3,35897.

ro = —4, temos

39
Como | — 3,35897 + 4| = 0,64 > 0,01, ndo podemos parar. Assim, temos

—4, 6675

— 3,35807 — [ >0
2 ! ( 24, 8480

) = —3,1711.

Como | — 3,1711 + 3,35897| = 0,18 > 0,01, ndo podemos parar. Continuando, temos

—0, 3483

— 31711 — [ 22
i ! (21, 1676

) = —3, 1546.
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Como | —3,1546 + 3,1711| = 0,019 > 0,01, ndo podemos parar. Na proxima iteracao,

temos que
—0,0016

20, 8545
Como |—3,1545+3,1546| = 0,0001 < 0,0100, podemos parar. E assim, a raiz negativa
de f(x) =2* — 9z + 3 é x = —3,1545.

24 = —3,1546 — ( ) — —3,1545.

3.4 Estudo da Convergéncia do Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é bastante simples quando comparado com outros
métodos, tais como o método da secante, pois a quantidade de calculos realizados é
bem menor que outros métodos. Nesta secao, estudaremos a convergéncia do método,
ou seja, demonstraremos um teorema que nos garante que a metodologia adotada nos
leva de fato a raiz de uma equacao dada, quando a raiz existir.

Antes de tratarmos o Teorema 2, necessitamos relembrar sobre o método do ponto
fixo (MPF), o qual atesta que se uma fun¢ao f(x) tiver uma tnica raiz £ num dado
intervalo I centrado em &, e se a fungao de iteragao ¢(x)3 for continua e tiver derivada
¢'(x) continua em I, além de |p(z)] < M < 1,Vz € I e zp € I; entdo a sequéncia {xy}
gerada pelo processo irterativo xy1 = ¢(x) converge para £[4].

Seja entao o Teorema 2 evidenciado a seguir.

Teorema 2:

Se f(x), f'(x) e f"(x) sio fungdes continuas em um intevalo I, onde a raiz v = &
pertence ao intervalo, entao f(§) = 0. Vamos supor f'(§) # 0. Entao, eriste um
intercalo Iy C 1, contendo a raiz &, tal que xo € I, a sequéncia {xy} gerada pela

formula recursiva

)
T P )

converqird para a raiz &.
Na sequéncia faremos uma demonstragao do Teorema 2.

Demonstracao: O método de Newton-Raphson é um método do ponto fixo com

3uma fungdo de iteragio ¢(x) ¢ definida tal que f(£) = 0 se e somente se ¢(¢) = €. Dessa forma,

o problema de encontrar um zero para f(z) = 0 é transformado no problema de encontar um ponto

fixo para ¢(¢)
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fungao iteragao ¢(x) dada por

i
(@)

Para provar a convergéncia do método, basta verificarmos que a equacao (22) satisfaz

¢(r) =

as hipoteses do teorema. Seja & uma raiz da equagao f(z) = 0, isolada num intervalo
I, onde I; C I. Seja ¢(x) uma fungao de iteracdo para a equacao f(z) = 0. Se as trés

condigoes seguintes forem satisfeitas
e ¢(z) e ¢/(x) sdo continuas em I
o [¢(x)] <M< 1Vx el
e 1y € Iy,

entdo a sequéncia {zy} gerada pelo processo iterativo xyy1 = ¢(x)) converge para &.

Temos que
! i@
M= )
) @) (@)
PO = Trap

Pela hipoteses, f'(§) # 0 e como f'(z) é continua em I, é possivel obter I; C I tal que
f'(x) #0,Vz € 1.

Assim, no intervalo I; C I, tem-se que f(z), f'(z) e f”() sao continuas e f'(z) # 0.
Portanto, ¢(z) e ¢'(x) sdo continuas em ;.

Como ¢'(x) é continua em I, e ¢/({) = 0, é possivel escolher I, C I, tal que
|¢/(z)| < 1,Vz € I, e ainda, I, pode ser escolhido de forma que a raiz seja seu centro.
Com isso, conseguimos obter um intervalo Iy C I, centrado na raiz, tal que ¢(z) e ¢'(z)
sdo continuas em Iy e |¢/'(z)| < 1,V € I5. Assim, fica mostrado que I, = I;.

Portanto, se x¢ € I a sequéncia {z}} gerada pelo processo iterativo

f(xx)

T+1 = Tk — f’(m)’

converge para a raiz. Dessa forma, fica demonstrado o Teorema.
Geralmente pode se afirmar que o método de Newton converge para a raiz desde

que a escolha do x( seja suficiente proximo da raiz.
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4 Qual é a raiz negativa da equacao 2* = z*?

Neste capitulo responderemos a primeira grande pergunta deste trabalho, ou

seja, estudaremos a raiz negativa da equacdo 2% = z?

. A motivacao para se discutir
essa equacao se ramifica em duas, quais sejam: a primeira delas é que na maior parte
das vezes em que tal equacao é discutida, a procura se restringe as raizes positivas;
enquanto a segunda é que para resolvé-la necessitamos recorrer a métodos numéricos,
0s quais caem no ostracismo ao publico docente das escolas de ensino médio. Sendo
assim, resolveremos esta equacao utilizando o método de Newton-Raphson.

Antes de iniciar a resolucdo da equacdo 2% = z?, plotemos os graficos das

fungoes g(z) = 2% e h(z) = 22

no mesmo eixo de forma a visualizarmos os pontos nos
quais os graficos se cruzam, ou seja, as raizes da equacao 2% = 22. Observando a Figura
(3) notamos que ha trés pontos, sendo um deles para = negativo. E justamente a raiz

negativa que nos interessaremos a estudar.

204

24(x) x(2)

Figura 3: Grafico das fungoes g(x) = 2% e h(x) = 2? plotados no mesmo eixo

A resolucao serd embasada na discussao da secao 2. Nesta resolucao, pretende-
mos estimar a raiz com um erro inferior a 1075, pois seguiremos de perto os calculos
realizados na referéncia (LIMA, 1991, p.1) ([11]). Nesse percurso, nosso chute inicial
serd g = —1, pois pelo grafico dado na Figura (3) percebemos que x = —1 esta na
vizinhanca da raiz negativa.

Assim, utilizaremos o método de Newton-Raphson com f(x) = 2° — 22, Dessa
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forma, temos também que f'(z) = 2%In (x) — 2x. A primeira aproximacao para a raiz,

x1, € igual a

f (o)
f'(xo)’
r1 = —0,7869233668.

T, = Ty —

Obviamente nao podemos parar ainda, pois o erro |z, —zo| = | —0, 7869233668 — (—1)],
ainda é maior que 107°.
Para simplificar a leitura, disponibilizamos os valores calculados em cada iteragao

do método na Tabela 1, a qual segue mostrada a seguir. Fazendo as iteracoes, teremos

n Tn f(@n) flen) | =an—fEs | o= lann il
—1 —0,5 2,346573590 —0, 7869233668 0,2130766332

—0, 7869233668

—0, 0396696240

1,975580118

—0,7668433793

0,0200799875

—0,7668433793

—0, 0003468060

1,941050717

—0,7666647101

0,0001786692509

—0,7666647101

—0, 00000000274

1.94074383

—0, 7666646960

0, 000000000141

Tabela 1: Aproximacoes sucessivas para a raiz negativa da equacdo 2% = z2.

No artigo (LIMA, 1983, p.20)|1], o qual serviu de suporte para desenvolvermos
este trabalho, foi utilizado o método das aproximacoes sucessivas para se resolver essa
mesma equacao.

Outro ponto notéavel da solucao é que mediante o valor encontrado, fica explicita
a existéncia de logaritmo de ntmero negativo. Por esse motivo, abordaremos este

assunto na proxima secao.

5 Existe Logaritmo de Niimeros Negativos?

Neste capitulo tentaremos responder a segunda pergunta chave que nos motivou
a escrever este trabalho. Tal pergunta seria, "podemos calcular logaritmo de ntimeros
negativos?”. Se analisarmos de um ponto de vista do conteiido usualmente ensinado na

educacao bésica, mais especificamente no ensino médio, a nossa resposta seria negativa.
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Quando dizemos que nao existe logaritmo de niimeros negativos, estamos amparados
na definicdo que geralmente é apresentada na primeira série do ensino médio, qual seja:
"Sendo a e b nimeros reais positivos, chama-se logaritmo de b na base a, o expoente
em que a deve ser elevado de modo que a poténcia obtida de base a seja igual a b, isto
e,
log,b =2 = a" =b,
emquea>0,a#1eb>0"

Observe as seguintes obervacoes acerca da definicdo usualmente apresentada no
ensino médio: (i) a e b sdo tomados como nimeros reais; (ii) a deve ser maior que zero.
Ou seja, a definicao apresentada se restringe ao caso em que a pertence ao conjunto
dos ntimeros reais positivos. Mas, com a solucao apresentada no topico 4 percebemos
que tal conceito necessita ser estendido, pois utilizando como ferramenta o célculo
numérico, mostramos que existe uma raiz que nao é calculada pelos métodos conhecidos
dentro do universo dos numeros reais. Portanto, mostramos no trabalho o poder que
temos ao inserir essa ferramenta no calculo de raizes. Sendo assim, mostraremos neste
capitulo que se extrapolarmos a definicao do logaritmo ao caso em que a possa ser
um nimero complexo, poderemos tratar de logaritmo de ntmeros negativos. Esta
extensao no estudo de logaritmos passa a ter muito sentido a partir da justificativa
apresentada e é reforcada pelo fato que tal procedimento pode ser plenamente explorado
no ensino basico com os conhecimentos adquiridos até o momento da explanagao de
tal contetdo.Porém, muita discussao decorre desta "nova” definicao, dentre as quais o
conceito de fungdes multivalentes (BROWN E CHURCHILL, 2015, p.30; AVILA, 2000,
27; SPIEGEL, 1972, 45)[6, 7, §].

5.1 Logaritmo de Nimero Negativo

Para falar de logaritmos de ntimeros negativos vamos nos lembrar antes do conceito
de logaritmo natural. O logaritmo natural de um numero a, representado por Ina
nada mais é que o logaritmos de a quando a base do logaritmo é o ntimero de Euler
e = 2,718281.... Desta forma, podemos escrever Ina = log, a.

A partir deste ponto, podemos pensar no calculo do logaritmo natural de um niimero
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complexo z escrito na forma z = re®, isto é,

Inz = Inre® (23)
= Inr+Ine?

= Inr—+10,

neste tdltimo calculo utilizamos a conhecida propriedade dos logaritmos de ntimeros
reais Inab = Ina + Inb, a qual continua valida quando a e b sao nimeros complexos
(BROWN E CHURCHILL, 2015, p.30; AVILA, 2000, 27)[6, 7|. Note que ¢ = ¢!(0+2km)
Dessa forma, o valor de In z nao é tinico. Assim, para obtermos um valor tinico para o
In z devemos restringir o intervalo em que 6 é definido. Usualmente escolhemos 0 < 0 <
2m. Caso nao facamos isso, teremos infinitos resultados para a mesma expressao, ou
seja, infinitos resultados para In z. Por essa razdo, dizemos que a funcao f(z) =Inz é
multivalente. Porém, quando restringimos o dominio de #, In z fica definido de maneira
tinica para todo z.

Agora, vamos apresentar por meio de exemplos a existéncia de logaritmos de niime-
ros negativos. Como exemplo, vamos calcular o logaritmo natural de —1. Essa tarefa
¢ muito simples, mas para realizi-la devemos representar o —1 na forma de Euler. Ai
vocé se pergunta: como posso representar o —1, que é um nimero real, na forma de
Euler? A resposta é muito simples, pois todo nimero real é complexo, tendo a parte

imaginario igual a zero. Neste caso, seja
z=—-1=—-1+4+0.

O modulo deste nimero complexo ¢ > = (—1)? + 0> = 1, por isso, r = 1. Além
disso, tan® = y/z = 0/(—1) = 0. Note que o angulo # possui tangente nula, mas a
componente x é negativa. Neste caso, devemos ter § = m + 2kn. Para que o angulo
seja univocamente definido, restringiremos o intervalo de definicao do # da forma usual.
Assim, obtemos

z2=—140i=1e"™ =€,
Tomando o logaritmo de ambos os lados da utima expressao, temos
In—1=Ine™ = ir. (24)

Para facilitar a compreensao, apresentamos o calculo do logaritmo natural do

ntmero (—3), In(—3). Seguindo o raciocino do exemplo anterior, temos que
z=-3=-3+0i=3€e",
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assim:
In—3 =1n3e" =1n3 + ir.

De uma forma geral, se a for um nimero rela positivo, isto é, a > 0, temos
In—a=Inae"™ =Ina+ ir.

Ou seja, com tais resultados, quebramos o paradigma de que nao é possivel o
calculo de logaritmos de nimeros negativos. Sendo assim, neste topico foi apresentado

como se calcula logaritmo de niimeros negativos.

6 Consideracoes finais

Com o termino desse trabalho podemos concluir que apesar da aparéncia da equacao
2? = 2%, um tanto quanto simples, ela torna-se muito elegante quando falamos de sua
raiz negativa; suas raizes positivas, que sao x; = 2 e x5 = 4, sao também importantes,
mas a negativa leva destaque pela sua estratégia de resolucao. Pode-se resolver a
equagao e chegar na raiz negativa usando os calculos numéricos, mas resolvemos calculé-
la pelo método de Newton-Raphson, pois o método é por sua vez simples e de facil
aplicacao, pois o mesmo chega a raiz com uma pequena quantidade de interacao. Ao
resolvermos a equagao tivemos que demostrar que de fato existe logaritmos de ntimeros
negativos, usando a formula de Euler. Essa solucao pelo método de Newton-Raphson,
chega bem rapido a raiz negativa que é igual a —0, 76666, podemos perceber que com
uma boa escolha do ponto inicial faz com que com apenas quatro interacao chegamos
ao resultado esperado.

Essa equacao pode ser um fator que desperta bastante curiosidade, pois na
sua solucao quando a mesma ¢ feita por outro método torna se grande e desgastante,
por esse motivo podemos, ao falarmos do método de Newton Raphson, colocé-la como
exemplo, um grande exemplo. O método de Newton-Raphson tem o seu papel impor-
tante na resolucao de equacoes lineares, pois nao hé outra forma de calcular a raiz que
seja tao eficaz e simples como esse.

Sendo assim, este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de atingir estudantes
do ensino médio, bem como para que professores de matemética da educacao béasica
adquiram uma nova concepcao acerca dos logaritmos. Além de despertar o interesse
dos estudantes, este trabalho também servird de material complementar para cursos

de graduacao em ciéncias exatas, tais como Matematica, Fisica e Engenharias.
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Como perspectiva, esperamos aprimorar este material para que ele contemple,

de forma plena, ndo somente os docentes de nivel médio, bem como os estudantes.

Referéncias

[1] E.L. Lima, Numeros negativos tém logaritmo?, Revista do Professor de Ma-
tematica n. 3, p. 20-24, Sao Paulo (1983).

[2] H. Eves, Introdu¢ao o Histéria da Matemdtica, Editora Unicamp, Campinas
(2004).

[3] C.B. Boyer, Historia da Matemdtica, Edgard Blucher, Sao Paulo (1974).

[4] J. W. Brown, R. V. Churchill, Varidveis Complezas e Aplica¢oes, McGraw-Hill,
Sao Paulo (2015).

[5] G. Avila, Fungées de uma varidvel compleza, LTC, Rio de Janeiro (2000).

[6] M. Spiegel, Varidveis Complexas com uma introdugao as transformacgoes confor-

mes e suas aplicagoes, Editora McGraw-Hill, Rio de Janeiro (1972).

[7] M.A.G. Ruggiero, V.L.R. Lopes, Cdlculo Numérico: Aspectos Tedricos e Compu-

tacionais, Pearson, Sao Paulo (2000).
[8] N.B. Franco, Cdlculo Numérico, Pearson, Sao Paulo(2003).

[9] J. Stewart, Cdlculo - Vol. 2, Vol.2, Editora Pioneira Thomson Learning, Sdo Paulo
(2009).

[10] H. Anton, Cdlculo, Um Novo Horizonte, Vol. 2, Editora Bookman (2000).

[11] E.L. Lima, Meu professor de matemdtica e outras historias, Sociedade Brasi-
leira de Matematica, Rio de Janeiro (1991).

38





