PROFMAT

UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Livia Silva de Morais

Topicos Especiais de Matrizes: Isometrias no
Plano e no Espaco

Ouro Preto

2018



LiviA SiLvA DE MORAIS

Topicos Especiais de Matrizes: Isometrias no
Plano e no Espaco

Dissertacdo submetida ao Programa de Mestrado Pro-
fissional de Matematica em Rede Nacional - PROFMAT
do Departamento de Matematica da Universidade Fede-
ral de Ouro Preto como requisito parcial para a obtencao
do Grau de Mestre em Matematica.

Area de Concentragao: Algebra linear
Orientador: Prof. Dr. Gil Fidelix de Souza.

Ouro Preto
2018



M827t Morais, Livia Silva.
Tépicos especiais de matrizes [manuscrito]: isometrias no plano e no espago /
LiviaSilvaMorais. - 2018.
102f.: il.: color; tabs.

Orientador: Prof. Dr. Gil Fidelix Souza.

Dissertagéo (Mestrado) - Universidade Federal de Ouro Preto. Instituto de
Ciéncias Exatas e Biolégicas. Departamento de Matemética. Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica em Rede Nacional.

Area de Concentragdo: Matemética com oferta nacional.

1. Algebra Linear. 2. Algebra Computacional. 3. Geometria. |. Souza, Gil
Fidelix. Il. Universidade Federal de Ouro Preto. I11. Titulo.

CDU: 512

Catalogacao: www.sisbin.ufop.br




MINISTERIO DA EDI IL‘AQ‘A() k
Universidade Federal de Ouro Preto
Instituto de Ciéncias Exatas ¢ Biologicas (ICEB)

Departamento de Matematica - PROFMAT

8 5!
de Duro Fysie

“Topicos Especiais de Matrizes: Isometrias no Plano e no Espaco’

Autor(a): Livia Silva de Morais

Dissertagao defendida e aprovada, em 19 de Fevereiro de 2018, pela banca examinadora

constituida pelos professores:

- \) S
‘ A(z(\l

Gil Fidelix de Souza - Orientador
,\Universidade Federal de Ouro Preto

A

ebastiao Martins Xavier Membro Interno
niversidade Federal de Ouro Preto

<£) (, l /\C o)

Jedanne'Carmo Amaral Dias
Centro Federal de Educagao Tecnologica de Minas Gerais

endes Rodrigues
Universidade Federal de Ouro Preto

Mestrado Profissional em Matematica em rede Nacional - PROFMAT
Campus Universitario — Morro do Cruzewro — [CEB 1T — Sala 1-10 — 35400-000— Ouro Preto — MG — Brasil
Homepage: http://www. profmat.ufop.br — I-mail: profmat.na.ufopi@ gmail.com — Fone: (31) 3539-1629



Aos meus pais, Adao e Silvanea, e ao meu esposo Emerson.



Agradecimentos

Agradeco a Deus pelo éxito da conclusao desse trabalho.
Aos meus pais: Adao e Silvanea pelo amor e apoio incondicional.

Ao meu marido Emerson que sempre compreendeu e apoiou minha rotina de estu-
dante. Agradeco também pelo desenvolvimento do software utilizado na sequéncia didatica
apresentada na dissertacao.

Aos colegas do PROFMAT, em especial a Dane, Dani, Fabian e Mariana, que sempre

estiveram ao meu lado me apoiando e me ajudando nos momentos de dificuldade.

Aos colegas de trabalho que torceram por meu sucesso e que contribuiram com su-
gestoes para a conclusao deste trabalho, em especial a vice-diretora Gorete, que sempre com-
preendeu e apoiou minha rotina de estudos.

Aos meus queridos alunos que acompanharam de perto meu desenvolvimento no pro-
grama PROFMAT e que nunca duvidaram da conclusdo deste trabalho, sempre me incenti-
vando, inclusive com oracgoes.

A Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) por todo
apoio financeiro.

Aos mestres que me proporcionaram um mundo de conhecimentos que eu nem ima-
ginava um dia chegar a conhecer, em especial meu eterno agradecimento ao meu querido ori-
entador Gil Fidelix de Souza pela generosidade em compartilhar conhecimento e compreensao
das minhas limitacées académicas.



Resumo

Este trabalho apresenta o estudo das isometrias no plano e no espaco por meio de t6-
picos especiais de matrizes. Apresentamos os conceitos de espagos em R” com maior énfase
em n =2 ou n = 3. Conceitos de transformacao linear, representacdo matricial de uma trans-
formagao linear, bases, autovalores e autovetores terdo conexao com a geometria e a algebra
computacional, a fim de favorecer a conexao entre os estudos tedricos da algebra linear com
o cotidiano. Estudamos também a teoria basica de grupos, o grupo de isometria € o grupo a
1-parametro, além de descrever algebricamente curvas conhecidas como 6rbitas da acdo dos
subgrupos a 1-parametro de isometrias em pontos do espaco. A dissertacao propde um plano
de aula que apresenta a ideia do pixel como aplicagdo dos topicos de matrizes.

Palavras-chave: Algebra linear, Algebra computacional, Geometria.



Abstract

This work presents the study of isometries in the plane and in space by means of special
matrices topics. We present the concepts of spaces in R” with greater emphasis on n =2 or n
= 3. Concepts of linear transformation, matrix representation of a linear transformation, basis,
eigenvalues and eigenvectors will have connection with geometry and computational algebra,
in order to favor the connection between theoretical studies of linear algebra and everyday. We
also studied the basic group theory, the isometry group, and the 1-parameter group, as well as
algebraically describing curves known as orbits of the action of the subgroups to 1-parameter of
isometries at points in space. The dissertation proposes a lesson plan that presents the idea of
the pixel as an application of the topics of matrices.

Keywords: Linear Algebra, Computational Algebra, Geometry.
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1 Introducao

E notdrio que os tdpicos de algebra linear ganharam maior destaque na matematica
atual por causa do advento da tecnologia, pois uma de suas aplicacées é o desenvolvimento
da linguagem computacional. Ao analisar o desenvolvimento do ensino de matematica basica
no Brasil, pode-se perceber que ndo ocorreu moderniza¢gdo, em contrapartida, o mundo se
tornou mais digital. O estudo de matrizes, essencial para o desenvolvimento da matematica
computacional e por consequéncia, para o estudante do ensino médio, no entanto, tem ficado
em segundo plano, ndo sendo abordado por inimeras escolas pelo Brasil, 0 que € um equivoco,
pois a nova geracao de estudantes, ja nascida na era digital, precisa perceber a conexao entre
a matematica e os recursos tecnolégicos. O professor é o principal agente para a renovagao
do ensino de matematica, portanto precisa ter oportunidade de adquirir novos conhecimentos
matematicos, para proporcionar aos discentes a oportunidade de conectar a realidade com o
conteddo ministrado em sala.

Apresentaremos nesta dissertacdo uma conexao entre a algebra linear e a geometria,
em particular ao estudo da aplicagdo que conserva as distancias entre pontos: a isometria.
Optamos por trazer linguagem computacional e, sempre que possivel, fizemos a representacao
geométrica do objeto de estudo. Todos os resultados obtidos do estudo de isometrias estao
no formato de coordenadas homogéneas, em razdao de que em um ambiente computacional as
coordenadas homogéneas substitituem o sistema de eixos coordenados.

Propomos também ao leitor uma reflexao sobre a importancia da matematica compu-
tacional no ensino basico. A dissertacdo possui um plano de aula que utiliza um software de
geracao de imagens idealizado exclusivamente para ser utilizado na sequéncia didatica e tem
por objetivo tornar significativo o estudo de matrizes. Foi apresentado ao estudante do primeiro
ano do ensino médio a ideia do pixel e 0 mesmo pode gerar uma imagem utilizando o software
que necessita apenas de que o aluno idealize o0 desenho e insira as informagdes corretamente
em uma tabela (ou matriz). Vale ressaltar que a autora fez uma breve consulta as dissertagdes
do programa PROFMAT e foram encontrados dezenas de trabalhos que propdem o uso de tec-
nologia como instrumento de aprendizado, entretanto esta dissertacéo é favoravel ao estudo da
matematica computacional implicito ao curriculo de matematica.
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A algebra linear e a isometria sdo objetos de estudo de diversos tépicos da matematica
lecionadas no ensino basico, por esse motivo, o tema foi bastante abordado nas dissertagbes
do programa PROFMAT. Faremos uma breve revisao bibliografica das dissertagdes que tratam
do tema isometria. Em um panorama geral, os trabalhos optaram pelo estudo das isometrias
no plano e esta dissertacdo apresenta estudo das isometrias no plano e no espacgo, além de
identificd-las com classes especiais de matrizes e apresentar um breve estudo dos subgrupos
a 1-parametro de isometrias no espaco euclidiano.

As isometrias relacionadas as artes foram estudadas em diversos trabalhos. Os frisos
ornamentais foram estudados em [16] onde foram identificados os grupos de frisos de acordo
com os frisos ornamentais gerados. Para maiores informacdes sobre a pavimentacéo do plano
com poligonos regulares e mosaicos utilizando as isometrias, consulte [3] e [2]. Neste ultimo en-
contramos também maiores informacdes sobre propostas de atividades ludicas para o ensino
de isometrias, isto é, o autor propdes quatro atividades abordando angulos internos (recobri-
mento do plano), isometrias (técnica da dentada de Escher), simetrias (recortes em papel) e
mediatrizes (Diagrama de Voronoi e Triangulacdo de Delaunay), além de estabelecer relagbes
matematicas com obras de artes, em especial, as obras de Maurits Cornelis Escher. Em [9] é
apresentado um estudo dos resultados basicos sobre as isometrias no plano.

Em [18], o estudo das isometrias foi feito utilizando somente os numeros complexos,
mais particularmente, as Transformagtes de Mdbius e a dissertagao tem por finalidade motivar
os alunos ao estudo dos numeros complexos e mostrar que software como CorelDraw e Auto-
Cad utilizam as nocdes de niumero complexo para dar movimento a objetos em uma tela. E em
[21], o autor evidenciou a importancia das isometrias tanto na apresentacao de superficies iso-
meétricas ao plano quanto na caracterizagao do Conjunto dos Numeros Reais como um espago
métrico que completa o Conjunto dos Numeros Racionais.

Jaem [15], o autor analisou como o ensino-aprendizagem de isometrias sdo abordados
em alguns documentos oficiais de ensino no Brasil, como PCNs, Curriculo do Estado de Séo
Paulo e matrizes de referéncias do SARESP. Além de propor desenvolvimento de atividades
para o estudo de isometrias utilizando recortes. E para finalizar a revisdo bibliografica, consulte
[19] para diversas propostas de aplicagdes do estudo das matrizes de ordem 2, inclusive no
estudo das isometrias.

O texto esta organizado em 5 capitulos.

No capitulo 2 apresentamos diversos resultados da Algebra Linear, utilizando concei-
tos de espagos R"” com maior énfase em n = 2 ou 3, transformacées lineares, representagao
matricial de uma transformacéo linear, transformacao ortogonal, bases, autovalores e autoveto-
res.
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No capitulo 3 apresentamos diversos resultados da Teoria de Grupos, utilizando con-
ceitos de grupos, subgrupos, homomorfismo, agao de grupos e conectamos com a primeira
parte através da apresentagao do grupo de isometrias de R’ eo subgrupo G(4) de matrizes
4x4, bem como apresentaremos um isomorfismo entre eles. Em seguida, definimos e provamos
as propriedades de um subgrupo a 1-parametro. Isto é, estudamos a obtencdo de uma repre-
sentacao para isometrias de RR? através de um isomorfismo do Grupo das Isometrias de R’eo
subgrupo G(4) das matrizes 4x4 da forma

G(4) = { [ g ‘ ] . T € 0(3), a e My (R), 06M1x3(]R%.)}.

Mostraremos também que subgrupos a 1-parametro de G(4) séo, a menos de conjugagéo, da
forma:

cos(o) —sen(ot) 0 O
G- sen(o) cos(ot) 0O O R
P 0 o 1 Bl
0 0 0 1

sendo o e B nimeros reais e em seguida faremos o estudo das érbitas de tais subgrupos e
identicaremos com trajetérias (ou curvas) em R>.

No capitulo 4 apresentamos aplicagdes, utilizando notacao acessivel a estudantes de
ensino médio, de modo que as mesmas possam ser utilizadas em sala de aula como motiva-
dor para o estudo de matrizes e por consequéncia, isometrias. A dissertagdo apresenta uma
sequéncia didatica que foi colocada em pratica com alunos do primeiro ano do ensino médio.

Por fim, pretendemos com este trabalho apresentar um texto que sirva como atualiza-
¢ao para profissionais que pretendam aprender um pouco mais sobre tdépicos matriciais através
de uma conexao entre tépicos da computacao e geometria aos estudantes e aos profissionais
do ensino, mais precisamente ao estudo das isometrias. Um dos intuitos deste trabalho é apre-
sentar aplicacées que motivem o estudo desses assuntos.
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2 Revisao de Algebra Linear

Neste capitulo apresentamos os conceitos de espacgos em R" com maior énfase em
n =2 ou n = 3. As definicdes, proposicdes e teoremas apresentados neste capitulo foram
extraidas de [8].

2.1. Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial real € um conjunto V munido de operagées "+ :V xV — V

29 99

e :R xV — V, denominadas adi¢cdo e multiplicagdo por escalar, respectivamente. Para

quaisqueru, vEve A, A, A2, € R, as operagdes citadas satisfazem as seguintes propriedades:

1. VuveV,u+v=v+u.

2. VuyyweViu+(v+w)=(u+v)+w.
3.VveV,30eV;0+v=r.

4. VveV;v+(—v)=0.

5. Vu,veVereR; Mu+v)=Au+Av.

6. VveVeli,heR; (A +A)v=2~Av+Aw
7.VveVek,eR; (AMA)v =241 (Av).

8. VveV, lv=w.

Exemplo 2.1.1. Mostraremos que R = {(x,y,2); x,y,z € R} é um espago vetorial.
Demonstragdo. Tome u = (x1,x2,x3), v= (y1,y2,y3) € R3. Observe que

u-+v=(x1+y1,%+y2,%3 +y3)

vtu=(y1+x1,y2+x2,y3+x3).

Portanto, segue da comutatividade dos numeros reais que u +v =v+u.
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Seja w = (z1,22,23), note que

(u+v)+w = (x1+y1+z1,%2+y2+22,%3+y3 +23)
= ut+(v+w)
Além disso, tome 0 = (0,0,0), logo

—

u+0 = (x;+0,x+0,x3+0)

= U
e
u—u = (xX] —X1,X2 —X2,X3 —X3)
= (070,0)
= 0

Concluimos a verificagdo das propriedades da adigao de um espago vetorial. Para
verificarmos as propriedades da multiplicagéo, considere A, A1,A, € Reu,v € V.

Mu+v) = Axi+y1,x+y2,53+y3)
= (Ax1 4+ Ay, A% + Aya, Axs 4 Ay3)
= (Axp, A, Axz) + (Ayi, Ay, Ays)
= AMx1,x2,%3) + Ay1,v2,¥3)
= Au+Av

(M +22)v = (M +A2)(y1,32,53)

= (M +22)y1, (A +2A2)y2, (A1 +A2)y3)
Ayt + Aoyt AMy2 4+ Aoy2, Ays +Agy3)
(A1y1, My, Ays) + (Aayi, Aayz, Aays)

= MO1LY2,y3) FA(1,¥2,¥3)
= AMv+Ay



15

M2y = (MA2)(y1,¥2,3)
= (MA2y1,AMAgy2, M A2y3)
= M (Aoy1,A2y2,A2y3)
= M(A2(1,y2,y3))
— ()

Ly = 1()’17)’27)’3)
(1-)’17 1-)’27 1)’3)
(1,52,73)

= vV

Todas as propriedades foram verificadas e concluimos que R? é um espaco vetorial.
[l

Exemplo 2.1.2. Verificaremos que o espaco P, dos polinbmios de grau até 2 é um espago

vetorial.

2

Demonstragdo. Tome v = ag + ajx + axx” e w = by + b1x + byx?, em que ap,ai,ay € R,

bo,b1,by € R. Note que
v+w = (ao+bo)+ (a1 +b1)x+ (a2 +b)x*
e que

w+v = (bo+ao)+ (a1 +b1)x+ (a2 +by)x*

2

logo, v+w =w+v. Sejau = cy+ c1x+ crx”, em que cg,c1,c2 € R, entdo

(u+v)+w = (ao+bo+co)+ (ar+bi+c1)x+ (az+by+c2)x?
= ut+(v+w)

Além disso, tome p(x) = 0 = 04 0x +0x?, logo

—

v+0 = (agp+0)+ (a; +0)x+ (az +0)x*

= v
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Por fim,
v—v = (ao—ag)+ (aj —ay)x+ (ay —ax)x*
= 0+0x+0x°
= 0
Esta concluida a verificagcdo das propriedades da adicdo de um espago vetorial. A
verificacdo das propriedades da multiplicacao é feita de modo anélogo. O

Definicao 2.1.1. SejaV um espaco vetorial. Dizemos que W C V é um subespacgo vetorial se

1. Paratodov,w € W, tem-sev+weW;
2. ParatodohcReve W, tem-sehveW.

Exemplo 2.1.3. Considere W = {(x,y, 7) € R’ xX+y= z}, vejamos que W C R> é um subes-
paco de R3. Comegamos observando que os vetores W sdo de forma

(x,y,x+y),x,y €R.
Entdo dados u = (a,b,a+b) ev=(c,d,c+d) € W e\ € R, temos que

u+iv = (a,b,a+b)+Ac,d,c+d)
= (a+Ac,b+Ad,a+Ac+b+Ad)
= (d,b,d+b)ew

emqued =a+\ eb' =b+\d,. Portanto, W é subespaco de R>.

Mais geralmente, qualquer plano pela origem é um subespago de R3. Outros exemplos
possiveis de subespacos de R? sdo: {0}, retas pela origem, R>.

Proposicao 2.1.1. SejaW espaco vetorial e W ,W>, ..., W, C W subespacos, com n finito, entao
wWinw,N..Nnw,

é subespaco vetorial.

Demonstracdo. Iniciamos com o caso n = 2.

Provando a propriedade 1: Se wi,wy, € Wi NW,, entdo wi,wr € Wi e w1 +wr € Wy,
pois W é subespago vetorial. Analogamente, se wi,wy € W, entdo wi +wy € W,. Logo
w1 +wr € Wi NW,.
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Provando a propriedade 2: Se w; € W) = Aw; € W e w; € Wr = Aw; € Wh, pois W
e W, sdo subespagos vetoriais, entdo Aw; € Wi NWs.

Portanto, Wi NW,; é subespago vetorial.

Para o caso geral, admitimos que a propriedade é valida para a intersecao de n —
1 subespacos vetoriais, obtendo dessa maneira um Unico subespaco vetorial construido pela
intersegéo de Wi, Wy, ....W,_1. Logo, (Wi NWrN...NW,_1) "W, resulta em subespago vetorial,
visto que se tratam de dois subespacgos vetorias. Portanto, pelo principio da indugao finita,
WiNnWyN...NW,, com u finito, & subespaco vetorial. O

Teorema 2.1.1. Sejam W, e W, subespacos vetoriais de V, entdo W) +Wr ={w eV : w=
wi+wa, wi € Wi, wy € W} é um subespago vetorial de'V .

Demonstracdo. Mostraremos que as propriedades de subespaco vetorial sdo satisfeitas pelos
elementos de W| + W,.

Adicao: Considere u ¢ Wi +W, e v e Wi +W,. Logo existem uy,ur € Wi e vy, vo € Wa,
taisque u =u;+up ev=vy+vylogou+v=_(uy+u)+(vi+v)=(u+v)+ (u+wm)€
Wi+ W, pois ui +u> € Wy evy+vy € Wa.

Multiplicagao: Tome A€ R, w =u+v € W) +W,, em que u € W; e v € Ws. Logo,
A =Au+Av €W +W,,

pois Au € Wi e Av € Ws. O

Observacao 2.1.1. Se W; NW, = {0}, entdo escrevemos W) & W, e denotamos por soma
direta.

Exemplo 2.1.4. O espago vetorial R* é soma direta dos subespagos Wi = {(x,0) € R*} e
W = {(0,y) € R?}, ou seja, R = W) & Wa.

Demonstragdo. Para x € R, temos que (x,0) = x(1,0) e se v € W) NW,, existem x,y € R, tais
que v =x(1,0) = y(0,1), o que implicax =y =0 e v = (0,0). Portanto, W; "W, = {(0,0)} e
concluimos que R? = Wi e W,. O

Exemplo 2.1.5. E possivel verificar que W) = {A € M,(R): A"’ =A} eW, = {BeM,(R) : B' =
—B} sdo subespagos vetoriais de M, (R).

Demonstragado. Seja M € M,(R), queremos mostrar a existéncia A € W; e B € W», tais que
M =A+B.
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Suponha que existam tais A e B, entao

M =(A+B) =A"+B' =A-B,

imolicand M A+B
implicando que
P a M = A-B
: ] ; M+M
Somando as duas igualdades, concluimos que M + M' =2A = A = . Analo-
M—-M
gamente obtemos B = 5

Portanto, adquirimos de maneira Unica as matrizes A e B,com A € Wy e B W,, de
modo que M = A+ B € M,(R).

Para concluir, seja ¢ € Wi NW,, entao C'=-C,e portanto C = —C, implicando em
C =0. Logo, M, (R) = W; & W,. O

Definicao 2.1.2. Sejav um vetordeV em W um subespaco de V. Dizemos que v é ortogonal a
W sev é ortogonal a cada vetor de W. O conjunto de todos os vetores de V que sdo ortogonais
aW é chamado de complemento ortogonal de W e é denotado por w.

Exemplo 2.1.6. E possivel ver que o complemento ortogonal Wt é um subespaco de V, tal
queV =W & w.

2.2. Base e Dimensao

Sejam V um espaco vetorial e v{,v3,...,v, € V. Dizemos que vi,V,...,V, sdo linear-

mente independentes (LI) se a Unica solugao possivel para a equagao vetorial
a\vi+avo+...+a,v, =0,

é atrivial, ou seja, a; = ap = ... = a, =0, com ay,ay,...,a, € R. Dizemos que v{,vs,...,v, sdo
linearmente dependentes (LD) se ndo sao LI.

Exemplo 2.2.1. SejaV =R, comu; = (1,1,0),up = (1,—1,0),u3 = (1,0,1). Mostre que os
vetores sdo L.
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ajuy +axupy +azuz = 0
ay(1,1,0)4+az(1,—1,0) +a3(1,0,1) = (0,0,0)
(611,611,0) + (612,—612,0) + <a3a07a3> = (0707())
(

(a1 +ax+az,a1 —az,az) = (0,0,0)
Logo, a; +ax +az =0,a; —ar = 0,a3 =0 e concluimos a; = a; = a3 = 0.

Dados um espaco vetorial V e vy,...,v, €V, 0 espaco vetorial gerado por vi,vy,..., vy
é o menor espago vetorial que contém vy, vs, ..., v, é denotado por [vi, vy, ..., V).

V1,V2,.eesvn] ={aivi +axva + ... + apvy; ay,az,...,a, € R}.

Exemplo 2.2.2. Paracada (x,y) € R?, temos (x,y) = x(1,0)+y(0,1), logo [(1,0),(0,1)] = R2.

Definicdo 2.2.1. SejaV o espaco vetorial e vi,va,...,v, € V. Dizemos que o. = {v,va,...,v,}
é uma base paraV se:

1. vi,Vv2,...,v, S80 LI;

2.V =[v1,v2,...,Vnl.

Exemplo 2.2.3. A base candnica de R",n € N é o conjunto
E ={ey,ea,...,en} = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1) } .
Exemplo 2.2.4. Uma base do espaco vetorial P, dos polinbmios de grau menor ou igual an é
P= {l,x,xz, ...,xn} .

Exemplo 2.2.5. Uma base para o espaco das matrizes M., é

w={lo e 0 )

Exemplo 2.2.6. Sejam M,,«,(R) o espago vetorial das matrizes m x n com entradas reais e E;
a matriz que apresenta entrada igual a 1 na linha i e coluna j e as demais entradas sdo nulas.
Uma verificagdo direta mostra que oo = {E11,....,E1n,E21,....En, ..., Em1, ..., Emn} € uma base
de My, «n(R).

Teorema 2.2.1. Sgjao. = {vy,v,...,v,} uma base deV, entdo todov € V é escrito de maneira
Unica comov = avy + ... +a,v,, comay,...,a, € R.
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Demonstragdo. Suponha que v =avi+avo + ... +a,v, = b1vi +brvo + ... + b,v,, entdo
v—v=(a; —by)vi+ (ay—br)va+ ...+ (an — by)v, = 0.
Como vy,vy,...,v, sdo LI, seque que a; —b; =0,ap — b, =0,...,a, — b,, = 0.

Portanto, a; = by,ay = b»,...,a, = b,,. O

Teorema 2.2.2. [Invaridncia da dimenséo] Sejam V um espago vetorial, o« = {vi,va,...,v,} €
B={wi,wa,...,wi} bases deV, entdon = k.

A demonstragdo do Teorema [2.2.2] utiliza dois resultados que subscrevemos abaixo e
cujas demonstractes podem ser encontradas em [8].

e Sejam vy, vy,...,v, vetores ndo nulos que geram um espaco vetorial V. Entao, dentre
estes vetores podemos extrair uma base de V.

e Seja um espaco vetorial V gerado por um conjunto finito de vetores vy, vy, ..., v,.
Entao qualquer conjunto com mais de n vetores é necessariamente LD (e, portanto,

qualquer conjunto LI de V tem no maximo n vetores.)

Suponha que k < n. Pelos dois resultados acima, concluimos que o = {vi,v2,...,v,} € LD,
absurdo, pois o é base. Logo, k = n.

Definicao 2.2.2. A dimensdo deV é a quantidade de elementos em uma base o.. Denotamos
dimensao de 'V pordim(V).

Exemplo 2.2.7. Analise as dimensées de alguns espagos.

1. dim{0} = 0;
2. dimR=1;
3. dimR>=2;
4. dimR> =3.

Mais geralmente, segue por indugdo que dim R" = n,n € N.

Exemplo 2.2.8. Denotamos por P> o espag¢o dos polinémios de grau até 2. De acordo com o
Exemplo[2.2.4, P, tem dimensé&o 3.

Exemplo 2.2.9. A dimens&o do conjunto My, do Exemplo[2.2.5 igual a 4.

Exemplo 2.2.10. A dimens&o de M,,»,(R) do Exemplo[2.2.6 é dado por m.n.
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2.3. Matriz de mudanca de base

Seja V um espago vetorial em R" com oo = {v,v2,...,v, } € B = {w1,w2,...,w, } bases
X1 1

, X2 Y2
de V. Seja [u]lo = | . | as coordenadas do vetor u na base o e [ulg = | | as coordenadas

Xn Yn
de u na base p.

Note que:
u = x1vi+xv2+...+x,v,
e que
U = yiwityawa+...+y,wy

ou seja, temos o vetor u como combinacao linear da base o e o vetor u como combinagao linear

da base [, respectivamente.

Além disso, todos os vetores da base o tem suas coordenadas na base 3:

Vi = anwit+aawr+...+a,wy
Vo = apwitanpwr+...+apw,
vy = aipwi1+axywr+...+auwn

Substituindo em u = x1v; +x2v2 + ... + X, v, obtemos

u = xi(anwi+aawr+...+anwy) +x2(a2wi +anpwr + ... + appwy) + ... +

+xp(ai,wi + azpwa + ... + appwy)
e colocando em evidéncia os vetores da base 3, obtemos

u = (a11x1 +aipxy + ... —l—alnx,,)wl + (a21x1 +azxy + ... —|—a2nxn)w2 +...+

+(an1x1 +apxa+...+ armxn)wn
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Como as coordenadas de um vetor em uma base sao Unicas (Teorema|2.2.2) temos que

yI = anXxitapx+..+amx,
Y2 = axx1+anx+...+aux,
Yn = QuiX] tapXx2+ ...+ appXy

POIS, u = y1wi +yawa + ... + X, Wy.

Escrevendo o sistema de equacdes na linguagem computacional obtemos a matriz
mudanca de base

i a a2 - din X1
y2|  |aa axn - awm| (X2
Yn Anl QAn2 " dpp Xn
air ap -+ din
a ax -+ danp :
Portanto, [u]g = [I]g.[u]a, sendo [T][g = | ~ | amatrizde mudanga de
apl dp2 - dpp

base de o para 3. As relagdes [u]g = [l]g-[u]a e [uloq = [I]g.[u]ﬁ nos levam a

o = NE.1N8 o,V u V.

o

Logo, [z]g.[z]ﬁ = I, e portanto, [I]B = ([I]Ec)’1 é a matriz mudancga de base f3 para a
base o.

Exemplo 2.3.1. Dadas as bases B’ = {(—1,1),(2,1)} e B={(1,2),(3,4)} emR>. Sejau =
(5,6) vetor na base canédnica.

a)Escreva u na base J3.

Demonstragdo. u= (5,6) = x(1,2) +y(3,4)

x +3y =5
2x +4y =6
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—1
Logo, y =2 e x = —1. Entao, [u]B: [2] O

b) Escreva u na base f3'.

Demonstragdo. u = (5,6) =x(—1,1)+y(2,1)

—x +2y =5
x +y =6

7/3

Logo, x=7/3 e y=11/3. Entéo, [u]g = [11/3

a c
¢) Determine a matriz mudancga da base 3 para a base B’ denotada por [I] E, = lb d]

Demonstracéo.

Logo, temos que

{—c+2d:3

o
+
U

1 5/3
Portanto,a = 1,b=1,c =5/3 e d =7/3. Logo, [I]E, = [1 7?3].

Observe que [ulg = [1 3;;] [u]p. O

2.4. Transformacoes Lineares

Definicao 2.4.1. SejamV e W espacos vetoriais. Uma transformacao linear deV em W é uma
funcdo T : V — W que possui as sequintes propriedades:

(i) T(vi+v2) =T(vi)+T(v2), para quaisquer vy e v emV;
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(i) T(av) = aT (v), para quaisquerv emV e a emR.
Note que as propriedades (i) e (ii) s&o equivalentes a
(i) T(vi)+T(avy) =T(v1)+aT(v7).

Aplicando recursivamente a propriedade acima e utilizando o Principio da Indugéo Fi-
nita provamos que

T(apvi+...+avy) =T(a1v1)+...+T(apvy) =a1T(v1) + ... +a, T (v),

para todos os vy,...,v, € V e todos ay,...,a, € R.

Observacao 2.4.1. Os programas de computador utilizam a mesma linguagem, ou seja, deno-
tam o dominio (entrada) por input e a imagem (saida) por output.

Exemplo 2.4.1. A fungdo T : R — R, dada por T (x) = 2x é uma transformagéo linear.
De fato, tome x1,x3,a € R, portanto T (x; +x2) = 2(x1 +x2) = 2x1 +2x, = T'(x1) +
T(x2) eT(ax;) =2(ax1) = a(2x1) = aT (x1).

Exemplo 2.4.2. Mostre que a fungo T : R* — R?, dada por T (x,y) = (x+y,5y) é uma trans-
formacgé&o linear.

Demonstragdo. Sejam uj = (x1,y1),uz = (x2,y2) € R’eacR.

T(uy+auy) = T((xl,yl)—i—a(xz,yz))
= T(x1+ax,y1 +ays)
(x1 +y1+a(x2+y2),5y1 + 5ay2)
= (x1+y1,51) + (alx2 +y2),5ay2)
(x1 +y1,5y1) +alx2+y2,52)

= T(u1)+aT (up)
O
Observacao 2.4.2.
1. Uma transformacgéo linear T : V — R é dita um funcional linear.
2. Uma transformacgéo linearT : V — V é chamada de operador linear.
Exemplo 2.4.3. S3o operadores lineares os exemplos el24.2
~ 3 x+y 0 ‘
Exemplo 2.4.4. Mostre que a fungdo T : R> — M»(R), dada por T (x,y,z) = 0 N
y+z

uma transformacgé&o linear.
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Demonstragdo. Sejam u; = (x1,y1,21),u2 = (x2,y2,22) € R3eacR.

T(ui+auy) = T((x1,y1,21)+a(x2,y2,22))
= T(x1+ax2,y1+ay2,z1 +az)

B x1 +axs +y1 +ay 0
I 0 yi+ay:+z1+az
B _x1—|—y1 0 axy +ay» 0
0 itz 0 ayy +az
= T(ur)+aT (u2)
Logo T é uma transformacao linear. O]

Proposicao 2.4.1. SegjamS:U —V eT :V — W transformacées lineares, entaoT oS : U — W
é transformacgé&o linear.

Demonstragdo. Dados uj,u; € U e A € R, pela linearidade de T e S, obtemos:

ToS(u+Auz) = T(S(ur+Aruy))
= T (Su;+Shuz)
= T(Suy)+T(ASus)
= T(Sup)+AT (Suz)
— T oS(u) + AT o5)(w)

O

Teorema 2.4.1. Sejamo.= {vy,vs,...,v, } base de um espago vetorialV e wi,w», ...,w, vetores
de um espaco vetorial W. Entdo existe uma unica transformacéo linear T : V — W tal que
T(vj) =wj, paratodo1 < j <n.

Demonstracdo. Dado v € V, considere
v=a1vy+axvy+...+a,vy.
as coordenadas de v na base «.
Definimos T : V — W por
T(v) =aiwi +aywr+ ...+ a,wy.

Mostraremos que essa aplicagdo assim definida € uma transformacéo linear e é Unica.
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Sejaw =byvi +bovo+...+b,v,, com by,bs,....b, € R um outro vetor de V.
Assim,

(a1 +aby)vi+ (ay+aby)va + ... + (an +aby)vy
T(v+aw) = (a;+aby)w+ (ax+aby)wr+ ...+ (an +aby)wy,

(ayw1 +aywy + ...+ apwy) +a(byw) +bywy + ...+ bywy)
= T(v)+aT(w)

v+aw =

Logo, a fungdo T é uma transformacao linear.
Observe que paratodo 1 < j <n,

vi = Ovi+..+1vij+...+0v,
T(vj)) = Owi4..41wj+...+0w, =w;.

Suponha por absurdo que exista S : V — W outra transformagao linear S(v;) = w;, para todo
1<j<n ParaveV

S(v) = S(avi+ayvr+...+ayvy)
= a1S(v1)+aS(v2) + ...+ apS(vy).

Como S(v;) =wj, para todo 1 < j < n, obtemos

S(v) = aiwy +aawa + ... + agw, = T(v)

Como v € V é arbitrario, temos que S=T. O

Observacao 2.4.3. O Teorema nos diz que para conhecermos uma transformagao linear
basta conhecé-la em uma base.

Exemplo 2.4.5. Determine a transformagéo linear T : R* — R, tal que T(1,2) = (3,4,5) e
T(3,4)=(6,7,8).

Demonstragdo. Temos que {(1,2),(3,4)} é uma base de R?2. Assim, pelo teorema 2.1.1.,
existe uma Unica transformagao linear satisfazendo 7'(1,2) = (3,4,5) e T(3,4) = (6,7, 8).

Para determinar 7', tome u = (x,y) € R? e a,b € R, tais que

u=a(1,2)+5b(3,4)
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Ou seja,
a +3b =x
2a +4b =y
3y

Logo, a = —2x+ > eb=x— %} Portanto,

T(x,y) = T(a(1,2)+b(3,4))
= aT(1,2) +bT(3,4)

— <—2x-|— %) (3,4,5)+ (x— %) (6,7,8)

3y S5y Ty
= | Z x4+ x4+ 2
(2,x-|—2, x+2

2.5. Representacao matricial de uma transformacao linear

Sejam V e W espacgos vetoriais de dimensao finita. Uma transformagéao linear T : V —
W é frequentemente expressa na forma de matriz para facilitar a resolugao de problemas, visto

que sao resolvidos por meio de operagoes elementares entre matrizes.

Seja T : V — W uma transformacéo linear, em que dimV =n e dim W = m. Tome
o={vi,v,...,v,} basedeV ev=kjvi +kva+...+k,v,, emquek; € Re 1 <i<n. Considere
B = {wi,w2,...,wn} uma base de W, podemos determinar de modo Unico nimeros reais a;;,
coml<i<nel <j<m,tais que

T(V,‘) =aywr+...+a;iwj+ ... +amiwm

Assim,
T(v) = kiT(vi)+...+k,T(vp)
= ki(anwi+ ... +amwm) + ... + kp(a1,wi + ... + i)
= (a1 1k1+ ... —|—a1,lk,l)wl + ...+ (am1k1 +... +amnk,,)wm
ank, ... aizk,
Logo, [T (v)]g =

amki ... amnk,
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Note que,

TWlg=|: - ||| =D (2.1)

Portanto a matriz de uma transformacéo linear é

all ... Qlp

aml -~ Amn

obtida pelas coordenadas dos vetores T'(v;), i < i < n na base . Como essas coordenadas
sao Unicas, a matriz de uma transformagao linear também ¢é Unica.

Proposicao 2.5.1. SeamS:U —V eT :V — W transformacgées lineares, em que U,V,W sédo
espagos vetoriais de dimens&o finita. Se o, B,y sdo bases de U,V,W, respectivamente, entdo

T o8| = [T]}.[S)2

Demonstracdo. Segue da equacao (2.1)

(T 08)(w)ly = [T(S()ly = [T IS@)]p = (TSI [u]or

Por outro lado,
(T oS)(w))y=[(T o S)]yu]o.

Pela unicidade da matriz da transformacao linear, segue o resultado. O

Exemplo 2.5.1. Seja T : R® — R? a transformagao linear definida por T (x,y,z) = (x +,2).
Determine a matriz da transformagéo linear T, isto é, [T ]g com o e B as bases candnicas de
R e R?, respectivamente.

Demonstragdo. Seja o= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base canonicade R*e B={(1,0),(0,1)}
a base canoénica de RZ, assim, temos:

7(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0)+0(0
7(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0)+0(0,1)
7(0,0,1) = (0,1) = 0(1,0)+1(0
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Assim, pela definigdo da matriz de uma transformacao linear, obtemos:

L 110
mﬁ:[o 0 1]'

Portanto, [T]‘B’C é a matriz mudanga de base. O

2.6. Produto Interno

Definicao 2.6.1. SejaV espaco vetorial. Um produto interno emV é uma fungdo que a cada par
de vetores u e v emV associa um numero real, denotado por (u,v), que satisfaz as condigoes

a sequir.

Para quaisquer vetores u,v,w de 'V e qualquer numero real k

Defini¢do 2.6.2. Sejam u = (x1,x2,...,x,) € v = (y1,¥2,...,yn) €m R". Chamamos produto
interno usual de R" ou produto escalar de R" o produto interno definido por (u,v) = x1y; +
X2y + ... +x,yn. De fato,

(i)
() =x3+x3+...+x2>0
alem disso,
(ii)
() =x3+3+. . +x2=0x=x=...=x, v=0.
Temos tambem
(ii)

(u,v) =x1y1 + X292+ . +Xpyn = y1X1 +y2X2 + ... +YuXn = (V1)

e que
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(iv)

(M—|—V7W> = (xl+y1)Zl+(x2+y2)z2+---+(xn+yn)zn
= X121 +X222+ ... +XpZn Y121 + Y222 + ... + YnZn
= (u,w)+ (v,w)

Para finalizar,

(v)

(ku,v) = (kx1)y1+ (kx2)y2 + ... + (kxn)yn
= k(xiy1+x292+ ...+ X0n)
= k{u,v)

Mostramos assim que todas as propriedades do produto interno sdo satisfeitas.

Definicao 2.6.3. SejaV um espago com produto interno. Definimos a norma do vetorv deV,

ou comprimento de v, denotado por || v ||, como o nimero real

v 1= ().

Dizemos que v é unitario se || v ||= 1.

2.7. Transformacoes ortogonais
Iniciaremos a se¢do com o estudo de angulo entre vetores e base ortonormal, concei-
tos fundamentais para a formulagdo e compreencao das transformacdes ortogonais.

Seja 6 o menor angulo entre os vetores u e v e tome o vetor auxiliar v — u, obtido de u

ev.
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Pela Lei dos cossenos, obtemos que

lv=ul® = Jul?+ v =2 ulllv] cosd
v—uyv—u) = (uu)+wv)=2ulll|v] cosd
v—uyv)—(v—uu) = (uu)+v,v)—=2|ulll|lv] cosd
vy — (u,v) — (vu) + (w,u) = (u,u)+ (v,v) =21 ulll] v cosd
—2(u,v) = =2|ul|||v] cosb
(,v) = [lulll[v]lcosb.

Logo, concluimos que

{v,u)

_— 2.2
Tulllv] @2

cos0

Definicdo 2.7.1. Os vetores u e v, ndo nulos, sdo ortogonais se, e somente se, (v,u) = 0.

Exemplo 2.7.1. Mostre que os vetoresu = (1,1) ev = (1,—1) sdo ortogonais.

Demonstragao. Pelo célculo do produto interno usual, obtemos que (v,u) = 1.14+1.(—1) =0,
logo u e v sdo ortogonais. Por (2.2),

0
cosO=—=0<0=90°.
V2.2

Definicao 2.7.2. Um conjunto de vetores de V é chamado:

a Conjunto ortogonal quando seus vetores sdo dois a dois ortogonais;

b Conjunto ortonormal quando seus vetores sdo dois a dois ortogonais e unitarios.
Exemplo 2.7.2. Aplicando o produto interno usual em {(1,2,—11),(3,4,1),(46,—34,—-2)}
mostramos que o conjunto é ortogonal em R>. De fato,

(1,2,—11).(3,4,1) =1.3424+(—11).1=3+8—-11=0;

(3,4,1).(46,—34,—2) = 3.46 +4.(—34) + 1.(—2) = 138 — 136 —2 = 0;

(1,2,—11).(46,—34,—2) = 1.46 +2.(—34) + (—11).(—=2) =46 — 68 + 22 = 0.

Exemplo 2.7.3. O conjunto {(1,0),(0,1)} & ortonormal porque possui ((1,0),(0,1)) =0 e a
norma dos vetores do conjunto é igual a 1.

Proposicao 2.7.1. Todo conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de 'V é linearmente indepen-
dente.
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Demonstragdo. Seja {vi,...,v,} vetores ortogonais de V. Tome a equagdo auxiliar ajv; +
avy+...+a v, = 6, com 1 <i<r, portanto

(avi+...+av,vi) = ar(vi,vi)+...+a;i(vi,vi) + air1(Vig1,vi) + ... Fa (v, vi)

= a;(vi,vi),

pois (v;,v;) =0, para i # j. Além disso,

—

(avi+ayva+ ... +ave,viy = (0,v;) =0

Logo, a;(vi,vi) =0 e como (v;,v;) # 0, segue que a; = 0 Portanto, o conjunto ortogonal de
vetores nao nulos de V é linearmente independente. O]

Definicao 2.7.3. Uma base ortogonal de um espaco vetorial V é uma base cujos vetores em
pares e distintos s§o mutuamente ortogonais.

Definicao 2.7.4. Uma base ortonormal de um espaco vetorial V é uma base ortogonal em que

todo vetor de V é um vetor unitario, ou seja, || v; sz 1.

Teorema 2.7.1. Se oo = {vy,v;...,v,} é uma base ortonormal de V, entdo para todo v € V,
podemos escrever

v=wv)vi+ Wv2)va+ ...+ (v, V).

Demonstracdo. Sejav =ajvi+axvs—+ ... +a,v, vetor escrito na base o, com 1 <i < n. Assim,

mviy = {avi+ava+...+avi+ ... +ayvn,vi)
= a1<v1,vl~)+...+a,~<v,~,vi)+...+an<vn,vl~>

= 4,

pois (v;,v;) =0sei# je (v;,v;) =|| v; |*= 1. Como i é arbitrério, o teorema esta demonstrado.
O

Fundamentado nos conceitos de norma, angulo entre vetores e base ortonormal, inici-
aremos o estudo das transformacdes ortogonais.

Definicao 2.7.5. Transformacao ortogonal é a transformacgao linear que preserva o produto
interno usual de R", isto é, seja T : R" — R" uma transformagéo linear com u e v € R", se
(T'(u),T(v)) = (u,v), entdo T é uma transformagdo ortogonal.

Proposicao 2.7.2. Seja T uma transformagéo linear e ortogonal de R". Ent&o:

(i) T preserva a norma, a distancia e o angulo.
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(i) T transforma bases ortonormais em bases ortonormais.

Demonstrac&o. (i) Preserva a norma:

17 (u) 1= VAT (), T (u)) = v/ {u,0) = || .

Preserva as distancias:

[T(w) =TE) =1 T@=v)l[=lu=v].

Preserva os angulos:

(T(v), T(w))

cos0
[T () |I[| T) |
cos = i)
[ [ vl
= cos9

(i) Segue por (i), ja que T conserva as distancias, a norma e o angulo.

Recordemos que uma matriz A é ortogonal se A-A’ = I, ou seja , se A é uma ma-

triz ortogonal, entao ATl =A" A proposicao a seguir relaciona transformacdes ortogonais e
matrizes ortogonais.

Proposicao 2.7.3. Sgja T : R" — R" uma transformacgéo ortogonal, entdo a matriz [T] é uma
matriz ortogonal.

Demonstracdo. A demonstracdo da proposicao utilizara argumento computacional, ou seja,
apresentaremos o procedimento de como sé&o feitos os calculos.

Em R", sejam o = {vi,v2,...,v,} € B = {wi,wa,...,w, } bases ortonormais.
)
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Considere os vetores:

T(v1) = awi+awr+...+a, 1wy
T(Vz) = apwi+anpwr+...+anpw,
T(vy) = aipwi+awr+ ...+ awwy.

Note que os vetores como combinagéo linear geram a matriz mudanga de base [T], de 3 para

Q, isto &,
ayl a2 - Al
ay axp -+ axp
[T]=
dpl dp2 -+ dpp

Por hipétese, o e B s&o bases ortonormais de V, logo (wi,w;) =0sei# je (wi,w;) =
1 sei=j,paratodoi € N. Além disso,

2 2
L= [T E)I" = ill* = ati + a3+ .. +ay;

0= <T(Vl'),T<Vj)> = <v,~,vj> = alialj—i—aZiazj—I—...—kanianj

apip az ot anl
aip ax - ap2 ,

Observe que [T]' = | e o célculo do produto de [T]" por [T] resulta na
Aln A2n " dpn

matriz identidade, isto é,

aypr app -+ dig aip ax -+ dpl 10 ... 0
ay axp -+ axy app axp - ap| (01 .. 0

Logo, [T].[T)' =1, < [T) =[T]'.
m

Observacao 2.7.1. Uma matriz ortogonal é a matriz mudanga de base de duas bases ortonor-
mais.
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Exemplo 2.7.4. A matriz identidade é ortogonal, pois [T]' = [T] '

I 0 0

0 1 0
In: )

00 1

Proposicao 2.7.4. As matrizes ortogonais possuem as propriedades a sequir.

i A matriz [T| é ortogonal se, e somente se, suas colunas formam um conjunto orto-
normal.
i A matriz [T] é ortogonal se, e somente se, suas linhas formam um conjunto ortonor-
mal.
ii A matriz [T| é ortogonal se, e somente se, sua transposta também é.
iv Se [T] é uma matriz ortogonal, entdo [AT| é ortogonal se, e somente se, . = +1.

Demonstragao. i Seja [T] = [Vl Vool vn} uma matriz ortogonal em que v; € a i-

ésima coluna de [T]. Sabemos que [T]' = [T]! e que [T].[T]' = I,, entao, obtemos:

<Viij>:{1’i:j

0,i7j

ou seja, o conjunto formado pelos vetores coluna {vy,vy,...,v,} € um conjunto orto-
normal. Reciprocamente, se as colunas de [T] formam um conjunto ortonormal de
vetores, temos [T]".[T] = I,

i Andlogo ao item i.

i Temos que 7] = [T]™" & ([T]")' = ([T]™))" & [T] = ([T])~".

iv Se AT é ortogonal, entido

MT) = (AT]) = (A1)~ =

portanto A*[T]" = [T]’, o que ocorre se, e somente se, A> = 1.

Proposicao 2.7.5. As matrizes ortogonais possuemdet T = +1.
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Demonstragdo. Considere T uma matriz ortogonal e por definicdo, 7' = T = det T' =
det T~'. E fato que det T = det T", entdo obtemos que

[det T|> = detT'.detT

= detT 'detT
= deeT7'T
= detl,
= 1
Logo, det T = +1.
O
Observacao 2.7.2. Sedet T = +1 a orientagdo da figura ndo se altera e paradet T = —1 a

orientacdo muda.

2.8. Autovalores e autovetores

Sao diversas as aplicagdes do estudo dos autovalores e dos autovetores, como por
exemplo nas areas de engenharia, em que os autovalores se relacionam as frequéncias natu-
rais e os autovetores aos modos de vibracdo. Com a analise dos autovalores e autovetores é
possivel antecipar o surgimento do fenémeno fisico da ressonancia, que pode vir a comprometer
a durabilidade e a seguranca de estruturas. Para maiores esclarecimentos veja [20].

Defini¢do 2.8.1. Seja T : V — V um operador linear. Um ndmero real . é um autovalor de T
se existir um vetor v ndo nulo emV , tal que T (v) = A.v. O vetor v é chamado de autovetor de T
associado a .

Exemplo 2.8.1. As transformagdes ortogonais admitem autovalores A = +1.

De fato, seja T (u) = Au, entéo

1T () l|= VAT (), T (w)) = v/ (ae, hat) = /A2 ).
Portanto, (T (u),T (1)) = A* (u,u) < A= =+1.

Exemplo 2.8.2. Seja T : R* — R? o operador linear dado por T (x,y) = (x — y,—4x+y). Ob-
serve que A = 3 € autovalor pois para vetores da forma (x,—2x), temos que T (x,—2x) =
(x— (—2x), —4x+ (—2x)) = (3x,—6x) = 3(x, —2x).
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Definicao 2.8.2. Seja A um autovalor de uma matriz A, denominamos autoespaco associado

a A o conjunto de todos os vetores obtidos pela combinagéo linear dos autovetores associados
ah.

A proxima proposi¢do mostra que os autovetores associados a autovalores distintos
sdo linearmente independentes.

Proposicao 2.8.1. SegjaT :V — V um operador linear e sejam Ay, \,, ..., A, autovalores distin-
tosdeT. Sevi,vy,...,v, sS40 autovetores associados aos autovalores Ai,\,, ..., A, respectiva-
mente, entdo {vi,v2,...,v,} é linearmente independente.

A demonstragao é feita utilizando o Principio da Inducao Finita, consultas podem ser
feitas em [8].

2.8.1. Polinomio Caracteristico

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Denominamos o polinémio caracteristico de
A por P4(A) = det(Ml, —A), em que A é uma variavel real e I, a matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 2.8.3. Retome o Exemplo e determine o polinémio carcteristico do operador
linear dado por T (x,y) = (x —y, —4x+y)

Demonstracdo. Seja A =

1 -1
41 ] a matriz na base candnica. Entao,

hb—A:[k_l 1 ]
4 A—1

A—1 1
4  A-1

logo,

&m:@4 ]:M—n—3

O

Teorema 2.8.1. Segja V. — V um operador linear e seja o. = {vy,vy,...,v,} uma base de V.
Entdo Ay € R é um autovalor de T se, e somente se, Ay € um raiz do polinémio caracteristico
da matriz [T, ou seja, Prrja(Ao) = 0.

O Teorema diz que os autovalores de um operador correspondem as raizes do
polindbmio caracteristico. A demonstragdo pode ser encontrada em [8].
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Exemplo 2.8.4. Determine o autoespaco de T associado as raizes do polinémio caracteristico

do Exemplo[2.8.2

1

Demonstragado. Pi(A) = det Al
) =de
€0 A 4 -1

] =A% —2L—3. Como A2 — 2\ —3 = 0 somente

parad; = —1eki, =3.

Para determinar os autovetores de 7 associados a A; devemos resolver o sistema

RIENRY
RN

Portanto, —2x; +x = 0. Assim, o autoespago de T associado a A; é {(x,2x) : x € R}, x € R.

linear

ou seja,

Analogamente determinamos o autoespacgo de T associado a A,, ou seja,

ST
HERNY

Portanto, 2x; +x, = 0. Assim, o autoespago de T associado a A, é {(x,—2x):x € R} ,x €
R. O

ou seja,

2.9. Diagonalizacao de Operadores

Seja T : V — V um operador linear. Um operador é diagonalizavel se possuir uma
base de autovetores de T para V.

Teorema 2.9.1. Um operador linear T : V — V admite uma base o. em relagdo a qual a matriz
[T ¢ diagonal se, e somente se, essa base o for formada por autovetores de T .
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Demonstragdo. Seja o. = {vi,va,...,v,} uma base de V, tal que [T] € diagonal, ou seja,

a 0 .. O
0 ay ... 0
re=|, “
0 O a,

Para 1 < j < n, obtemos
T(Vj) =0V +... —|—0ij1 +ajv; —|—0Vj+1 +...4+0v,= avj,
portanto, a; € um autovalor de T' e v; € um autovetor de a;.

Reciprocamente, tome o = {u,us,...,u,} uma base formada por autovetores de 7,
entdo existem by,bs,...,b, € Rtais que T'(uj) = bjuj, com 1 < j <n. Logo,

by 0 ... O
= |0 ]
0 0 . b
€ uma matriz diagonal. O

Exemplo 2.9.1. O operador linear do Exemplo possui autovalores -1 e 3 e vetores na
forma (x,2x) e (x,—2x), respectivamente. Entao,

)%= [_01 (3’] ,

coma={(1,2),(1,-2)}.

A outra representacdo para T é:

comB={(1,-2),(1,2)}.

Exemplo 2.9.2. Considere o operador T : R® — R? dado por T (x,y,z) = (—x+y,y,—z) e base
canénica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R>. Determine a matriz diagonal do operador T .
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Demonstragdo. A matriz que representa T com relagdo a base [ é:

-1 1 0
=10 1 0
0 0 -1
Portanto, o polindmio caracteristico de T é:
—1-1 1 0
pM)=0eda(TIi-Ms)=| 0 1-& 0 |=(-1-2)(1-A)(-1-})
0 0 —-1-A

Logo, as raizes do polindmio caracteristico 7' sdo A = 1. Assim, os autovalores de T s&o
A1 = 1 com multiplicidade algébrica igual a 1 e A; = —1 com multiplicidade algébrica igual a 2.
ParaA; = 1, temos

—Xx + y = X
T(x,y,2) =M (x,9,2) & (—x+y,y,—2) = 1(x,9,2) & y
Z = —Z

Logo,y=2xez=0.

Portanto, os autovetores associados a A; = 1 sdo v; = (x,2x,0) = x(1,2,0), logo
{(1,2,0)} é uma base do autoespago associado a A; = 1.

Para A, = —1 obtemos:
—Xx + y = —x
T(x,y,2) =M (x,9,2) & (—x+y,y,—2) = —1(x,y,2) & y = -y
—Z = —Z

implicando em y = 0. Portanto, os autovetores associados a A, sdo v, = (x,0,z) = x(1,0,0) +
2(0,0,1), logo {(1,0,0),(0,0,1)} é uma base do autoespago associado a A, = —1. Por-
tanto, o conjunto {(1,2,0),(1,0,0),(0,0,1)} é linearmente independente e dim R> = 3, logo
{(1,2,0),(1,0,0),(0,0,1)} é uma base para o R* formada por vetores de 7. Assim, T & um
operador diagonalizavel e a combinacdes dos elementos sao:

7(1,2,0) = (1,2,0)
7(1,0,0) = (—1,0,0)
7(0,0,1) = (0,0,—1)
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Logo,
(1,2,0) = 1(1,2,0)+0(1,0,0)+0(0,0,1)
(-1,0,0) = 0(1,2,0)—1(1,0,0)+0(0,0,1)
(0,0,—1) = 0(1,2,0)+0(1,0,0) —1(0,0,1)
1 0 0
Portanto, a matriz diagonalé |0 —1 O O

0 0 -1
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3 Teoria basica de grupos, o grupo de isometrias e
o grupo a 1-parametro

3.1. Grupos

Defini¢do 3.1.1. Grupo é um conjunto G dotado de uma operagéo, ou seja, (G,.) que possui
as seguintes propriedades:

1. Associativa, isto é, (g1.g2).83 = g1-(g2-83),V¢1,82,83 € G.
2. Elemento neutro, e.g = g.e = g,Vg € G.
! la=eVgea.

3. Elemento inverso, ou seja, a.a  =a

Observe que o elemento neutro e de um conjunto G & Unico, pois se existissem e e ¢’
elementos neutros do conjunto G, entdo para todo a € G, teriamos a.e =e.a=aea.e' =¢' .a=
a, o que implicaria que a.e = a.¢’ e portanto, e = ¢'.

Note que o elemento inverso também é Unico, pois se algum determinado a € G possui
a~! e h dois elementos inversos,entdo a.h =ha=e¢ea ' =a '.e =a '(a.h). Usando a

associatividade, obtemos a~! = (a’l.a).h —eh=h.Logo,h=a" .
Observe que e l=e, pois e.e = e € pela unicidade do inverso, e l=e.
Além disso, (a~')~! = a, pois

@) '=@H e=(a Y " a a)=((a ) (¢ ))a=ea=a

Denotamos por Grupo Abeliano (comutativo) o conjunto G dotado por uma operagao
de produto comutativa, ou seja, a.b = b.a para todo a,b € G.

Exemplo 3.1.1. SgjaZ = {...,—2,—1,0,1,2,...}, entdo (Z,+) é um grupo; mais particular-
mente, um grupo abeliano.

Exemplo 3.1.2. (R,.) ndo é um grupo porque o nimero 0 ndo possui inverso.
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Exemplo 3.1.3. (R\ {0},.) é um grupo.

Exemplo 3.1.4. Seguem das propriedades matriciais que
GL(R,n) ={A € Mat(R,n),detA # 0}

€ um grupo ndo abeliano cujo elemento neutro é a matriz identidade.

3.2. Subgrupo

Um subconjunto néo vazio H de um grupo (G,.) é um subgrupo de G (denotamos
H < G) quando, com a operacao de G, o conjunto H é um conjunto, isto €, quando as condi¢oes
sdo satisfeitas:

0) hi.hp e H)Y hi,hy € H.

i) /’ll.(hz.h3) = (hl.hz).h3,Vh1,h2,h3 €EH.
i) dey € H talque eg.h =h.eyg,Vhe H.
)

i) Paracadah e H,dk € H, tal que h.k =k.h = ey.

Seja (G, .) um grupo com elemento neutro e. Qualquer subgrupo de G possui 0 mesmo
elemento neutro. Considere H um subgrupo de G. Seja ey 0 elemento neutro de H e considere

1

a € HCQG, assim, eg.a=a < eg.aa = aa ' s ey = e. Analogamente, dado & € H, o

inverso de h em H é igual ao inverso de h em G.

Proposicao 3.2.1. Considere H subconjunto ndo-vazio do grupo G, entdo H é um subgrupo de
G se, e somente se, as condicbes abaixo forem satisfeitas:

1. hy.hp e HNY h;,h, € H.
2. h'eHVheH.

Demonstracdo. Seja H um subgrupo de G com hy,hy € H, logo hi.hy € H pela propriedade
dos subgrupos. Analogamente, temos que h € H possui um inverso e esse inverso é necessa-
riamente igual ao inverso de h em G.

Reciprocamente, suponhamos que as condigdes da Proposicao[3.2.1]sejam satisfeitas.
Entdo hy.hy € H,Y hy,hy € H é notoriamente satisfeita e também temos satisfeita ;.(hy.h3) =
(h1.hy).h3,¥ hy,ho,hs € H. Para provar a existéncia de elemento neutro em H, basta ver que
e pertence a H, pois da condigao 2 para h € H teremos hleHe consequentemente e =
h.h~! € H. Portanto, todo & € H satisfaz a propriedade iii) pela condigéo 2. O
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Exemplo 3.2.1. Vejamos que (Q,+) é subgrupo de (R,+). De fato, tome r; = g er = < €

d
Q,a,c € Z eb,d € 7.\ {0}, com mdc(a,b)=mdc(c,d)=1, entdo
a ¢ ad+bc
grntn=p+y=— € )
b) O inverso de ri em relacdo a operagao é 5 € Q.

Concluindo a verificac&o.

Exemplo 3.2.2. O(n) = {A € GL(R,n) : A.A" = I,} é um subgrupo GL(R,n), em que GL(R,n)
€ 0 espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais. De fato, sejam
A,B € O(n),

a) Vejamos que A.B € O(n). Tome A.B = C, logo
C.C'=(A.B).(AB) =ABB A' =AL, A =AA =1,
b) Pela definigdo de O(n), A' = A~ é um elemento de O(n).

Concluindo a verificag&o.

3.3. Homomorfismo, Isomorfismo e Automorfismo de Grupos

Definicdo 3.3.1. Sejam (G,.) e (H, x) dois grupos. Uma fungéo f : G — H é um homomor-
fismo se ela é compativel com a estrutura dos grupos, ou seja, f(a.b) = f(a) x f(b), para todo
a,beq.

Exemplo 3.3.1. Id : (G,.) — (G,.),Id(g) = g, € um homomorfismo denotado por homomor-
fismo identidade.

Exemplo 3.3.2. ¢: G — H,e(g) = ey, para todo g € G é um homomorfismo denominado ho-
momorfismo trivial.

Um homomorfismo de grupo f : (G,.) — (H,x) possui as seguintes propriedades
elementares:

1. fleg) =en
De fato, f(eg) = f(ec-ec) = f(ec) x f(eqc)
2. fx ) =)
De fato, ey = feg) = fxx™ 1) = f(x) x f(x~1)
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3. Sejam f:(G,.) > (H,x)eh:(H,x)— (K,®) dois homomorfismos de grupos. A

composigdo ko f: (G,.) — (K,®) € um homomorfismo.
De fato, tome x,y € G, entao:

hof(xy) = h(f

Definicdo 3.3.2. Seja f: (G,.) — (H, x) um homomorfismo de grupos. Entéo, f é um isomor-
fismo se f é bijetivo.

Demonstracdo. A demonstragcao da proposi¢ao consiste em mostrar que f ~! & homomorfismo.
Sejam o, B € H, entao:
fHaxpB) = fH(a).r7'(B)
Denote pora = f~ (o) e por b = f~1(B), dai,

T axB) = f1(fla)x f(b))

= [ '(f(ab))
= ab
= ) '(B)

O

Exemplo 3.3.3. Tome G = (R,+) e H = (R4,.), em que R é o conjunto dos nimeros reais
positivos. Vamos mostrar que f : G — H é um homomorfismo. De fato, considere f(x) = e".
Logo, f(x+y) =™ =¢".¢’ = f(x).f(y). Reciprocamente, sejaG = (R.,.) e H= (R,+).
Vamos mostrar que f : G — H é um homomorfismo. De fato, considere f(x) = In(x). Logo

fxy) =In(x.y) = In(x) +In(y) = f(x) + f(y).
Logo, f é um isomorfismo.

Definicao 3.3.3. Dizemos que uma aplicagdo f : G — J é um isomorfismo do grupo G no grupo

J se, e somente se,

1. fé bijetora;
2. fé um homomorfismo de grupos.
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Se G =J, umisomorfismo f : G — J chama-se automorfismo de G.

1

Exemplo 3.3.4. [,(x) = gxg~ & um automorfismo de G denotado por automorfismo interno.

Chamaremos de I(G) o conjunto dos automorfismos internos de G.

3.4. O grupo ortogonal

Grupo ortogonal € o conjunto de matrizes ortogonais n x n definido por

O(n)={A€GLR,n):AA =1,}.

E fato que se existe A € O(n), entéo existe uma transformagéo ortogonal 7 : R" — R”,
tal que, pelo Teorema|2.9.1} [T]g = A. Recordemos que foi visto no exemplo que O(n) é
um subgrupo de GL(RR,n).

As Proposicdes e sdo consequéncias de tranformagdes ortogonais descri-
tas na Segdo[2.7]e sdo fundamentais para a obtencao da representagdo matricial das isometrias
em R? e R? que serdo discutidas na Segéo

Proposicao 3.4.1. O grupo ortogonal de R? &:

0(2) = { cos® —senB 0 [0727:)} U{ [cose sen® ] 0c [07270}

sen® cosO sen® —cos0O
Demonstragao. Seja [T]| = [

a b
c d

a matriz ortogonal da transformagéo linear T : R? — R2.

Como [T]" = [T]~!, o calculo da inversa de [T] nos da

d o —b
c= .
det|T| det[T]

Portanto, pela igualdade entre as matrizes, obtemos que a =

Pela Proposicdo[2.7.5] det[T| = £1, entdo analisaremos os dois casos:
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1. Se det|T| = +1, obtemos que a =d e ¢ = —b, logo det Z Tl =d+ b =1,
a
fazendo a substituicao trigonométrica a = cos0 e b = senB, obtemos que
cos® —sen0
(3.1)
sen® cosO

- a b 242
2. Se det[T] = —1 obtemos que a = —d e ¢ = b, assim det ; =—a"—b" =
—a

—1 = da®+b* =1, fazendo a substituigdo trigonométrica a = cos e b = sen8, obte-

mos que
cos®  sen0
(3.2)
sen® —cos0O

Assim mostramos o resultado. O

Observe que as matrizes do tipo e correspondem a rotacées em torno da
origem de um angulo 6 no sentido anti-horario para o primeiro caso e sentido horario para o
segundo caso. O caso particular 6 = 0 para a matriz do tipo corresponde a reflexdao em
relacdo ao eixo x.

A préxima proposic¢édo analisa as possibilidades de classificagdo de uma transformacao
ortogonal em R3.

Proposicao 3.4.2. SeT : R’ — R’ é uma transformagéo ortogonal, entao existe uma base o
ortonormal de ]R3, tal que
cos® —sen® 0O

[T]% = |sen® cos® 0O
0 0 +1

Demonstragdo. Seja T : R? — R3 uma transformacao linear e ortogonal. Tome V um subes-
paco de R®. Novamente, analisaremos dois casos: det T = 1 e det T = —1.

Paradet T =1,sejaV = {x € R*: T(x) = x} o conjunto dos pontos fixos de 7. Temos
as seguintes possibilidades:

i) Se dim V = 3, todos os pontos de R? sio fixos e portanto [T] = 5, ou seja,

[T]=

[
oS = O
- O O
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ii) Se dimV = 1, existe um vetor fixo e unitério v3, tal que T (v3) = v3. Para completar
a base de vetores em R?, tomaremos vetores V1, V3, unitarios e ortogonais a v3, observe que
{vi,v2,v3} formam uma base ortonormal de R?, além disso, {T'(vi),T(v2),T(v3) = v3} tam-
bém & base ortonormal de R?, portanto (vi,v2) = (T'(v1),T(12)). Considere as coordenadas
de T(v1) nabase {vi,v2}, T(v1) =7Y1vi +Y2v2. Segue que

(T(v1),T(v1)) = (Mvi+y2v2,71vi+T2v2)
= Y (vi,v1) 7% (V1 v2) +YiYe (v, v1) 73 (v2,02)

note que ||T(vi)|| =1, (vi,v2) = (v2,v1) =0 e que (v1,v) = (v2,v2) = 1, logo concluimos que
y% +y§ =1 e tomando y; = cos6 e Y, = senB, teremos que T (vy) = cosOv| + senbvy.

Além disso, como || T (v2)|| =1, T(vy) L T(v2) e det[T] = 1, concluimos que T (v;) =
—senBv| + cosOvy, logo
cos® —sen® 0

[T]%= |sen® cos® 0],
0 0 1

Os casos em que dim V = 0,2 n&o se aplicam pois pela Proposi¢ao isso impli-
caria na existéncia de outro autovalor de [T] diferente de 1, que seria -1 e isso contraria o fato
que det[T] = 1.

Paradet T = —1seja V = {x € R* : T(x) = —x} teremos as possibilidades iii) e iv).

iii) dimV = 3, andlogo ao item i).

iv) dimV = 1, analogo ao item ii).

cos® —sen® 0
[T]% = |sen® cos®6 0 |,
0 0 —1

Novamente os casos em que dim V = 0,2 ndo se aplicam e assim concluimos a de-

monstracao. O
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3.5. Isometrias

Uma isometria € uma aplicacdo que preserva a distancia entre os pontos do espaco,
isto é, seja T : R" — R" uma transformacéo e tome u e v vetores de R", entdo T é uma isometria
se || T(u) =T () [=[lu=v].

Exemplo 3.5.1. As transformagées ortogonais T : V — V(T (v), T (u)) = (v,u) ,Yv,u € V sdo
isometrias, pois

1T @) =TE) =) T—v) [|= VAT (—v),T(—v)) = {u—vu—v)=[u-v]|.

Exemplo 3.5.2. Observe as figuras abaixo. Note que o pentagono GHIJK é uma translagao de
+2 unidades no eixo x e -1 unidade no eixo y do pentagono ABCDE.

Figura 3.1.: Pentagono ABCDE a esquerda e GHIJK a direita.

O préximo Teorema prova que toda isometria € a composi¢cao de uma translagao com
uma transformacéo ortogonal.
Teorema 3.5.1. Uma isometria de R" é sempre a composicdo de uma translagdo e de uma

transformagéo ortogonal.

Demonstracao. Dividiremos a prova desse Teorema em dois casos. Seja F : R” — R" uma
isometria.

Caso 1: Suponha F(0) = 0. Para todo z € R,

(F(2),F(2)) =l F2) *=]| F(z) = F(0) |*=]l z== 0 [*=[| z |*= (z,2).
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2, logo

Sabemos que || F(x) — F(y) ||*=|| x—y

(F(x), F(x)) + (F(),F (y)) =2(F(x), F(y)) = {x,x) + (3,y) = 2(x,y),

como (F(x),F (x)) = (x,x) e (F(y),F(y)) = (), segue que (F (x),F (y)) = (x,y) e concluimos
que o produto interno é conservado.

Verificaremos que F' é uma aplicacéao linear.

De fato, tome {ey,e»,...,e,} base ortonormal de R", como F conserva o produto in-
terno, temos que {F(e;),F(e2),...,F(e,)} também é uma base ortonormal de R". Sejam x,y
vetores de R", A € R e considere o vetor F(x+Ay) — F(x) —AF(y). Parai=1,2,...,n, entdo:

(F(ei),[F(x+Ay) = F(x) =AF(y)]) = (F(ei),F(x+Ay))—(F(e),F(x)) — (AF(e),F(y))
= (e, (x+Ay)) — (ei,x) — Aei,y)
= (ei,x) +A(e;,y) — (ei,x) —A{ei,y)
= 0

Logo, F(x+ Ay) — F(x) — AF(y) = 0, pois é ortogonal a todos os vetores da base
{F(e1),...,F(en)}. Portanto, obtemos que F € linear. Logo, F' é uma transformagao linear que
conserva o produto interno, ou seja, F' é uma transformacao ortogonal.

Caso 2: F(0) # 0.

Considere a aplicagéo F(x) = F(x) — F(0), satisfazendo F(0) = F(0) — F(0) = 0.
Observe que F é uma isometria, pois

IFx)=Fy) | = [Fx)=F(0)=F@)+F(0) |
= [Fx)=FO) |
= lx=x1-

Logo, pelo caso 1, F' é uma transformagé&o ortogonal e F é F(x) = F(0) + F(x), ou seja, F é a
composi¢ao de uma translagdo com uma transformacao ortogonal.

Utilizando a composi¢do de uma translagdo e uma transformagéo ortogonal, apresen-
taremos as representacdes matriciais das isometrias em R? e R>.
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Definigéo 3.5.1. Coordenadas homogéneas em um ponto (x1,x2,...,x,) de R" é dado pela
X
X2

matriz

As coordenadas homogéneas sao utilizadas no ambiente computacional, isto €, as
coordenadas homogéneas substituem o sistema de coordenadas cartesianas porque computa-
cionalmente é facil trabalhar com matrizes. Utilizando essa nova notagao toda isometria de R"
pode ser vista como uma aplicagdo linear cuja matriz é (n+1) x (n+1).

As isometrias em R? s3o:

1. Translacdo:

X 1 0 g X
y | =101 ayf.|y
1 0 0 1 1

/

Figura 3.2.: Translacdo no plano.

2. Translagéo e giro:

/
X cos® —send aj X

! = |sen® cos® ax|.|y

1 0 0 1 1
3. Translagao e simetria axial:
x 1 0 a X

y'=0—1a2.y
1 0 0 1] [I
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Figura 3.3.: Translagéo e giro no plano.

Figura 3.4.: Translacdo e simetria axial no plano.
X/
Note que |y € a coordenada do ponto na nova posicao; ay,a> sdo as coordenadas
1

~ a apz| .
da translacéo e € 0 grupo ortogonal associado a R2.

az1 ax
Nao obstante, as isometrias em R> sdo a composigcao da translacao e do grupo orto-
X/
/
y
z
1

gonal associado a R3. A classificacdo das isometrias é dada a seguir. Observe que

~

€ a coordenada do ponto na nova posicao; aj,as,a3 sao as coordenadas da translacao e
aip aiz ais

a1 ax apy| € o grupo ortogonal associado a R3

asr dazz asj

1. Translacao:



X 1 0 0 a X
y 01T 0 a y
Z 1 (001 a5 |z
1 000 1 1

Figura 3.5.: Translacdo no espago.

2. Translagéo e simetria especular:

X -1 0 0 g X
y 10 1 0 a y
7 1o 01 as |z
1 0O 0 0 1 1

Figura 3.6.: Translacao e simetria especular no espaco.

3. Translagéo e rotagao axial:

53
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X cos® —sen® 0 q X
y _ |sen®  cos®6 0 a y
Z | | o 0 1 a3 |z
1 0 0 0 1 1
beo
Py

Figura 3.7.: Translacéo e rotagédo axial no espaco.

4. Translacao e simetria rotacional:

x cos®@ —sen® 0 ay X
y _|sen® cos®6 0 a y
7 1o 0 —1 a3 |z
1 0 0 0 1 1

—_—

Figura 3.8.: Translagéo e simetria rotacional no espaco.
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Mais geralmente, definimos:

- - _ o -

X1 aip - aip A X1
/

Xy ar - ayy az X2
/

X, apl -+ Aaun A4y Xn
1 O 0 0 1 1

Em que ay,a»,...,a, séo as coordenadas da translacéo; x,x»,...,x, as coordenadas originais

ayr - din
o / . ay - Q|
do ponto, x},x;,...x, as coordenadas do ponto na nova posigdo e | . | €ogrupo
anl Ann

ortogonal associado a R".

Exemplo 3.5.3. Em relagdo ao ponto (7,9), obtenha:

(a) a nova posi¢cao apos transladar o ponto (7,9) em 4 unidades para cima e 5 unidades
para a esquerda.

Demonstracdo. Tome (x’ Y ) 0 ponto procurado. Temos que

X 1 0 a X
y =10 1 a y
1 0 0 1 1
equea; =4ea,=-—5. Assim,
x 1 0 4 7 11
yI=101 —=5|.|9|=|4
1 0 0 1 1 1
O ponto procurado é (11,4). O

(b) a nova posi¢cdo do ponto apés uma rotagdo de 30° no sentido horario em torno da
origem.

Demonstragdo. Seja (x',y’) o ponto com as coordenadas procuradas. Entéo, temos que

/
X cos® —send aj X

y = |sen® cos® ax|.|y
1 0 0 1 1
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Como o ponto nao translada, temos que a; = ap = 0. Portanto, obtemos:

X [c0s30° —sen30° 0 7
y = |sen30° cos30° 0].]9
1 0 o 1] [
WA
2 2
= |1 V3 ol 19
2 2 1
i 0 0 1
[7v/3 -9
2
= |9vV3+7
2
i 1

Logo, o ponto procurado é ( > >

7V3 -9 9\/§+7> .

3.6. Grupos a 1-parametro

Nesta secdo apresentaremos as caracteristicas do grupo de isometrias R ai -parametro.
A primeira proposi¢ao conclui que o conjunto das isometrias de R?, em relacdo a operacao de
composicao de fungoes, é um grupo.

Proposigdo 3.6.1. ISO(R?) = {isometrias de R3} € um grupo com a operagdo de compo-
sicdo de funcgées.

Demonstragdo. Sejam g, h,k € ISO(R?). De acordo com o Teorema existem a,b,c € R
eT,S,R € O(3), tais que g(u) = a+ Tu,h(u) = b+ Su e k(u) = c+ Ru, provaremos para todo
ueR? que ISO(]R3) possui as propriedades: i) associativa, ii) elemento neutro e iii) elemento
inverso. De fato,
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g(hk)(u) = g(h(c+Ru))
= g((b+Sc)+ SRu)
= (a+T(b+Sc))+TSRu
= a+Tb+TSc+TSRu

como (gh)(u) = g(b+ Su) = a+ Tb+ TSu, temos que

(gh)k(u) = (gh)(c+Ru)
= a+Tb+TS(c+Ru)
= a+Tb+TSc+TSRu

Logo, g(hk) = (gh)k.
ii) O elemento neutro de ISO(R?) é e(u) = u,Yu € R3.
iii) O inverso de g(u) =a+Tué g ' (u) = —T 'a+T"'u, pois

gg tw) = a+T(-Tla+T 0
= a-T.T 'a+T.T 'u

= u
e
g leu) = —Tla+T Ya+Tu)
= u
Logo ISO(R3) € um grupo e assim concluimos a demonstracgéao. O]

Observacao 3.6.1. Para evitar notagcao “carregada”, iremos usar mesma notacao para a trans-
formacéo linear T R® — R? e sua matriz em qualquer base.

Defini¢do 3.6.1. Definimos por G(4) o subgrupo de matrizes 4x4 com a forma:

G(4) = { [ g i’ ] T €0(3), ac M (R), 0€M1x3(R)}.

Proposigdo 3.6.2. ISO(R?) & isomorfo a G(4).
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Demonstracdo. Defina:

0:ISORY — G(4)
T] a

: =a+Tu
0:g(u)=a+Tu 0 1

Seg=a+Tueh=>b+Su,temos goh=a+T(b+Su) = (a+Th)+ TSu.

Além disso, 0(g) = [g T] e oh) = [i [;

0(2).0(h) = [T a].ls b] _ [1;9 Tbl—i—a

o 1| o 1 = 0(goh)

mostrando que ¢ € um homomorfismo.

Para concluirmos a demonstracao, falta mostrar que q)—l € um homomorfismo. De fato,

sejam i
(l)_l T a B
_O 1 &
e _
S b
-1
=h,
entao

> =(a+Tb)+TSu=goh.

(R

Logo ¢ é isomorfismo.

Definicao 3.6.2. Dizemos que um subgrupo H de G é subgrupo a 1-pardmetro se existe um
homomorfismo y : (R,+) — G, tal que y(r+s) = y(r).y(s) paratodor e s € R.

Lema 3.6.1. Sejam H C G(4) um subgrupo a 1-pardmetro e h € H. Entdo deth = 1.

€ G(4).

T
Demonstracdo. Considere h = [0

H C G(4) implica em det h = det T = %1, sendo essa Ultima féormula consequéncia do

desenvolvimento de Laplace para o determinante de 4 pela Gltima linha. Como H é subgrupo a
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1-parametro, pela definicao|3.6.2} existe um homomorfismo sobrejetivo e continuo ¥ : (R, +) —
H, tal que W(T) = h, entdo definindo W(T') = y(1) = h, teremos

h = wy(1)
1 1
= WE-I_E)
1 1
= W(i)'“’(i)
_ 1 2
= W(z))
Logo,
1\\? 1\\?
deth=dety(1) =det (\p<§)> :(det\p<§)) > 0.
Portanto, deth > 0 < deth = 1. O

Definicao 3.6.3. g1, g> € G sdo conjugados se existe g € G tal que g, = gglg’l. Analogamente,
dois subgrupos Hy e H, de G s&o conjugados se existe g € G tal que Hy, = ngg_1 = {h’ H =
ghg™',he H}.

Lema 3.6.2. Seja H C G(4) um subgrupo a 1-pardmetro, entéo todo

C a
0 1

cH

é conjugado, por elemento de G(4), a uma matriz da forma

coso¢ —seno, 0 O 0
o oa 00 C 0
q)OC,B _ | sen cos _ o . peR.
0 0 1 B B
0 0 0 1 0 0 01

C
Demonstracdo. Seja h = 0 a] € H. Dizer que h € conjugado a ¢y g € dizer que existe

S b
= € G(4), tal que
g [0 | (4), talq
h=g0opg "
ou seja,

hg = 8008 '8 = &0op-
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Para que tal g exista, precisamos que

0
calls bl [sb]| c 0
0o 1jo 1] |01 B
00 01

CS Cb+a|  [SCo $(0,0,B)+b
o 1 | |0 1 '

Portanto, pela igualdade entre as matrizes, obtemos que CS = SCy, = C = SCaS_l, 0 que quer
dizer que S é a matriz mudanca de base da base candnica para a base ortonormal em que C
tem a representacgao Cy,.

Neste momento vamos dar uma pausa na demonstragdo para observarmos que a de-
monstracao de que existe S tal que C = SCOLS*1 € semelhante ao que foi feito na Proposicao
[3.4.2] entretanto optaremos por ndo omitir passagens.

Retomando a demonstragao, temos Cb +a = S(0,0,B) + b, como S € O(3) escreva
S = [vl Vo V3i| , em que vy, v, v3 S0 vetores coluna de S. Assim, obtemos que (C —1)b =
Bv3 —a. Ou seja, vz —a € Im(C —1).

Pelo Lema(3.6.1] det h = 1, o que é equivalente a dizer que os subespagos de dimen-
sdo 1 daformaV = {v:Cv=v} que séo invariantes por C é 1 ou 3.

No caso em que dim V = 1, temos dim Im(C —I) = 2 e segue do observado no Exem-
plo que dim Im(C —I)* =1 e portanto v3 é uma base de {v:Cv=v} =Im(C—1I)".

Como vy, v, e vz formam uma base ortonormal de R?, tome o € R tal que

Cvi = (cos)vy + (senct)vy < (C—1I)vy = (cosa— 1)vy + (senct) vy

Cvy = —(sena)vy + (costt) vy < (C—1I)vy = —(senct)vy + (cosa— 1)vy.
Do fato que {v1,v2,v3} ser base ortonormal de R e do célculo

(C—=Dv1,(C=IT)vp) = (cosa— 1)seno.— sendi(coso.— 1)

= 0,

concluimos que {(C —I)vy,(C —I)v,} é base para Im(C —I). Além disso, os vetores (C —1I)v;
e (C —1I)v, séo escreitos como combinagéo linear de v; e vy, logo v; e v, formam uma base
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para Im(C —I). Como R* = Im(C —I) & Im(C —I)*, teremos que todo vetor v € R> pode ser
escrito da seguinte forma:
V=Vv+ BV3

emque v € Im(C—1),v3 € Im(C—I)*",p e R.
Portanto,
a=(a,vi)vi+(a,v2) v2+(a,v3) vs,
em que (a,vi)vi + (a,v2)vs € Im(C —1) e (a,v3)v3 € Im(C —1I)*.

Para finalizar a demonstragéo, escrevemos 3 = (a,v3) e tomamos b na imagem inversa
de (a,vi)vi+ {(a,v2) vy por (C—1). O

O Teorema|[3.6.1|prova que qualquer H € G(4) € uma matriz semelhante a G g.
B

Teorema 3.6.1. Todo subgrupo a 1-pardmetro de G(4) é conjugado (por elemento de G(4)) a
um subgrupo da forma

0
C 0

Gap = u " t€R Y,
0O 0 0 1

em que a., 3 € R fixos.

Demonstragdo. Pelo Lema|[3.6.2) se H C G(4) é subgrupo a 1-parametro, entdo, a menos de
conjugacao, todo & € H é da forma

coso. —seno. 0 0

he seno.  coso. 0 O
0 0 1 B

0 0 01

em que o, B € R sao nimeros fixos.

Pela Definicao [3.6.2, temos que um subgrupo H de G é subgrupo a 1-parametro se
existe um homomorfismo continuo e sobrejetor v : (R,+) — H e, sem perda de generalidade,
podemos supor que Y(1) = A.

Calculando

Y(n) =y +1+--+ 1) =y().y(l).--- (1) = (y(1))" = h".

~~
n vezes n vezes




Portanto,

Além disso, para m € N, teremos

cos(oo/m) —sen(a/m) 0 0
sen(ou/m) cos(a/m) 0O O
T
0 0 0 1
Para n,m # 0 € Z, existe y(n/m) teremos y (%) =y (%1) = y(1)n e portanto
B no no T
cos|— ) —sen|— ) O O
() (2
<n> sen (E) cos (;) 0 O
\lf — ] =
" 0 0 P
m
0 0 0 1|

cos(ot) —sen(ot) O O

sen(ot) cos(or) O O
vy = | ) o) ,
0 0 1 P

0 0 0 1

62
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parat € R.

Seja H C G(4) subgrupo a 1-parametro, entdo existe um homomorfismo continuo e
sobrejetor, tal que ¥ : (R,+) — H, entdo

coso. —seno. 0 0

w(1) = [T a] e seno.  coso. 0 O gil,
0 1 0 0 1 B
0 0 0 1

com g dado pelo Lema e aplicando o mesmo desenvolvimento dado ao homomorfismo y

anterior, obtemos

cos(ot) —sen(ot) O O
sen(oe) cos(or) O O _,
t) = .
y(r) =g 0 0 lop®
0 0 0 1
A demonstracao esta concluida. O]

Observe que as matrizes do subgrupo a 1-parametro de G(4) sdo conjugados a um
Gy p € sendo a e B nimeros reais, apresentaremos o estudo das ¢rbitas de tais subgrupos e
identifica-los com trajetérias (ou curvas) em R3.

Aplicando ao grupo Gy g 0 ponto (xo,Y0,20), Obtemos:

cos(or) —sen(or) O O [xo xocos(out) — ypsen(ait)
sen(at) cos(at) O O] |yo|  |xosen(ot)+yocos(ot)
0 0 1 Br| |zo| 20+ Pt
0 0 0 1 1 1

Paraz € R, a agéo do grupo Gy, g no ponto (x0,Y0,20) assume trés formas distintas ou
trajetérias.

1. Para o = 0 a ag&o de Gy, g em um ponto (xo, yo,20) € Y(t) = (x0,Y0,20 + Bt), ou seja,
translagées na diregao do eixo z, em que a aplicagao de G g sobre (x0,Y0,20) € uma
reta na diregéo z.

Exemplo 3.6.1. Paraxo=1,y0 =0,z0 =0 e = 1, temos que Gy g = (1,0,1)

2. Para B =0 a agédo de G em um ponto (xo,y0,z0) € a curva y(t) = (xpcos(or) —
yosen(ait), xosen(out) +yocos(0ut),zo), ou seja, rotagdes em torno do eixo z, em que a

aplicagdo de G, sobre (xo,y0,20) € um circulo de raio (0,0,z9) e centro \/x3 + y3.
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Figura 3.9.: Reta da diregéo z.

Exemplo 3.6.2. Paraxy=yy=z0 = =1, temos que

Ga,0 = (cos(t) —sen(t),sen(t) +cos(t), 1)

8
< :
y
8 6 A ]
2
Y, 2
‘o . h )
: 1
A

Figura 3.10.: Circulo em torno de z.

3. Para o # 0 e B # 0 a agdo de G, g em um ponto (xo,Y0,20) € a curva Y(t) =
(xocos(at) — yosen(ait), xosen(ou) + yocos(at),zo + Pt ), ou seja, trata-se de uma hé-
lice circular em torno do eixo z.

Exemplo 3.6.3. Paraxo=yo=z0=a=p =1, temos que

Y(t) = (cos(t) — sen(t),sen(t) + cos(t),t)



Figura 3.11.: Hélice em torno de z.
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4 Desenvolvimento da atividade

Qual a relacdo entre o estudo de matrizes e a resolugdo da imagem de sua TV? A
motivacdo para o desenvolvimento da atividade proposta neste trabalho é responder a essa
pergunta.

O método tradicional de ensino de matematica consiste em apresentar formulas para
que, a partir dai, sejam resolvidos problemas. A sequéncia didatica a seguir visa fornecer um
instrumento de metodologia de ensino, que parte de um problema pratico, que é a unidade
de medida de resolucdo de imagens, para apresentar o conteudo matriz para os discentes do
primeiro ano do ensino médio. A inspiragao foi Freire (1985)

“O conhecer surge como resposta a uma pergunta. A origem do conhecimento
estd nas perguntas, ou no ato mesmo de perguntar”.

A pesquisa usou um software especialmente desenvolvido para a realizagao da inves-
tigacao e é notorio que a tecnologia tornou-se fundamental em nosso cotidiano e também nas

salas de aula. Segundo Moran

"Ensinar e aprender, hoje, ndo se limita ao trabalho dentro da sala de aula. Implica
em modificar o que fazemos dentro e fora dela, no presencial e no virtual, organi-
zar agdes de pesquisa e de comunicagao que possibilitem continuar aprendendo em
ambientes virtuais, acessando paginas na Internet, pesquisando textos, recebendo e
enviando novas mensagens, discutindo questdes em féruns ou em salas de aula vir-
tuais, divulgando pesquisas e projetos". (disponivel emhttp://www.eca.usp.br).

O processo de aprendizagem se dara por meio do software idealizado pela autora
desta dissertacao e é inegavel que o conhecimento elaborado através da propria experiéncia

do aluno, ou seja, no manuseio do recurso tecnolégico apresentado, é mais expressivo.

O principal objetivo na proposta dessa atividade é tornar significativo para os alunos
o estudo de matrizes. A expectativa com a realizacdo desse trabalho é dar materialidade ao
conteudo matriz e assim demonstrar que a matematica esta presente em nosso cotidiano. Para
Moran (2002, p. 49)


http://www.eca.usp.br
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O professor procura ajudar a contextualizar, a ampliar o universo alcangado pelos
alunos, a problematizar, a descobrir novos significados no conjunto das informacdes
trazidas. Esse caminho de ida e volta, no qual todos se envolvem, participam - na sala
de aula, na lista eletrbnicas e na home page, é fascinante, criativo, cheio de novidades
e de avancos.

4.1. Caracterizacao da Escola e das turmas selecionadas

A Escola na qual foi realizada a pesquisa possui 834 discentes || no ensino médio
regular e na Educagéo de Jovens de Adultos - EJA, sendo 437 matriculados no periodo da
manha, 320 no periodo da tarde e 241 no periodo noturno, sendo que esses Ultimos, 164 sdo
da EJA. Denominaremos a escola selecionada por X.

O plano politico pedagégico da escola mostra que a escola ocupa uma posi¢ao impor-
tante na sociedade, destacando-se por seu empenho em formar uma sociedade mais justa e
igualitaria, incluindo o respeito a diversidade. Prioritariamente, a educag¢ao das novas geragoes,
deve ser garantida por um ensino de qualidade que assegure o pleno desenvolvimento do estu-
dante, nos aspectos éticos, morais, sociais e histéricos. A escola deve estar comprometida com
a formacao da cidadania do estudante para que ele consiga entender, responder e participar do
mundo em que vive.

A escolha da escola X decorre do conhecimento prévio da autora, que cursou do ensino
fundamental ao médio na instituicdo, portanto, vivenciou os problemas existentes na unidade
escolar e posteriormente, apds a conclusdo da graduagao e aprovagao em concurso, escolheu
a escola X como local de trabalho. Também contribuiu para a escolha da escola X o fato dessa
instituicao apresentar o IDEBHmediano, ou seja, ndo se trata de uma escola que seja referéncia
no ensino de matematica e nem é uma instituicdo que apresenta resultado, nesse indice, abaixo
das demais escolas da rede estadual.

A escola X esta situada na divisa entre os municipios de Ribeirao das Neves e Belo
Horizonte, regional Venda Nova de Belo Horizonte. Em funcdo da qualidade das ultimas ad-
ministracoes, a Instituigdo adquiriu notoriedade e é conhecida na regido por sua organizacao,
logo atrai bons profissionais e recebe discentes de varios bairros da regional Venda Nova e de
Ribeirdo das Neves.

A escola X atende uma regido que apresenta indice de Desenvolvimento Humano Mu-
nicipal e seus componentes - IDH médio de 0,7165, considerado alto pelo Atlas do Desenvol-

'Dados obtidos no Sistema Mineiro de Administrago Escolar (Simade), consulta em 11/12/2017
2A escola tém sido avaliada com nota média de 4,9, enquanto o desempenho médio das escolas de ensino médio
do estado de Minas Gerais é de 4,7
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vimento Humano no Brasil ﬂ No entando, vale ressaltar que a escola X possui apenas a mo-
dalidade de ensino médio, e portanto, quando se analisa o percentual do IDMH da educacao,
podemos constatar que a regido apresenta baixos resultados, contando apenas com a média
de 39,25% de adultos com o ensino médio completo. As tabelas abaixo mostram o percentual
do IDHM educacéo da regido atendida pela escola X.

A escola X esta situada na regido que estéo localizados os bairros Piratininga, Lagoi-
nha e Leblon, no municipio de Belo Horizonte. Os alunos provenientes dessa regido sao en-
caminhados preferencialmente para a escola X pela Secretaria de Educacao de Minas Gerais -
SEE/MG, por causa da proximidade da escola X com as demais unidades escolares municipais
que ofertam apenas o ensino fundamental.

IDHM Educacgéo - Piratininga / Lagoinha / Leblon - MG 2000 2010
% de 18 anos ou mais com fundamental completo 41,84 61,22
% de 5 a 6 anos na escola 67,96 98,20
% de 11 a 13 anos nos anos finais do fundamental completo 76,01 91,20
% de 15 a 17 anos com fundamental completo 4473 60,54
% de 18 a 20 anos com médio completo 25,11 44,53

A regido do bairro Mantiqueira, em Belo Horizonte, concentra cerca 30% dos alunos
da escola X, pois o bairro ndo possui unidades escolares que ofertam o ensino médio. Observe
que o bairro Mantiqueira possui os menores indices de conclusdo do ensino médio na faixa
etéria de 18 a 20 anos.

IDHM Educacéo - Mantiqueira A - MG 2000 2010
% de 18 anos ou mais com fundamental completo 32,51 48,15
% de 5 a 6 anos na escola 69,00 80,20
% de 11 a 13 anos nos anos finais do fundamental completo 72,98 91,32
% de 15 a 17 anos com fundamental completo 33,32 49,44
% de 18 a 20 anos com médio completo 17,43 33,37

Os bairros Céu Azul e Lagoa, em Belo Horizonte, ficam préximos a escola e por causa
da facilidade de locomocao até a unidade escolar, atrai muitos discentes desses bairros.

30 Atlas &, uma plataforma de consulta ao indice de Desenvolvimento Humano Municipal (IDHM) de 5.565 muni-
cipios brasileiros, 27 Unidades da Federagéo (UF), 21 Regides Metropolitanas (RM) e 3 Regides Integradas de
Desenvolvimento (RIDE) e suas respectivas Unidades de Desenvolvimento Humano (UDH).

*Percentual fornecido pela secretaria da escola X.
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IDHM Educagao - Céu Azul / Lagoa B - MG 2000 2010
% de 18 anos ou mais com fundamental completo 40,95 61,49
% de 5 a 6 anos na escola 82,25 92,97
% de 11 a 13 anos nos anos finais do fundamental completo 79,77 86,62
% de 15 a 17 anos com fundamental completo 62,52 70,30
% de 18 a 20 anos com médio completo 24,81 4424
IDHM Educagao - Céu Azul / Lagoa A - MG 2000 2010
% de 18 anos ou mais com fundamental completo 32,62 48,15
% de 5 a 6 anos na escola 76,88 80,20
% de 11 a 13 anos nos anos finais do fundamental completo 69,57 91,32
% de 15 a 17 anos com fundamental completo 42,30 49,44
% de 18 a 20 anos com médio completo 22,73 33,37

No municipio de Ribeirdo das Neves, a escola X atende aos bairros de Justinépolis,
Urca, Atalaia, Botafogo e Maria Helena. Muitos discentes oriundos dessa regiao relataram que
optaram por estudar na unidade escolar para buscar melhor qualidade no ensino.

IDHM Edu - Justinépolis / Urca / Atalaia / Botafogo / Maria Helena 2000 2010

% de 18 anos ou mais com fundamental completo 37,51 52,96
% de 5 a 6 anos na escola 76,09 95,69
% de 11 a 13 anos nos anos finais do fundamental completo 79,15 86,83
% de 15 a 17 anos com fundamental completo 46,57 54,62
% de 18 a 20 anos com médio completo 27,35 38,72

Esses fatores afetam diretamente a realidade escolar. A taxa de evasao escolarE] da
escola X é cerca de 20% e a necessidade de trabalhar e a distancia entre a unidade escolar e
a moradia dos discentes, sao fatores que contribuem para a alta taxa de evaséo.

Inseridos no contexto descrito acima, foram selecionadas quatro turmas de primeiro
ano de ensino médio de aulas no turno vespertino em que a autora ministrou aulas durante o
ano letivo de 2017. Foi observado que, de modo geral, as turmas possuem grande diversidade,
contando com discentes com grande proficiéncia em matematica e outros que ndo sabem ao
menos efetuar uma divisdo; além de alunos com diversas necessidades especiais, inclusive
contando com professor de apoio.

SPercentual fornecido pela secretaria da escola X.
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4.2. O software de geracao de imagens

O desenvolvimento do software foi motivado pela necessidade de um mecanismo de
facil manuseio para que os alunos ndo se desmotivem durante a aplicacdo da atividade. Ao
longo do ano letivo de 2017, a autora, como docente das turmas selecionadas, constatou que
maioria dos alunos nao possuem proficiéncia na utilizagcado do computador, sendo assim, tornou-

se inviavel utilizar software como muitos comandos, como por exemplo o Scilab.

O software foi desenvolvido utilizando as linguagens de programagao PHP e HTML e o
codigo-fonte esta no apéndice A. O software esta hospedado no servidor gratuito Web Host App
e pode ser acessado pelo link https://livia-morais.000webhostapp.com/index.htmll

4.3. A sequéncia didatica

Apresentaremos nessa sec¢ao o plano de ensino que foi colocado em pratica. Preten-
demos nessa sequéncia didatica apresentar uma aplicacao do estudo de matrizes.

4.3.1. Plano de ensino

Escola: Escola X.
Professora: Livia Silva de Morais.
Tema: Codificacdo de imagens através de matriz.

Justificativa: A presente sequéncia didatica se justifica pelo fato de tornar significativo
para a vida do aluno o estudo de matriz.

Competéncias/habilidades:

1. Interpretar os significados associados a utilizagcado de matrizes.
2. Codificar matrizes a partir do software idealizado pela autora deste trabalho.

Conteudo: Matriz.

Objetivo: Reconhecer a necessidade do uso de matrizes para a formagao de imagens.


https://livia-morais.000webhostapp.com/index.html
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Pré-requisito: O aluno necessita saber ler e interpretar tabelas.
Tempo de duracao: Duas aulas de 50 minutos.
Material necessario:

folhas de papel quadriculado;

lapis e borracha;

laboratério de informatica com acesso a internet;
roteiro de atividades a ser utilizado.

e

Procedimento metodolégico:

Primeira aula

3 - Escreva a posigdo dos elementos coloridos de acordo com a Iogica que vocé utilizou para executar a
questao 2

AVALIAGAO DE MATEMATICA

Avaliagio referente ao 1° ano do Ensino Médio

Roteiro de atividades - 1° aula

Curricular: MATEMATICA - Prof.2.: Livia Silva de Morais

Aluno(a): [Turma: Data: 12/12/2017
1 - Na malha abaixo, construa a primeira letra do seu nome colorindo os
4 - Utilizando a folha de papel quadriculado (anexo) fornecida pela professora, delimite o espago a ser
utilizado, ou seja, a quantidade de linhas e colunas a ser empregado, e faga um desenho qualquer.
2 - Construa uma tabela tomando como referéncia a malha quadriculada da questéo 1 e atribua valor 0

a0s espagos em branco e 1 para os espagos coloridos.

Figura 4.1.: Roteiro de atividades primeiro dia.

Distribuir as folhas de papel quadriculado € o roteiro de atividades para os alunos da
classe e propor a seguinte atividade:

- utilizando a malha quadriculada do roteiro de atividades desenhe a primeira letra do
seu nome.



72

- Construa uma tabela e insira o valor zero para coordenada correspondente ao espaco

vazio e o valor 1 na respectiva coordenada colorida.
-Descrever a posicao do elemento colorido.
- Construir um desenho na folha de papel quadriculado.

Segunda aula

AVALIACAO DE MATEMATICA

Avaliagéo referente ao 1° ano do Ensino Médio

Roteiro de atividades - 2° aula

Curricular: MATEMATICA - Prof.: Livia Silva de Morais

Aluno(a): Turma: Data: 13/12/2017
com/index.html e insira os dados da questéo

- Acesse o enderego: https:/livia-morais.000
3 da atividade da aula anterior no software e relate o que vocé observou

2 - Aunigo dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no video das TVs, por exemplo,
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem aparega com essas curvas?

3 - Responda ao questionério sobre o roteiro de atividades desenvolvido na aula de hoje e na aula
anterior.

i Voce achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz?
a) Sim  b)Néo

ii.  Voct achou dificil executar as atividades propostas?
a) Sim  b)Ndo

iii.  Vocé acha importante estudar
matriz?
a) Sim b) Nao

iv.  Voce quer estudar matriz ano que vem?
a) Sim b) Nao

V. Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo.

Obrigada

Figura 4.2.: Roteiro de atividades segundo dia.

Levar os alunos ao laboratério de informatica, apresentar aos mesmos o software e
explicar sua funcionalidade. Assim que os alunos estiverem familiarizados com o software,

propor a seguinte atividade:
- Acessar o link que direcionara o aluno ao software;
- inserir as informagdes da primeira aula da sequéncia didatica no software;
- responder as perguntas do roteiro de atividades.

Durante a execuc¢éao da atividade, a professora ira explicar que a resolugao de imagens,
isto €, a medida de definicdo da imagem, como telas de um computador ou de uma TV, por
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exemplo, sdo uma grande matriz em que nas colunas e nas linhas s&o recebidos valores que

representam um ponto colorido chamado pixel.

A professora explicara também aos alunos que a geragao de imagens é uma aplicagao
dos conceitos de matrizes e que esse assunto sera abordado no préximo ano letivo. Em se-
guida, apds concluir as atividades do roteiro, deixara a aula livre para que o aluno experimente

executar outras imagens no software.

O desenvolvimento da aplicacdo dessa sequéncia didatica foi registrado e arquivado.
Foram selecionadas as atividades de alguns alunos para serem expostas neste trabalho a titulo
de amostra.

4.3.2. Resultados da sequéncia didatica

O desenvolvimento da atividade ocorreu nos dias 12 e 13 de dezembro de 2017, se-
guidamente as ultimas avaliacdes do ano letivo, durante as aulas de matematica, apds ser
encerrado o contetdo programatico proposto aos alunos das turmas selecionadas. Todos os
estudantes foram convidados a participar das atividades.

Figura 4.3.: Participacao dos alunos no primeiro dia de atividades.

Estavam presentes 83 alunos no primeiro dia do desenvolvimento da atividade. Os
discentes se surpreenderam com a facilidade de execugédo da atividade e alguns estudantes
verbalizaram "estd muito facil". A matemética se tornou uma disciplina excludente e esse fato
causa frustragao a grande parte dos professores de matematica, pois percebem que muitos de
seus alunos enxergam a matematica como uma disciplina inacessivel.

Todos os discentes conseguiram executar o roteiro de atividades do primeiro dia e, a
titulo de amostragem, selecionamos trés atividades para serem expostas.
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Figura 4.5.: Execucao da atividade no primeiro dia.

Observe as figuras e o estudante construiu a tabela utilizando letras para
identificar as colunas e numeros as linhas.

As figuras[4.9] [4.10] e [4.TT)mostram que o estudante planejou a construgéo da primeira
letra de seu nome marcando inicialmente 0 espago a ser colorido. Ja a tabela utilizou nimeros
para as linhas e colunas. Para descrever a posicao dos elementos coloridos, o discente acabou

se equivocando.

Veja as figuras|4.12} [4.13|e [4.14} o estudante reduziu a malha quadriculada para cons-

truir a tabela, utilizou apenas 11 linhas e 10 colunas, inicialmente haviam 20 linhas e 20 colunas.

O segundo dia de atividades contou com a presenca de 80 alunos (veja a Figural4.15) e
mais uma vez os discentes acharam facil executar o roteiro de atividades e néo tiverem nenhuma

dificuldade em utilizar o software desenvolvido para a sequéncia didatica. Perceberam inclusive
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_ AVALIAGAO DE MATEMATICA

- Avaliagao referente ao 1° ano do Ensino Médio o

Roteiro de atividades - 1* aula

Componente Curricular: MATEMATICA - Prof.: Livia Silva de Morais
— VOIPC - S
| Alno@: o [Turma: //3 |Data: 121122017 |
1 - Na malha quadriculada abaixo, construa a primeira letra do seu nome colorindo os quadradinhos.

T
— 1 —
2 - Construa uma tabela tomando como referéncia a malha quadriculada da questao 1 e atribua valor 0 aos
espagos em branco e 1 para os espagos coloridos
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Figura 4.6.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 1.

uma falha, o soffware nao possui a opgcao de desfazer um comando, mas a auséncia dessa

opcao nao prejudicou o transcorrer da atividade.

O laboratério de informatica possui apenas 20 computadores e em funcionamento 19,

portanto alguns alunos se sentaram em duplas.

A titulo de amostragem, selecionamos sete atividades para serem expostas, observe
as respostas as perguntas:"A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que
no video das TVs, por exemplo, aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem

apareca com essas curvas?".

Comecaremos expondo os trabalhos dos alunos que demonstraram interesse em dar
continuidade ao estudo de matrizes, figuras[4.16|[4.17|e[4.18]
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3 - Escreva a posigdo dos elementos coloridos de acordo com a logica que voceé utilizou para executar a
questéo 2.

4 - Utilizando a folha de papel quadriculado (anexo) fornecido pela professora, delimite o espago a ser
utilizado, ou seja, a quantidade de linhas e colunas a ser empregado, e faga um desenho qualquer.

Figura 4.7.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 1.

Observe a imagem|4.19, mesmo achando importante e facil executar as atividades, os
alunos ndo querem estudar matrizes.

A imagem[4.20|se trata do roteiro de atividades de um aluno que compreendeu os con-
ceitos apresentados e que ndo apresentou dificuldades na excecucdo. No entanto, considera o
estudo de matrizes desnecessario e nao deseja estudar essa matéria no préximo ano.

Para finalizar, selecionamos os roteiros de atividades dos alunos que consideraram
dificil executar as atividades e também ndo desejam estudar matrizes no préximo ano letivo,
imagens e A esquerda se trata de alunos que consideram o estudo de matrizes
importante e a da direita ndo.
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Figura 4.8.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 1.

Ao final do roteiro de atividades os alunos tiveram alguns minutos livres que eles pude-
ram aproveitar acessando redes sociais, jogando ou explorando mais o soffware desenvolvido
para o plano de aula. A figura mostra aluna criando uma imagem a partir do software.

Apoés a aplicagao do plano de aula, algumas pontuagdes sao necessarias. De modo
geral os alunos compreenderam a proposta da atividade, inclusive fazendo conexdes entre 0 seu
cotidiano e o contelido ministrado, isso revela que se for proposto situacdes reais a apropriacao
dos conhecimentos significativos pelo aluno se dao de forma menos conflituosa.

Em nossa pesquisa percebemos que a maioria dos discentes ficaram curiosos pelo
assunto abordado na sequéncia didatica, atingindo inclusive os alunos que nao haviam, até
entdo, demonstrado nenhum tipo de interesse nas aulas de matematica ministradas pela autora
durante o ano letivo de 2017. Para demonstrar o que foi informado anteriormente, uma das
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_ AVALIAGAO DE MATEMATICA

. _Avaliagao referente ao 1° ano do Ensino Médio

Roteiro de atividades - 1° aula

Componente Curricular: MATEMATICA - Prof.: Livia Silva de Morais ]

Aluno(a): . § ‘Turma: 124 |Data: 12/12/2017 |
1 - Na malha quadriculada abaixo, construa a primeira letra do seu nome colorindo os quadradinhos.

i
|
Bl
]

1

| ———
T 11 T I

‘ Ll l I - — 1|

2 - Construa uma tabela tomando como referéncia a malha quadriculada da questao 1 e atribua valor 0 aos

espagos em branco e 1 para os espacos coloridos.
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Figura 4.9.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 2.

alunas que participou do desenvolvimento da atividade verbalizou que "foi a melhor aula do
ano". O fato do discente ter conseguido desenvolver a atividade Ihe trouxe mais autoestima, o

que nao aconteceu durante 0 ano escolar para muitos alunos.

Foi feito uma consulta aos alunos sobre como eles se sentiram motivados em estudar
matriz a partir da sequéncia didatica. Vale ressaltar que a autora foi professora dos alunos
consultados e portanto, pode haver diferenca entre a realidade e os resultados apresentados no
questionario. A tabulacdo dos resultados esta expressa na tabela abaixo.
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3 - Escreva a posigdo dos elementos coloridos de acordo com a légica que vocé utilizou para executar a
questéo 2.
aha  Colyng
F>AR | i
= & & WM -ba \0
5 a0 ‘= 10a 12

k7 ax -\ualb

4 - Utilizando a folha de papel quadriculado (anexo) fornecido pela professora, delimite o espago a ser
utilizado, ou seja, a quantidade de linhas e colunas a ser empregado, e faga um desenho qualquer.

Figura 4.10.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 2.

Resultados do questionério SIM NAO
Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz? 76 4
Vocé achou dificil executar as atividades propostas? 15 65
Vocé acha importante estudar matriz? 71 8
Vocé quer estudar matriz ano que vem? 54 26

E curioso que a maioria dos alunos achou interessante o tema, mas 32,5% dos estu-
dantes nao desejam estudar matriz no segundo ano do ensino médio. Outro fato curioso foi que
cerca de 23% dos discentes responderam que acharam dificil a atividade, entretanto, foi feito
observagdes durante a execugdo das atividades e ndo foi constatado, por parte da docente,
dificuldade na execucao do roteiro de atividades pelos estudantes.
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Figura 4.11.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 2.
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AVALIAGAO DE MATEMATICA

Avaliagéo referente ao 1° ano do Ensino Médio

Roteiro de atividades - 1% aula

Curricular: MATEMATICA - Prof®.: Livia Silva de Morais

Aluno(a):

*Turma: ‘Data: 12/12/2017

1 - Na malha quadriculada abaixo, construa a primeira letra do seu nome colorindo os quadradinhos.

1 [ ] [

I

p?

|

|

[ \
|

T T

|

| |
2 - Construa uma tabela tomando como referéncia a malha quadriculada da questdo 1 e atribua valor 0 aos
espagos em branco e 1 para os espagos coloridos.

Figura 4.12.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 3.
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3 - Escreva a posigédo dos elementos coloridos de acordo com a légica que vocé utilizou para executar a
questao 2.

4 - Utilizando a folha de papel quadriculado (anexo) fornecido pela professora, delimite o espago a ser
utilizado, ou seja, a quantidade de linhas e colunas a ser empregado, e faga um desenho qualquer.

Figura 4.13.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 3.
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Figura 4.14.: Execucao da atividade no primeiro dia pelo Aluno 3.

Figura 4.15.: Execuc¢ao da atividade no segundo dia.
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@
AVALIACAO DE MATEMATICA { %
referente ao 1° ano do Ensino Médig, - e
Roteiro de atividades - 2 aula = .%'
Co Curricular: MATEMATICA - Prof®.: Livi;SiIv; de Morais '
Aluno(a): !Turma: ‘Lbl ‘03%311212017 P

1 - Acesse 0 enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index.html € insira os dados da questéo 3 da
atividade da aula anterior no software e relate o que vocé observou. )

Dhasssormon \Dﬁz& Und Uwadido, WTMMW\Q’).% Simhoy
o Whuma v Auadtadinho mewm 2 O RAOML
W L%QNOUVQ [U8%282) L)\m%\()(\mm ! s

&

2 - A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no video das TVs, por exemplo
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem aparega com essas curvas?

8 Urmagenh Jieom (wusas (Bt U0 Jomanhsp
'\J(\f\) q\‘)\/X-’j) ‘ o~

K :

3 - Responda ao questionario sobre o roteiro de atividades desenvolvid’o na aula de hgj¢ e ng aula .nterior.
3 v 4

i, Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz? T

H)_ Sim b) Nao
i.  Vocé achou dificil executar as atividades propostas? '
a) Sim W) Nao

ii. Vocé acha importante estudar matriz?
\P{ Sim b) Nao
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem? A
. Sim

Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo.

b) Nao ¢

Obrigada!' 1 4,

Figura 4.16.: Alunos que demostraram interesse em dar continuidade ao estudo de matrizes.
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AVALIACAO DE MATEMATICA

0

Avaliagao referente ao 1° ano do Ensino Médio

Roteiro de - 2% aula . e

=
Curricular: MATEMATICA - Prof®.: Livia Silva de Morais |

Aluno(a):

1Turma: 1Q4 ‘Da(a: 13/12/2017

1 - Acesse 0 enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index-html e insira os dados da questao 3 da
atividade da aula anterior no software e relate o que vocé observou. N

C B ' '
b Bloounes Qo gua o (Crrovnme O MMILEL
/ .

\

Jeou
do oo Ml

{ Q 0o ® o
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2 '
- . . . *

2 - A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no Vdeo das TVs, por exemplo,
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem aparega com essas curvas?

°

YO y,i'r; ‘K‘“‘\ﬂ’ ) U0 YA LCL
o At d o 0o IANOEETR *
\ L * e C e X LLXNSO ‘.&Q\xi'n‘rt\’y;
LC’\Q:‘;‘:‘( MO O ’w/'d odt glarde O Quyed poutol | &
{ e U 00 o Y ' B

3 - Responda ao questionario sobre o roteiro de atividades desenvolvido na aula de hoje e na aula anterio* {

i, Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz?
@ Sim

b) Nao
L4 L
ii. Vocé achou dificil executar as atividades propostas? | .
a) Sim @ Néo .
f
i, Vocé acha importante estudar matriz?
@& sim b) Nao
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem?
©® sim b) Nao
v.  Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo
: . /.
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Figura 4.17.: Alunos que demostraram interesse em dar continuidade ao estudo de matrizes.
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‘ AVALIACAO DE MATEMATICA 3
| Avaliagio referente ao 1° ano do Ensino Médio - ,,ﬁ_!
| Roteiro de atividades - 2 aula |
|
C. Curricular: MATEMATICA - Prof®.: Livia Silva de Morais ‘
Aluno(a): }Turma: JData: 13/12/2017 |
1 - Acesse 0 enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index.html € insira os dados dg questéo 3 da
atividade da aula anterior no spftware e relate o que vocé observou. ) 3
N X R
\\i fl e QRO ) 2 '
9] o H
] /]
s
®
ol
2 - A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no video das TVs, por exemplo,
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem aparega com essas curvas?
.\ ﬁiJ\\ Q (00 (1Y too ‘%ZLCLC \ 72 of
\ [}
‘
N
\
3 - Responda ao questiondrio sobre o roteiro de atividades desenvolvido na aula de hoje e na aula ante
i.  Vogé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz? .
){ Sim b) Néo !
i.  Vocé achou dificil executar as atividades propostas? .
a) Sim B Nao
iii.  Vocé acha importante estudar matriz?
Sim b) Néo
. %'
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem? R "
Sim b) Nao »
v.  Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo. ! '
5
&e{; 3\(.\ NS :3(‘\(‘)‘ oo
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Figura 4.18.: Alunos que demostraram interesse em dar continuidade ao estudo de matrizes.
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-
AVALIAGAO DE MATEMATICA |
referente ao 1° ano do Ensino Médio |
Roteiro de atividades - 2 aula . .
- C Curricular: MATEMATICA - Prof’.: Livia Silva de Morais
Aluno(a): [rurma: L1} [pata: 1311212017

1 - Acesse 0 enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index.html e insira os dados da questéo 3 da
atividade da aula anterior no software e relate o que vocé observou.

2 - A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no video das TVs, por exemplo,
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem aparega com essas curvas?

p oy

3 - Responda ao questionario sobre o roteiro de atividades desenvolvido na aula de hoje e na aula anterior.

i.  Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz?

) ay Sim b) Nao
i.  Vocé achou dificil executar as atividades propostas?
a) Sim b) Néo
ii.  Vocé acha importante estudar matriz?
&l Sim b) Nzo
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem? <
a) Sim B) Néo

v.  Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo.

y

Obrigada!

Figura 4.19.: Discentes que consideraram facil executar as atividades, mas que nao querem
estudar matriz.
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R
w |
| [ AVALIAGAO DE MATEMATICA
| Avaliagio referente ao 1° ano do Ensino Médio -
| = |
Roteiro de atividades - 2* aula B
| Componente Curricular: MATEMATICA - Prof®.: Livia Silva de Morais 1
| |
| Aluno(a): ‘[Turma: (R3] Data: 13/12/2017 | |®
@
1 - Acesse 0 enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index.html & insira os dados da questéo 3 da
atividade da aula anterior no software e relate o que vocé observou. i ,'-
L

2 - A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no video das TVs, por exemplo,
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem apareca com essas curvas?

3 - Responda ao questionario sobre o roteiro de atividades desenvolvido na aula de hoje e na aula anterior.

i, Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz?
@ Sim b) Nao

i. Vocé achou dificil executar as atividades propostas?
a) Sim b) Nao

ii.  Vocé acha importante estudar matriz?

a) Sim B) Nao
<
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem? £
a) Sim b) Nao
v.  Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo. e
.

Obrigada!

Figura 4.20.: Discente que considera o estudo de matriz desnecessario e nao deseja estudar
essa matéria no préoximo ano.
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AVALIACAO DE MATEMATICA

Avaliagéo referente ao 1° ano do Ensino Médio

Roteiro de atividades - 2 aula "'

|
| | C Curricular: MATEMATICA - Prof°.: bivig S|Iva&! Morais
[

Aluno(a): B ‘Turma 45949 ﬁta 13/12/2017

1 - Acesse o enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index.htm! e insira os dados da questao 3 da
auwdade da aula anterior no software e relate o que vocé observou.

ohea udsResa s Cgas Coln wrulheLe LG
LHoCDrme (o gmodsds, qgevrove. ool e lxon

& z
2 - A unigo dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que ndwdeb das TVs, por exemplo,
aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem apareca com essas curvas?

Vg T LoOw00 Jon \\)A ’Yi\ ((\u.m rlc JYNOuUD AN @7

o

l-"
je e na aula anterior. a|';

i. Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz?

A sim b), Nao )
ii.  Voceé acheu dificil executar as atividades propostas? ~ \‘7
¥ sim b) Nao !
' . .
ii.  Vocé acha importante estudar matriz?
Sim b) N&o ¥
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem? b .‘gﬁ
a) Sim )Q Nao ‘:. ¥
v.  Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo. ‘ o
LY
Obrigada! | '&
‘ ;
e .

Figura 4.21.: Discentes que consideraram dificil executar as atividades e ndo desejam estudar
matriz no préximo ano letivo.
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AVALIACAO DE MATEMATICA i

Avaliagao referente ao 1° ano do Ensib Medio

Roteiro de atividades - 2° aula’
C Curricular: MATEMATICA - Prof®.: L|vna Silva de Morais
‘Turma |z ‘Data 13/12/2017

Aluno(a):

1 - Acesse o enderego: https://livia-morais.000webhostapp.com/index.html € insira os dados dq questao 3 da

atividade da aula anterior no ‘software e relate o que vocé observou.

\QUU:AA& q\jmz IS )tfu Sy jj)&mp, R

BPE
‘o,

N

2 - A unido dos quadradinhos coloridos geram uma imagem, por que no video das TVs, por exemplo 'I

aparecem imagens curvas? O que fazer para que a imagem apareca com essas curvas? i
s

On v-wm_}mm}wr PED AT W}M;N(
S S }_u&u\\ PR

Dy Qﬁy« \\ﬂ)s\wm«u

3 - Responda ao questiondrio sobre o roteiro de atividades desenvolvido na aula de hoje e na aula anterior.

Vocé achou interessante desenvolver as atividades sobre matriz? i
“af sim b) Nao v
i.  Vocé achou dificil executar as atividades propostas?

i

9/ _sim b) Néo
. . .
ii. Vocé acha importante estudar matriz? > I
a) Sim %éo
iv.  Vocé quer estudar matriz ano que vem?
a) Sim BQ Nao % '
R 5
v.  Quer fazer algum comentario? Se sim, escreva abaixo. H L s
t ! a
'
Obrigada!
”

Figura 4.22.: Discentes que consideraram dificil executar as atividades e ndo desejam estudar
matriz no préximo ano letivo.



Figura 4.23.: Desenvolvimento de imagem a partir do software de geracdo de imagens.

91



92

5 Conclusao

Durante o texto foi feita uma tentativa de defender o aprendizado com significado, pois
sempre que possivel foi feita uma representacdo geométrica ou computacional do objeto de
estudo. As primeiras publicacdes sobre o aprendizado com significado datam do ano de 1963,
quando Ausubel publicou The Psychology of Meaningful Verbal Learning. Posteriormente, na
década de 1970, Joseph Novak propbés um novo modelo de aprendizagem baseado na apren-
dizagem significativa, mudanga conceitual e construtivismo, contrapondo o método tradicional
de ensino que se fundamentava em estimulo, resposta e reforgo positivo, isto é, o método de
memorizagao. Observe que pouco mudou desde 1963.

Entendemos que o aprendizado com significado é mais eficiente do que método de
memorizagao, entretanto ndo temos a pretensao de acreditar que este trabalho mude o cenério
atual da metodologia de ensino adotado no Brasil. Entretanto, o aprendizado com significado
ampliou as possibilidades de aprendizado da comunidade em que foi desenvolvido o roteiro de
atividades proposta nesta dissertacao, pois o conhecimento prévio dos discentes em tecnologia
favoreceu o interesse em desenvolver a atividade e trouxe aos estudantes mais autoestima,
visto que todos os alunos conseguiram executar as atividades.

Portanto, o principal objetivo desse trabalho é mudar a forma pela qual os discentes e
até mesmo os docentes vislumbram a matematica e diminuir o preconceito de que a matematica
€ uma matéria desinteressante e dificil. Se o trabalho motivou pelo menos um dos discentes
que participou do roteiro de atividades proposto neste trabalho a tentar dar um préximo passo
na busca por novos conhecimentos matematicos motivados pela alegria de ter conseguido fa-
zer pelo menos uma das atividades de matematica, que foi o plano de aula proposto nesta
dissertacao, o trabalho compriu seu objetivo.
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A O codigo-fonte do software utilizado na sequén-
cia didatica

Gerar imagem.

<?php

ini_set(’display_errors’, 0);

if ($ POST[ 'tabelaColoridaMatriz’] = '’ &&

$ POST[ 'totalColunas’] != ’’ && $ POST][ 'totalColunas’] <= 1000
&& is_numeric ($ POST[ 'totalColunas’]) && $ POST][ 'totalLinhas ']
I= '’ && $ POST|[ ’'totalLinhas’] <= 1000 &&

is_numeric ($ POST[ 'totalLinhas '])){

$tabelaMatriz = ’<table border="0" cellpadding="0"
cellspacing="0">";

for($i=1; $i<=$ POST[ 'totalLinhas’]; $i++){

$tabelaMatriz .= "<tr>";

for ($j=1; $j<=$ POST[ 'totalColunas’]; $j++){

$tabelaMatriz .= "<td class=’"coluna—simples’
id="".%i."_".$j." >&nbsp; </td>";

}

$tabelaMatriz .= "</tr>";
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$tabelaMatriz .= "</table>";

<!doctype html>

<html lang="en">

<head>
<meta
<meta
<meta
<meta

<meta

charset="UTF—8">
name="Generator" content="EditPlus">

name="Author" content="">

name="Keywords" content="">

name="Description" content="">

<title >Gerador de Matriz — Prfa. Livia Morais</title >

<style >

.coluna—simples {

width :0px;
height:0px;
border:0px;
}
</style >

<script src="https ://ajax.googleapis.com/ajax/libs/jquery/1.11.3
/jquery.min.js"></script>

<script type="text/javascript">

<l—
function colorirLinhaColuna(idLinhaColuna){
idLinhaColuna = idLinhaColuna.replace(",", "_");
$("#"+idLinhaColuna).css("background—color", "#0099FF");
$("#"+idLinhaColuna).css("width", "30px");
$("#"+idLinhaColuna).css("height", "30px");
}
//—>

</script>



73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113

</head>
<body>

<?=%tabelaMatriz?>

<div style="margin—top:40px;"><a href="index.html">Criar nova

Matriz </a></div>

</body>

</html>

<?php

lelse{

$tabelaColoridaMatriz = explode(’—",
$ POST][ 'tabelaColoridaMatriz’]);

for($i=0; $i<=count($tabelaColoridaMatriz); $i++){

echo ’<script

type="text/javascript">colorirLinhaColuna ("’ .$tabelaColo

ridaMatriz[$i]. "); </script>";

echo ’<SCRIPT LANGUAGE="JavaScript">

alert ("ERRO: Os dados informados sao invalidos.");

window. location="index . html";

</SCRIPT>";

exit;
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Gerar matriz.

<?php

ini_set(’'display_errors’, 0);

if ($ POST[ 'totalColunas’] != ’’ && $ POST][ totalColunas’] <=
1000 && is_numeric ($ POST][ 'totalColunas’]) &&
$ POST[ ’'totalLinhas’] != '’ && $ POST][ totalLinhas’] <= 1000 &&

is_numeric($ POST[ 'totalLinhas ’])){

$tabelaMatriz = ’<table class="matriz—principal">"’

$tabelaMatriz "<tr>";

$tabelaMatriz "<td

class="coluna—destaque’>&nbsp;</td>";

for($j=1; $j<=$ POST[ 'totalColunas’]; $j++){

$tabelaMatriz .= "<td
class="coluna—destaque’>".$j." </td>";

$tabelaMatriz .= "</tr>";

for($i=1; $i<=$ POST[ 'totalLinhas’]; $i++){

$tabelaMatriz "<tr>";

$tabelaMatriz "<td

class="coluna—destaque’>".$i." </td>";

for($j=1; $j<=$ POST[ 'totalColunas’]; $j++){
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$tabelaMatriz .= "<td class='coluna—simples’
id="".%i."_".$j." >&nbsp; </td>";
}
$tabelaMatriz .= "</tr>";
}
$tabelaMatriz .= "</table>";

<!doctype html>

<html lang="en">

<head>
<meta
<meta
<meta
<meta

<meta

charset="UTF—8">
name="Generator" content="EditPlus">
name="Author" content="">

name="Keywords" content="">

name="Description" content="">

<title >Gerador de Matriz — Prfa. Livia Morais</title >

<style >
.matriz—principal {border—collapse: collapse;}

.coluna—destaque {
font—family: Arial;
font—size :8px;

.coluna—simples {
width:10px;
height:10px;
border:1px solid #FF0000;

</style >
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104
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<script src="https ://ajax.googleapis.com/ajax/libs/jquery/1.11.3

/jquery.min.js"></script>

<script type="text/javascript">

<l——
function colorirLinhaColuna (){
var tabelaColoridaMatriz =
$("#tabelaColoridaMatriz").val ();
var idLinhaColuna = $("#idLinhaColuna").val();
if (tabelaColoridaMatriz = "")
$("#tabelaColoridaMatriz").val(tabelaColoridaMatriz
+"—"+ idLinhaColuna);
else
$("#tabelaColoridaMatriz"). val(idLinhaColuna);
idLinhaColuna = idLinhaColuna.replace(",", "_");
$("#"+idLinhaColuna).css("background—color", "#ffcc33");
$("#idLinhaColuna").val("");
}
/>
</script>
</head>

<body>

<?=$tabelaMatriz?>

<div style="margin—top:20px;">

Linha / Coluna: <input type="text" id="idLinhaColuna" size="10"
maxlength=""> (X,Y)

<input type="button" value="OK" style="margin—left:10px;"
onclick="colorirLinhaColuna ();">

</div>



121
122 <br />

123 <form name="form_img_matriz" method="post"

124 action="gerar_img_matriz.php">

125
126
127
128
129
130
131
132
133
134 </form>
135
136

<input type="hidden" name="tabelaColoridaMatriz"
id="tabelaColoridaMatriz ">

<input type="hidden" name="totalColunas" id="totalColunas"
value="<?=$ POST|[ totalColunas’]?>">

<input type="hidden" name="totalLinhas" id="totalLinhas"
value="<?=$ POST|[ totalLinhas’]?>">

<input type="submit" value = "Gerar Imagem">

137 <div style="margin—top:20px;"><a href="index.html">Criar nova
138 Matriz </a></div>

139

140  </body>

141 </html>
142

143 <7php
144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159

160 7>

lelse{
echo ’<SCRIPT LANGUAGE="JavaScript">
alert ("Os dados informados sao invalidos.
window. location="index . html";
</SCRIPT>";
exit;
}
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Index.

<!doctype html>

<html lang="en">

<head>

<meta charset="UTF-8">

<meta name="Generator" content="EditPlus">

<meta name="Author" content="">

<meta name="Keywords" content="">

<meta name="Description" content="">

<title >Gerador de Matriz — Prfa. Livia Morais</title >
</head>

<body>

<form method="post" action="gerar_matriz.php">

</form>

<h1 style="margin—bottom:20px;">Gerador de Matriz </h1>

<h2 style="margin—bottom:20px;">Autora: Prfa. Livia Morais</h1>

<div style="margin—bottom:20px;">Numero de linhas: <input
type="text" name="totalLinhas"></div>

<div style="margin—bottom:20px;">Numero de colunas: <input
type="text" name="totalColunas"></div>

<input type="submit">

</body>

</html>
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