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RESUMO

Apresentamos, neste trabalho, um breve estudo sobre as Func¢des de Fibonacci. Este estudo
serd desenvolvido a partir da noc@o de razdo durea e das sequéncias de Fibonacci. Algumas
propriedades dos nimeros de Fibonacci sdo apresentadas, bem como a representacdao do nu-
mero de ouro em fracdo continua. O principal resultado deste trabalho mostra que, se f € uma
funcdo de Fibonacci, isto é, uma fungao real para qual tem-se que f(x+2) = f(x+ 1)+ f(x)
para todo nimero real x, entao

lim L

S

onde ¢ € arazdo 4urea.

Palavras-chave: Razdo Aurea. Sequéncia de Fibonacci. Numeros de Fibonacci. Fracdes
Continuas. Convergentes. Fun¢des de Fibonacci.



ABSTRACT

We present, in this work, a brief study on Fibonacci Functions. This study will be developed
from the notion of golden ratio and Fibonacci sequences. Some properties of the Fibonacci
numbers are presented, as well as the representation of the golden ratio in continued fraction.
The main result of this study shows that, if f is a Fibonacci function, that is, a real function for
which one has to f(x+2) = f(x+ 1)+ f(x) for every real number x, then

fim L&D

S

where ¢ is golden ratio.

Keywords: Golden Ratio. Fibonacci Sequence. Fibonacci Numbers. Continued Fractions.
Convergents. Fibonacci Functions.
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INTRODUCAO

E impressionante como as verdades matematicas nos surpreende, padroes que aparentemente
estdo ligados a uma classe de objetos, que de certa forma, tem natureza distinta a outra classe
de objetos, sdo mantidos a essa outra classe de objetos. Por exemplo, se considerarmos a
sequéncia de Fibonacci {F} }, que é uma sequéncia de nimeros inteiros, observaremos que esta
sequéncia tem a seguinte propriedade,

lim F n+1 _

n—oo

n
Enquanto que, para as Fun¢des de Fibonacci, que sdo fungdes reais, ndo necessariamente con-
tinuas, algo semelhante é observado,

. flx+1)
LA

Apesar da natureza distinta desses objetos, veremos que ambos compartilham propriedades
semelhantes.

Neste trabalho, desenvolvemos um estudo sobre as Func¢des de Fibonacci, veremos que essa
classe de fungdes estd intimamente ligada a razdo durea e a sequéncia de Fibonacci.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentaremos a Razdo Aurea, também conhecida
como proporcao durea, nimero de ouro, nimero dureo, seccao durea, propor¢ao de ouro. Mos-
traremos como dividir um segmento de reta em média e extrema razao, isto é, em propor¢cao
durea. Ainda veremos que a razdo durea ¢ uma constante real algébrica irracional. No final
do capitulo s3o apresentados alguns problemas geométricos, daremos a definicdo de retangulo
aureo, bem como tridngulo dureo.

No capitulo seguinte deste trabalho definiremos a sequéncia de Fibonacci, algumas de suas
propriedades bdsicas serdo demostradas. Apresentaremos a formula de Binet, uma férmula fe-
chada para encontrar o n-ésimo nimero de Fibonacci. Nesse capitulo, encontra-se a observagcao
de Kepler sobre o limite do quociente entre niimeros de Fibonacci consecutivos. Finalmente,
definirmos as sequéncias generalizadas de Fibonacci.

Apresentamos no terceiro capitulo deste trabalho um breve estudo sobre fra¢des continuas,
a definicdo de convergentes de uma fragao continua é dada. Algumas propriedades dos conver-
gentes serdo demonstradas. Daremos a representacdo do nimero de ouro em fragdes continuas,
e a partir dessa representacdo veremos a relacdo natural entre a sequéncia de Fibonacci e o
numero de ouro.

No ultimo capitulo faremos um estudo sobre as Func¢des de Fibonacci. Alguns exemplos
de funcdes de Fibonacci serdao apresentados, bem como algumas de suas propriedades. Neste
capitulo damos alguns resultados que, de certa forma, nos indicam ao segundo capitulo. E
surpreendente notar que algumas das propriedades validas para as sequéncias de Fibonacci,
também sdo validas para as fungdes de Fibonacci. A definicdo de fungio f-Par e f-Impar é dada
e mostramos como obter algumas fun¢des de Fibonacci a partir delas. O principal resultado
desse capitulo nos remete a observagao de Kepler sobre a sequéncia de Fibonacci.

= 9.



1. A RAZAO AUREA

A Geometria tem dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitdgoras; o outro,
a divisdo de um segmento em média e extrema razdo. O primeiro pode ser com-
parado a uma medida de ouro; o segundo podemos chamar de uma joia preciosa.
(Johannes Kepler)

1.1. Razdo Aurea: A Divina Proporcao

A razdo durea, também chamada nimero de ouro ou propor¢do durea, ou ainda, divina
propor¢do € uma constante real algébrica irracional. Euclides em, Os Elementos, definiu como
“divisd@o de um segmento em média e extrema razdo”. Para os gregos antigos esse tipo de
propor¢do era tdo familiar que nao se achava necessario ter um nome especial para ela, por isso
a designacdo “divisdo de um segmento em média e extrema razdo”, em geral era substituida
simplesmente pela palavra seccdo. O Renascimento produziu uma importante mudanga de
direcdo na histéria da razdo durea, e a partir de entdo, esse conceito deixou de ficar restrito a
matemadtica, dando assim uma importancia maior do que havia. A razdo durea passou a ser
encontrada nos fenOmenos naturais, na arquitetura e nas artes.

Em Os Elementos, no livro VI, defini¢ao III, Euclides apresentou a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.1 (Euclides, Os elementos). Um segmento de reta se diz dividido em média e
extrema razdo, se a razdo entre este segmento e o segmento maior € igual a razio entre o
segmento maior e o segmento menor.

Na figura[I.1] seja AB um segmento de reta e C um ponto interior a AB que divide AB em
média e extrema razao, isto &,

AB AC
AC CB’
onde, AC #0e CB # 0.
Figura 1.1
A C B
Por conveniéncia, seja
AB
ac=" (x>0).
Entao,
AB AC+CB CB 1 1 1
*TaAcT T AC TacT ' tac = Tty

CB AC
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Portanto, {
x=1+-.
X
Multiplicado ambos os lados da equacio acima por x, obtemos
X =x+ 1,

ou seja,
¥ —x—1=0.
E de facil verificacdo que as raizes desta equacdo quadrética sdo,

Gy V5 1-5
2 -2

B

Sendo o > 0 e B < 0, obtemos dessa forma

AB_1+/5
AC 2
AB 1 5
A razdo — = V5 € denominada razdo durea. Em homenagem ao famoso arquiteto e

escultor Phidias, que a teria utilizado para conceber o templo grego Parthenon, convencionou-
se identificar a razao 4qurea pela letra grega ¢.

A divisao de um segmento AB em média extrema razdo pode ser construida da seguinte
forma. Seja r a reta suporte do segmento AB. Marque o ponto médio M de AB, conforme a
figura abaixo.

Figura 1.2

Trace uma reta s perpendicular a r, passando por B. Sobre s, marque o ponto D tal que
BD = MB (figura[L.3).



Figura 1.3

Trace o segmento AD. Marque o ponto E sobre AD tal que BD = DE (figura|[I.4).

Figura 1.4

11

Marque C sobre r tal que AC = AE. C é o ponto que determina a divisdo de AB em média e

extrema razdo (figura[I.5).
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Figura 1.5

De fato, por construgio,
AB=2BD, ED=BD

e, pelo teorema de Pitdgoras,

AD = V/3BD.
Portanto,
AC =AE =AD—ED = (v/5—1)BD.
Assim,
AB  2BD  2(V5+1) V5+1
AC  (v/5-1)BD 5—-1 2

Uma das propriedades importantes da se¢do durea € que, por assim dizer, ela se auto pro-
paga. Isto é, se um ponto P;, divide um segmento RS (figura[I.6) em média e extrema razdo,
sendo RP; o segmento maior, e se sobre esse segmento maior marcamos o ponto P, tal que
RP, = P|S, entdo o segmento RP; por sua vez ficard subdividido em média e extrema razao
pelo ponto . Novamente, se marcarmos em RP> o ponto P; tal que RP; = P>P;, 0 segmento
RP; ficard subdividido em média e extrema razdo por P;. Esse processo interativo, € claro,
pode ser repetido tantas vezes quanto se queira, obtendo-se segmentos RP, cada vez menores
divididos em média e extrema razdo por P, 1.

Figura 1.6
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Suponha que o retdngulo ABCD na figura[I.7)¢é tal que, se dele suprimirmos um quadrado
AEF D, o retangulo restante, BCFE, € semelhante ao retangulo original. Isto &,
BC AB
EB DA’
Dado que DA = AE = BC =xe EB =y, tem-se

x:x+y,ouf:l+X.
y X Yy X

Multiplicando os dois lados da equacao

f =1+ X
y X
por )—C, obtemos
N\ x
(-3
y y
Portanto,
x 1+V5 o
= =9
Figura 1.7
A E B
X y
D C

Isto €, arazdo entre o lado maior e o lado menor do retangulo BCF E (e também do retangulo
ABCD) € arazdo aurea. Esse retangulo € chamado de, retangulo aureo.
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1.2. A Irracionalidade da Razdo Aurea

Em matematica, um nimero algébrico € qualquer nimero real ou complexo que € solug¢ao
de alguma equacgdo polinomial com coeficientes inteiros. Em um sentido mais amplo, diz-se
que um numero € algébrico sobre um corpo quando ele € raiz de um polindmio com coeficientes
neste corpo. Portanto, a afirmacdo feita sobre ¢ (razdo durea), na qual, ¢ € uma constante real
algébrica irracional, decorre do fato que ¢ € raiz da equagédo|[I.1|e do teorema a seguir.

¥—x—1=0 (1.1
Teorema 1.2.1. O nimero ¢ € irracional.

Demonstragdo. Por contradicdo, vamos supor que ¢ ¢ um ndmero racional. Sendo assim,
¢ = %, onde a,b sdo inteiros com (a,b) = 1. De onde, substituindo ¢ = ¢, ern obtém-se

a\2 a
(5) —5-1=0
isto é,
a®—ab
=1.
b2
Assim,
ala—b) =b*.

Como (a — b) é um nimero inteiro, vemos dessa igualdade que a divide b2, isto é, a|b2. Conse-
quentemente, a divide b, o que contraria a hipétese que (a,b) = 1. Portanto, ¢ é irracional. [

Sendo ¢ raiz da equagdo[I.1] temos
9 =9+1

Multiplicando ambos os lados desta equagado por ¢”, obtemos

¢n+2 — ¢n+1 _*_(Pn. (1.2)
Se definirmos w, = ¢”, n> 1, entdo w; = ¢ e wo = ¢, de onde obtemos a sequéncia

0, ¢*=¢+1, ¢=¢>+9,....

Semelhantemente, sendo v = 1%6 raiz da equagéo obtemos

Vit =yt gy, (1.3)

e a sequéncia

v, vI=v+1, v =v’4v, ...

Ainda temos,

¢>+v:le¢>—v:\/§.
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Assim, subtraindo os termos da equagdo [I.2] pela equagdo[I.3|e dividindo cada termo da equa-
¢ao resultante por ¢ — v, obtemos

¢n+2 o vn+2 _ ¢n+l . vn+1 N ¢n —_yn

¢—v ¢—v o-v

(Pn —_yn

Se definirmos u,, = v’ n > 1, entdo teremos
Upio = Upi1 + Uy
e
o—v
p— p— 1
up (]) Y 9
Y = PV -ty (W)

oV T 9V V5

Portanto, como veremos no proximo capitulo, a sequéncia u, € precisamente a sequéncia
de Fibonacci.

1.3. Alguns Problemas Relacionados 4 Razio Aurea

Nesta secdo serd apresentado alguns problemas de geometria plana. E interessante como 2
razdo durea aparece de forma tdo natural nesses problemas.

Problema 1 Suponha que desejamos remover de um retdngulo, ABCD, trés tridngulos re-
tangulos de mesma drea, APAQ,AQBC e ACDP, como mostra a ﬁguraﬂ;g[ Como localizar os
pontos P e Q?

Figura 1.8

Xty c
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e PD=z

Solucgdo: Seja
OB=y, AP=w,

AQ =X,
Entdo, desde que as dreas dos tridngulos PAQ, QBC, e CDP sio iguais, temos

1 1 1
—xw = Ey(w+z) = 5z(x+y),

ou seja,
Xw = yw—+yz = xzZ+yz.
Sendo
WwW—+yz =x2+yz,
obtemos
YW = XZ,
ou ainda
w_x
. )
De
xw = y(w+z)
obtemos N {
X w2z Z
w w ;
Desde que ¥ = <, obtemos
Z y !
)_C =1 + <
Y y
ou seja,
x\? x
(-
y y
Assim,
x o — 1++/5
=9=—
Portanto,
wo_x

]
<

ou seja, P e Q dividem, respectivamente, os segmentos AD e AB em média e extrema razao.

Assim,
AP AQ
PD QOB
Problema 2 Se o retaingulo ABCD, no Problema 1, for um retdngulo 4ureo, entdo
xX+y
wtz .
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Mostre que, neste caso, o triangulo PQC € um tridngulo retangulo isésceles, com angulo reto
em Q.
Solugdo: De fato, pelo problema anterior,

x=0y e w=gz

Assim,
¢ZX+y:¢y+y:(¢+1)y
w+z  ¢z+z  (9+1)7

ou seja, y = ¢z
Mas, w = ¢z. Portanto,
w=y, isto é, AP = QB.
Dado que,
1 (w+2)
2xw- 2y w+2z),

sendo w =y, obtemos
x=w+z, isto é, AQ = BC.

Assim sendo, os tridngulos PAQ e QBC sdo congruentes. Portanto,
PO=0C e AQP=BCO.

Além disso,
BCO+CQOB =90°.

Desde que
AQP+ PQC+CQB = 180°
e
AQP = BCO,

tem-se

POC =90°.
Assim sendo, o triangulo PQC € um tridngulo retangulo isésceles (figura[T.9).

Figura 1.9

A Q B
X y

Xty
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Um Tridngulo Aureo é um tridngulo tal que, quando dele se remove, um triangulo seme-
lhante a ele, a razdo entre a drea do tridngulo dureo pela drea do triangulo restante € a razao
durea. Isto é, na figura[I.10] quando ACBD ¢é removido de AABC, tem-se

Area AABC ¢
Area AACD .
Figura 1.10
c
z X
w
A X D y B

Problema 3 Mostre que o tridngulo isésceles, com angulo do vértice medindo 36°, é um
triangulo aureo.

Solucdo: Observe que cada angulo da base mede 72°. Ao bissetar um dos dngulos da base,
conforme a figura[[.T1] obtermos dois tridngulos isésceles.

Figura 1.11

Sendo o triangulo CDB semelhante ao triangulo ABC, obtemos

X+y x

isto é,
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Portanto, X
Z=¢.
y
Seja CE a altura do tridngulo CDB. Entao
2
Yy
CE =\/x*—=—
YTy
. 1
Area papc = §(x+y) (CE)
. 1
Area papc = Ex(CE )
Area AABC X+y
- = =0.
Area aapc X

Portanto, o triangulo ABC € um tridngulo aureo.
Ainda sobre o problema 3, vale destacar as seguintes rela¢des:
Area AADC X

S =

Area ACDB Y
Area AABC X+y B X+y )_c B ¢2
Area cps y Xy
Observando que o angulo central de um decdgono regular tem medida equivalente a 36° (

figura [T.12)), pelo problema 3, a razdo entre o raio da circunferéncia circunscrita ao decdgono
regular e seu lado € igual a razdo durea.

<




2. NUMEROS DE FIBONACCI

O papel de Fibonacci na histéria da razdo durea € realmente fascinante. Por um
lado, nos problemas em que usava conscientemente a razao aurea, foi responsa-
vel por um progresso significativo mas nio espetacular. Por outro, simplesmente
formulando um problema que, em principio, nada tinha a ver com a razdo aurea,
ele expandiu drasticamente o escopo da razdo 4urea e de suas aplicagdes. (Livio,
2011, p. 115)

2.1. Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, foi um matematico itali-
ano que nasceu em Pisa por volta de 1170. Era filho de Guglielmo Bonacci, um rico mercador
de Pisa representante dos comerciantes da Republica de Pisa e encarregado de negdécios das
cidades de Veneza, Génova e Pisa. O nome Fibonacci, vem da contracdo de filius Bonacci
ou filho de Bonacci. Fibonacci viveu parte de sua juventude no norte da Africa, onde apren-
deu o idioma e familiarizou-se com os costumes e a cultura drabe. Viajou extensamente pelo
Mediterraneo durante grande parte de sua vida, o que lhe rendeu o apelido Leonardo Bigollo
(Leonardo Viajante). De volta a Itdlia, em torno de 1200, publicou o Liber Abaci (Livro do
Abaco ou Livro de Cilculo) em 1202. Neste livro Fibonacci apresentou um problema que en-
volve o crescimento de uma populacdo hipotética de coelhos, que € a base da sequéncia de
Fibonacci.

Um homem p6s um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados. Quantos pares
de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente, todos os meses
cada par dd a luz um novo par, que é fértil a partir do segundo més? A figura abaixo (fig. [2.1)
ilustra o crescimento dessa populacao de coelhos. Assumindo que nenhum dos coelhos morre,
ao final do segundo més teremos dois pares de coelhos, um par adulto e um par de coelhos
recém nascido do par original.

Figura 2.1

w m 2

| N
LIL -’ L) 3
SN | N
L () L C

’ ’ ’
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’ / /
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Durante o terceiro més, o par original ird produzir um outro par e o par que havia nascido
no més anterior chegard a sua fase adulta. Um més apds, tanto o par original como o par
primogénito produzird novos pares de coelhos, de modo que teremos trés pares de coelhos
adultos e dois pares de coelhos recém nascido, e assim por diante. A tabela [2.1) mostra o
crescimento da populagdo de coelhos ao longo dos meses, onde b,, representa o niimero de pares
de coelhos recém nascidos no més n, A, representa o nimero de pares de coelhos adultos nesse
mesmo més e T, = A, + b, é a quantidade total de pares de coelhos no més n. A partir dela

>

Més by, Ay T,
1 0 1 1

2 1 1 2

3 1 2 3
4 2 3 5

5 3 5 8

6 5 8 13
7 8 13 21
8 13 21 34
9 21 34 55
10 34 55 89
11 55 89 144
12 89 144 233

Tabela 2.1 Numero total de pares de coelhos, 7;,, em funcdo do nimero de meses.

podemos tirar algumas conclusdes sobre esse crescimento, como o nimero de pares coelhos
apds um ano.

Estd claro, pelo estudo da tabela, que o nimero de pares de coelhos adultos no décimo
terceiro més serd 233. Destes, 232 foram gerados a partir do primeiro par de coelhos, de modo
que, € natural que ao somarmos os elementos da coluna “b,”” obtenhamos esse mesmo valor.
De fato, ao fazer essa soma obtemos

S = 0+1+14+2+43+5+8+13+21+34+55+89
= 232.

Ainda examinando a tabela, vemos que existem alguns padrdes, por exemplo, cada ele-
mento de uma linha € a soma dos seus dois precedentes na mesma coluna. Na linha 4, temos

2=1+1 3=2+1 5=3+2.

Na linha 5, temos
3=241 5=342 8=5+43.

Mais geral, a tabela mostra que A, 12 = A,+1 +A,. De modo que podemos listar indefini-
damente os termos dessa sequéncia. Desta forma, obtemos

. 2,3, 5 8 13, 21, 34, 55 89, 144, 233, 377,...
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Devido a sua origem no problema que envolve o crescimento de uma populacao de coelhos,
que foi apresentado por Fibonacci, a sequéncia de nimeros inteiros

1, 1, 2, 3, 5 8 13,...

Y Y

€ chamada de sequéncia de Fibonacci, e seus termos sdo chamados de nimero de Fibonacci. A
partir de agora, denotaremos o n-ésimo nimero de Fibonacci por F;, portanto:

h=1 k=1 k=2 k=3 F=5 F=8,...
E, além disso, tem-se
Fn+2:Fn+1+Fn~

Na préxima se¢do, bem como ao logo de todo o trabalho, quando falarmos de sequéncia
de Fibonacci estaremos nos referindo a uma sequéncia de nimeros inteiros positivos, definida
pela relacdo de recorréncia

Fn+2 :Fn—H +Fn7

onde Fi=1eF, =1.

2.2. Sobre os Numeros de Fibonacci

Nessa se¢do serd apresentada algumas propriedades dos nimeros de Fibonacci, o principio
da inducdo serd frequentemente utilizado nas demonstracdes dessas propriedades. Por defini-
¢do, poremos Fy = 0. Mais adiante, neste capitulo, justificaremos essa defini¢ao.

Teorema 2.2.1. Na sequéncia de Fibonacci, termos consecutivos sao primos entre si, isto é,

(F ny F n+1) =1
para todo inteiro positivo n.

Demonstragcdo. Suponhamos que o inteiro d > 1 divide F, e F,,;1. Entdo d divide a diferenga
entre eles, isto é, F, .| — F, = F,,_ é divisivel por d. Desde que F, — F,,_1 = F;,,_, podemos
concluir que d|F;,—». O mesmo argumento mostra que d|F,_3,d|F,_4,...,d|F3,d|F, e final-
mente d|F;. Mas, F; = 1, que certamente ndo ¢ divisivel por d > 1. Esta contradi¢do prova o
teorema. ]

Teorema 2.2.2. Para todom,n,c N,
Fm—i—n:mean‘{‘FanJrl- (21)

Demonstragdo. Fixando m, daremos a prova por indugdo em n. Quando n = 1 a identidade 2.1
assume a forma
Fnt1 = Fp—1F1 +FpFo = Fy—1 + Fyy
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que é obviamente vdlida. Dessa forma, suponha que a identidade [2.1] seja vdlida para todo
inteiro positivo menor ou igual a k. Pela hipétese de inducao,

Fppre = Fp1Fg+ FnFie,
Fpig-1y = Fn—1Fe—1+ FpF
Somando essas duas equagdes obtemos
Fntk+ Fog(k—1) = Fn—1 (F + Fi—1) + Fn(Fie1 + Fr)

Assim,
Fot k1) = Fmtke + By (1) = Fn—1Fep1 + FnFiego,
isto é,[2.1] vale paran = k+ 1. O

Como consequéncia do teorema anterior, podemos obter algumas identidades sobre os nu-
meros de Fibonacci. Por exemplo, fazendo m = n em[2.1) obtemos

Foy = Fyp 1 Fy+ FoFyygy.
Sendo, F,, = F,+1 — F,—1. Concluimos que
Fy = Fn2+1 - Fnz—l-
De maneira similar, fazendo m = n+ 1 em[2.1] obtém-se
P =F}+F,.
Teorema 2.2.3. Param > 1en > 1, F,, divide F,,,,.

Demonstragdo. A prova serd feita por inducao em n. Fixando m, € de fécil verificacio que para
n =1 o teorema ¢ valido. Suponha que Fy,|F,. Por[2.1]

Fm(n+1) = Fon-tm = Fpn—1Fm + FpnFn 1.

Assim, pela hipétese de indugio, o lado direito da expressdo acima € divisivel por F;,;, uma vez
que ambas as parcelas sdo divisiveis por F,. Portanto, Fm\Fm(n +1)> 0 que conclui a prova. [

O lema a seguir serd utilizado na demonstracao do préximo teorema, aqui g e r sao, respec-
tivamente, o quociente e o resto da divisdo de m por n.

Lema 2.2.1. Se m = gn+r, entdo (F,,F,) = (F,, F;).
Demonstragdo. Através da identidade 2.1} podemos escrever que
(Bn, Fn) = (Fgntrs Fn) = (Fgn—1 B + FguFri1, F).
Assim, utilizando o teorema anterior e o fato que (a + ¢,b) = (a,b) se b|c, obtemos
(Fgn—1Fr + FppFrp1, Fy) = (Fygn1 Fr Fy).

Para concluir a demonstracdo observe que (Fqn_l,Fn) =1, ja que F, divide Fy, e os nimeros
Fyn—1 € Fy, s@o primos entre si por serem termos consecutivos na sequéncia de Fibonacci.
Portanto,

(Fvan) = (Fqn—lFraFn) = (FraFn)~
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Teorema 2.2.4 (Lucas, 1876). O mdximo divisor comum entre dois nimeros de Fibonacci é
um niimero de Fibonacci. Mais especificamente,

(Fn,Fy) =Fy4, onde d= (m,n).

Demonstracdo. Suponha que m > n. Aplicando o algoritmo de Euclides aos nimeros m e n,
obtemos as seguintes igualdades:

= qin+r, 0<ri<n

n = qri+rn, 0<rn<n
rn = qintr, 0<rn<n
fn—2 = Guln—1+ry, 0<r,<r,—
'n—1 = Qn+lrn—l+0-
De acordo com o lema[2.2.1]
(Fm7Fn):(anFrl):(FrlvFrz):"':(Frkq?Frk)'

Desde que ry|ri—1, pelo teorema(2.2.3 temos que F;, |F;, |, e consequentemente (F,

k—1° rk—l7Frk) =
F;,. Mas sendo r o ultimo resto ndo nulo ao aplicar o algoritmo de Euclides aos nimeros m e
n, tem-se ry = (m,n). Assim obtemos

(FmﬂFfl) = F(rmn)

Exemplo 2.2.1. Aplicando o algoritmo da Euclides aos niimeros 987 e 144, obtemos

987 = 6.144+ 123,
144 = 1.123+21,
123 = 521+18,
21 = 1.18+3,
18 = 6.3+0.

Portanto, (987,144) = 3. Porém, observando que F¢ = 987 e Fj» = 144, podemos concluir, a
partir do teorema anterior, que

(987,144) = (Fi6,F12) = F4 =3

E interessante notar que a reciproca do teoremapode ser obtida a partir do teorema an-
teriormente provado, em outras palavras, se F, é divisivel por F;,, entdo m|n. De fato, se F,,|F;,
entdo (Fy, F,) = F;,. Mas pelo teorema anterior, (Fy, Fy) = F{,, ,)- O que implica (m,n) =m, e
portanto m|n. Assim temos o seguinte coroldrio:
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Corolario 2.2.1. F,|F, se, e somente se, n|m, param >n >3 .
Apresentaremos, a seguir, algumas identidades relacionadas aos nimeros de Fibonacci.
@D F+KB+...+F,=F—1, n>1.

Desde que,
Fy :Fn+2_Fn+1

para todo inteiro positivo n. Podemos, portanto, escrever as seguintes sequéncias de equagoes:

FF = B-F
B = F—-F
B, = Fs—F,

anl - Fn+1_Fn
F, = Fn+2_Fn+l

De modo que somando, membro a membro, as igualdades acima, obtemos

F+h+FB+.. .+ =Fpo—FKh=F—1

(In B+ +...+Fh,=F1—1, n>1.

Por inducdo, a igualdade se verifica para n = 1, ja que F, = F3 — 1. Assim, supondo que,
F,+Fyi+ ...+ F), = F>,+1 — 1 vale para n, mostraremos que a mesma vale para n+ 1. De fato,
somando F3, 1, em ambos os lados da expressao, obtém-se

(B4 Fs+...+Fop) +Fapio = Fopy1 — 1+ Fopyp = Fap3 — 1.
De modo que a identidade € valida para todo inteiro positivo.

(III) +B+.. .+, 1=F, n>1.

Dado que
Fi+EB+...+Fy 1+ Fp=Fpn—1

B+FE+.. .+, =F— 1.

Podemos subtrair a primeira identidade pela segunda, afim de obter

Fi+B+.. +F, 1 = (FPapa—1)—(Fpp1—1)
Fonio — Fopr1 = Fon

(IV) FP+F}+. . +F>=FF,1, n>1l.
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Mostraremos por indugdo a validade da identidade. E facil ver que F12 = F1F,, ou seja, a
igualdade € vadlida para n = 1. Assim, suponha que, para o inteiro positivo n, a identidade é
valida. Isto é,

FP+F}+.. . +F>=F,Fuy.

Somando Fnz+ | em ambos os lados da igualdade, obtemos

FP+F 4 A Fp 4 Fry = FFa +Fy
- Fn+1(Fn+Fn+1)
- Fn+1Fn+2

Portanto, a identidade (IV) € valida para todo inteiro positivo.

Teorema 2.2.5 (Identidade de Cassini).
Fy1Fpo1 —F2= (=", n>1.

Demonstracdo. A prova serd dada mais uma vez por indu¢do matemética. Como Fy =0,F; =1
e F, = 1 vé-se que a identidade € valida para n = 1. Supondo que paran = k

Fe1Fp —FE = (—1)
seja valida, entdo paran = k+ 1 tem-se

FiFein—Fey = FFioo — FriFi

FiFio = Fip (B + F)
FeFiro — Fry1Fr—1 — Frer1
= F(Fiy2—Fy1) = Fop1Fe
= F}—F1Fip

= (~1)(F1Fp1 — FY)

— (_ 1 )k+1

Assim, a identidade se verifica para n = k+ 1, o que completa a prova. ]

Uma consequéncia da identidade de Cassini é que as equagdes diofantinas x* +xy —y?> = 1
e x> +xy —y?> = —1 possuem infinitas solu¢des. Para verificar isso, basta substituir F, | =
F, + F,,_1 na identidade de Cassini, obtendo desta maneira que

F? | +F,_F,—F*=(-1)".

2.3. A Formula de Binet

Visto que F,,» = F,,11 + F, € arelacdo de recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci,
onde 1 =1 e F, = 1. Estamos interessados em encontrar uma férmula fechada para essa



27

relacdo de recorréncia. Assim, vamos supor que a soluc¢do para esse problema pode ser dada
por A" (com A # 0), isto é, F,, = A". Desde que F;,,» = F,, .| + F,, tem-se que

)Ln+2 }Ln+l _‘_ln
De modo que
AP=A+1.

Observe que, sendo A; = 1+\f el =12 f as raizes dessa equagio, a sequéncia {x, } definida
por x, = Al + BA} tambem ¢ solugdo para o problema. De fato,

Xppo = a/lia+2+ﬁ/1£z+2

aA'AL +BAGAS

= aAM'(M+1)+BA(A+1)

= (@A BT + (A + BAY)

= Xpt1+Xn

Assim,
— aAl 4 A (2.2)

Desta forma, podemos determinar os valores dos coeficientes simplesmente substituindo F; =
F, = 1 em[2.2] obtendo assim

1 1
V5

[ {143\ [(1-v5\"]
Fn:ﬁ( : )_< : ) 03

Teorema 2.3.1 (Férmula de Binet). Para todo inteiro positivo,

s L[(1+v5 "+ 1-v5)"]
NV 2 2
Demonstragdo. Na demonstracio, utilizaremos o principio da inducdo. E de facil verificagdo
que a férmula € valida paran = 1 e n = 2. De fato,

- B[() ()
V51475
2

:%] B

o =

Consequentemente,

2

Sl= Sl- S
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enquanto
i 2 2
P R SN R e
s 2 2
1 142vV545-142V5-5
V5| 4
B 1'4\/5__1
V5| 4 '

Como hipétese de indugdo, vamos supor que a formula € valida paran =ken =k+ 1, e dessa
forma concluir que também € vdlida para n = k+ 2. Dado que Fi,r = Fii1 + Fj, obtemos
substituindo a hipétese de indugdo que

i B i 1+\/_ k+1 =3 k+1 | 143 k I— V3 k
k2 = ﬁ 5 + NG 7 —( 5
1 HJ’1+ﬁk L 1=Vs 1-v5\"
"ﬁ 2 B 2
1 343\ (14v3\" (3-5) (1-v5)"
“ﬁ 2 2 2 2
Como 3+2‘/§ (1+2\/§) = (1_2‘6)2, obtemos
o (168 (15 (15 (145
NV 2 2 )\ 2 2
o i " k+2 N k+2
V5 2 2
Assim, a formula € vélida para todo inteiro positivo. ]

Em consequéncia do que acabamos de provar, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.2 (Observacdo de Kepler). A razdo entre termos sucessivos da sequéncia de Fi-
bonacci converge para ¢, isto é,
lim Fut1

n—oo

=¢.

n
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>

Demonstragdo. Seja, ¢ = 1+2 ex = 1%6 Pela férmula de Binet, temos

Fool _ %[(pn—!—l _xn—H]

B glen—x]
Ou seja,
Fn+1 B ¢n+1 _anrl

Dividido o numerado e o denominador da fracao do lado direito da equagdo por ¢”, obtemos

n+1

Fn+1 _(P_X¢T (P_%(%)n

- %l’[ - . l n .
Assim,
. Fn—l—l o
dm =9
Uma vez que, %’ < 1. O

No ultimo capitulo deste trabalho apresentaremos um resultado que € andlogo ao teorema
anterior. Mostraremos que, se f ¢ uma Funcao de Fibonacci, entdo
F(x+1)

e

2.4. Sequéncias Generalizadas de Fibonacci

Considere a relagdo de recorréncia [2.4] a qual foi utilizada para definir os nimeros de
Fibonacci
An+2 = An+1 +Ap. (2-4)

Podemos obter varias sequéncias diferentes de numeros inteiros a partir dessa relacdo de re-
corréncia simplesmente escolhendo os dois primeiros termos da sequéncia. Por exemplo, se
tomarmos A| = 1 e A, = 3, teremos a sequéncia

1,3,4,7,11,18,29,47, ...,

que é chamada de sequéncia de Lucas em homenagem ao matemético francés Frangois Edouard
Anatole Lucas. Os termos dessa sequéncia sdo chamados de nimeros de Lucas e denotaremos
o n-ésimo termo dessa sequéncia por L.

Em geral, se tomarmos p e ¢ inteiros positivos, com b; = p e by = ¢, obteremos a partir da
relagdo de recorréncia[2.4] a sequéncia de nimeros inteiros

P,q,p+q,p+2q,2p+3q,3p+3q,...,

que serd chamada sequéncia generalizada de Fibonacci. Denotaremos o n-ésimo termo dessa
sequéncia por H,,.
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Teorema 2.4.1. Seja {H, } uma sequéncia generalizada de Fibonacci, com Hy = p e H, = q.
Entao,

Hn+2 :an—l—l +PFn- (2.5)
para todo inteiron < 1.

Demonstragdo. Por indugdo, verifique que a igualdade é vdlida para n = 1, isto é,
Hy=qF,+pFi=p+gq.

Assim, supondo que a mesma € vdlida para n < k, concluiremos que a igualdade também ¢é
valida paran = k+ 1, ou seja,
Hi3 = qFo+pF.

De fato,
Hiy3 = Hppo+Hiq
= {qb1+pFh}t+{qF+ph}
= q{Fiq1 + B} +p{Fc+ Fi1}
qFit2+ pFit1.
Assim, por indug¢do, a igualdade é vdlida para todo inteiro n < 1. ]

E interessante notar que a sequéncia de Fibonacci pode ser definida, de maneira natural,
para todo ndmero inteiro, a partir da relagdo de recorréncia[2.6]

Foio =Fp1 + Fy. (2.6)
De fato, podemos escrever F,, em funcdo de F;, 1| e F;,, de modo que,
Fu :Fn+2_Fn+1-

Sendo assim, teremos, Fy = F> — F] = 0 e, portanto

F, = F-F=1,

Fo = Fp—F =—1,
Fy = Fi1—F,=2,
F4 = Foy—F_3=-3.

A tabela a seguir mostra os primeiros valores de F, para indices inteiros.

F, -8 +5 -3 42 -1 +1 O 1 1 2 3 5 8

Observando a tabela anterior podemos deduzir que
‘F —n‘ =F ns

além disso, F_, = (—1)"*'F,. De fato, por inducio, podemos verificar o seguinte teorema:



Teorema 2.4.2. Para todo n inteiro,

Fop= (_1)

ne
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3. FRACOES CONTINUAS

Dado qualquer niimero irracional / existe uma sequéncia {a,},_; de inteiros positivos tal que
o numero / pode ser expresso na forma

I=ap+

al +
ar +

as +
as +

1
as—+...

onde ap é um ndmero inteiro. Esta expressao é a expansdo em fra¢des continuas do nimero /,
que denotaremos por

= [00,017027037047057...].

Isto significa que o numero / € o limite da sequéncia

1
qk 1

ap +
ax+

1

1
-1+ —
ay

_|_

p X . ~ Pk
Os niimeros a; sdo chamados os quocientes de / e as fragdes — sdo os convergentes de /.

dk
3.1. Convergentes e Quocientes
Considere as seguintes fracoes
ap 1 1
co=—,Cl=ap+—,c2=ap+

1 aj 1
a+—
as

obtidas pelas expansdes das fracdes continuas

[a0]7 [a()aal]v [Cl(),a] ;aZ]a s
Estas fragdes sdo chamadas de convergentes da fragdo continua [ag,ay,az,a3,a4,as, . ..|.

Exemplo 3.1.1. Considere a fragao continuae = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...]. Seus primei-
ros convergentes sao
11 19 87

8
=2, =3, ==, G3=-—, ==, C5=-=
€o y Cl1 y €2 3’ 3 4’ C4 7 Cs 32

32
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Exemplo 3.1.2. A expressdo, em fracdo continua, do nimero racional 79/28 é [2,1,4,1,1,2].

De fato, pelo algoritmo da divisdo de Euclides, temos
79 = 2x28+23
28 = 1x23+5

23 = 4x5+43
= 1x3+2
3 = 1x2+1
= 2x140
A partir dessas igualdades obtemos
79 23
2o 24—
8~ T B
1 1 1
= 2+ = =2 — =2+ 1
'ty y 14+ —
4+ 3
= 2+ : =2+ :
B 1 1
I+ 1 1+
44 5 1
3 44—
1+35
= 24 ! =2+
) I+ : ) I+ :
1 1
4+ 1 4+
1+ 5 1
2 1+ 3
1+5
Isto é,
79 1
— =2
28 +1+ 1
4+ :
1
1+ 1
1+5

POT COHVGH(;EIO, escreveremos
g-1=0, po=ap, p-1=qgo=1

Teorema 3.1.1. Seja ¢; = p;/q; o i-ésimo convergente da fragdo continua [ay,a,az,. .. ,ay|.
Entao o numerador p; e o denominador q; de c; satisfazem as seguintes relacoes:

pPi = aipi-1+pi-2
qi = aiqi-1+qgi-2
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paratodon > 1

Demonstragdo. A demonstracao serd dada por indu¢do. Observamos que

Y Z )
co— — = —
q 1
€ que
1 ajag+1
q1 ap ai

Portanto, podemos escolher

pr=aiap+1=aipop+p-1 € qr=a =aiqo+q-1,

de modo que o teorema € valido para i = 1.
Para i = 2, por defini¢do, temos

P2 1 apazay +ag+az
c)=—=aqap+ = .
q2 1 ara;+1
a+—
a
Portanto,
P2 = apaxai +ao+ax =asx(apar +1)+ag = axpi + po

g = ama+1=aq1+qo

Isto é, o teorema € valido para i = 2.
Assumimos, agora, que o teorema € valido para todo j < i. Isto significa que

_ pbi _ aipi-1+ Pi2

c; = |ap,ay,as,...,qa; =—= 3.1
= g qi  aigi-1t+4gi-2
Observando que,
1
ci=ag+ 1
ap+
a2—|—.
. {
+
aj—1+—
a
e que,
1
Ci+1 =do+ 1
ay +
ax+
.. {
+ I
a1+ i
a+—
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. De

vemos que c¢;11 pode ser obtido de ¢; simplesmente pela substituicdao de a; por a; +
ai+1

modo que, se pudermos mostrar que os nimeros p;_1, pi—2,4qi—1 € qi—» dependem somente dos

quocientes parciais ag,dar, ... ,a;—1, poderemos usar (3.1)) para obtencdo de c;y1, pois estamos

assumindo, como hipétese de indugao, a validade de (3.1)) para todo j <i. Como

Pi-1 _ @i-1pi—2+Pi-3

qgi-1  ai-19i-2+¢qi-3

os nimeros p;_1 € g;—1 dependem somente dos nimeros ;| € dos nimeros p;_2,qi—2,Pi—3 €
gi—3 0s quais dependem dos seus precedentes a’s, p’s e q’s. Desta forma p;_2,qi—2,pi—1 € qi—1
dependem somente dos primeiros i — 1 quocientes parciais ag,ay,. . .,a;— sendo independentes

_ 1
de a;. Portanto eles ndo serdo alterados com a substituicdo de a; por a; + ——. Portanto,
ai+1

podemos utilizar (3.1) para a obtencdo de c;y; bastando, para isto, substituir a; por a; + ;
aj+1
Assim,

(ai + L) Pi—1+tPpi-2

aj+1

Ci+1 = )
(Cli+ )611'71 +qi-—2

ai+1

(aix1ai+1) pi_1 +air1pi—2
(air1ai+1)gi—1 +air19i—
air1(aipi-1+ pi—2) + pi-1
aiy1(aiqi—1 +qi—2) +qi-1
ai+1pi + Pi-1

ai+19i +qi—1

Pi+1

qi+1

O que conclui a demonstragdo por inducao. [

Teorema 3.1.2. A relacao

Pi-1qi — pigi—1 = (—1)'
se verifica para todo i > 0, onde p; e g; sdo, respectivamente, o numerador e o denominador do
i-ésimo convergente.

Demonstragdo. Parai=0temos p_iqo— pog—1 = 1 = (—1)°, uma vez que g_1 = 0, pp = ay
e p—1 = qo = 1. Assumimos, como hipétese de inducdo, que p;—1g; — pigi—1 = (—l)i ¢ valida
para todo inteiro positivo menor ou igual a i, € mostraremos que essa igualdade também se
verifica para i + 1. Pelo teorema anterior,

Pi+1 = aQi+1Pi+Pi-1 € (qi+1 =4ai+19it+qi—1-
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Logo,

Piqiv1 — Piv19i = piaiv19i+qi—1) — (air1pi+ pi-1)qi
= Qij+1piqi + Piqi—1 — Qi+1Piqi — Pi—194i
= (=1)(pi=19i — pigi-1)

Assim, utilizando a hipdtese de indugdo, obtemos

pigis1 — pis1di = (=1)(pi-1gi — pigi-1) = (—1)(=1)" = (=1)"*!
0 que conclui a demonstragdo. [

Corolario 3.1.1. Para todo convergente c; = pi temos que (p;,q;) = 1.
i

Demonstragdo. Pelo teorema anterior temos que p;_1q; — pigi—1 = (—1)'. Isto nos diz que
qualquer divisor comum de p; e g; deve ser um divisor de 1 ou -1. Portanto o maximo divisor

comum de p; e g; deve ser igual a 1. O

3.2. Aproximacoes Sucessivas

Seja o um nimero irracional e seja ap = | o], isto €, ap é o maior inteiro menor do que «.
Logo,

1
o =ay+—,
X0
L )
onde xp = p” ¢ irracional e xp > 1. Podemos, pois, escrever xp na forma
Xo=ai+—,
X1

onde a; = |xp|, xj irracional e x; > 1. Este processo pode ser repetido a fim de obter:

1
oa = ay+—
X0
1
X = a;+—
X1
1
Xy = ay+—
X2
1
Xy = az+ —
X3
1
Xp = ap+1+

Xn+1
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onde todos os a;’s (i > 1) sdo inteiros positivos e todos os x;’s sdo maiores do que 1. Desde que
cada x; € irracional, este processo pode ser repetido um ndmero infinito de vezes. De modo que

1 1
Od=ay+— = ap+
X0 1
a+—
X1
N 1
= a
0 L 1
a
: 1
a)+ —
X2
. 1
= a
0 .\ 1
a
1 . 7
a
: 1
as+ —
X3
Definimos |ag,a,az,...] = lgn lag,ar,an, ... ay).
n—soo

Exemplo 3.2.1. A expansio de /5 pode ser obtida pelo processo descrito acima. Sendo ay =

e

1 1
Vi=ap+—=2+—,

0 X0
temos /3
1 1 5+2
= = =542,
T V52 V52542
Consequentemente
1 1
V5=24+—=2+4 .
X0 V542
Como a; = L\/g-l—ZJ =4, temos
1
V5+2=4+—,
X1
de onde obtemos { |
X1 = — :\/§+2_
T Vs+2-4 -2
Logo,
1 1
V5=2+—=2+—0
X0 1
44 —

X1
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Isto é,

4+
V542

Comoay =a; = {\/3 + ZJ =4, temos que x, = x1, de onde concluimos que, continuando esse

processo, iremos obter para a sequéncia ag,ai,ay,... os valores 2,4,4,4,.... Logo a fragdao
continua infinita que representa v/5 serd dada por:

V5=2+ n
4+
1

44—
+4+...

3.3. Algumas Propriedades dos Convergentes

Teorema 3.3.1. A sequéncia cg,cy,cy,... dos convergentes de uma fracao continua satistaz as
seguintes propriedades:

(1) co<cr<cyg<ceg<...<cyy
(i) c1 >c3>c5>¢07> ... > Coptl
(i) c2p < C2p41 < C2n—1
Demonstragdo. Pelo teorema[3.1.2]temos que
pi-1qi — pigi-1 = (—1)".

Assim, dividindo ambos os lados dessa igualdade por g;g;—1 obtemos:

pi-1 _DPi _ (—1)

qgi-1 {qi B QiQi—l,
isto €, '
(=1)
QiQifl‘

Cim1—Ci =

(3.2)

Mas sendo
bi _Pi-2 _ Piqi-2 — Pi-24i

qi 4qi-—2 qiqi-2

Ci—Cip=
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obtemos, pelo fato de p; = a;p;—1 + pi—2 € gi = aiqi—1 +qi—2, que
(aipi—1+pi-2)qi—2 — pi—2(aiqi—1 +qi-2)

Ci—C-2 =
qiqi-2
_ —ai(pi—2gi—1 — pi-14i-2)
qiqi—2
B —ai(—l)’;l
qiqi—2
_ai(=1)
qiqi-2
ou seja, _
aj(—1)'
Ci—Cip= ai(Z1) (3.3)
qiqi-2
Tomando i = 1 e i = 2 em[3.2] obtemos, respectivamente,
— 1
co—ci=——<0 e ci—cp=—>0
q1490 4291

uma vez que todos 0s g;’s sa0 positivos.

Agora, tomando i = 2 em [3.3] obtemos
a
c)—cCco= i >0
49290

Pois, ay, g2, qo sdo, todos, positivos. Sendo, pois, co < ¢3,c9 < ¢1,¢2 < ¢1 temos que cg < ¢ <
¢1. Usando, agora, i =2ei=3 em[3.2]e i =3 em[3.3]obtemos ¢, < ¢3 < ¢;. Este processo
pode ser repetido a fim de obter a sequéncia de desigualdades:

cq4 < c5<cC3

ce < c7<cs

Combinando estas desigualdades obtemos
<<y <cp<...<0;<...<C41<...<c5<3<
concluindo, portanto, a demonstracao. [

Segue-se como consequéncia do teorema anterior que a sequéncia dos convergentes de
indice par forma uma sequéncia crescente limitada superiormente e que a sequéncia dos con-
vergentes de indice impar forma uma sequéncia limitada inferiormente, ambas convergentes.
Além do mais, ambas convergem para o mesmo limite. De fato, tomando i = 2j em[3.2] teremos

1
C2j—1—Coj = ———
q42j92j—-1
0 que nos permite concluir que o lim (¢2;—1 —¢2;) = 0, pois a sequéncia dos g;’s cresce indefi-
J—reo

nidamente.
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Teorema 3.3.2. Para qualquer nimero real o temos:

_ api—1+pi2
lag,ar,az,...,ai—1,0) = m
11— 11—

Demonstragdo. A demontragdo serd dada por inducdo. Para n = 1 temos

1 ogag+1  opy+p_
[ao,a]:ao+—: 0 _ PoTP-1
o o oqo+qg—1

Suponha que paran =i — 1 a afirmacdo seja valida, isto é,

api1+pio
lag,ay,az,...,ai—1,0]| = ————.
ogi1+qi—2
Assim,
1
[a07a17a27 ceeag, a] = [61076117612, e Qi 1,0+ a]
(@it é)PH + pi-2
(ai+ é)f]i—l +4gi-2
_ ®(aipi1+pi2)+pici
a(aiqi-1+qi—2) +qi—1
_ opi + Pi-1
0gi+qi—1
Assim o teorema € valido para todo inteiro positivo. [

Dado que, pelo processo descrito para obtengdo da expressao em fragdao continua do nimero
irracional o, temos

o = lag,ar,az,...,ai—1,%xi—1]

e pelo teorema anterior

_ _ Xi—1pi—1tDi-2
a_[a07a17a27"'7ai—laxi—l] - .
Xi-19i—1+gi-2

Tomando a diferenca

Xi-1Pi-1tPi-2  Pi-1
Xi-19i-1+t4i-2  qi—1
Pi-24i—1 — Pi-14i-2
gi—1(Xi—19i-1 + qi—2)
(-
gi—1(Xi—19i-1 + qi—2)

&—ci-1 =

podemos concluir que lim (@ — ¢;—1) = 0, uma vez que a sequéncia dos g;’s e 0s nimeros x;’s
i—oo

sd0 positivos. Assim, @ = lim¢; = lim|ag,ay,as,...,a;] = |ap,a1,a,...]. De modo que a
1—ro0 11—
afirmacao feita no inicio do capitulo €, de fato, vdlida para todo nimero irracional.
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Considere a equacdo quadratica dada por

x2+x—1:0.

. 1 - .
A solugdo positiva desta equacao é e Esta equacdo pode ser escrita como

x(x+1)=1 ou x=

De modo que ainda podemos fazer

1
+1—|—x

Repetindo esse processo um niimero infinito de vezes obtemos

: 1 . » : :
Assim, sendo — a raiz positiva da equagao quadratica dada, podemos ainda escrever

1 1
' 1
14—
+1—?— :
| 1
+l—l—...
Observando que
1
6=14-
¢
Concluimos que
1
o=1+ N
1+
1+ :
1+ :
I+..

Istoé, ¢ =[1,1,1,1,1,...].
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A partir dessa representacdo, calculamos os primeiros convergentes de ¢, que sdo dados
por

1
CO = IZT
_ a2
T T
1+ ! )
C = = —
? 1+1 2
1 5
1+ T
1+ 1
1 8
I+ 1
1+ 1
1+1
O que nos sugere que
Fip
C; = .
F;

De fato, seja ¢; = Pi i-gsimo convergente de ¢. Pelo teorema|3.1.1{temos que
qi

qi+2 = Gi2qi+1+qi = qi+1+qi,
isto é, a sequéncia {g;}7 , € uma sequéncia de Fibonacci. Afirmamos ainda que para ¢ também
se verifica p; = g;11. Por induc¢do, observe que po = g9 = 1 e q; = 1. Portanto, pgp = ¢q; = 1.
Suponha agora que p; = g1, para 1 > j > i. Pelo teorema[3.1.T obtemos
Pi+1 = Qit1Pi+ Pi-1
qi+1t4gi
= dqit2-
Concluindo a prova de que p; = gj+1, parai > 0. Assim

F,
cp = ;l;rl? para n>0.
n

Observando que lim ¢, = @, obtemos a seguinte relagdo que foi discutida no capitulo 2,
n—soo

F
lim = = ¢.

i—boo [y
Ainda sobre os convergentes de ¢, o que acabamos de mostrar combinado com o coroldrio
[B.1.1] nos dd a importante relagdo entre os nimeros de Fibonacci

(Fn+17Fn) — 1



4. FUNCOES DE FIBONACCI

Neste capitulo iremos fazer um estudo sobre as Fun¢des de Fibonacci. Os exemplos aqui
apresentados, bem como os teoremas e seus coroldrios sdo resultados presentes em [Hanl2].

O principal resultado desse artigo nos remete a uma propriedade dos nimeros de Fibonacci
que foi demonstrada no segundo capitulo deste trabalho, a saber,

F,
lim 2t = ¢,
n—eo [,
onde {F;} é a sequéncia de Fibonacci.
De fato, se f € uma funcao de Fibonacci, entdo
1
o SO 0.
LR

4.1. Funcoes de Fibonacci

Uma fungdo f definida sobre os nimeros reais € dita ser uma fun¢do de Fibonacci se, para
todo numero real x, tem-se:

Fx+2)=fx+1)+ f(x).

Com defini¢do andloga a defini¢do de sequéncia de Fibonacci, espera-se que as fungdes de
Fibonacci tenham propriedades também anélogas.
A seguir serd apresentado alguns exemplos de fun¢des de Fibonacci.

Exemplo 4.1.1. Suponha que a fungdo exponencial f(x) = a* seja uma fun¢do de Fibonacci
em R, onde a > 0. Entao,

fx42) = fx+1)+ f(x)

para todo niimero real x, isto é,
a? = 4 a  =da"(a+1).

Desde que a > 0, e consequentemente a* > 0, tem-se entdo que

a®=a+ I,
ou seja, a = HT‘E
) 1+v5) - . o )
Portanto a fungdo f(x) = é uma funcgao de Fibonacci. De fato, é a tinica funcdo

2
de Fibonacci deste tipo definida sobre R.

Exemplo 4.1.2. Sejam {u, };_.. € {va} 5 _. sequéncias generalizadas de Fibonacci. Defini-
remos a fungdo real f por

) = up +viqt,

43
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ondet =x— |x] € (0,1). Entao,

Fx+2) = Uppg) +V )t
= U(|x)+2) TV(|x)+2)!
= (u()41) T Ux)) + V() 1) TV
= flx+1)+f(x)

para todo x € R. Assim, f é uma fungdo de Fibonacci.

Observe que se uma fung¢do de Fibonacci € diferenciavel em R, entdo sua derivada também
¢ uma func¢do de Fibonacci. Assim, a funcéo real definida por

1++/5 1+v5)
b))

¢ uma funcao de Fibonacci, desde que % € a derivada da fun¢do definida no exemplo4.1.1

Proposicao 4.1.1. Seja f uma fungio de Fibonacci. Se definirmos g := f(x+1), onde t € R,
para todo x € R, entdo g é uma fungdo de Fibonacci.

Demonstragdo. Dado x € R, n6s temos que
gx+2) = flx+2+1) = flx+r4+ 1)+ flx+1) = glx+1)+gx),

provando assim a proposi¢ao. O]

+V/5\"

Por exemplo, dado que f(x) = (17) ¢ uma funcao de Fibonacci, também € uma funcio

X+t
de Fibonacci a fungdo real g definida por g(x) = (“ﬂf) ,paratodot € R, pois g := f(x+1).
Exemplo 4.1.3. No exemplo anterior nés discutimos a funcio
f(x) = Uy +V\_xjta

ondet =x— |x| € (0,1). Se definirmos v|,| := u(|,|_1), entdo f serd uma fungdo de Fibonacci.
Calculando o valor da fungdo parax = —6,1 e parax = —5,9 obtemos:

f(_671) - f(—7+0,9):bt77+u78(0,9)
13 -21.(0,9) = —5,9

f(=5,9) = f(-64+0,1)=u_¢+u_7(0,1)
—8+13.(0,1) = —6,7
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Teorema 4.1.1. Seja f uma fungao de Fibonacci e F;,, uma sequéncia de Fibonacci com Fy =0
ey =F,=1. Entao
fxtn) =Ff(x+1)+F1f(x)

para todo x € R e n > 2 inteiro.

Demonstragdo. A demonstracao serd dada por indugdo em n. Se n = 2 obviamente

fax+2)=fx+1)+f(x) =FRf(x+1)+F f(x).
Além disso, se n = 3, entido
fx+3) = f(x+2)+f(x+1)
= Bfx+D)+Af(x)+Af(x+1)+Fof(x)
= (R+FA)f(x+1)+(F +F)f(x)
= Bf(x+1)+FRf(x).

Suponhamos que para n e n+ 1 a igualdade seja valida, entdo

Frtnt2) = fltnt )+ ftn)
For f(x 1)+ Fuf (x) + Faf e+ 1) + By £ ()
= (B +E)f(x+ 1)+ (Fa+ F1) f(x)
= Fupf(x+1)+F fx),

isso conclui a demonstragao. 0

Como consequéncia direta do que acabamos de provar, segue-se mais uma relagdo entre os
numeros de Fibonacci e a razdo durea.

Corolario 4.1.1. Se {F,} é uma sequéncia de niimeros de Fibonacci com F| = F, = 1, entdo

<1+x/§>n:Fn<1+2x/§> iR

2

X
Demonstra¢do. Como vimos no exemplo 4.1.1} f(x) = <1+T\6> ¢ uma funcao de Fibonacci.

Seja ¢ = '+Tﬁ, pelo teorema anterior
0" = flxtn) = Fuf (x+ 1)+ Fot f(x) = B 4+ F 19 = 9% (B9 + Fi),

de modo que,
0" = Fd + Fu1.

Teorema 4.1.2. Seja {u, } uma sequéncia generalizada de Fibonacci. Entdo

Ulaetn] = Fnt(Lx) 1) + Fn1t]x]

Ul 1) = Fnt ) - Fn () -1)-
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Demonstragdo. A fungio f(x) := u|y| +u(|x|_1)t, definida no exemplo é uma funcio de
Fibonacci. Assim, aplicando o teorema anterior para esta funcdo, obtemos

Usin] FU(xrn)-1)f = flx+n)
= Fuf(x+1)+F-1f(x)
= Faluperr) Fugepr -0t + Faot[u)) +ugx -t
= By ot + B g gt
= [Fatax) 1)+ Fnvt ) = [Fatt ) + Fru -t

provando, pois, o teorema. ]

Corolario 4.1.2. Sen > 2, entao

Flapn] = Fnl(|x]41) T Fn-1F]]

Flxtn)—1) = Fnl ) + Fo 1 F{[x) 1)

Tomando x = 2, na primeira equacao do coroldrio anterior, obtemos mais uma relacio entre
os numeros de Fibonacci.

Corolario 4.1.3. F,, ., = F,F3+F, 1 F»

4.2. Funcao f-par e Funcao f-impar

Nesta se¢do definiremos e daremos alguns exemplos de funcdes f-par e fun¢des f-impar.

Definicdo 4.2.1. Seja a uma fungdo real, tal que, se a(x)h(x) =0, onde h é continua, entao
h(x) = 0. A fungdo a é dita ser uma fungio f-par se a(x+ 1) = a(x) (fungdo f-impar se a(x +
1) = —a(x)) para todo x € R.

Exemplo 4.2.1. Sejaa(x) =x— |x| e h uma fungdo continua em R. Se x ¢ 7Z, entdo a(x)h(x) =
0 implica h(x) = 0. Por continuidade, segue-se que h(n) = lim,_,, h(x) = 0 para todo inteiro n,
portanto h(x) = 0. Desde que

ax+1) = (x+1)—[x+1]=x+1)—([x]+1)
x—|x]

= alx),

vemos que a funcdo a € uma fungao f-par.
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Exemplo 4.2.2. Sejaa(x) = sen(7x) e h uma fungdo continuaem R. Se x ¢ Z, entdo a(x)h(x) =
0 implica h(x) = 0. Por continuidade, segue-se que h(nm) = limy_,,z h(x) = O para todo inteiro
n, portanto h(x) = 0. Desde que

a(x+1) = sen(mx+ 1) = sen(7x)cos(x) + sen(7) cos(mx)
= sen(7x)cos(w) = —sen(7x)
= —a(x),

vemos que a fung¢ao a é uma fungao f-impar.

Teorema 4.2.1. Seja f(x) = a(x)g(x) uma fungdo real, onde a é uma fungdo f-par e g uma
funcdo continua. Entao f € uma fungdo de Fibonacci se, e somente se, g é uma fungdo de
Fibonacci.

Demonstracdo. Suponha que f seja uma fung@o de Fibonacci. Desde que a(x) =a(x+1) =
a(x+2), obtemos

a(x)g(x+2) = a(x+2
flx+2

fx+1)+ f(x)
a(x+1)g(x+1)+a(x)g(x)
(x)[g(x+1) +g(x)]

Portanto, a(x)[g(x+2)—g(x+1)—g(x)] =0, de modo que, [g(x+2) —g(x+1)—g(x)] =0,
isto é,

g(x+2)

~—  —

a

gx+2) =glx+1)+g(x),

ou seja, g € uma funcdo de Fibonacci.
Reciprocamente, supondo que g é uma funcao de Fibonacci, temos

fx+2) = a(x+2)g(x+2)
= a(x+2)[g(x+1)+g(x)]
(x+2)g(x+1)+a(x+2)g(x)
)
)+

|
Q

|
Q

= alx+1)g(x+1)+a(x)g(x)
f(x)

ou seja, f € uma funcao de Fibonacci. Ficando provado, dessa forma, o teorema. ]

flx+1

Exemplo 4.2.3. Vimos no exemplo [4.1.1) que g(x) = (H\[) ¢ uma funcao de Fibonacci.

Dado que a(x) = x — | x| é uma fungio f-par, pelo teorema anterior,

ﬂw=ammm=a—up<“jﬁ>

é uma fungao de Fibonacci.
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Exemplo 4.2.4. Se definirmos a fungdo a : R — R dada por a(x) = 1 parax racional e a(x) = —
para x irracional, entdo a(x + 1) = a(x) para todo x € R. Além disso, se a(x)h(x) = 0 entdo
h(x) = 0 independente da continuidade de h. Portanto a é uma fungio f-par. No exemplo

anterior vimos que N
F3) = (L) (”f)

¢ uma fungao de Fibonacci. Assim, pelo teoremal[4.2.1| a fungdo real definida por

= G DR se xe Qs
()f( ) { _(X_LXJ)(H-z )x se X¢Q

&“‘&

é uma fungao de Fibonacci.

Uma funcio f definida sobre os niimeros reais € dita ser uma fun¢do de Fibonacci impar se,
para todo nimero real, tem se f(x+2) = —f(x+ 1)+ f(x). Similarmente, a sequéncia {a, };_,
para a qual a1, = —ay+1 + a, € dita ser uma sequéncia de Fibonacci impar.

Exemplo 4.2.5. A sequéncia {1,1,0,—1,2,—3,5,...} é uma sequéncia de Fibonacci impar.

Corolario 4.2.1. Seja f(x) = a(x)g(x) uma fungio real, onde a é uma fungio f-impar e g uma
funcdo continua. Entao f é uma fungdo de Fibonacci se, e somente se, g é uma fungdo de
Fibonacci impar.

Demonstragdo. De maneira similar ao teorema[#.2.1] suponha que f seja uma fungio de Fibo-
nacci. Observando que a(x+2) = a(x) e a(x+ 1) = —a(x), obtemos

a(x)[gx+2)+gx+1)—gx)] =0,
de modo que, [g(x+2)+g(x+ 1) —g(x)] =0, isto é,
gx+2) = —glx+1)+glx),

ou seja, g € uma funcao de Fibonacci impar.
Reciprocamente, supondo que g é uma fun¢do de Fibonacci impar, obtemos

f(x+2) = a(x+2)g(x+2)
= a(x+2)[—g(x+1)+g(x)]
= —a(x+2)g(x+1)+a(x+2)g(x)
a(x+1)g(x+1) +a(x)g(x)
FOe+1)+ f(x)

ou seja, f € uma funcao de Fibonacci. ]
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Exemplo 4.2.6. A fungio g(x) = <@)x é uma fungdo de Fibonacci impar; de fato, seja
b= @, entao
gx+2) +glx+1)—g(x) =bB* +bb—b" =b*(b*+b—1) =0,
pois b é raiz do polinémio b*> +b — 1, ou seja,
gx+2) = —glx+1)+g(x).

Dado que a(x) = sen(mx) é uma fungio f-impar, pelo coroldrio anterior, vemos que a fung¢do

F(x) = sen(mx) (ﬁz_ 1)

é uma fungao de Fibonacci impar.

4.3. Quociente de Funcoes de Fibonacci

Nesta se¢@o encontra-se o teorema central deste trabalho, o colorario decorrente deste teo-
rema relaciona as fun¢des de Fibonacci com a razdo durea.

Teorema 4.3.1. Se f ¢ uma fungao de Fibonacci, entdo o limite do quociente ! Sf&)l) existe.

flx+1)
f

quatro casos a ser analisados: (i) f(x) >0, f(x+1) > 0; (i) f(x) <0, f(x+1) > 0; (iii) f(x) >
0,f(x+1)<0; (v) f(x) <0, f(x+1) <0. Assim, considerando o caso (iii) e definindo @ =
f(x)>0,—B=f(x+1)<0,entdo f(x+2)=a—B, f(x+3)=a—28, f(x+4)=2a—-3B =
Fsa—Fyf e f(x+5) = Fya — F53. Desta forma, por indugio, tem-se f(x+n) = F,_ja —F,3
para todo inteiro positivo n. Observe que dado x’ € R, existe x € R e n € Z tal que, X' = x+n.
Portanto

Demonstragcdo. Se considerarmos o quociente da funcdo de Fibonacci f, teremos

f&'+1) flx+n+1)
f(x') fx+n)

FnOC—Fn_Hﬁ
Fn—la_FnB
a—F"T:lﬁ
oa-9p _

2B
1+/5 flx+1)

F
onde lim —= = O = . Portanto lim
n—oo  F, 2 X—ro0 f (x)

maneira similar ao caso (iii), de modo que consideraremos o caso (i): f(x) > 0,f(x+1) >

9,

= ¢. O caso (ii) é demonstrado de
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0. Analogamente, escreveremos x = 0 +2n, onde 6 € R e n € N. Considere a sequéncia

{f 6;_25;1 *_,. Temos
f(6+2n+1) _ f(6+2n)+ f(0+2n—1) _ 1+f(5+2n— 1) <2
f(6+2n) f(6+2n) f(8+2n) ’
pois, % < 1. Afirmamos que a sequéncia {Mg—i’;—;) ~_; € monoétona crescente. De
fato, desde que ;Egiggig% _ 1 st(;i'%l) -y (6+2"+3)f}?; ESBL—T—{)(?&T;}_’[ é)f (6+2n+1) pasta mostrar

que o numerado € positivo. Assim,

f(6+2n+3)f(6+2n)— f(6+2n+2)f(6+2n+1)

=[f(6+2n+2)+ f(0+2n+1)]f(6+2n)— f(6+2n+2)f(6+2n+1)
=f(6+2n+2)[f(0+2n)— f(6+2n+ 1)+ f(6+2n+1)f(0+2n)

> f(642n)[f(642n)— f(6+2n+1)]+ f(6+2n+1)f(5 + 2n)

= [f(8+2n)]

>0,

(6+2n+1)
isto é, a sequéncia € mondtona crescente. Portanto, a sequéncia {%}“ | € convergente.

Além disso temos que

. f(0+2n+1) . fx+1)
lim ——————~ = lim
e fEr2m) e f()
O caso (iv) € similar ao caso (i). Portanto, o teorema esta provado. [l

Corolario 4.3.1. Se f é uma funcdo de Fibonacci, entio

. flx+1) 1445
R T

Demonstracdo. Como consequéncia do teorema anterior, basta verificar a validade da afirma-
¢do para f(x) >0, f(x+1) > 0. Assim, seja o = f(x) > 0,8 = f(x+1) > 0, entdo

fx+n+1) Fooo+Fy 1B
flx+n) F, 1o+ F,B
a_|_ n+l

0 que prova o coroldrio. [
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