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Resumo

Neste trabalho investigamos alguns problemas da Geometria Computacional com o ob-
jetivo de fornecer possibilidades de aplicagoes da geometria e da utilizacao do GeoGebra
como ferramenta de visualizagdo no processo de ensino-aprendizagem em sala de aula. O
tratamento dado a geometria, nesse contexto de primitivas computacionais, permite abordar
problemas intuitivos com aplicagoes reais. Este trabalho foi organizado em cinco capitulos:
no primeiro abordamos o problema de intersecao de segmentos; no segundo tratamos o pro-
blema do fecho convexo; no terceito estudamos o problema da localizacao de pontos; no
quarto capitulo apresentamos o problema do céalculo de areas por meio da Férmula de Pick;

finalmente, no quinto capitulo apresentamos o problema da triangulacao de poligonos.

Palavras-chave: Geometria; Geometria Computacional; Resolugao de Proble-

mas.



Abstract

This study asses Computational Geometry problems in order to provide possible appli-
cations of geometry and the use of GeoGebra as a visualization tool in the teaching-learning
process for math courses. The methods used in this context of computational primitives
allows us to address intuitive problems with real applications. This work is organized in
five chapters: the first addresses the problem of intersection of segments; the second deals
with the convex closure problem; the third works on problem of the location of points; the
fourth presents the problem of calculating areas through the Formula of Pick; Finally, the
fiftth chapter presents the problem of polygons triangulation.

Key words: Geometry; Computational Geometry; Troubleshooting.
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INTRODUCAO

De acordo com Figueiredo [§], “Geometria Computacional é o estudo sistemdtico de al-
goritmos eficientes para problemas geométricos”. Além disso, a solucao de um problema
geométrico envolve aspectos geométricos (localizacdo e forma dos objetos) e aspectos to-
poldgicos (relagoes de adjacéncia e incidéncia entre os objetos). Sendo assim, um algoritmo
geométrico envolve partes numéricas, correspondentes ao célculo da geometria, e partes dis-
cretas, correspondentes ao calculo da topologia. A parte geométrica geralmente é pequena
mas essencial: ela vai determinar a parte topoldgica. E a mistura de técnicas geométricas,
numéricas e discretas, aliada a motivagao proveniente de problemas préticos, que dao a geo-

metria computacional uma riqueza caracteristica.

Baseado em alguns problemas da Geometria Computacional, este trabalho foi desenvol-
vido com o objetivo de ser uma sugestao para a pratica da sala de aula, tendo em vista que
os problemas selecionados podem ser resolvidos, matematicamente, por meio da geometria

que ¢é ensinada atualmente nos Ensinos Fundamental e Médio.

E comum encontrarmos na literatura trabalhos que abordam atividades geométricas e
uso de computador para expor alguma propriedade de interesse. Em especial, dentro do
proprio programa de mestrado PROFMAT, iremos encontrar trabalhos nesta diregao, dos
quais recomendamos: A Construcao do Conceito das Conicas aliada ao GeoGebra: O Caso
da Hipérbole (Francisco Gilvan Martins do Nascimento - UFCA) e Calculo de Areas: Uma
abordagem através do GeoGebra no Ensino Médio (Vilson Morais de Sousa - UEMA). Con-
tudo, ao tratar da geometria no contexto de primitivas computacionais, estamos explorando
problemas intuitivos e que tém aplicacoes reais para situar um aluno sobre a importancia do
tema. Por exemplo, um dos problemas primitivos da Geometria Computacional é a deter-

minac¢ao de quando um ponto esta dentro de um poligono. Tal problema, corresponde a uma



aplicagao da funcao de recorte de uma imagem por softwares populares como Paint. Este

tipo de associagao é abordada no presente trabalho. Dai, sua relevancia.

Este trabalho foi organizado em cinco capitulos, cada um deles tratando de um problema
especificamente. Assim, no primeiro capitulo tratamos do problema de intersecao de segmen-
tos, no segundo capitulo estudamos o problema do fecho convexo, o terceito apresentamos
o problema da localizacao de pontos, o quarto capitulo traz o problema do céalculo de areas
por meio da Férmula de Pick e, finalmente, no quinto capitulo abordamos o problema da

triangulacao de poligonos.
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CapiTULO 1

O problema de intersecao de

segmentos

No presente capitulo, vamos abordar um problema primitivo do ponto de vista geométrico
e computacional. Embora o problema seja de simples formulacao, sua aplicagao em outros
problemas de geometria computacional é relevante. O requisito basico para claro enten-
dimento da definicao que se apresenta é o conceito de objeto geométrico que, no presente
contexto, refere-se a pontos, retas, segmentos e circulos no plano. De forma sucinta, este

problema ¢é formulado como segue.
Problema 1.1. Dados dois ou mais objetos geométricos, determinar se eles se interceptam

e determinar qual sua interse¢ao (objeto ou objetos na intersecao).

Por simplicidade, iremos tratar de dois objetos geométricos: retas e segmentos. Embora
o objetivo principal seja a resolucao de intersecao de segmentos, é imprescindivel o entendi-

mento da resolugao do problema da intersecao no contexto de retas.

Para apresentar estratégias de resolugdo do Problema [I.1] devemos estabelecer uma des-

cricao do ferramental béasico que sera utilizado.

1.1 Retas e sistemas lineares

1.1.1 Conceito intuitivo de Retas no Plano

Por volta do ano 300 a.C., Euclides abordou o conceito intuitivo de reta, em sua maior

obra Os Elementos. De acordo com Boyer [4], esse importante matemético da Antiguidade



era conhecido como Euclides de Alexandria por ter sido chamado para ensinar matematica na

cidade de mesmo nome. Acredita-se que Euclides tenha estudado com discipulos de Platao,

possivelmente até na propria Academia de Platao, tendo em vista a natureza de seu trabalho.
“Euclides e Os Elementos sao frequentemente considerados
sinonimos. Na realidade o homem escreveu cerca de uma
duzia de tratados, cobrindo tépicos variados, desde optica,
astronomia, musica e mecanica até um livro sobre secgoes
conicas”.(Boyer)

De acordo com Eves [7], Os Elementos de Euclides é composto de 465 proposicoes dis-
tribuidas em 13 livros. O Livro I comeca com 48 proposicoes entre definigoes, postulados
e axiomas preliminares necessarios, que se dividem em trés grupos. O primeiro grupo é
composto pelas primeiras 26 proposicoes que tratam principalmente das propriedades do
triangulo e incluem os trées teoremas de congruéncia, sendo que as trés primeiras proposicoes
sao problemas de construgao que mostram como transferir um segmento de reta de uma dada
posi¢ao a uma outra posi¢ao desejada, utilizando uma régua e um compasso euclidiano. O
segundo grupo ¢é formado pelas proposicoes I 27 a I 32 que estabelecem a teoria das paralelas
e provam que a soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos. Por fim, o
terceiro grupo, composto pelas demais proposicoes que lidam com paralelogramos, triangulos
e quadrados, com atencao principal a relagoes entre areas. A proposicao I 47 é o teorema de
Pitagoras com uma demonstracao atribuida ao proprio Euclides e a proposicao final, 1 48, é

o reciproco do teorema de Pitagoras.

Segundo Boyer [4], o Livro IT, com apenas 14 proposicoes, lida com transformagoes de drea
e com a algebra geométrica da escola pitagérica, apresentando os equivalentes geométricos de
muitas identidades algébricas. O Livro III, com 39 proposigoes, contém muitos dos teoremas
conhecidos e utilizados atualmente sobre circulos, cordas, secantes, tangentes e medidas de
angulos associados. Com apenas 16 proposicoes, o Livro IV discute a construcao, com régua
e compasso, de poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 15 lados e suas inscricao e circunscricao

num circulo dado.

Os Livros V e VI sao uma exposicao da teoria das proporgoes de Eudoxo e suas aplicagoes

a geometria plana, afirma Boyer [4]. Os Livros VII, VIII e IX, com um total de 102 pro-
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posicoes, trazem a teoria elementar dos nimeros, especialmente o Livro IX apresenta muitos
teoremas significativos, como por exemplo, a proposicao IX 14 que é equivalente ao teorema
fundamental da aritmética. O Livro X discorre sobre os nimeros irracionais, isto é, segmentos
de reta incomensuraveis com um segmento de reta dado. Finalmente, os trés livros restantes,
XI, XII e XIII tratam de geometria sélida, atualmente utilizada nos livros de Ensino Médio.
E no Livro XI que encontramos as defini¢coes e os teoremas sobre retas e planos no espaco e

os teoremas sobre paralelepipedos.

Apos as vinte e trés defini¢oes iniciais, Euclides lista cinco postulados e cinco nogoes

comuns, conforme consta na maioria dos manuscritos de Os Elementos:

Postulados

1. Tragar uma reta de qualquer ponto a qualquer ponto.

2. Prolongar uma reta finita continuamente em uma linha reta.
3. Descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.
4. Que todos os angulos retos sao iguais.

5. Que, se uma reta cortando duas retas faz angulos interiores de um mesmo lado menores
que dois angulos retos, as duas retas, se prolongadas indefinidamente, se encontram

desse lado em que os angulos sao menores que dois angulos retos.
Nocgoes comuns

1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais entre si.
2. Se iguais sao somados a iguais, os totais sao iguais.

3. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

4. Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais uma a outra.

5. O todo é maior que a parte.

16



A primeira proposigao, segundo Boyer [4], justifica a construgao de um triangulo equilatero
ABC, sobre um segmento dado AB, construindo por B um circulo de centro A e um outro
por A com centro B, e tomando como C' o ponto de intersec¢ao dos dois circulos (que eles
se cortam é implicitamente assumido). A Proposi¢ao 2 entao usa a Proposi¢ao 1, mostrando
que de qualquer ponto A, como extremidade, pode-se marcar um segmento de reta igual a um
segmento dado BC'. Primeiro, Euclides traga AB, e sobre esse segmento constroéi o triangulo
equilatero ABD, prolongando os lados DA e DB a E e F respectivamente. Com B como
centro tragar o circulo por C' que corta BF' em G entao com D como centro tragar o circulo
por G que corta DE em H. Mostra-se entao que AH é o segmento pedido. Finalmente, na
Proposicao 3, Euclides usa a Proposicao 2 para mostrar que, dados dois quaisquer segmentos

desiguais, pode-se marcar sobre o maior um segmento igual ao menor.

A maior parte das proposicoes do Livro I é dada no atual chamado “Ensino Fundamental
I1”, pois contém os teoremas sobre congruéncia de triangulos, sobre construcoes simples com
régua e compasso, sobre desigualdades relativas a angulos e lados de um triangulo, sobre
propriedades de retas paralelas (levando ao fato de ser a soma dos angulos de um triangulo
igual a dois angulos retos) e sobre paralelogramos (inclusive a construc¢ao de um paralelogramo

tendo angulos dados e drea igual a de um triangulo dado ou a de uma figura retilinea dada).
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“Aristételes tinha escrito que “outras coisas sendo iguais, a
prova melhor é a que provém de menos postulados”, e Eu-
clides evidentemente aceitava esse principio. Por exemplo, o
Postulado 3 é interpretado em seu sentido literal muito li-
mitado, as vezes descrito como uso do compasso euclidiano
(nao-fixavel), cujas pernas mantém uma abertura constante
somente enquanto a ponta esta sobre o papel, mas caem uma
sobre a outra quando levantadas. Isto é, o postulado nao
¢ interpretado de modo a permitir o uso do compasso para
marcar uma distancia igual a um segmento sobre um outro
segmento maior nao contiguo, a partir de uma extremidade.
Prova-se nas trés primeiras proposicoes do Livro I que essa
construgao é sempre possivel, mesmo com a interpretagao es-

treita do Postulado 3.” (Boyer)

Eves [7] finaliza seu texto sobre Os Elementos fazendo uma observagao sobre o significado

do termo “elementos”:
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“Segundo Proclo, os gregos antigos definiam os “elementos” de
um estudo dedutivo como os teoremas-mestre, ou teoremas-
chave, de uso geral e amplo no assunto. Ja se comparou sua
funcao a das letras do alfabeto em relagao a linguagem; alias,
em grego, as letras recebem o mesmo nome. A selecao dos teo-
remas a serem tomados como elementos do estudo requer uma
capacidade de julgamento consideravel e é nesse sentido, entre
outros, que Os FElementos de Euclides sao tao superiores ao
empreendimentos anteriores. Apesar da grande importancia
do conteiddo de Os Elementos, talvez o mais importante ainda
seja a maneira formal como se apresenta esse conteudo. De
fato, Os Elementos de Euclides tornaram-se o protétipo da
forma matematica moderna. Tao grande foi a impressao cau-
sada pelo aspecto formal de Os Elementos de Euclides nas
geragoes seguintes que a obra se tornou um paradigma de de-

monstragao matematica rigorosa” (Eves).

A respeito do conceito intuitivo de retas, de especial interesse nesse trabalho, Eves [7]
afirma que as colocagoes de Euclides “um ponto é o que nao tem parte”, ou que “uma
reta é comprimento sem largura”, ou que “uma superficie é o que tem apenas comprimento
e largura’nao podem ser consideradas definigoes de ponto, reta e superficie (plano), pois
estas nao definem tais entes em termos de elementos pré-definidos anteriormente. Além
disso, “a inclinagao uma com relacao a outra de duas retas de um plano que se encontram
e nao jazem sobre uma mesma reta”, que é a definicao de Euclides para um angulo plano,
também nao pode ser considerada uma definicao pois as palavras “inclinagao”e “angulo”’nao
foram definidas previamente e nem sao mais conhecidas. Segundo Eves [7], algumas outras
colocacgoes sao devidas a Platao, como por exemplo, “As extremidades de uma reta sao
pontos”, ou “Uma linha reta é uma linha que jaz igualmente com os pontos sobre ela”, ou

“As extremidades de uma superficie sao linhas”.

Entendemos entao que é de senso comum que, em Geometria, de acordo com Smole [15],

adotamos sem definicao as nocoes de ponto, reta e plano. Intuitivamente, sabemos que um
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ponto é concebido como um ente sem dimensao, sem massa e sem volume, assim como a reta
é concebida sem espessura, sem comeco e sem fim, e, finalmente, o plano é concebido sem
espessura e sem fronteiras. Portanto, assumiremos no presente trabalho que tais nog¢oes estao

bem estabelecidas e iremos tecer nossos resultados a partir destas nogoes.

Para fixar notagao, indicaremos os pontos com letras maitisculas do alfabeto latino, as
retas com letras mintsculas do alfabeto latino e os planos com letras minusculas do alfabeto

grego. Representacoes cartesianas serao utilizadas sem prévia definicao.

1.1.2 Equacao da Reta

Considerando os aspectos didaticos que sao comumente encontrados nos livros do ensino
médio, como, por exemplo, Giovanni [10] e Smole [I5], vamos definir algebricamente a equagao

da reta, utilizando o conceito de alinhamento de trés pontos.

Segundo Smole [I5], vamos considerar trés pontos, A = (xa,ya), B = (zp,ys) e
C' = (z¢,yc), pertecentes a mesma reta r, de tal forma que podemos, inicialmente, ana-
lisar a seguinte possibilidade: r nao é paralela a nenhum dos eixos coordenados e A # B,
A#CeB#C.

Qualquer que seja a ordem de A, B e C, podemos construir os triangulos retangulos ABE

e BCF semelhantes entre si, conforme Figura[1.1}

Figura 1.1: Equagao da Reta (Fonte: Autoria prépria)
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Logo:

AE_BijB—a:A_xC—a:B
EB FC "~ yp—ya Yc—Yp

Depois de algumas manipulacoes temos que:

TAYB + TBYc + Teya — ToyYp — TYa — Tayc = 0,
em que TAYyg + TpYc + ToyYya — ToyYp — TYA — Tayc pode ser escrito como o determinante:
x4 ya 1
D=1z yp 1
re Yo 1
e entao podemos escrever a equagao:
ra ya 1

g yg 1|=0.

ro Yo 1l
Agora, vamos analisar os seguintes casos relativos a r.

Caso 1. ¢é paralela ao eixo z: entao temos y4 = yg = yc e, portanto, o determinante

g ya 1

D = rp ya 1

o ya 1

é nulo.

Caso 2. ¢é paralela ao eixo y: entao temos x4 = rg = x¢ e, portanto, o determinante

g ya 1

D=\|xz,4 yp 1

g yo 1

também é nulo.

Logo, podemos concluir que se os pontos A, B e C sao colineares, entao
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Ta ya 1

zp yp 1|=0

o yo 1

e a reciproca é verdadeira, pois se os pontos A, B e C nao fossem colineares, existiria o
triangulo ABC', cuja area dada por %|D[ ¢é nao-nula e, portanto, D seria nao-nulo.

Para, finalmente, definir algebricamente a equagao da reta, vamos considerar a reta r
determinada pelos pontos A = (z4,y4) € B = (zp,yp) distintos e seja P = (z,y) um ponto

qualquer de r. Pela condicao de alinhamento de P, A e B, temos:

x y 1
24 ya 1|=0= (ya—yp)r+ (v —24)y +2ayp — v3Ys = 0.

rp yp 1

Fazendo yy —yg = a, g — x4 = b e xayp — xBYs = ¢, obtemos ax + by + ¢ = 0, com
a+# 0oub#0.

Portanto, segundo Smole [I5], a cada reta r do plano cartesiano, associamos uma equagao
da forma azx + by + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais,com a # 0 ou b # 0, e (x,y) s@o
as coordenadas de um ponto qualquer de r. E a reciproca também ¢é valida, ou seja, a toda
equagao da forma ax + by + ¢ =0, com a, b e ¢ reais, a # 0 ou b # 0, corresponde uma tnica
reta r do plano cartesiano ortogonal, cujos pontos tém coordenadas satisfazendo a equacao.

A equagao ax + by + ¢ = 0 é denominada equagao geral da reta r.

1.1.3 Posicoes Relativas entre Retas

Para entendermos o problema de intersecao de segmentos, também faz-se necessario o
estudo das posicoes relativas entre duas retas. Para isso, vamos considerar que retas copla-
nares sao retas que estao contidas em um mesmo plano. De acordo com Smole [15], temos

trés casos a serem analisados:

Caso 1. Duas retas sao paralelas entre si se, e somente se, sao coplanares e nao tém ponto

em comuim.
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Caso 2. Duas retas sdo concorrentes (ou secantes) entre si se, e somente se, sdo coplanares

e tém um unico ponto comum.

Caso 3. Duas retas sao coincidentes se representam o mesmo conjunto de pontos, isto é, se

sao a mesma reta.

Para verificar algebricamente qual a posicao relativa entre duas retas, podemos, utilizando
a definicao algébrica da equacao da reta, resolver um sistema de equagoes lineares. A seguir,
apresentamos, entao, uma definicao de equacao linear e de sistemas lineares, juntamente com

a apresentacao de alguns métodos de solucao.

1.1.4 Equacgoes e Sistemas Lineares

De acordo com Smole [I5], temos as defini¢oes de equagao linear e sistema de equagoes

lineares que seguem.

Definicao 1.2. Equagao linear nas incégnitas x1, s, ..., 2, é toda equacao da forma:
a1x1 + agxs + -+ -+ apx, =0

em que os numeros ap,ds, ..., a, sao coeficientes, respectivamente, de x1,2s,...,2,, b € 0
termo independente e a; ou ay ou ...a, # 0. Dizemos que (aq,as,...,q,) é solucao da

equacao linear se ayay + asag + - - - + a,a, = b é verdadeira.

Definicao 1.3. Sistema linear nas incégnitas x,y é um conjunto de equagoes lineares si-

multaneas em z e y:

a1xr + by = ¢

asx + boy = co

com aj € by, as e by nao simultaneamente nulos.

Assim, dado um sistema linear na forma:

a1$+b1y+0120
a2x+b2y+02:()
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estamos interessados em determinar intersecao das retas dadas pelas equagoes
ax+biy+c1=0eax+by+co=0.

Podemos, segundo Smole [I5], classificar os sistemas lineares conforme segue:

1. Dizemos que um sistema linear é possivel e determinado quando o problema tem apenas

uma solucao, isto é, nesse caso as retas possuem um unico ponto comum.

2. Dizemos que um sistema linear é possivel e indeterminado quando o problema possui

uma infinidade de solucgoes, isto €, nesse caso as retas sao coincidentes.

3. Dizemos que um sistema linear é impossivel ou incompativel quando o problema nao

tem solugao, isto é, nesse caso as retas sao paralelas e nao possuem pontos em comum.

Existem varias estratégias para resolver um sistema linear. Conforme ja foi dito, vamos,
aqui, apresentar algumas delas. Para isso, podemos dizer que dois sistemas lineares sao
ditos equivalentes quando possuem o mesmo conjunto solucao. Assim, podemos transformar
um sistema linear em outro mais simples, equivalente ao primeiro, utilizando as seguintes

operagcoes:
e trocar duas equagoes de posicao;
e multiplicar ou dividir as equacoes do sistema por um numero diferente de zero;

e adicionar uma equacao a outra, termo a termo, multiplicada ou dividida por um niimero

diferente de zero.

Agora, conhecidas essas possibilidades, podemos estudar algumas das estratégias para

resolver um sistema linear.

Representagao Grafica

Uma forma intuitiva de resolver o sistema é utilizando uma representagao grafica das duas
retas que representam as equagoes do sistema, determinando assim o ponto comum. A partir
do gréafico, podemos achar valores aproximados de = e y, que sao as coordenadas do ponto S
que ¢ a solucao do sistema. Podemos observar que este método, por ser intuitivo e apresentar

uma solucao aproximada, nao é considerado uma técnica de solucao propriamente dita.
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Método da Adicao

Para resolver um sistema linear pelo método da adigao, devemos adicionar as duas

equacoes de um modo a obter uma equacao final com apenas uma incognita.

Podemos resolver um sistema por esse processo porque:

e Multiplicando-se os dois membros de uma igualdade por um mesmo ntmero real, a

igualdade se mantém:
a=beceR= ac=ab.
e Somando-se duas igualdades termo a termo, obtém-se uma nova igualdade:

a=bec=d=a+t+c=b+d.

Regra de Cramer

A regra de Cramer, que foi divulgada pelo matematico suico Gabriel Cramer (1704 -
1752), é o método de resolver um sistema através de determinantes. Esse método s6 pode

ser utilizado em sistemas cujas matrizes incompletas possuem determinantes nao-nulos.

Considerando o sistema

amr+by+c =0
a2$+b2y+0220

vamos utilizar as seguintes denominagoes:

e A é a matriz incompleta:

ap b

A:

as by

e A, é a matriz que se obtém substituindo em A os coeficientes de z pelos termos inde-

pendentes:

Ax: —C1 bl
—cy by
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e A, ¢é a matriz que se obtém substituindo em A os coeficientes de y pelos termos inde-

pendentes:
ap —C
A, =
Qg —C2
Temos entao que:
—c; by a; —C
—cy by Gy —C2
r=-———-Fey=
a; by a; by
as by as by

em que o sistema admite solugdo com a;by — byas # 0, conforme demonstra Boldrini [2].

Nesse contexto, podemos utilizar os determinantes para discutir um sistema, ou seja,

classifica-lo em possivel (determinado ou indeterminado) ou impossivel.

Para isso, calculamos o determinante da matriz incompleta A e chamamos tal determi-
nante de D. Se D # 0 o sistema é determinado e podemos resolvé-lo utilizando a regra
de Cramer. Se D = 0 o sistema é indeterminado ou impossivel e devemos utilizar outra

estratégia de resolucao.

Finalmente, vamos definir segmento de reta e verificar como podemos determinar se dois

segmentos de reta se interceptam.

Definicao 1.4. Um segmento de reta é a por¢ao de uma reta que se encontra entre dois
pontos dados. Assim, os segmentos de reta sao mais naturalmente representados por pares

de pontos extremos.

Para testar se um determinado par de segmentos se cruzam, devemos levar em conta
alguns casos especiais dificeis que surgem: dois segmentos podem estar em retas paralelas, o
que significa que nao se cruzam, ou um segmento pode interceptar a extremidade de um outro,
ou os dois segmentos podem estar em cima um do outro de modo que eles se interceptem

num segmento em vez de um unico ponto.

Para o caso mais simples, consideramos que os segmentos se interceptam em um tunico
ponto que nao seja os extremos deles. Sejam A; = (z1,y1) e Az = (22,y2) 0s extremos de um

dos segmentos e By = (wy, 21) e By = (wy, 29) 0s extremos do outro segmento.

26



Podemos verificar que, se P = (x,y) é o ponto de intersegao dos segmentos com extremos
Ay e Ay e By e By, entao devemos ter que a distancia entre A; e Ay serd igual a soma das
distancias entre A; e P com Ay e P. Da mesma forma, devemos ter que a distancia entre By
e By sera igual a soma das distancias entre By e P com By e P. Ou seja,
daja, = \/(552 — 951)2 + (12 — y1)2
= @2+ -0’ + (@2 — 2+ (2~ y)° = day + doa,

dp,B, = \/(w2 —wy)’ + (2 — 2)
— Jw—w)? + (2 = 2 4+ (s — w)* + (22— 2 = di,p + di,

1.2 Exemplo

Para exemplificar o Problema|l.1|apresentado, sugerimos uma atividade em que serd utili-
zado o GeoGebra como ferramenta de visualizagao. De acordo com Nascimento [12], o GeoGe-
bra, que foi criado por Markus Hohenwarter, é um software gratuito de matematica dinamica
desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matematica em varios niveis e reline recursos
de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e cdlculos simbdlicos em
um tunico ambiente. Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta
para criar ilustragoes profissionais para serem usadas no Microsoft E| Word, no Open Office
ou no ITEX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma
e, portanto, pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac OS. O site

oficial do GeoGebra é www.geogebra.org, onde é possivel fazer download gratuitamente e

encontrar suporte e materiais diversos relacionados.

Podemos observar a tela inicial do GeoGebra, conforme Figura [1.2] na qual temos a
“Janela de Algebra”e a “Janela de Visualizacao”bem como a “Barra de Ferramentas”, que

serao citadas no texto a seguir, para a realizacao da nossa atividade.

"Microsoft®: marca registrada
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€ GeoGebra Classic 5 - X

Arquive Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
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2
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Figura 1.2: Tela inicial do GeoGebra (Fonte: Autoria prépria)

Nao temos aqui o objetivo de fornecer um tutorial do GeoGebra, pois consideramos

que o leitor ja tem familiaridade com o software. Porém, deixamos a sugestao do site

http://ogeogebra.com.br/site/ como material de estudo, consultas e, também, download.

Na tentativa de simplificar o entendimento dos possiveis casos citados anteriormente,

vamos dividir a atividade em trés itens:

1. Intersecao de Retas

Nesta atividade iremos utilizar a ferramenta “Intersecao de Objetos” para determinar
a intersecao de retas. Dessa forma, vamos desenhar a reta determinada pelos pontos
A e B. Para isso, na Barra de Ferramentas, escolha a opc¢ao “Ponto’e faga um clique
qualquer na Janela de Visualizagao para que fique visivel o ponto A. Volte na mesma
opcao, “Ponto”, e faga outro clique qualquer na Janela de Visualizacao para que fique
visivel o ponto B. Agora, selecione na Barra de Ferramentas a opgao “Reta’e clique
em cima do ponto A e, logo em seguida, em cima do ponto B. Assim, temos desenhada

a reta determinada pelos pontos A e B.

Agora, vamos desenhar uma outra reta, que esta determinada pelos pontos C' e D, de

tal forma que ela intercepte a reta ja desenhada (podemos escolher um ponto “acima”da
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reta e outro “abaixo”dela, por exemplo). Utilizaremos o mesmo procedimento, selecio-
nando a opcao “Ponto”e clicando na Janela de visualizacao duas vezes, ficando, assim,
visiveis os pontos C' e D. Da mesma forma, selecionamos a opgao “Reta’e clicamos
no ponto C' e, em seguida, no ponto D, para que a reta determinada por esses pontos

fique também desenhada.

Por fim, escolhemos a opcao “Intersecao de Objetos”e clicamos no ponto de interse¢ao

das duas retas desenhadas, ficando, assim, visivel o ponto E, conforme Figura [1.3|

Figura 1.3: Intersecao de retas (Fonte: Autoria prépria)

Durante todo o processo, podemos observar que as coordenadas dos pontos e as equagoes
das retas ficam visiveis na “Janela de Algebra”’do GeoGebra, de tal forma que po-
deriamos conferir algebricamente, se quiséssemos, que o ponto F é, naturalmente, a

solucao do sistema linear formado pelas equacoes das retas.

Um exercicio interessante é visualizar o que acontece quando movemos as retas. Para
isso, basta escolher a opcao “Mover”e clicar em cima de qualquer um dos pontos ja
existentes e arrastar. E possivel perceber que a cada movimento, mudam, na Janela

de Algebra, as equacoes da reta e as coordenadas do ponto E. Inclusive, podemos
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visualizar o caso em que as retas sao paralelas e os coeficientes de x e y nas equacoes

sao iguais, de tal forma que nao ha intersecao entre elas, ou seja, nao existe o ponto F.

Relagao entre segmento e reta

O objetivo dessa atividade é mostrar o segmento como uma “porgao”da reta. Para
tanto, vamos utilizar a opcao “Segmento”, clicando duas vezes na Janela de Visua-

lizacao, criando assim os pontos A e B e, portanto, o segmento AB.

Selecionando a opgao “Reta”, vamos desenhar uma reta C'D e, repetindo o processo
> Y 7
da atividade anterior, com a opcao “Intersecao de Objetos”, determinamos o ponto F,

conforme Figura (1.4

Figura 1.4: Relac@o entre segmento e reta (Fonte: Autoria prépria)

Podemos observar que, ao utilizar, novamente, a opcao “Mover”em um dos pontos C'
ou D, o ponto E s existe enquanto pertencer ao segmento AB, inclusive podendo
coincidir com as extremidades A ou B, pois nao estamos considerando aqui a reta que

passa por AB.

Um exercicio interessante é desenhar a reta que passa por AB e deixa-la pontilhada.
Para isso, selecione a opgao “Reta”, clique em cima dos pontos A e B. Com o botao

esquerdo do mouse, clique em cima da equacao dessa reta na “Janela de Algebra’e

30



escolha “Propriedades”. Clique na aba “Estilo”e selecione na opcao “Estilo”um dos

pontilhados que desejar.

Agora, se quisermos determinar a intersecao das duas retas desenhadas, voltando a
atividade anterior, precisamos que a intersecao esteja em cima da parte pontilhada
da reta AB e basta escolhermos a opcao “Intersecdo de Objetos”, novamente, para
determinar o ponto F. Percebemos entao, que o ponto F fica descrito na Janela de
Algebra como “indefinido”, ja que foi definido como a intersecao do segmento AB com

areta CD.

Podemos, por fim, observar que, tanto o ponto £ quanto o ponto F' sera, novamente,

a solucao do sistema linear formado pelas equacoes das retas.

Intersecao de segmentos

Esta atividade tem por objetivo analisar trés situagoes: dois segmentos que nao se in-
terceptam, dois segmentos que se interceptam em suas extremidades ou dois segmentos

que se interceptam fora de suas extremidades.

Para analisarmos tais situacoes, podemos desenhar dois segmentos AB e C'D quaisquer
utilizando a opcao “Segmento”e, com a opcao “Mover”, visualizar todas as possibili-
dades. No primeiro caso, quando os segmentos nao se interceptam, poderiamos mais
uma vez, voltar a primeira atividade e, utilizando a atividade anterior, determinar a

intersecao das retas que passam por AB e CD, conforme Figura [1.5]
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Figura 1.5: Intersegao de segmentos (Fonte: Autoria prépria)

Para a situacao em que os segmentos se cruzam em suas extremidades, temos o caso
em que uma extremidade de cada segmento coincide com uma extremidade do outro
segmento. Assim, utilizando a opgao “Intersecao de Objetos” novamente, temos que o
ponto F tem as mesmas coordenadas que as extremidades que coincidem. Ou entao,
temos um segundo caso, em que a extremidade de um deles coincide com qualquer
ponto entre as extremidades do outro segmento e, assim, o ponto E terd as mesmas
coordenadas da extremidade em questao e pertencera ao outro segmento, conforme

Figura (1.6
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Figura 1.6: Intersegao de segmentos (Fonte: Autoria prépria)

Por 1ltimo, a situacao em que os segmentos se interceptam em pontos que nao sao suas
extremidades, o ponto E nao terd as coordenadas das extremidades e sera um ponto

que pertence aos dois segmentos, conforme Figura [1.7]

Figura 1.7: Intersegao de segmentos (Fonte: Autoria prépria)
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CapriTULO 2

O problema do fecho convexo

Neste capitulo vamos abordar mais um problema primitivo do ponto de vista geométrico
e computacional. De acordo com Figueiredo [§], historicamente, esse foi o primeiro problema
geométrico a ser completamente analisado. Por simplicidade, o problema que vamos estudar
é o problema de calcular o fecho convexo de um conjunto finito de pontos no plano. Para isso,
inicialmente, iremos tratar de trés objetos geométricos: angulos, circunferéncias e poligonos.

Este problema ¢é formulado como segue.

Problema 2.1. Dada uma colecdo de objetos geométricos (pontos), determinar o menor

poligono convexo que a contém.

2.1 Angulos, Circunferéncia e Poligonos

Para que consigamos definir angulo, precisamos primeiramente definir regiao convexa.

De acordo com Centurién [5], numa regiao nao convexa, sempre é possivel encontrar um
segmento de reta que nao estd contido na regiao, mas que tem extremos nela. O mesmo nao

ocorre nas regioes convexas porque elas nao tém “reentrancias”.

Sendo assim, Centurién [5] afirma que duas semirretas com a mesma origem, e que nao
estejam contidas na mesma reta, separam o plano em duas regioes: uma convexa e outra nao
convexa. Logo, cada uma dessas regioes, com as semirretas, forma um angulo e, portanto, as

duas semirretas determinam dois angulos.

Deixamos claro, entao, que estamos interessados no angulo correspondente a regiao con-

vexa em que as semirretas sao denominadas lados do angulo e a origem das semirretas é



denominada vértice do angulo. Portanto, de acordo com Barroso [1], 4ngulo é a regiao do

plano determinada por duas semirretas de mesma origem.

Segundo Giovanni [I0], uma circunferéncia é o conjunto de todos os pontos de um plano
equidistantes de um ponto fixo, chamado centro da circunferéncia. A medida da distancia
constante chama-se raio da circunferéncia. Centurién [6] afirma que o raio de uma circun-
feréncia também pode ser descrito como qualquer segmento que una o centro a qualquer

ponto da circunferéncia e, além disso, temos os seguintes elementos da circunferéncia:
e Corda é qualquer segmento que une dois pontos distintos da circunferéncia.

e Diametro é qualquer segmento que une dois pontos distintos da circunferéncia, passando

pelo centro.

Assim, o diametro é uma corda que passa pelo centro da circunferéncia e, portanto, possui
o maior comprimento possivel. Centurién [6] ainda afirma que outro importante elemento da
circunferéncia é o seu comprimento. Em qualquer circunferéncia, dividindo-se o comprimento

pelo diametro, obtemos o nimero irracional w. Assim,
C =2nr

em que r é o raio da circunferéncia.
Giovanni [10] expoe de forma algébrica a equacdo da circunferéncia conforme a defini¢ao:

Defini¢ao 2.2. Uma circnunferéncia com centro no ponto @) = (a,b) e raio r tem equagao

(z —a)’ + (y — b)* =12

Finalmente, vamos definir poligonos. Mas, antes disso, faremos algumas consideragoes
necessarias. Segundo Barroso [1], quando uma linha do plano é formada apenas por segmentos

de reta consecutivos e nao colineares, ela ¢ denominada linha poligonal.

Barroso [I] ainda afirma que as linhas podem ser classificadas em abertas ou fechadas
e simples ou nao-simples e, além disso, quando uma linha poligonal é fechada e simples,
ela divide o plano em duas regioes, ambas com infinitos pontos e sem pontos em comum,

chamadas “regiao interna’e “regiao externa’.

Assim, temos, de acordo com Barroso [I], a seguinte definigao de poligonos.
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Definicao 2.3. Uma linha poligonal fechada e simples com sua regiao interna é um poligono.

Nao podemos deixar de fazer uma tltima observagao: precisamos, aqui, que os poligonos
sejam convexos. Portanto, segundo Barroso [1], temos que um poligono serd convexo se
todos os segmentos de reta com extremidades no interior desse poligono tiverem todos os

seus pontos situados também no seu interior.

2.1.1 Exemplo

Precisamos entao pensar na seguinte situacao, conforme Figura [2.1} considere a semirreta
AB com origem no ponto A = (z4,y4) passando pelo ponto B = (zg,yp). Considere uma
outra semirreta horizontal de origem também no ponto A e passando pelo ponto C' = (z¢, yc)
de tal forma que, para simplificar, o segmento AC' seja unitédrio, ou seja, C' = (x4 + 1,y4).
Assim, essas duas semirretas formam um angulo, digamos «, que estamos interessados em

determinar a medida.

Para isso, vamos utilizar a estratégia de tracar uma circunferéncia de raio unitario, cen-
trada no ponto A e que passa pelo ponto C, no intuito de facilitar nossos calculos. Logo,
essa circunferéncia intercepta a semirreta AB em um ponto que vamos chamar de D. Para
determinar as coordenadas do ponto D = (z,y), precisamos encontrar a interse¢ao da reta
que passa pelos pontos A e B e da circunferéncia de centro A.

Do capitulo anterior, sabemos que a equacao da reta que passa pelos pontos A e B pode
ser escrita na forma ax + by + ¢ = 0. A equagao da circunferéncia de centro A e raio unitario
passando por C' = (x4 + 1,y4), é dada por (z — 24)> + (y — ya)* = 1. Assim, resolvendo o

sistema de equacoes:

ar+by+c=0
(@ =)+ (y—ya)* =1

determinamos as coordenadas do ponto D = (x,y) que é a intersecao entre a reta AB e
a circunferéncia. Uma importante observacao que devemos fazer é que o segmento AD é

unitario, pois o ponto D pertence a circunferéncia.
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Como temos as coordenadas dos pontos C' e D, podemos calcular a medida do segmento

CD utilizando a distancia entre dois pontos, vista também no capitulo anterior. Assim,

dep = \/(x—:cA+1)2+ (y —ya)”.

Dessa forma, vamos considerar o triangulo isésceles AC'D com os lados AC' e AD medindo
uma unidade e o lado C'D medindo d¢p. Podemos, entao, determinar a medida do angulo «

utilizando a lei dos cossenos que é descrita por Smole [14] do seguinte modo:

Teorema 2.4. “E'm todo triangulo, o quadrado da medida de um lado € igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros lados menos o duplo produto das medidas destes lados pelo

cosseno do angulo formados por eles”.

Logo, calculamos a medida do angulo a de acordo com a forma algébrica da lei dos

cossenos, aplicando, por ultimo a funcao arccos:
d%p =1? 4+ 1% — 2.1.1.cosa.

A Figura mostra a ilustragao desse exemplo, em que temos a medida do angulo « ja

representada.

Figura 2.1: Exemplo (Fonte: Autoria prépria)

Entendemos que esse exemplo, que trata somente da determinagao da medida de um

angulo, possa parecer desconexo em relagao ao andamento desse trabalho, porém conside-
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ramos importante sua exposicao tendo em vista a estratégia de solucao utilizada para o

Problema [2.1] do Fecho Convexo.

Finalmente, vamos apresentar uma alternativa para determinar a medida do angulo «
de tal forma que nao seja necessario utilizar a funcao arccos. Vamos utilizar a chamada
funcao pseudo-angulo. Isso porque o nosso interesse estda em podermos comparar angulos e,
de acordo com Figueiredo [0], “para tal finalidade, o conceito de angulo entre vetores pode

ser substituido por outra medida que seja uma fungao mondtona do angulo entre eles”.

E importante observar que, apesar da fungao pseudo-angulo nao estar inserida no contexto
de ensino médio, ela pode, tranquilamente, ser inserida no contexto de Geometria Analitica

para ensino superior.

Sendo assim, podemos utilizar a prépria fungao cosseno ou, segundo Figueiredo [9], para

manter o sentido das desigualdades,
f(@) =1—cosf, com 0 <0 <,

que define uma primitiva que é do tipo pseudo-angulo, dada por:

X.y

pseudo-angulo (x,y)=1— ————.
[yl

Figueiredo [9] afirma que a fungao f definida acima é uma fungao mondtona crescente de
0 e toma valores no intervalo [0, 2]. Assim, o célculo da nova primitiva pseudo-angulo envolve

apenas operagoes aritméticas e extragao de raiz quadrada, que sao operagoes elementares.

Ainda de acordo com Figueiredo [9], o angulo orientado correspondente a x é igual ao
comprimento do arco orientado correspondente, tomado sobre o circulo unitario centrado na
origem. Se substituirmos o circulo unitario por qualquer outra curva continua que satisfaga
a propriedade de que cada semirreta partindo da origem a corta em um unico ponto (isto é,
por uma curva que seja o grafico de uma fun¢do em coordenadas polares), a medida do arco
tomado sobre essa curva serd uma fun¢ao monoétona do arco tomado sobre o circulo unitario.
Em consequéncia, essa nova fungao pseudo-angulo podera ser utilizada para comparar angulos

orientados.
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2.2 O Fecho Convexo

Vamos, agora, descrever algumas importantes consideracoes para, entao, determinar o
fecho convexo de uma colegao de pontos. Segundo Figueiredo [§], conjuntos convexos sao
mais simples de lidar do que conjuntos quaisquer e, além disso, eles sao frequentemente
usados, computacionalmente, para aproximar conjuntos mais complicados. Sendo assim,
Figueiredo [§] descreve o fecho convero como o menor conjunto que contém a colegao de

pontos dada de acordo com a defini¢ao a seguir.

Definicao 2.5. O fecho convexo de um conjunto finito de pontos no plano é o menor conjunto

convexo que contém tais pontos.

Assim, para determinar o fecho convexo de uma colecao de pontos, comegamos tomando
o ponto que possui menor ordenada, digamos o ponto A = (x4,y4). A partir do ponto A,
vamos determinar o segmento de reta que passa por ele e pelo proximo ponto da colecao,
tomado, por conven¢ao, no sentido anti-horario, digamos o ponto B = (xp,yp). Para isso,
podemos repetir o processo do exemplo anterior e determinar o angulo a formado entre a
reta horizontal que passa pelo ponto A e a reta que passa por A e B, de tal forma que a
escolha correta para o ponto B seja aquela em que o angulo a0 possua o maior cosseno, com
0<a< g Determinado entao o segmento AB, temos que ele é o primeiro lado do fecho

convexo que queremos determinar.

O proximo lado do fecho convexo sera determinado tomando a reta suporte do segmento
AB e a reta que passa por B e por mais um ponto do conjunto dado, de tal forma que
essas retas formem entre si o menor angulo tendo vértice em B. Os outros lados do fecho
serao determinados de forma analoga até que, conforme vimos anteriormente, tenhamos um
poligono convexo cujos vértices sao pontos da colegao dada de tal forma que todos os outros

pontos da colecao estejam na regiao interna desse poligono.

2.3 Exemplo

Para exemplificar o Problema 2.1} vamos sugerir uma atividade utilizando, novamente, o

GeoGebra. Vamos tomar uma colecao aleatoria de pontos e, por simplicidade, uma colecao
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nao muito grande, conforme Figura [2.2] O principio bédsico desse exemplo do fecho convexo
é comparar os angulos formados entre os segmentos de reta candidatos a lados do fecho e
as retas suportes dos lados ja determinados, exceto no primeiro lado no qual precisamos de

uma reta horizontal auxiliar, conforme fizemos no Exemplo anterior.

Figura 2.2: Fecho Convexo (Fonte: Autoria prépria)

A partir do ponto A, que possui a menor ordenada, podemos construir todos os segmentos
de reta possiveis com uma das extremidades em A e a outra em cada ponto da colecao dada.
Dai, basta calcular os angulos formados entre cada segmento e a reta horizontal que passa

por A.

Por exemplo, na Figura [2.2] utilizamos a opgao “Segmento”e construimos os segmentos
AJ, AG e AB. Com a opcao “Reta”, construimos a reta horizontal que passa por A, digamos
AK. Por ultimo, determinamos os angulos formados entre os segmentos a reta utilizando a
opcao “Angulo”.

Assim, o primeiro lado do fecho convexo procurado serda o segmento com menor angulo
determinado. No nosso caso, o segmento AJ é o primeiro lado do fecho convexo, conforme

Figura 2.3 Podemos, entao descartar os segmentos AG e AB.
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Figura 2.3: Fecho Convexo (Fonte: Autoria prépria)

Para determinar o segundo lado do fecho convexo, vamos repetir o processo a partir do
ponto J. Vamos construir, com a opcao “Segmento”, os segmentos JG, JH e JE. Com a
opgao “Reta”, construimos a reta suporte do segmento AJ. Por ultimo, determinamos os

angulos formados entre os segmentos e a reta utilizando a opgao “Angulo”.

Assim, temos o segundo lado do fecho convexo, o segmento JG, conforme Figura [2.4]

Podemos, entao descartar os segmentos JH e JE.
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Figura 2.4: Fecho Convexo (Fonte: Autoria prépria)

Seguimos repetindo esse processo para os pontos de interesse, de tal forma que, ao final

teremos o fecho convexo procurado conforme Figura [2.5

(-

Figura 2.5: Fecho Convexo (Fonte: Autoria prépria)
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CapriTULO 3

O problema da localizacao de pontos

Segundo Moura [11], “o problema de localizagao planar de pontos estd presente em mui-
tas aplicagoes que operam sobre algum dominio geométrico decomposto em regices”. Este
problema é um dos mais importantes da geometria computacional e tem sido extensamente
investigado nos anos recentes, tendo aplicacao em muitas areas, conforme afirma o autor. Se-
gundo ele, o problema desempenha funcao essencial, sobretudo, em sistemas de informagoes
geograficas, como por exemplo, a sua aplicacao em detectar se um sinal de aparelho telefonico
celular provém de alguma regiao especifica, em particular, a area de um estabelecimento pe-

nitenciario sob vigilancia e monitoramento.

Vamos considerar o problema definido da seguinte forma:

Problema 3.1. Dado um poligono simples & no plano e um ponto P do plano, vamos
localizar P em relacao a S, isto €, decidir se P esta no interior de §, no exterior de S, ou na

fronteira de S.

Segundo Figueiredo [§], apesar de parecer intuitivo, nao é nada 6bvio que um poligono
simples realmente tenha um interior. Isso é, na verdade, um caso especial do teorema de

Jordan, descrito a seguir.

Teorema 3.2. Toda curva continua fechada que nao se cruza divide o plano em trés regioes:

a curva, o interior e o exterior.

Sendo assim, Figueiredo [§] afirma que o problema de localizacao de pontos é bem posto.
E, para tratar desse problema, precisamos nos atentar para alguns conceitos que se fazem

necessarios.



Do primeiro capitulo desse trabalho, ja temos bem estabelecido o conceito intuitivo de
ponto e de reta. Além disso, do segundo capitulo, temos o conceito de poligono e de poligono

convexo.

Devemos atentar também que, segundo Figueiredo [§], um poligono simples é uma linha

poligonal fechada cujas arestas nao se cruzam, a nao ser no vértice.

Agora, consideramos que torna-se importante rever o conceito de triangulo e algumas de

suas caracteristicas.

3.1 Triangulos

Barroso [I] afirma que os poligonos recebem nomes especiais de acordo com o nimero de
lados e o nimero de vértices. Assim, o autor define que um poligono que tem trés lados é
chamado triangulo. Além disso, quanto a medida de seus lados, os triangulos podem ser

classificados em:

e Equilatero: triangulo cujos trés lados tém medidas iguais.
e Isosceles: triangulo que tem dois lados com medidas iguais.

e Escaleno: triangulo que tem todos os lados com medidas diferentes.
Quanto a medida de seus angulos, os triangulos podem ser classificados em:

e Retangulo: triangulo que tem um angulo interno reto.
e Acutangulo: triangulo cujos angulos internos sao agudos.

e Obtusangulo: triangulo que tem um angulo interno obtuso.

Nao podemos deixar de citar aqui a importante propriedade da desigualdade triangular.
De acordo com Centurién [6], temos que “em todo triangulo, a medida do lado maior é menor
do que a soma das medidas dos outros dois lados”.

Segundo Moura [11], para determinar se o triangulo ABC' que tem os vértices A = (x1,y1),

B = (z3,y2) e C = (x3,y3), contém o ponto P = (z,y), usa-se a férmula da drea do triangulo:
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) T oy 1
AREA(ABC)ZE To Yo 1

r3 yz 1

Se for usado o valor absoluto do determinante, os vértices podem ser tomados em qualquer
ordem. Entao, para determinar se o triangulo ABC' contém o ponto P, calcula-se a drea do
triangulo ABC, definindo-se trés novos triangulos, cada um tendo como seus vértices o ponto

P e dois vértices do triangulo ABC'.

Dessa operagcao resultam trés unicos triangulos: ABP, BCP e CAP. Se o triangulo ABC'

contém o ponto P, entdo, conforme Figura [3.1],

AREA(ABC) = AREA(ABP) + AREA(BCP) + AREA(CAP).

Figura 3.1: Localizagao de Pontos (Fonte: Autoria prépria)

Se o triangulo ABC' nao contém o ponto P, entao

AREA(ABC) < AREA(ABP) + AREA(BCP) + AREA(CAP).

3.2 A Localizacao de Pontos

Vamos considerar, de acordo com Figueiredo [§], alguns casos especiais do problema de

localizagao de pontos.
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e Retas. O primeiro caso que vamos considerar é a localizacao de um ponto C' em
relacao a reta definida por dois pontos A e B. Como no caso de poligonos, uma reta r
no plano divide o plano em trés regioes: a propria reta r e dois semi-planos. No caso
do poligono ha uma diferenca fundamental entre o interior e o exterior: o interior é
limitado e o exterior ¢ ilimitado. No caso de retas, ambos os semi-planos sao ilimitados.
Para distinguir os dois lados de r, orientamos r de A para B. Feito isso, podemos nos
referir ao semi-plano da esquerda e o semi-plano da direita. Localizar um ponto C' em
relacao a r é, portanto, determinar se C' esta no semi-plano da esquerda, no semi-plano
da direita, ou sobre r. Nesse tltimo caso, podemos ainda distinguir cinco posicoes para

C: antes de A, em A, entre A e B, em B, ou depois de B.

e Tridangulos. O poligono mais simples é o triangulo. Seja entao um ponto P que
queremos localizar em relagao a um triangulo ABC'. Vamos assumir que o triangulo
estd orientado positivamente (isto é, AB x AC > 0). Entao o triangulo é a intersecao
dos trés semi-planos positivos definidos pelas suas arestas. Em outras palavras, para
saber se um ponto P estd no interior de um triangulo ABC, basta localizar P em
relagdo a cada uma das suas arestas: P esta no interior do triangulo ABC se e somente

se P esta a esquerda de AB, BC e C'A, respectivamente.

e Poligonos convexos. Generalizando o que dissemos sobre triangulos, um poligono
convexo é a intersecao dos semi-planos positivos definidos pelas suas arestas. Mais
precisamente, seja S um poligono convexo com vértices S, ..., S,, orientado positiva-
mente. Entao um ponto P estd dentro de S se e somente se P estd a esquerda da aresta

S;Siy1 para todo ¢ = 1,...,n (com a convencao de que S,11 = S1).

Segundo Figueiredo [9], uma solugao para o problema de localiza¢ao para poligonos nao-
convexos, consiste em considerar uma semirreta L partindo do ponto P e determinar seus
pontos de intersecao com a linha poligonal. Se P coincidir com um destes pontos de in-
tersecao, concluimos que ele esta na fronteira de §. Senao, basta contar quantas vezes a
semirreta atravessa a poligonal. Logo, se o nimero de cruzamentos for impar, o ponto P é

interior; caso contrario, P é exterior.

46



Para simplificar, Figueiredo [9] ressalta que, ja que L é arbitraria, vamos escolher a
semirreta horizontal L = {(x,y0) + t(1,0)]t > 0}. Os pontos de intersecdo de L com a
linha poligonal sao obtidos calculando o ponto de interse¢ao de L com cada lado do poligono.
Porém, surgem dificuldades quando L contém vértices ou um lado do poligono, que podem
ser solucionadas da seguinte forma: a intersecao de um lado S;5;.1 com L é contada somente
se ela ocorrer em um ponto que nao seja de ordenada minima em 5;5;,1. A Figura mostra

cada caso possivel e o niumero de intersecoes correspondente.

Casos

Numero de 0 2 1 0 2 1

Intersegées

Figura 3.2: Casos de cruzamento e nimero de intersegoes (Fonte: Figueiredo [9])

3.3 Exemplo

Para ilustrar o que dissemos acima e, também, exemplificar o Problema [3.1], vamos, no-
vamente, sugerir uma atividade utilizando o GeoGebra. Tomamos um poligono nao-convexo
aleatério com um pequeno numero de vértices, apenas por simplicidade. O principio bésico
desse exemplo da localizacao de pontos é verificar o niimero de intersecoes entre a semirreta

horizontal e o poligono nao-convexo, conforme descrevemos acima.

Conforme Figura|3.3], vamos construir o poligono nao-convexo utilizando a opgao “Poligono”,
clicando na “Janela de Visualizacao” aleatoriamente, criando os vértices nos pontos A, B, C,
D, E, F, Ge H. Em seguida, criamos o ponto I, clicando na “Janela de Visualizacao”, de

tal forma que I seja externo ao poligono, somente para o inicio da anélise.

Na opgao “Entrada”, vamos digitar “semirreta’e selecionar “Semirreta (<Ponto Inicial>,
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<Vetor Diretor>)”, indicando o ponto I como “Ponto Inicial”’e um vetor com qualquer
abscissa e ordenada igual a ordenada de I como “Vetor Diretor”, para que tenhamos a

semirreta horizontal com origem no ponto I.

Com a opgao “Intersecao de dois objetos”, clicando na regiao interna do poligono e em
cima da semirreta, determinamos os pontos J e K. Como alternativa, podemos utilizar as
estratégias de solugao do Exemplo do primeiro capitulo, em que tratamos da intersecao

de segmentos.

Figura 3.3: Localizacao de Pontos (Fonte: Autoria prépria)

Assim, fica facil perceber que, para I externo ao poligono, teremos sempre um nimero
par de intersecoes entre o poligono e a semirreta. E possivel deslocar a semirreta na vertical,
utilizando a opcao “Mover”e verificar todas as possibilidades. Inclusive, observamos quando
a intersecao acontece nos vértices do poligono, de tal forma que esse ponto nao é considerado

como intersecao.

Também ¢é importante observar o caso em que deslocamos o ponto I para a regiao in-
terna do poligono (podemos, novamente, utilizar a opgdo “Mover”), conforme Figura , e
notamos o numero impar de intersecoes em todas as possibilidades ao movermos a semirrreta

verticalmente.

48



Figura 3.4: Localizacao de Pontos (Fonte: Autoria prépria)
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CapriTULO 4

O problema do calculo de areas

Neste capitulo vamos abordar o problema do calculo da area de poligonos simples por
meio da Férmula de Pick. Para isso, inicialmente, apresentamos alguns aspectos histéricos
relacionados ao desenvolvimento do conceito de drea. Em seguida, apresentamos a Férmula
de Pick que é de fundamental importancia por ser um recurso simples para o calculo da area

de poligonos com vértices nos pontos de um reticulado.

4.1 O desenvolvimento do conceito de area

Segundo Eves [7], novas sociedades baseadas na economia agricola surgiram nos vales dos
rios Nilo, Amarelo, Indo, Tigre e Eufrates no periodo de 3000 a 525 a.C. Essas formas mais
avancadas de sociedade fazem surgir um embasamento pratico para a matematica primitiva,
de tal forma que esses povos criaram escritas, trabalharam metais, construiram cidades e,
assim, desenvolveram empiricamente a matematica basica da agrimensura, da engenharia e
do comércio. Projetos como a drenagem de pantanos, o controle de inundagdes e a irrigacao,
que requeriam o desenvolvimento de consideravel tecnologia e da matematica concomitante,
serviram para transformar as terras ao longo desses rios em regioes agricultaveis ricas e ligar

localidades anteriormente separadas.

Além disso, Eves [7] afirma que essa nova estrutura de sociedade requeria o célculo de
um calendario utilizavel, o desenvolvimento de um sistema de pesos e medidas para ser
empregado na colheita, armazenamento e distribuicao de alimentos, a criacao de métodos de
agrimensura para a construcao de canais e reservatorios e para dividir a terra e a instituicao de

praticas financeiras e comerciais para o lancamento e a arrecadacao de taxas e para propoésitos



mercantis.

A geometria babilonica, de acordo com Boyer [4], estd diretamente relacionada com a
mensuracao pratica. Ele afirma que os babilonios antigos conheciam, por exemplo, as regras
gerais da area do retangulo, da area do triangulo retangulo e do triangulo isésceles, da area
de um trapézio retangulo, dados os numerosos exemplos concretos. Além disso, os babilonios
tinham conhecimento de que os lados correspondentes de dois triangulos retangulos seme-
lhantes sao proporcionais, que a perpendicular baixada do vértice de um triangulo isésceles
em que incidem os lados congruentes divide ao meio a base e que um angulo inscrito numa

semicircunferéncia é reto.

De acordo com Rocha [I3], hd também indicios de que egipcios e babilonios dispunham
de métodos eficientes para o calculo da area do circulo e conheciam as regras gerais para
calcular a area de triangulos, retangulos e trapézios, e as utilizavam para calcular, de forma
aproximada, as medidas dos terrenos cultivados, mesmo quando tinham a forma de figuras
mais complexas. Em geral a unidade de medida utilizada era um quadrado, mas em algumas
situagoes a estratégia utilizada era decompor a superficie em triangulos ou retangulos e

calcular sua area como a soma das areas das regioes resultantes desta decomposicao.

Eves [7] ainda afirma que, contrariamente & opiniao popular, a matemética no Egito antigo
nunca alcancou o nivel obtido pela matemaética babilonica e esse fato pode ser consequéncia
do desenvolvimento economico mais avancado da Babilonia que localizava-se numa regiao que
era rota de grandes caravanas, ao passo que o Egito se manteve em semiisolamento. “Nem
tampouco o sereno rio Nilo necessitava de obras de engenharia e esfor¢cos administrativos na

mesma extensao que os caprichosos Tigre e Eufrates.”

Segundo Boyer [4], os papiros de Ahmes e Moscou, nossas principais fontes de informacao,
podem ter sido apenas manuais destinados a estudantes, mas indicam a direcao e as tendéncias
do ensino da matematica no Egito. Dos 110 problemas, 26 sao geométricos e muitos deles
decorrem de férmulas de mensuracao necessarias para o calculo de areas de terras e volumes
de graos. Como, por exemplo, o problema 51, que mostra o calculo da drea de um triangulo
isosceles através da multiplicacao da metade da medida da base pela medida da altura, e o

problema 52, que trata da area do trapézio isésceles de modo semelhante.
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Na Grécia antiga, por volta do ano 300 a.C., o geometra grego Euclides produziu sua
obra prima intitulada Os Elementos, que reuniu de modo sistematizado os principais conhe-
cimentos de seus precursores, segundo Rocha [I3]. Como ja tratamos no primeiro capitulo, a
maior parte do contetido da obra se refere a geometria, entretanto, também contempla teoria
dos numeros e algebra complementar ou geométrica. Na obra de Euclides a ideia de area
estd associada ao conceito de igualdade entre figuras (equivaléncia), pois quando enuncia que
tridngulos com bases iguais, situados entre as mesmas paralelas sao figuras iguais (equiva-
lentes), e que paralelogramos com bases iguais situadas entre as mesmas paralelas também
sao figuras iguais, percebemos que, para o autor, duas figuras sao equivalentes quando tem
a mesma grandeza (ou mesma area).

Ainda de acordo com Rocha [I3], “foram os gregos que transformaram os conhecimentos
empiricos dos egipcios e babilonios antigos em um conhecimento sistematico, baseado na
argumentacao e na demonstracao e os conhecimentos matematicos produzidos em seguida

sempre estiveram impregnados desse modo de fazer matemaética.”

4.2 A Formula de Pick

Rocha [13] afirma que a Férmula de Pick é um teorema que foi publicado em 1899 por
George Alexander Pick, como um recurso interessante para o célculo de area de poligonos
simples com vértices sobre os pontos de intersecao das retas de uma malha quadriculada.
De acordo com o autor, os seguintes conceitos se fazem necessarios para que haja clara

compreensao do teorema.

e cada ponto de intersecao de retas da malha quadriculada sera chamado de no;
e cada pequeno quadrado serd chamado de célula e possui uma unidade de érea;

e um poligono é chamado simples quando seu contorno for uma curva fechada simples,

ou seja, ele nao possui “buracos”no seu interior nem intersegoes de suas arestas.

Assim, se § é um poligono simples, com vértices sobre os nés de uma malha, os pontos

sobre o contorno de S serao chamados pontos de fronteira e os pontos que se encontram no
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interior de S serao chamados pontos interiores.

O Teorema de Pick, segundo Rocha [I3], pode ser enunciado e demonstrado do seguinte

modo:

Teorema 4.1. Seja S um poligono simples. Se B € o numero de pontos de fronteira e I o

numero de pontos interiores, entdo a drea de S € dada por
1
em que o numero do lado direito da Férmula de Pick é caracteristico do poligono S e sera
1
chamado nimero de Pick de S e denotado por Pick(S) = EB +1—-1

Demonstragao da Férmula de Pick

Se o numero de Pick de um poligono simples é sua area, entao ele deve ser aditivo, isto é,
se § é um poligono simples obtido pela justaposicao dos poligonos simples S1 e Sy ao longo

de pelo menos uma aresta, entao,
Pick(S) = Pick(S 1) + Pick(S »).

Para demonstrar a propriedade acima, seja Pick(S i) = %Bk + I, —1, k € {1,2} o ntimero
de Pick de § e v 0o nimero de vértices da fronteira comum aos dois poligonos. Temos que,
exatamente dois destes pontos serao pontos de fronteira do poligono S e, os vértices restantes
(v — 2) serao pontos interiores de S.

Assim, o numero I de pontos interiores de S sera dado por I = I; + Is +v — 2 e o niimero

B de pontos de fronteira de S, serd dado por B = By + By — 2(v — 2). Logo,
1
Pick(S) = §B +1-1

1
:—[Bl+BQ—2(U—2)]+(Il+]2+’l)—2)—1

2
1 1
:§B1+§B2_U+1+[1+IQ+U_2_1

1 1

93



O

O que acabamos de mostrar é que, de acordo com Rocha [I3], justapondo-se dois poligonos
simples ao longo de pelo menos uma aresta, os respectivos nimeros de Pick adicionam-se,
assim como as respectivas areas. O autor afirma que isto é particularmente importante nesta
demonstracao, uma vez que possibilita a decomposicao de um poligono dado & em uma
justaposicao de poligonos mais simples, para os quais o teorema de Pick possa ser verificado

mais facilmente.

Assim, Rocha [13] considera que todo poligono pode ser triangulado, isto é, pode ser
dividido em triangulos com vértices no reticulado. Portanto, devido a propriedade aditiva

do ntmero de Pick, bastard mostrar que o teorema vale para os triangulos.

Além disso, todo triangulo pode ser completado de modo a compor um retangulo, jus-
tapondo a ele triangulos retangulos com catetos paralelos aos eixos coordenados. Especial-
mente, um triangulo retangulo com catetos paralelos aos eixos coordenados pode ser com-
pletado de modo a compor um retangulo de lados paralelos aos eixos, justapondo a ele outro
triangulo retangulo com catetos paralelos aos eixos de mesma area.

Logo, se o teorema ¢ vélido para retangulos de lados paralelos aos eixos entao é valido
para triangulos quaisquer. Um retangulo de lados paralelos aos eixos é a justaposicao de

“quadrados elementares”, para os quais o Teorema de Pick pode ser verificado diretamente.

Para um quadrado elementar @ temos: A(Q) =1, B=4e I =0. Logo,
1
Pick(Q) = 54 +0—-1=A(Q).

Isto completa a demonstracao do Teorema de Pick para os poligonos simples, de acordo

com Rocha [13].

Observamos, assim, que, ao utilizarmos a Formula de Pick, surge um problema secundario
que ¢é o problema da localizacao de pontos, pois precisamos definir quais sao os pontos da
malha que estao na fronteira de § e quais pontos da malha estao no interior de §. Porém,
nao faremos essa abordagem no atual capitulo tendo em vista que o problema da localizagao

de pontos foi estudado no capitulo anterior.
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4.3 Exemplo

Vamos considerar, entao, um poligono simples cujos vértices estao sobre os pontos de
um reticulado, conforme Figura que foi construida no GeoGebra, utilizando a opgao
“Poligono”. Na “Janela de Algebra”, percebemos que esse poligono recebe o nome de “poll”e

sua area é de 23 unidades de area.

Figura 4.1: Triangulacao de poligonos (Fonte: Autoria prépria)

De acordo com o teorema, precisamos determinar o nimero de pontos da fronteira do

poligono que sao pontos do reticulado. Observando a Figura [4.2] percebemos que B = 8.
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Figura 4.2: Triangulacao de poligonos (Fonte: Autoria prépria)

Além disso, também precisamos determinar o niimero de pontos internos do poligono que

sao pontos do reticulado. Observando a Figura percebemos que I = 20.

Figura 4.3: Triangulacdo de poligonos (Fonte: Autoria prépria)
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Assim, temos, pela Formula de Pick:

1 1
A(P)= 5B +1~1= 38420~ 1=23ua,

que é exatamente a area do poligono, calculada pelo GeoGebra.
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CAPiTULO 5

O problema de triangulacao de

poligonos

Segundo Figueiredo [8], uma diagonal de um poligono é um segmento ligando dois vértices
nao consecutivos e que estd totalmente contido no interior do poligono. Neste capitulo, vamos

abordar o problema de triangulagao de poligonos, que é formulado da seguinte forma.

Problema 5.1. Dado um poligono simples com n lados, decompor o seu interior em triangulos

por meio de diagonais.

Esse problema, afirma Figueiredo [§], é facil para poligonos convexos, mas nao é ébvio
que ele tenha solucao geral. Para abordar o problema de triangulacao, inicialmente, iremos
tratar de alguns assuntos que se fazem pertinentes a este contexto: soma dos angulos internos
de um poligono e, apesar de sabermos a definicao de diagonal dada anteriormente, ainda
mostraremos como calcular o nimero de diagonais de um poligono. Também ¢é importante
ressaltar que os conceitos e as caracteristicas de triangulos ja foram abordadas no capitulo 3

deste trabalho.

5.1 Diagonais e Soma dos dngulos internos de um

poligono

J& no primeiro capitulo vimos que Os Elementos de Fuclides, nas proposicoes I 27 a I 32,
estabelecem a teoria das paralelas e provam que a soma dos angulos internos de um triangulo

é igual a dois angulos retos, de acordo com Eves [7]. Assim, podemos utilizar o conhecido



fato de que “as medidas dos angulos internos de qualquer triangulo somadas sempre dao

180 °”para demonstrar que a soma dos angulos internos de um poligono é dada por
S =(n-2).180°,

pois, a partir de um unico vértice, tracadas todas as diagonais possiveis, teremos o poligono

de n lados dividido em n — 2 triangulos.

Finalmente, como, a partir de cada vértice de um poligono, podemos tracar n—3 diagonais,
conseguimos determinar o nimero total de diagonais de um poligono de n lados multiplicando

essas diagonais por n e descontando as repetidas, da seguinte forma:

5.2 A Triangulacao de Poligonos

Para estudarmos o problema da triangulagao de poligonos, precisamos de algumas de-

finigoes e alguns teoremas citados por Figueiredo [§], conforme segue.

Teorema 5.2. Todo poligono simples admite uma triangulacao. Além disso, se o poligono

tem n lados, entao toda triangulagao tem n — 2 triangulos e usa n — 3 diagonasis.

A prova desse fato é por indugao. O caso base é n = 3: o poligono entao é um triangulo
e nao tem nenhuma diagonal. Portanto a afirmativa é trivialmente verdadeira nesse caso. O

passo de inducao depende da seguinte observacao crucial:

Teorema 5.3. Todo poligono com mais de trés lados tem uma diagonal.

Assumindo por enquanto esse fato, podemos completar a inducao: Seja & um poligono
de n lados com n > 3. Entao podemos dividir & por meio de uma diagonal, obtendo dois
poligonos S; e §o, cada um com menos de n lados. Pela hipétese de inducgao, S; e S5 podem
ser triangulados por meio de diagonais. As diagonais usadas nessas triangulacoes também
sao diagonais de §. Como & = §; U Sy, a combinacao das triangulagoes de S; e Sy é

uma triangulagao de §. Além disso, se §; tem n; lados, entdao temos também pela hipdtese
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de inducao que a triangulacao de §; tem n; — 2 triangulos e usa n; — 3 diagonais. Como

n1 + no = n + 2, concluimos que o nimero de triangulos na triangulacao de S é
n—24+n—2=n+ny,—4=n+2—-4=n-2
e o numero de diagonais é
n—3+ne—3+1l=n+n—-5=n+2-5=n-—3.

Resta entao mostrar a existéncia de pelo menos uma diagonal. Para isso seja v um vértice
convexo de &, por exemplo, o vértice mais a esquerda. Sejam u e w os vizinhos de v em S.
Considere o triangulo uvw. Se nao hé outros vértices de S dentro desse triangulo, entao uw
¢ uma diagonal de §. Caso contréario, seja x o vértice de § dentro do triangulo uwvw que esta

mais longe do segmento uw. Entao vz é uma diagonal de S.

O

Figueiredo [§] ainda faz uma colocacao interessante a respeito de duas consequéncias da
existéncia de triangulagoes. Uma delas é justamente o fato muito conhecido da “soma dos

angulos internos de um poligono simples de n lados é (n — 2)7”

A outra é uma férmula para area de um poligono, descrita abaixo, que é uma versao

discreta do teorema de Green do cdlculo:

Teorema 5.4. Seja & = 5155 ---S, um poligono simples no plano e P um ponto qualquer

do plano. Entdo, a drea de S € dada por

n

A(S) =) A(PS;iSita).

i=1
Em particular, tomando P como a origem, temos

n—1

n—1
1
A(S) = ) E (mz‘yi—&-l Iz+1yz > E $z+1 +$z yz—l—l - yi)-
=1

=1

N[ —

De fato, dividindo o poligono em duas partes por meio de uma diagonal uv e usando
indugao, obtemos duas somas, uma com a parcela A(quv) e a outra com a parcela
A(quu) = —A(quv). Portanto, essas parcelas se cancelam, sobrando somente as parcelas

correspondentes aos lados do poligono.
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Finalmente, segundo Figueiredo [9], para mostrar que é possivel decompor um poligono
simples § em triangulos, basta mostrar que é possivel obter uma diagonal inteiramente con-
tida em §. O tracado dessa diagonal decompde S em dois poligonos simples, cada um deles
tendo menos vértices que o poligono primitivo, aos quais o mesmo processo pode ser aplicado

de forma recursiva.

Sendo assim, vamos tomar um vértice de S tal que o angulo correspondente seja convexo,
como por exemplo, o vértice de S que possui abscissa minima, S;. Seja 555, a diagonal
determinada pelos vértices adjacentes a S;. Se esta diagonal estiver inteiramente contida em
S, isto é, o triangulo 51555, nao contém outro vértice de S, teremos decomposto S em um
triangulo e um poligono &’ com n — 1 vértices. Senao, seja V' o conjunto de vértices de S,
distintos de Sy, Sy e S, e contidos no triangulo 51.555,. Tomemos por S; uma reta paralela

a S35, e deslizemos esta reta até encontrar algum dos vértices em V’'. Temos, entao:

Lema 5.5. A diagonal S1Sk, onde Sy € determinado da forma descrita acima, estd inteira-

mente contida em S.

De fato, o segmento 515y estd contido no triangulo 515595,. Como S; determina um
angulo convexo, existe pelo menos um trecho de 575, adjacente a S, que esta contido em
S. Para mostrar que ele estd inteiramente contido em S, basta entao mostrar que ele nao

corta nenhum lado S;S; de S.

Se S; e S; estdao em V', certamente o lado determinado por eles ndo pode cortar 515 ja

que S; e S; estao ambos pelo menos tao afastados de S; quanto de Sy.

Suponhamos agora que S; e S; ndo estdao ambos em V’. Se estdo ambos fora de V', o
segmento S;5; ndo intercepta o triangulo 51555, (caso contrario, teria que interceptar duas
vezes a fronteira de 57555, e pelo menos uma destas intersecoes seria ao longo de S1.55 ou
515y, 0 que contradiz a hipétese do poligono ser simples). Por outro lado, se exatamente um
dos extremos estd em V', entdo 5;5; necessariamente corta S35, o que indica que todos os
pontos de 5;S; estao pelo menos tao afastados de S; do que de Si. Portanto, S;S; nao pode

cortar S1.5}.
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5.3 Exemplo

Primeiramente, é importante observar que todas as condi¢oes anteriormente citadas nos
permitem tomar um poligono simples que seja convexo ou nao-convexo. Sendo assim, faremos
duas ilustracoes, uma para cada caso, utilizando, novamente, o GeoGebra, com o intuito de

exemplificar o problema [5.1]

No primeiro caso, vamos tomar um poligono convexo aleatério com um pequeno nimero
de vértices, apenas por simplicidade. O principio béasico desse exemplo da triangulacao de
poligonos é decompor o poligono em triangulos utilizando suas diagonais, conforme descre-

vemos acima.

Vamos construir o poligono convexo utilizando a opcao “Poligono”, clicando na “Janela de
Visualizagao” aleatoriamente, criando os vértices nos pontos A, B, C, D, E, F e G. Podemos
comegar, por exemplo, com o vértice A, tomando, assim, a diagonal BG. O poligono fica

decomposto no triangulo ABG e em outro poligono de vértices B, C', D, E, F' e G, conforme

Figura[5.1]

Figura 5.1: Triangulacdo de poligonos (Fonte: Autoria prépria)
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Continuando o processo para o vértice B e assim sucessivamente teremos como resultado

a Figura [5.2] abaixo com o poligono P decomposto em cinco triangulos.

Figura 5.2: Triangulacdo de poligonos (Fonte: Autoria prépria)

No segundo caso, vamos tomar um poligono nao-convexo, também aleatério e com um
pequeno numero de vértices. Da mesma forma, vamos construir o poligono nao-convexo
utilizando a opgao “Poligono”, clicando na “Janela de Visualizagao”aleatoriamente, criando

os vértices nos pontos A, B, C, D, E, F e G.

Podemos comegar, por exemplo, com o vértice A, tomando, assim, a diagonal BG. O
poligono fica decomposto no triangulo ABG e em outro poligono de vértices B, C', D, E, F

e GG, conforme Figura [5.3|
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Figura 5.3: Triangulacao de poligonos (Fonte: Autoria prépria)

Continuando o processo para o vértice B e assim sucessivamente teremos como resultado

a Figura [5.4] abaixo com o poligono P decomposto em cinco triangulos.

®

Figura 5.4: Triangulacdo de poligonos (Fonte: Autoria prépria)

64



Para encerrar, podemos ainda, utilizando o GeoGebra, calcular a area de cada triangulo
formado e comparar os resultados com os calculos das areas utilizando a Férmula de Pick,
que tratamos no capitulo anterior, conforme a Figura 5.5, cuja area do poligono ¢é igual a

35,5 unidades de area.

Figura 5.5: Triangulacdo de poligonos (Fonte: Autoria prépria)
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CONCLUSAO

O presente trabalho foi inspirado em cinco problemas da Geometria Computacional: o
problema de interse¢ao de segmentos, o problema do fecho convexo, o problema da localizacao
de pontos, o problema do célculo de areas por meio da Férmula de Pick e o problema da
triangulacao de poligonos, com o objetivo de resolvé-los utilizando a geometria ensinada
no Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Além disso, escolhemos o GeoGebra como
ferramenta de visualizacao dos problemas, com intuito de enriquecer o processo de ensino e

aprendizagem na sala de aula.

Para todas as atividades apresentadas no GeoGebra, temos a intencao de desenvolver, em
trabalhos futuros, atividades com maiores aprofundamentos, inclusive com abordagem para

o Ensino Superior, e exemplos com construgoes mais complexas e mais automatizadas.

Por fim, esperamos que esse trabalho seja um instrumento de novas atividades que possam
ser amplamente exploradas no ambiente da sala de aula, utilizando o contexto da Geometria
Computacional como aplicagao pratica da Geometria e o GeoGebra como ferramenta nao
apenas de visualizagao, mas como uma possibilidade de desenvolver a criatividade dentro de

cada assunto abordado.
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