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que concede maior satisfagao.”
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma féormula que permite calcular a area de um poligono
conhecendo-se as coordenadas dos seus vértices. A vantagem desta férmula em relagao ao
método tradicional é que nao precisamos dividir tal poligono em véarios triangulos. Além
disso, a construcao de um instrumento que permite calcular a distancia de um ponto fixo

A até um ponto B sem a necessidade de termos acesso a este ponto B.

Palavra chave: Calculo de érea, distancia, poligono.



Abstract

In this work we deduced a formula that allows to calculate the area of a polygon
knowing the coordinates of its vertices. The advantage of this formula over the traditional
method is that we do not need to divide that polygon into several triangles. In addition,
we present the construction of an instrument that allows to calculate the distance from a

fixed point A to a point B without need to have access to this point B.

Keywords: Area calculation, distance, polygon.
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INTRODUCAO

O vocébulo Geometria corresponde a uniao dos termos gregos “geo” ( terra) e “metro”
(medir), cujo significado em geral é designar propriedades relacionadas com a posi¢ao e

forma de objetos no espago.

O contetdo de célculo de area de figuras geométricas planas esta presente em todo o
curriculo da educagao bésica. De modo geral, esse contetdo é apresentado aos alunos sem

uma contextualizacao devida, fazendo uma decomposicao da teoria com a pratica.

Mais ainda quando as figuras nao sdo necessariamente “elementares” como (tridngulo,
retangulo, circulos, trapézios e paralelogramos), como é o caso de poligonos nao regulares

ficam ainda mais dificil relacionar teoria e pratica.

No ensino de matematica, ja existe muitas possibilidades de trabalhar os conceitos
desta disciplina, nao utilizando o ensino tradicional, mas, levando em consideragao outras
propostas metodolégicas, como a resolugao de problemas, a abordagem Etnomatemética, o
uso de computadores, a modelagem matemética e o uso de jogos matematicos, procurando
fazer com que o aluno deixe de ser um simples receptor de contetidos, passando a interagir

e participando do préprio processo de construgao do conhecimento.

Das ferramentas inventadas pelo homem, a unidade de medicao foi uma das primeiras,

Pedro Nunes registrou o estudo sobre a Balestilha, que auxiliava no calculo de distancias.

Neste trabalho apresentaremos uma Balestilha modificada que chamaremos Visor de

Paralaxia.

A palavra Paralaxe tem sua origem no idioma grego e significa alteracao. O termo
corresponde a alteracao da posicao angular que ocorre entre dois pontos estacionarios

relativos quando vistos por um observador.
O Visor de Paralaxia é juncao dos conhecimentos da Balestilha com a Paralaxe.

Com conhecimento gerado até entao, tivemos motivacao para elaborar uma pratica



de facil aplicacao em turmas do Ensino Médio para mensuragao de distancias a partir de
um ponto e adrea de uma regiao poligonal convexa plana com o instrumento confeccionado

neste trabalho, o Visor de Paralaxia. A partir disso, tivemos

A dissertacao foi estruturada em quatro capitulos, sendo que nos trés primeiros apre-
sentamos axiomas e algumas defini¢oes e exemplos necessarios para calculo de distancias

e areas.

Axioma é uma sentenca matemaética que nao é uma definicao, e é aceita sem precisar

ser justificada.

No primeiro capitulo, serd abordado o referencial teérico e exemplos sobre Razao e
Proporcéo, Angulos, Triangulos, Semelhanca de Triangulos, Triangulos Retangulos, Ra-
zoes Trigonométricas de um triangulo retangulo, Poligonos e Area de Poligonos, conceitos

necessarios para o desenvolvimento dos calculos abordados no capitulo quatro.

O capitulo 2, em torno de Nocoes de Geometria Analitica, reunimos conceitos como
Coordenadas no plano, Distancia entre dois pontos, condi¢ao de alinhamento de trés
pontos e Area do poligono convexo, para nos auxiliar no desenvolvimento do quarto
capitulo. Apresentamos a Formula de Gauss, uma maneira de calcular a area de um

poligono convexo.

O terceiro e ultimo capitulo inicia-se com um breve histérico sobre a Balestilha e sua
modificacao gerando o instrumento Visor de Paralaxia. Em seguida, apresentamos os
materiais e as etapas para confeccao do Visor de Paralaxia. Apresentamos também ma-
nipulagao do mesmo através de um exemplo. Por fim realizamos uma pratica envolvendo
calculo de distancia e area com o Visor de Paralaxia e também utilizamos o mesmo cro-
qui para calcular area do poligono convexo com a Férmula de Gauss. Comparamos os

resultados obtidos dos célculos dessas areas.

15



CAriTULO 1

PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo vamos estabelecer alguns conceitos e apresentaremos algu-
mas defini¢oes e resultados sobre: Razao e Proporcao; Angulos; Triangulos; Triangulos
Retangulos; Poligonos Convexos e Area de Poligonos Convexos. Tais conceitos serao

importantes para justificar os calculos do Visor de Paralaxia.

Observamos que as notagoes aqui usadas sao as classicas e encontradas na maioria dos

livros relacionados ao tema.

Em geral nao apresentaremos as demostragoes deste resultados, mas tomamos o cui-

dado de sempre indicar uma bibliografia no qual o leitor interessado poderé obté-las.

1.1 Razao e Proporcao

A palavra Razao vem do latim ratio e significa a divisao.

Definicao 1.1. A divisdo ou o quociente entre dois valores de uma mesma grandeza A e

B, denotada por,
A
5
Lé-se "A esta para B".
A razao também pode ser expressa na forma de divisao entre duas grandezas de algum

sistema de medidas.

Exemplo 1.2. Seja a =18 e b = 12, qual a razao entre a e b?

Solucgao:

18
Sendo a = 18 e b = 12, a sua razao sera de: % =35=

Exemplo 1.3. Em uma sala de aula com 50 alunos, 30 sao meninos e 20 sao meninas.

3
5

Determine a razao entre o nimero de meninas e a quantidade total de alunos.



Solucgao:

A razao entre o nimero de meninas e a quantidade total de alunos é dada pelo quo-

ciente,
20 2
50 5
Definicao 1.4. Proporg¢ao € a igualdade entre duas razoes. A propor¢ao entre as razoes
A C
Zepfe tgualdade,
A C
B D

Lé-se: "A esta para B, assim como, C' esta para D".
A palavra proporcao vem do latim proportione e significa uma relacao entre as partes

de uma grandeza. No século XV, o matematico arabe Al-Kassadi empregou o simbolo

“...” para indicar as proporgoes,
A C

5D
Em 1537 o italiano Niccola Fontana, conhecido por Tartaglia, escreveu uma proporc¢ao
na forma Regiomontanus, foi um dos mateméticos italianos que mais divulgou o emprego

das proporgoes durante o periodo do Renascimento.
Na proporcao,
A C
B D’
os numeros A e D sdao denominados extremos enquanto os nimeros B e C' s@0 0s meios.

Temos a seguinte propriedade:

Propriedade 1.5. O produto dos meios € igual ao produto dos extremos, isto é:

A-D=B-C.

2 12
Exemplo 1.6. Determine o valor de x na proporgao =
x

2 12
Solugao: Temos que: -=
x

4
7-12:2-x:>84:2-m:>x:8?:>m:42

Assim, o valor de x para a proporcao dada é 42.

17



1.2 Angulos

Apresentaremos, a definicao de angulo, bem como algumas propriedades relativas a

sua medida.

Definigao 1.7. Angulo ¢ a figura plana formada por duas semirretas distintas que pos-

sSuem a mesma om'gem.

As semirretas fazem parte dos estudos de geometria e sdo retas que apresentam um
ponto de origem. Esse ponto indica seu inicio, no entanto elas nao apresentam um fim,
ou seja, sao infinitas.

Quando representadas, as semirretas sao indicadas por uma seta de um dos lados, que

demostram o sentido que nao tem fim.

Figura 1.1: Semirreta

Semirreta 1@

L

As semirretas sao chamadas lados do angulo e o ponto de origem comum é o vértice

do angulo.

Figura 1.2: Angulo

Considere um angulo com vértices em O. Sobre um dos lados tome um ponto A
distinto de O e sobre o outro lado tome um ponto B também distinto de O. O éangulo

formado por estas semirretas sera denotado por AOB.

18



Quando nao houver possibilidade de confusao o angulo AOB ser4 denotado simples-

mente O

Vamos assumir que os angulos sao medidos em graus e de acordo com as suas medidas,

os angulos sao classificados em agudo, reto, obtuso e raso.

Definigao 1.8. Angulo agudo é um dngulo cuja medida varia entre 0° e 90°

A

« B

© >

Definicao 1.9. Angulo reto é wm dangulo cuja a medida é 90°.

A

A

a = 90°

o >

Definigao 1.10. Angulo obtuso € um dngulo cuja medida varia entre 90° e 180°.

B

0 >

Definigao 1.11. Angulo raso € a unido de duas semirretas opostas e mede 180°. Semir-

retas coincidentes definem um dngulo nulo, cuja medida € 0°.

19



1.3 Triangulos

Para formalizar um tridngulo precisamos de alguns conceitos primitivos relativos a
triangulos. Um triangulo é tipo de poligono convexo, conforme a defini¢ao 1.27. Mas até

chegar em poligonos é necessario a compreensao de conceitos sobre os triangulos.

Definicao 1.12. Pontos pertencentes a uma reta sao ditos colineares, caso contrdrio sao

nao colineares.

Definigao 1.13. Dados dois pontos A e B distintos, o conjunto de pontos constituidos,
pelos pontos A e B e todos os pontos que estao entre e colineares a A e B, € chamado de

segmento AB e denotado por AB.
Figura 1.3: Segmento

Segmento AB
B
k‘A/'/'

Os pontos A e B sao denominados extremidades ou extremos do segmento AB.

Proposicao 1.14. Segmento congruente sao aqueles que tém as mesmas medidas.

Onde a congruéncia entre os segmentos AB e CD ¢é denotado por AB ~ CD, onde

« 2

~ 7 é o simbolo de congruéncia.

Axioma 1.15. A todo segmento de reta estd associado um nimero real maior ou iqual a

zero. Esse nimero é zero se, e somente se, os extremos do segmento sao coincidentes.

Trés pontos distintos nao colineares e pelos segmentos definidos por estes trés pontos.

Formam um tridngulo, mais precisamente.

Definic¢ao 1.16. Dados trés pontos A, B e C ndo colineares, a unido dos segmentos AB,

AC e BC chama-se triangulo ABC' que serd denotado por NABC.

Os elementos de um AABC sao:

e Vértices: os pontos A, B e C.

20



Figura 1.4: Triangulo ABC

A

C(de medida b) e BC' (de medida a) sdo

e Lados: os segmentos AB (de medida c),

os lados do triangulo.

e Angulos: os angulos BAC ou A, ABC ou B ¢ ACB ou C sio os angulos internos
do AABC.

As medidas de segmentos serao representadas por letras latinas mintsculas e as me-

didas dos angulos por letras gregas mintsculas.

Proposigao 1.17. ([12/, Proposi¢ao 2.19). Em qualquer tridngulo a soma das medidas

dos dngulos internos € igual a 180°.

Quanto aos lados, os triangulos se classificam em:

e Equilateros: se, tém os trés lados congruentes.
e IsoOsceles: se,tém dois lados congruentes.

e Escalenos: se, dois quaisquer lados nao sao congruentes.

21



Figura 1.5: Classificacao dos triangulos quanto aos lados

AABC equilatero ADFEF isosceles AGHI escaleno
A E H

Quanto aos angulos, os triangulos classificam em:

e Retangulos: se, tém um angulo reto.
e Acutangulos: se, tém os trés angulos agudos.

e Obtusangulos: se, tém um angulo obtuso.

Figura 1.6: Classificacao dos triangulos quanto aos angulos

ABC retangulo em B ADFEF acutangulo AGHI obtusangulo em C

N A

B C D

1.3.1 Semelhanga de Triangulos

Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando existir uma correspondéncia biu-
nivoca entre seus vértices de um e outro triangulo, de modo que angulos em vértices
correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes

seja sempre a mesma.

22



Figura 1.7: Semelhanca de Triangulos

k.b

k.a

Na Figura 1.7, os triangulos ABC' e a A’B’'C’ sao semelhantes, com a correspondéncia

A

de vértices A «— A, B+ B e C +— (. Assim, A= A", B=B e (C = (' e existe

k > 0 talque

AB AC BC

AB AC BC

Tal real positivo k£ é denominado a razao de semelhanca entre os tridngulos ABC' e
A'B'C’, nesta ordem (observe que a razao de semelhanga entre os tridngulos A’B'C’ e

1
ABC, nesta ordem, é z ).

Escrevemos ABC ~ A’B'C’ para denotar que os triangulos ABC' e A’B’'C’ sao seme-

lhantes, com a correspondéncia de vértices A «— A", B<+— B e C «+— (C".
Seja k = 1, entao os triangulos ABC' e A’B'C’ sao congruentes.

Demonstrar que dois tridngulos sao semelhantes usando a definicao, pode ser algo
dificil. A trés proposi¢oes seguir estabelece as condi¢oes suficientes usuais para que dois
triangulos sejam semelhantes. Por tal razao, elas sao coincidas na literatura como os
casos de semelhanca de triangulos usuais. As demostracoes podem ser encontradas entre

as paginas 195 a 198 de [5].

Proposicao 1.18. ( Caso Angulo, Angulo - A.A.)([5], 185). Seja dois tridngulos que

possuem dois dngulos congruentes, entao eles sao semelhantes.

23



Figura 1.8: Semelhanca de Tridngulos - Caso AA

A/

Proposigao 1.19. (Caso Lado, Angulo, Lado - L.A.L.)([5], 187). Seja dois lados de
um tridngulo proporcionais aos homaologos de outro triangulo e os dngulos compreendidos

entre eles sao congruentes, entao os tridngulos sao semelhantes.

Figura 1.9: Semelhanca de Tridngulos - Caso LAL

k.a

Proposigao 1.20. (Caso Lado, Lado, Lado - L.L.L.)([5], 188). Seja dois triangulos que

tém os lados homdlogos proporcionais, entao eles sao semelhantes.
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Figura 1.10: Semelhanca de Triangulos - Caso LLL

k.b

k.a

Dois lados homologos (homo= mesmo, logos = lugar) sao tais que cada um deles esta

em um dos triangulos e ambos sao opostos a angulos congruentes.

1.3.2 Triangulos Retangulos

Lembramos que um triangulo é retangulo se possui um angulo interno reto. Atribui-se
de um Tridngulo Retangulo nomes aos seus lados: catetos e hipotenusa. A hipotenusa

é lado oposto ao angulo, reto e os outros dois lados sao chamados de catetos.

Figura 1.11: Triangulo Retangulo ABC'
A

Cateto ateto

Hipotenusa

Seja ABC' um triangulo retangulo em A. Por A trace uma reta perpendicular a reta
que contem B e C. Seja D a intersegao destas retas. Note que os triangulos ABD e ACD

sao retangulos em D.
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Figura 1.12: Triangulo Retangulo
A

Vamos estabelecer alguns elementos dos triangulos ABC, ABD e ACD:
BC mede qa;

AC mede b;

AB mede c;

BD é chamado de projecio do cateto AB sobre a hipotenusa BC' e mede m;
CD ¢ chamado de projecao do cateto AC' sobre a hipotenusa BC' e mede n;
AD é a altura relativa a hipotenusa BC' e mede h.

Consideremos um triangulo ABC', retangulo em A com notagao estabelecida anteri-
ormente. Tracemos a altura AD relativamente ao lado BC'(hipotenusa), obtemos dois

triangulos retangulos DBA e DAC semelhantes ao triangulo retangulo ABC.

Figura 1.13: Semelhanga de Triangulos Retangulos
A
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Figura 1.14: Semelhanca de Triangulos Retangulos - 2

AABC ~ ADBA AABC ~ ADAC ADBA ~ ADAC
A A A
c b & h h b
B a C B ™ D D n C

Portanto, AABC' ~ ADBA e ADAC ~ ANABC.
Disso segue facilmente que AABD ~ ANACD.

Quando dois triangulos retangulos sao semelhantes, utilizamos o conceito de proporc¢ao
entre dois pares de lados correspondentes para determinar a medida de qualquer um dos

lados deles,

m ¢ h
Como os triangulos ADBA e AABC sao semelhantes, temos que, — = — = — logo:
c a

b
b-c=a-h. (1.1)
=m-a. (1.2)
c-h=>b-m. (1.3)
, . o . ... n b h
Além disso, os triangulos ADAC e AABC' sao semelhantes. Assim, i de
a c
onde obtemos
V¥=n-a (1.4)
b-h=c-n. (1.5)
) ) L . m h ¢
Ainda, os triangulos ADAC e ADBA também sao semelhantes. Dai, ==y
n
Logo,
h* =m - n. (1.6)

Resumindo as relagoes encontradas, temos:
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De (1.2) e (1.4) temos > +b* =m-a+n-a= (m+n)-a=a* Estaéamais famosa
das relagoes métricas no triangulo retangulo e é conhecida como Teorema de Pitagoras.

Por [7], o Teorema de Pitagoras leva o nome do matemaético e filosofo grego Pitagoras
(569 a.C. — 475 a.C.), que fez importantes descobertas na Matematica, astronomia e na
teoria musical. O teorema hoje conhecido como Teorema de Pitagoras era conhecido pelos

Babilonios 1000 anos antes de Pitagoras enuncié-lo, mas ele foi o primeiro a demonstra-lo.

Teorema 1.21. (Teorema de Pitdigoras) Em todo triangulo retdngulo, o quadrado do

comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Exemplo 1.22. Considere dois triangulos retangulos ABC e DEF retos em B e E

respectivamente, dados na figura a seguir. Determine a medida de = de

Figura 1.15: Exemplo 1.22

m 56.319 56.31%

s3]

W~
Q
&)

N

Solugao: Temos que:

AABC ~ ADEF.

AB.

Utilizando o conceito de proporcao, temos:

SIS
S

= 3= 2= 2% =12 = =6

:}4
2 3

28



Exemplo 1.23. Suponha que os catetos de um triangulo retangulo medem b e ¢, e altura

1 1 1
relativa a hipotenusa mede h. Prove que: — + — = —.
b2 2 h?

Solucao:
Seja o triangulo retangulo ABC' de catetos com medidas b e ¢, hipotenusa medida a e

altura relativa a hipotenusa com medida h. Entao:

1 1 2+ b? 2+ b?

RTaT pae ~ (bc)? -

Como, 2 +b*=a’eb-c=a-h, temos que:

A+ a1
(b-c)2  (ah)?2  h?

Logo:
1 1 1

Rte "

1.3.3 Razoes Trigonométricas de um Triangulo Retangulo

Uma outra maneira de calcular a medida dos lados de um triangulo retangulo é através
da medida de um angulo e um lado, usando a Trigonometria. As principais relacoes

trigonométricas de um triangulo retangulo sao: seno, cosseno e tangente.

A

Consideramos um triangulo ABC' retangulo em A e seja 5 a medida do angulos B.

Figura 1.16: Triangulo Retangulo ABC
A

O seno de 3, denotado por sen 3, é a razdo entre a medida do cateto AC (chamado

cateto oposto a B) e a medida da hipotenusa; ou seja,
sen = —.
a

O cosseno de 3, denotado por cos 3, é a razdo entre a medida do cateto AB (chamado

de cateto adjacente a B) e a medida da hipotenusa; isto é,
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c
cos [ =—.
a
A tangente de § é dado pela razao entre sen 3 e cos 5. Assim,
b
tg = —.
c

As razoes trigonométricas sao aplicadas na resolucao de uma grande variedade de
problemas. Para facilitar seu emprego, fornecemos uma tabela, no apéndice, na qual se
encontram os valores aproximados do seno, cosseno e da tangente dos angulos de 0° a
90°. Também podemos determinar esses valores com uma calculadora cientifica. Alguns
angulos sao usados com maior frequéncia. Eles recebem o nome de angulos notéveis e
seus valores correspondem a 30°,45° e 60°.

Com base em algumas dedugdes geométricas e calculos matematicos [5], conseguimos
calcular as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente dos angulos de 30°,45° e 60°
do triangulo retangulo. A partir desses célculos efetuados, construimos a seguinte tabela

de razoes trigonométricas dos angulos notaveis:

30° | 45° | 60°
sen | @ ‘/73
tg | |1 [V3

Exemplo 1.24. Um aviao ao decolar, forma com a pista um angulo de 30°. Determine a
sua altura em relagao ao plano da pista de decolagem apos ter percorrido a distancia de

200 metros.

Solugao: Para melhor visualizacao faremos um esboco, onde o ponto C' denota o

aviao depois de percorridos os 200 m.

Figura 1.17: Exercicio 1.24
C

s

A B

h 1 h 200
T . R —— _ = — —_ — 1 .
emos que: sen 30 500 = 5 = 200 = h 5 = h 00 m

Logo, a altura do aviao neste instante serd de 100 m.

30



Exemplo 1.25. Em um triangulo ABC retangulo em B, de cateto AB medindo 4 cm e

cateto BC' medindo 3 ¢m, calcule o seno, cosseno e a tangente do angulo A.

Solucgao :
Figura 1.18: Exercicio 1.25
c
3 cm
A [,
4 cm
Temos,
~ 3
tg A=—.
747

Para calcularmos o seno e o cosseno de A sera necessaria da medida a da hipotenusa.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:
a> = b+
= 32442
= 9+16
= 25

Logo, a = 5 cm e dai:

senflzéecosA:Z—l.
5 5

1.4 Poligonos

A palavra poligono vem da palavra grega "poliigonos"que significa ter muitos lados

ou angulos.

Definicao 1.26. Uma linha poligonal, ou simplesmente poligonal, é uma figura geomé-

trica formada por uma sequéncia de n (n > 3) pontos, Ay, A, ..., A, € pelos segmentos

A1As, AgAs, ..., Ay 1A, Os pontos sao os vértices e os segmentos os lados da poligonal.
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Angulo de uma poligonal com vértice A; € o dngulo definido pelos lados que tem A; com

ponto comum.
Uma tal poligonal sera denotada por A1 A, ... A,.
Definicao 1.27. Poligono € uma poligonal A1 As . .. A, que satisfaz as sequintes condigoes:
i) A, = Ay;
ii) os lados da poligonal interceptam-se somente em suas extremidades;

ii1) dois lados com mesma extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

Exemplo 1.28. A Figura 1.19, é um poligono de 7 lados.

Figura 1.19: Poligono

Ao
Aq
Ag
A7 Axs
Az
As
Consideramos um poligono A1 A5 ... A,. Os pontos Ay, As, ..., A, sao os vértices do
poligono. Os segmentos A; Ay, AsAs, ..., A, 1A, sao os lados do poligono; e os angulos,
Al = AnA1A27 AQ - A1A2A37 s 71471 - An—lAnA17

sao os angulos do poligono. Mais ainda:

Dois lados que tém um vértice comum sao lados consecutivos.

Dois lados nao consecutivos nao tém vértice comum.

Dois angulos de um poligono sao consecutivos se tém um lado do poligono comum.

Um poligono de n vértices possui n lados e n angulos.

A soma das medidas dos lados é perimetro do poligono.
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Definicao 1.29. Um poligono é convexo se estd sempre contido em um dos semiplanos

determinados pelas retas que contém seus lados.

Exemplo 1.30. Na Figura 2.6 temos um poligono convexo.

Figura 1.20: Poligono Convexo

/
A
4

| /

. IAQ
As S
/

-;\Zl ,AB

De acordo com n de lados, os poligonos recebem nomes especiais. Veja a seguir as

correspondéncias:
Numero de lados | Nome do poligono

3 tridngulo

4 quadrilatero
5 pentagono

6 hexéagono

7 heptagono

8 octagono

9 eneigono
10 decagono

11 undecagono
12 dodecagono
15 pentadecégono
20 icosdgono

Defini¢ao 1.31. (/7], Defini¢ao 6.2). Uma regido triangular é um conjunto de pontos
do plano formado por todos os segmentos cujas extremidades estao sobre os lados de um
tridngulos. O triangulo € chamado de fronteira da regiao triangular. O conjunto de pontos
de uma regiao tridangular que nao pertence a sua fronteira € chamado de interior da regiao

triangular.
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Figura 1.21: Poligono interior e fronteira

Na Figura 1.21, A é um ponto da regiao triangular. Observe que A é um ponto
interior, B é um ponto do triangulo e, nesse caso, da fronteira e C' um ponto que nao esta

no interior e nem na fronteira. O ponto C' é dito um ponto exterior a regiao triangular.

Proposicao 1.32. ([7], Proposicao 6.3) Todo poligono com n, n > 3 lados determina
n — 2 tridngulos tais que dois quaisquer desses tridngulos nao possuem pontos interiores

em comum e seus vértices sao os vértices do poligono.

Figura 1.22: Poligono dividido
As

Az

Ay

A

Defini¢ao 1.33. (/7], Defini¢ao 6.4) Dado um poligono, a regiao poligonal é a regido
plana determinada pela unidgo das regioes triangulares obtidas pela Proposi¢ao 1.32. O
poligono é chamado fronteira de regiao poligonal. O conjunto de pontos de uma regiao

poligonal que nao pertencem a sua fronteira é chamado de interior da regiao poligonal.
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Figura 1.23: Poligono Regiao

Na Figura 1.23, temos um poligono, em que A é um ponto interior da regiao poligonal,
B é um ponto da fronteira da regiao poligonal e C' é um ponto que nao esta no interior e

nem na fronteira da regiao poligonal. O ponto C' é dito ponto exterior a regiao poligonal.

1.5 Area de Poligonos

Nos préximos axiomas tratam de medidas de areas.

Axioma 1.34. ([7], Azioma II1.5) A toda regiao plana R corresponde um tinico nimero

real positivo.

Definicao 1.35. (/7], Definigcao 6.5) A drea de uma regiao plana R, é o nimero real dado
pelo Azioma 1.34.

Axioma 1.36. ([7], Azioma I11.6) Se uma regido plana € unido de duas ou mais regioes
planas tais que duas a duas nao tem pontos interiores em comum, entao sua drea € a

soma das dreas dessas Teqioes.

Axioma 1.37. ([12]) Poligonos congruentes tem areas iguais.

Vamos através desses axiomas, determinar a area do triangulo, mas antes temos:

Proposigao 1.38. A drea de um paralelogramo de base a e altura h igual ah.

A demonstragao da proposigao acima se encontrar em [12| na pagina 209.
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Proposigao 1.39. (/7], Teorema 6.8) A drea de qualquer tridngulo é a metade da medida

de qualquer lado pela sua medida da altura correspondente.

Ou seja,

b-h
S ="
2 Y

onde S ¢é a éarea do tridngulo, b é a medida de um dos lados e h é a medida da altura
relativa a esse lado. A édrea S é expressa em u.a. (unidade de éarea).

Seja S a area do triangulo ABC e D a interseccdo da paralela a BC por A com a
paralela a AB por C. Vemos entdo a Figura 1.24, que ABC'D é um paralelogramo, logo

os triangulos ABC' e AC'D sao congruentes, pois:

AB = DC (por construcao), AD = BC (por construcao) e AC' é comum e

AB_BC_AC_l
DC AD AC

Figura 1.24: Area de Paralelogramo

Onde BAC = DCA, AC ¢ lado comum e BCA = DAC, assim a area do triangulo
Sapc € igual a area do tridngulo Scpa pelo axioma 1.37. Mas, como ABC'D é um

paralelogramo de base b e altura h,segue da proposi¢ao 1.38 que

25 = Sapc + Scpa = érea(ABC’D) =b-h

b-h

Portanto, a area ABC = S = —
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Ha& outra forma de se calcular a area de um triangulo, quando conhecemos as medidas

de dois de seus lados e a medida do angulo formado por eles, conforme proposi¢ao seguinte.

Proposigao 1.40. (/5/,255). A drea de um triangulo qualquer € igual ao metade do

produto das medidas de dois lados pelo seno do dngulo que eles formam entre si.

Proposicao 1.41. Seja ABC um tridngulo qualquer, com AB = ¢, AC =b e BC = a.
Entao drea do triangulo ABC é dada por

S_b-c-senfl a-c-sen B a-b-sen C

2 N 2 N 2

Vamos demonstrar a primeira igualdade. Sabemos pela Proposicao 1.39 que a area do

triangulo ABC é dada por:
b-h
S=—
2

Figura 1.25: Angulos no tridngulo

Mas, na Figura 1.25, vemos que h = c-sen fl, logo substituindo na igualdade anterior,
teremos

b-c-sen A
S_T

Para demais igualdades sao provadas de maneira andloga, bastando considerar as outras

alturas relativas aos outros lados do triangulo ABC' da Figura 1.25.

Exemplo 1.42. Dois lados de um triangulo medem 10 ¢m e 20 ¢m e formam entre si um

angulo de 30°. Qual a area desse triangulo?
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Solugao: Sendo os lados do triangulo de medidas 10 cm e 20 em e angulo entre eles

de 30°, a area S do triangulo é dada por:

-10-20 - sen 30°

10 - 20 !
2

S:

N~ DN —

= 50.

A area sera de 50 em?.

Como qualquer poligono A;As ... A, de n lados pode ser decomposta como a uniao de
n—2 triangulos conforme a Proposic¢ao 1.32, Podemos decompor tal poligono como a uniao
dos triangulos A1 AyAs, A1A3Ay, ..., A1A, 1A, A area (S) do poligono A;A;... A, é
dada por:

S=51+8 4+ Sy, (1.7)

sendo S; a area do triangulos A1 A; 1 A;2, com i =1,2,3,...,(n — 2).
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CAPITULO 2

NOCOES DE GEOMETRIA ANALITICA

A Geometria Analitica estabelece conexoes entre geometria e algebra, de modo que os

conceitos da geometria sao analisados por meio de processos algébricos.

Segundo Eves [6], René Descartes nasceu perto de Tours, Fran¢a em 1596. Aos oito
anos de idade foi enviado a uma escola jesuita em La Fleche. Foi entao que desenvolveu
(de inicio devido a sua saude fragil) o habito que o acompanhou por toda a vida de ficar
até tarde na cama de manha. Posteriormente, Descartes consideraria essas horas matinais
de descanso como seus periodos de tempo mais produtivos. Em 1612, deixou a escola e
foi para Paris onde, logo depois, em companhia de Mersenne e Mydorge, passou a dedi-
car parte de seu tempo ao estudo da Matemaéatica. Em 1617, juntando-se ao exército do
principe Mauricio de Orange, iniciou uma carreira militar de véarios anos. Depois de aban-
donar a vida militar passou quatro ou cinco anos viajando pela Alemanha, Dinamarca,

Holanda, Suica e Itélia.

Retornando a Paris, onde ficaria uns dois anos, continuou seus estudos matematicos
e suas contemplagoes filosoficas e, por algum tempo, dedicou-se a construir instrumentos
opticos. Depois disso resolveu muda-se para a Holanda, onde viveu cerca de vinte anos
dedicados & Filosofia, & Matematica e a Ciéncia. Em 1649, relutantemente, foi para a
Suécia a convite da rainha Cristina. Poucos meses mais tarde ele contraiu uma infecgao

pulmonar, vindo a morrer em Estocolmo no inicio de 1650.

2.1 Coordenadas no Plano

Um sistema de eixos ortogonais num plano 7 é um par de eixos, OX e OY, com
unidade de medidas de comprimento, que se intersectam perpendicularmente na origem

comum O. Por convencao, o eixo OX é denominado eixo horizontal e o eixo OY de eixo



vertical.

Faremos referéncia a estd configuracao como sistema de eixos ortogonais OXY ou,

sistema OXY'.

A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspondéncia

biunivoca entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de niimeros reais do conjunto,
2
R* = {(z,y)|lz,y € R}.

A um ponto P € 7 fazemos corresponder o par ordenado (z,y), onde x é a coordenada
do pé da perpendicular ao eixo OX que passa pelo ponto P e y é a coordenada do pé da

perpendicular ao eixo OY que passa por P.

Figura 2.1: Coordenadas no plano

Dados (z,y) e (z/,y') em R? tem-se (z,y) = (2,y') se, e somente se, v = 2" e y = ¢/
Os ntimeros z,y € R do par ordenado (z,y) associado ao ponto P s@o as coordenadas

cartesianas do P: x é a abscissa ou primeira coordenada de P e y é ordenada ou a segunda

coordenada de P.
Se P € 7 corresponde a (z,y) € R?, denotaremos P por P = (z,y).

Os eixos ortogonais decompdem o plano em quatro regioes, chamadas de quadrantes

e enumeradas conforme a Figura 2.2.
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Figura 2.2: Quadrantes do sistema OXY

YA

2° Quadrante 1° Quadrante

Q
=V

3° Quadrante 4° Quadrante

Observe que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x,0), os pontos do eixo OY tém

coordenadas (0,y) e os quadrantes dados em coordenadas, sao:

1° Quadrante : {(z,y) € R*|z >0 ey > 0};

(z,y)

2° Quadrante : {(z,y) € R*|lz <0 ey > 0};

3° Quadrante : {(z,y) € R*lr <0 ey < 0};
(z,y)

4° Quadrante : {(z,y) € R*|x > 0 ey < 0}.

A partir da planificagdo podemos descrevemos a posicao dos pontos, os quais sao
representados por suas coordenadas ou pares ordenados, e saber a medida de distancias

entre pontos no plano.

Medigao de distancia é o termo usado para definir o processo de determinar experi-
mentalmente um valor para uma caracteristica que possa ser atribuida a um objeto ou
evento, permitindo assim que sejam realizadas comparagoes. Desta forma, a medigao é

um processo fundamental para o desenvolvimento humano nas ciéncias.

Proposicao 2.1. (Espago Métrico) Seja A # 0 um conjunto qualquer. Consideremos
uma aplicagao d : Ax A = R que associa a cada par ordenado (x,y) € AX A ao nimero

d(x,y) satisfazendo as sequintes condigoes:
i) d(z,y) >0 ed(x,y) =0z =y.
i) d(z,y) = d(y, z).

iii) d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2).
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Como essas condigoes, temos que d é uma métrica sobre A e que d(x,y) é uma distancia
do elemento x ao elemento y. Qualquer aplicacao d : Ax A = R satisfazendo as condic¢oes

anteriores é uma meétrica.
O par (A, d) é o que denominamos de espag¢o métrico.

Vejamos que a condigao (i) garante que a distancia nunca é negativa e que somente
seré nula se os pontos forem iguais, reciprocamente, a distancia de um ponto a si mesmo

deve ser nula.
E a condigao (i7) afirma que a distancia de = a y é igual a distancia de y a x.

A condigao (iii), também conhecida como desigualdade triangular, originalmente da
geometria plana que demonstra que em qualquer triangulo a medida de qualquer um dos

lados é sempre menor que a soma dos outros dois lados.

O metro m é a unidade de medida de comprimento do Sistema Internacional de Uni-

dades.

2.2 Distancia entre Dois Pontos

Considere dois pontos A = (z1,y1) € B = (x2,y2) de um plano 7 dados por suas

coordenadas em relagao a um sistema de eixos ortogonais OXY', com x1 # 5 € Y1 7 ¥o.

A distancia entre A e B, que designamos dup, ¢ a medida da hipotenusa AB do

triangulo retangulo ABC' de catetos AC e BC, onde C' = (z3,91).

Figura 2.3: Distancia dap

Sendo as medidas dos catetos AC' e BC respectivamente, |z — 71| e |ya — 31|, pelo

Teorema de Pitagoras

d,243 = |xg — $1’2 + |y2 — Z/1|2 = dap = \/(562 —21)% 4+ (y2 — y1)2.
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Assim, a distancia entre A = (z1,y1) e B = (r1,y2) é a raiz quadrada da soma dos

quadrados das diferencas dos pares das coordenadas correspondentes.

Se A= (x1,11) e B = (22,y2), definimos que

dag = |y2 — 1] = /(y2 —11)? = V(21 — 21)2 + (2 — )%

Se A= (z1,11) e B = (22,y1), definimos que
dap = v — 21| = /(22 — 11)% = \/(1’2 —1)? + (y1 — Y1)

Exemplo 2.2. Determine a distancia entre os pontos A = (1,—1) e B = (4, —5).

Solucgao:

Para melhor visualizacao observamos os pontos no sistema de eixos ortogonais OXY

da Figura 2.4.

Figura 2.4: Exemplo 2.2

Temos:




Portanto, a distancia entre os pontos A e B sera 5 unidades de medidas.

2.3 Condicao de Alinhamento de Trés Pontos

Lembramos que dados 3 pontos distintos A, B, C' de um plano. Héa duas possibilidades.

i. A, B e C nao sao colineares. Neste caso, temos o triangulo ABC.

ii. A, B e C sao colineares.

Nesta secao apresentaremos um resultado que nos permite decidir rapidamente se trés
pontos sao ou nao colineares. Para tanto, precisamos da nocao de determinante de uma

matriz 3 X 3. Dada uma matriz
aj1 a1z ai3
A=1 an axn axs |,
g1 a3z a33
com entradas reais, o determinante de A, denotado por det(A), é dado por:
det(A) = Q11022033 + Q12023031 1 Q13021032 — A13022031 — Q12021033 — A11023032.
Uma maneira pratica de calcular o determinante de uma matriz 3 x 3 é descrita a
seguir:

ailz aiz Aais

O determinante da matriz A = | a9, a9 a9y | de ordem 3, pode ser calculado

azy as2 ass
mediante os seguinte passos:

1° passo: Formamos uma nova matriz escrevendo as trés colunas da matriz mesma

sequéncia e repetimos a 1* e 2% colunas de A a direita da 3* coluna.

ailz a2 aiz a1 a2
ag1 Q22 A23 Q21 Q22

az1r 32 daAzz a31 as2

2° passo: Efetuamos a adicao algébrica dos produtos dos elementos indicados pelas

setas conforme o esquemas
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a2

21
aszy Aas2

09

Temos det(A) = (11022033 + A12023031 + Q13021032 — A13G22031 — (12021033 — G11023032.

Teorema 2.3. (/9/, teorema 22). Sejam A = (x1,11), B = (x2,y2) e C = (x3,y3) lrés

pontos de um plano. Entao, A, B e C sao colineares se, e somente se:
T oy 1
det To Yo 1 =0.
r3 ys 1

Exemplo 2.4. Verifique se os pontos A = (1,5), B = (3,3) e C' = (4, 2) s@o colineares.

Resolucao :

Para verificar se os pontos A = (1,5), B = (3,3) e C = (4,2), s@o colineares devemos
1 51

calcular o determinante da matriz | 3 3 1

4 21
1 51
det | 3 3 1 = 3+20+6—-12-2-15
4 21
= 29-29
= 0

Logo, os pontos sao colineares.
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Figura 2.5: Exemplo 2.4

= N W e Ot

T .
—

—3—2—11 01 2 3 4 5 6

—2

2.4 Area de um Poligono Convexo

Seja AjAs ... A, um poligono convexo. Conforme vimos na segao 1.5 tal poligono
pode ser decomposto como a uniao dos seguintes n — 2 triangulos, A;As Az, A1A3Ay, ...
, A1A, 1A, com a intersec¢ao de quaisquer dois destes triangulos sendo vazia ou um

segmento.

Figura 2.6: Poligono Convexo

Ay

A3

Ay
Ao

Pelo Axioma 1.36, a area S do poligono A1 As... A, é a soma das areas dos n — 2
triangulos A1 A Az, A1A3A,, ..., A1A,_1A,. Logo, para determinarmos a area de um

poligono convexo, basta sabermos calcular a érea de triangulos.

Teorema 2.5. ([9], 78). Sejam A = (x1,11), B = (x9,22) € C = (x3,y3). Entdo a drea

S do ANABC € dada por
1

S = i§ -Dapc,
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1 oy 1

onde D spc = det To Yo 1 | =21 Yo+ Y1 T3+ T2 Ys— T3 Y2 — Y3 T1— T2 Y1

x3 yz 1

O sinal + ou — deve ser escolhido de modo que a area seja positiva (ou zero, se 0s

pontos A, B e C forem colineares).

Sejam A = (x1,y1), B = (z3,23) ¢ C = (x3,y3) onde A, B e C nao colineares. Entao
1
a area S do AABC' é dada por S = 3 base - altura.

Temos:

S=-.BC-AH

N —

A distancia entre os pontos B = (22, 72) e C' = (x3,y3), obteremos BC' = /(12 — 23)% + (y2 — y3)’

axry + by, + ¢

onde a = (yo — y3), b = (x3 — x3) e ¢ = (29 - y3 — o3 - Y2), as demostragdes podem ser

A distancia do ponto A = (z1,41) ao segmento BC é dado por d =

encontradas entre as paginas 78-G a 80-G de [8|.

(Yo —y3) - o1 + (3 — 22) - 21 + (2 - Y3 — 3 - Y2)
\/(yz —y3)? 4 (x5 — 12)?

Logo AH =d =

1 (y2 —ys) -1+ (x5 —@2) - @1 + (22 - Y3 — 23 - yo)
Se S = =-\/(x2 — 3)2 + (y2 — y3)*-
2 V(2 — y3)? + (w5 — 22)?
1
:>S:5‘|(y2—y3)'$1+(133—372)'SC1+(172'Z/3—333‘Z/2)|
1
:>S:5'|($1'?/2+y1'$3+$2'?/3—I3'y2—y3'$1—$2'y1)|.
Logo :
1
S:Zl:§'DABC-

Exemplo 2.6. Qual a area de um triangulo ABC cujos vértices sao A = (1,3), B = (2,5)
e C=(—2,4)7

Solugao:

47



Como os vértices do triangulo ABC sdao A = (1,3), B=(2,5) e C = (—2,4) temos:

1 31
Dapc = det 2 5 1
-2 4 1

= 5—6+8—(—10)—4—6
= 7410-10

= 7

Assim a de area é

2.5 Fo6rmula de Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um matemaético, astrénomo e fisico ale-
mao que contribuiu muito em diversas areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos niimeros,
estatistica, analise matematica, geometria diferencial, geofisica, eletroestatica, astronomia
e Optica.

A formula de Gauss (férmula de Loop ou algoritmo de Loop), é um algoritmo mate-

matico usado para calcular a area de qualquer poligono convexos.

A fim de enunciarmos e provarmos esta formula, precisamos da no¢ao de determinante

de uma matriz 2 x n.

Seja,

A a; a9 a3 a4 Az ... Qp—1 Qp
by by b3 by b5 ... b1 b,

uma matriz 2 X n com entradas reais. Definimos o determinante de A como sendo:

det(A) = arby + asbs + -+ - + an_1b, + anby — asby — azbs — -+ — ayb, 1 — a1by,.

Uma maneira pratica de calcular este determinante pode ser visualizada no esquema

a seguir.
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Consideremos um triangulo ABC, sendo A = (z1,v1), B = (22,92) ¢ C = (23, 3).

Figura 2.7: Triangulo ABC

B = (z2,y2)

v

Entao a area S de ABC' é dada por:

1
S=Z|:5'(371'3/2‘1‘372'3/3‘1‘373'3/1—3?2'211—373'311—551'3/3)
1 Ty Ty T
S=tg-det | T
i Y2 Y3

E o sinal + ou — deve ser escolhido de modo que a area seja positiva.

Consideramos um poligono A; A, ... A, convexo de n vértices. Suponha que
Al = ($17y1)7A2 = (1;27y2)> cee 7An = (l‘n, yn)-

Como ja vimos na Secao 1.5, a area de tal poligono é dada por S = S;+ S+ -+.5, 2,

onde S; é a area do triangulo A1 A; 1A s ei=1an—2.

Temos que:
1 1 Ty T2 T3
Si=F5- (1Yo tT3- Y1+ T2 Y3 —T3-Yo—T1 Y3 —To Y1) = £ -det
2 2
Y Y2 Y3
1 1 T1 X3 T4
Sy =F-- (U1 Y3+ 2a Y1 +T3 Y — T4 Y3 —T1-Ys—T3-y1) = £ -det
2 2
Y Yz Ya
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1 1 Ty T4 Ty
S3=d- (01 Ys+T5- Y1 +Ta Y5 — Ts Ya—T1-Ys — T4 Y1) = £ -det
2 2
i Ys Ys
1 1
Sn—2:i§'(xl'yn—l—{'ajn'yl—i_wn—l'yn_xn'yn—l_xl'yn_xn—l'yl):ii'

X1 Tp-1 Tp
det

Y1 Yn—1 Yn
Desta forma,
1
SZig'($1‘y2+9€2'y3+$3'y4+ﬂ74'y5+"'+$n—1'yn+$n'yl—$2'yl—$3'

1 r1 To9 X3 ... Tp
?Jz—$4'y3—9€5'y4—"'—$n'yn—1—$1'yn)=i§'d€t
Yy Y2 Ys .. UYn

Exemplo 2.7. Calcule a area do poligono convexo ABCDE' abaixo.

Figura 2.8: Poligono ABCDE
A

N W = ot &
I I I I I
t t t t t

-4 -3 -2-1 |01 2 3 4 5 6 7
14

Solucao:
Notemos na Figura 2.8, que: A = (1,2), B=(2,5),C = (4,6), D = (6,4) e E = (5,1).
Pela a formula de Gauss, area S do poligono ABCDE ¢é dada por:

1 1 2 46 5
S = +—=-det
2 256 4 1
Temos que:
1 2 46 5
det = 5b+12+164+6+10—-4—-20—36—-20—1)
25 6 41
= (49 —81)
= (-32).
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Assim:

1 1 2465
S = 4+—.de
2 25 6 4 1
1
— 15-(—32)216

Portanto, a area do poligono ABC'DFE é 16 u.a..
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CaprIiTULO 3

INSTRUMENTO VISOR DE PARALAXIA

Pedro Nunes, foi um matemético portugués que ocupou o cargo de cosmografo-mor
para o Reino de Portugal. Muito do seu trabalho esta relacionado com a navegacao.
Escreveu varios livros dentre eles “Tratado sobre certas duvidas da navegagao” em 1547,

onde relata varios instrumentos utilizados na navegacao e orientagao. Dentre eles esta a

Balestilha.

A Balestilha é um instrumento simples, geralmente construido em madeira ou marfim,
e possui a forma de T. Onde é composta por uma rigida vara (semelhante a uma régua),
denominada de virote, ao longo da qual desliza outra, perpendicular, chamada soalha. A

manipulagao destas pegas fornece ao usuario medidas de distancias.

Figura 3.1: Balestilha - 1

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2003/icm11/napl5.htm



Figura 3.2: Balestilha - 2

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2003/icm11/napl5.htm

Neste capitulo vamos trabalhar com uma balestilha modificada, a qual chamamos de

Visor de Paralaxia.

A paralaxe consiste em um aparente deslocamento de um objeto observado, que é
causado por uma mudanca no posicionamento do observador. O Visor de Paralaxia é
um instrumento que permite calcular a distancia de um ponto fixo A até um ponto B
sem a necessidade de termos acesso a este ponto B. Com isso podemos calcular areas de

superficies planas poligonais a partir de um ponto fixo.

X R % Ph -
EDEX % *

Fonte: https://historiaoito.webnode.pt/news/
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3.1 Confeccao do Visor de Paralaxia

Para a confeccao do Visor de Paralaxia proposto, serao necessarios os seguintes mate-

riais:

Figura 3.4: Materiais

2 ripas de madeira de

40cm x 4cm x 1 cm

5 pregos de 4cm

1 régua

1 caneta

1 martelo

A confecgao do Visor de Paralaxia consiste nas etapas a seguir:

Etapa 1. Na primeira ripa com a régua, na face de 40 centimetros de comprimento por
1 centimetro de largura, trace uma reta partindo de 0,5 centimetro da largura até o lado
oposto e demarque na reta a escala em centimetros, sendo o meio da reta a origem (0
centimetros) até cada extremidade da ripa que serd demarcada com unidade de medida

20 centimetros, como mostra a Figura 3.5:

Figura 3.5: Demarcagao da madeira

Etapa 2. Na segunda ripa, novamente com a régua, mas na face de 40 centimetros de
comprimento por 4 centimetros de largura, trace uma reta partindo de 2 centimetros da

largura até o lado oposto e demarque na reta a escala em centimetros sendo uma das
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extremidades a origem (0 centimetros) e a outra extremidade com unidade de medida

39,5 centimetros, conforme a Figura 3.6 abaixo:

Figura 3.6: Graduagao

Etapa 3. Para unir estas duas ripas das Figuras 3.5 e 3.6, fixe dois pregos de forma
que ambas ripas estejam dispostas perpendicularmente, que as origens fiquem proximas,

alinhadas e as ripas nao sobrepostas, como mostra a Figura 3.7:

Figura 3.7: Ripas em perpendicular
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Etapa 4. Em seguida serao pregados os visores que sao os demais pregos, que devem ser
fixados na ripas até a metade de seu comprimento em cima das demarcacoes, sendo na
ripa da Figura 3.5, no centimetro 0 e nas duas extremidades demarcadas como 20 e na
ripa da Figura 3.6 apenas no centimetro 39,5, lembrando que do prego em O (origem) ate

a distancia 39,5 tera 40 cm, conforme a Figura 3.8:

Figura 3.8: Fixagao dos visores

Visor 40cm N

Assim finalizamos a confeccao do nosso Visor de Paralaxia, como mostra a figura:

Figura 3.9: Visor de Paralaxia
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3.2 Manipulacao do Visor de Paralaxia

Para utilizacao do Visor de Paralaxia, o observador deve mirar um alvo qualquer que
ele queira saber a distancia. Em seguida, alinhe o visor da origem, o visor 40cm e o alvo

escolhido, como a Figura 3.10 a seguir mostra.

Figura 3.10: Alinhamento dos visores com o alvo

Em seguida o observador deve deslocar o Visor de Paralaxia um metro em linha reta
para sua direita ou esquerda (sem gira-lo, rotaciona-lo ou inclina-lo). E alinhar o olhar
com o visor 40 cm e o alvo. O observador deve marcar a medida x no Visor de Paralaxia

que ficou alinhado com os dois itens mencionados. Veja a Figura 3.11.

Figura 3.11: Visor de Paralaxia descolado 1 metro

1 210

O -
—Imetro—4—%

Conforme a Figura 3.11 a medida z é a distancia entre a primeira posicao do Visor de

Paralaxia com o alvo, a medida y ¢ distancia entre o visor da origem e o visor 40 cm, ou
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seja, y € igual &4 40 cm. A medida x é distancia entre o visor da origem até a escala do
Visor de Paralaxia que esta alinhada com o visor 40 cm e com alvo. Lembre que 1 metro

¢ 100 centimetros.

Observamos na Figura 3.11 que temos dois tridngulos retangulos, sendo as medidas
dos catetos do triangulo “maior” iguais & z e (100 + ), e as medidas dos catetos do

triangulo “menor” iguais & x e 40 centimetros.

Como estes dois triangulos retangulos tem um angulo em comum eles sao semelhantes.
Logo,
z 40 40 - (100 + )

.  _ = S S 1
100 4+ x:>z T (3.1)

Este Visor de Paralaxia permite calcularmos area de superficies planas, a parir do
momento que acoplamos ao Visor de Paralaxia um transferidor de 360°, de maneira que

centro do transferidor seja coincidente com o visor de origem.

Figura 3.12: Transferidor acoplado

Para determinarmos a medida do angulo devemos, alinhar o visor 40 cm e o visor de
origem com um vértice e marcar a medida do transferidor que esta alinhada entre os dois
referenciais. Pelo visor de origem sem movimentar o Visor de Paralaxia, observe o valor
do transferidor que esté alinhado com o visor de origem e um segundo vértice. A diferenca

entre os dois valores verificados no transferidor é o valor do 4ngulo entre os dois vértices.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Estimar a area de um terreno em formato de um poligono convexo limitado
com os vértices em cinco arvores localizadas em uma superficie plana, conforme a Figura

3.13.
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Figura 3.13: Exemplo das 5 arvores

e &
7'\

Py »

Solugao: O observador se posiciona numa das arvores definido ali a origem (O), e as

demais chamaremos de A, B, C e D, conforme a Figura 3.14:

Figura 3.14: Arvores nomeadas

Al Tl
@

A e

A figura formada por OABCD é um poligono convexo de cinco vértices, conforme a

Figura 3.15.

Figura 3.15: Poligono das arvores

Al B4

Dividimos o poligono da Figura 3.15 em trés triangulos, conforme a Figura 3.16.
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Figura 3.16: Poligono subdivido em triangulos

Al By

Com o auxilio de um Visor de Paralaxia podemos determinar as medidas dos seg-

mentos OA, OB, OC' e OD os quais denotaremos por z,y, z e k respectivamente. Com
o transferidor acoplado ao Visor de Paralexia verificamos as medidas dos angulos AOB ,

BOC e COD, respectivamente chamados de a, 8 e 0, de acordo com a Figura 3.17:

Figura 3.17: Distancias e angulos entre as arvores.

Al B4

A area S do poligono OABCD é dada por:

5251+SQ+S3,

onde, pela Proposicao 1.40:

1
Slzé-x-ywena;

1
Sg—é-z-ywenﬁ;

1
53:§-z-k-sen9.

Para determinar o valor do sen «, sen B e sen 0, utilizaremos a tabela de razoes

trigonométricas do Apéndice desse trabalho ou uma calculadora cientifica.

60



Portanto, com o Visor de Paralaxia podemos calcular a area delimitada entre as cinco
arvores. A mesma ideia pode ser utilizada para estimar a area de qualquer superficie

plana.

3.3 Comparativo de Calculo de Area

Exemplificaremos em uma superficie plana um poligono convexo ABC DF para verifi-

car sua area, de maneira que os vértices fiquem posicionados na superficie plana conforme

|

o croqui abaixo.

Figura 3.18: Croqui

D
]
A
[ ]
E
]

4

Para representarmos os vértices, utilizamos cincos objetos nomeados, dispostos na
superficie plana de maneira idéntica da Figura 3.18 que pode ser confirmado visualmente

nas trés figuras seguintes.

Figura 3.20: Marcagao da superficie-II
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Figura 3.19: Marcagao da superficie-I

Para o calculo das medidas dos segmentos AB, AC', AD e AFE, sempre posicionamos

no objeto A com o Visor de Paralaxia.

Para medida AB, alinhamos o visor de 40 cm e o da origem do Visor de Paralaxia

com objeto B.

Figura 3.22: Alinhamento com objeto B - |
g AHIELL P

Deslocamos um metro em linha reta para a direita do objeto A e alinhamos o visor de

40 cm com objeto B.
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Figura 3.23: Alinhamento com objeto B - II
T | e———— s R R, s

Notemos na Figura 3.23 que medida aproximada de 10,8 cm esta alinhada com o visor
de 40 cm e objeto B, ou seja, o valor de x é 10,8 cm. Substituindo o valor de x na equagcao

3.1, temos:

40 - (1 :
L 0 (OO+$):4O (100+10’8):4110m:4,11m.
x 10,8

Portanto, a medida AB = 4,11 m.

Para medida AC, alinhamos o visor de 40 cm e o da origem do Visor de Paralaxia

com objeto C.

Figura 3.24: Alinhamento com objeto C' -1

Deslocamos um metro em linha reta para a direita do objeto A e alinhamos o visor de

40 cm com objeto C.
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Figura 3.25: into do visor com objeto C' - II

T e

Notemos na Figura 3.25 que medida aproximada de 10,4 cm esta alinhada com o visor
de 40 cm e objeto C, ou seja, o valor de x = 10,4. Substituindo o valor de x na equacao

3.1, temos:

40 - (1 .
L 0- (100 + x) _ 40 - (100 + 10, 4) 424 em— 4,24 m,
T 10,4

Portanto, a medida AB = 4,24 m.

Repetimos os mesmos passos para calcular as medidas AD e AF.

No calculo da medida AD, observamos que medida aproximada de 10,8 esta alinhada
com o visor de 40 cm e objeto D, ou seja, o valor de x = 10, 8. Substituindo o valor de z

na equacao 3.1, temos:
L 40 - (100 + x) _ 40 (100 + 10, 8)
x 10,8
Portanto, a medida AD = 4,11 m.

=411 cm = 4,11 m.

No célculo da medida AE, observamos que medida aproximada de 10,8 esta alinhada
com o visor de 40 cm e objeto E, ou seja, o valor de x = 10, 8. Substituindo o valor de x

na equacao 3.1, temos:
L 40 - (100 + x) _ 40 - (100 + 10, 8) — 411 em — 4,11 m.
x 10,8

Portanto, a medida AE = 4,11 m.

Encorporamos no Visor de Paralaxia o transferidor no visor de origem.

Posicionamos no objeto A alinhamos o visor de 40 ¢cm e o da origem do Visor Paralaxia
com objeto B. Sem rotacionar, ou sem girar, ou sem inclina o Visor de Paralaxia, medimos

o angulo BAC, logo BAC' = 59°.

Posicionamos no objeto A alinhamos o visor de 40 ¢cm e o da origem do Visor Paralaxia
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com objeto C'. Sem rotacionar, ou sem girar, ou sem inclina o Visor de Paralaxia, medimos
o angulo CAD, logo CAD = 31°

Posicionamos no objeto A alinhamos o visor de 40 ¢cm e o da origem do Visor Paralaxia
com objeto D. Sem rotacionar, ou sem girar, ou sem inclina o Visor de Paralaxia, medimos
o angulo DAE, logo DAE = 28°

Dividimos o poligono convexo ABC'DE em trés triangulos ABC, ACD e ADE e
calculamos respectivamente as areas deles, conforme a Proposi¢ao 1.40 e com auxilio do

apéndice, temos que:

4,11-4,24 - senb9° 17,4264 -0,85717  14,93738

Sapc = 5 5 5 = 7,468 m?.
4.24-4.11 - sen31° 17,4264 -0,51503  8,97511

SACD _ 5 ) 5 Sen _ > 5 ) _ _ 47 4875 mg‘
4.11-4,11- sen28° 16,8921 - 0.46947  7.93033

Sapp = ——— senge _ = = S = 3,96516 m?.

Utilizando a equacao 1.7, assim:
S = Sapc + Sacp + Sape = 7,468 + 4,4875 + 3,96516 = 15, 92066 m?.

Portanto, a area do poligono convexo ABCDE em uma superficie plana é aproxima-

damente 16 m?.

Sobrepomos a Figura 3.18 em um plano cartesiano ortogonal, conforme a Figura

abailxo.

Figura 3.26: Poligono Convexo ABC DFE no plano cartesiano ortogonal

7I
6B

C
5 ®
40

D
3 )

A

2 ]

E
1 °

4
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Desta forma, o vértice A = (1,2), B = (0,6),C = (4,5),D = (5,3) e E = (5,1).

Pela formula de Gauss, area S do polinomio convexo ABCDFE é dada por:

1 1 045 5
S = +—--de
2 265 3 1
Temos que:
1 0 4 5 5
det = 1-64+0-5+4-3+5-1+5-2—-2-0—-6-4—-5-5—-3-5—-1-1)
2 6 5 31
— (64+0+124+5+10—-0—24—25—15—1)
= (33— 65)
= (—32).
Assim:
1 1 04 5 5
S = 4+—-det
2 265 31
1
= 4. (=32
S (-32)
= 16u.a..

Comparando os resultados do exemplo obtidos pelo Visor de Paralaxia e pela formula

de Gauss, sao praticamente iguais.
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CONSIDERACOES FINAIS

A aplicacao das atividades propostas neste trabalho s@ao uma tentativa de melhorar o

cenario do ensino-aprendizagem de Geometria, em especial o estudo distancias e areas.

Como apresentamos na Se¢ao 4, no exemplo préticos, o resultado obtido pelo Visor de
Paralaxia tem uma aproximagao significativa igual o resulta obtido pela féormula de Gauss.
Como se trata de um instrumentos rudimentar, depende do observador ter a precisao das

medigoes.

O desafio dos professores hoje em atrair a atencao dos educandos nas aulas de ma-
tematica, despertar a criatividade e motiva-los, mostrando que todos tém capacidade e
potencial. O Visor de Paralaxia pode servir para introduzir contetidos sobre proporgoes,

distancias e areas.

Segundo [3], a Modelagem aplicada ao ensino pode ser um caminho para despertar
maior interesse, ampliar o conhecimento do aluno e auxiliar na estruturacao de sua ma-

neira de pensar e agir.

Para futuros estudos a sugestao é utilizar a Férmula de Heron, Teorema de Pick, para
comparar os valores das areas. Ainda implementar um transferidor no Visor de Paralaxia

na posicao 40cm, para encontrar as distancias utilizando a trigonometria.

Destacamos que o trabalho atingiu os objetivos propostos e abrangendo os temas
abordados de maneira esperada ao apresentar os célculos de distancias e &reas com o

instrumento Visor de Paralaxia.
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APENDICE

TABELA DE RAZOES TRIGONOMETRICAS

graus seno cosseno tangente graus seno cosseno tangente
0 0 1 0 46 0,71934 0,69466 1,03553
1 0,01745 0,99985 0,01746 47 0,73135 0,682 1,07237
2 0,0349 0,99939 0,03492 48 0,74314 0,66913 1,11061
3 0,05234 0,99863 0,05241 49 0,75471 0,65606 1,15037
4 0,06976 0,99756 0,06993 50 0,76604 0,64279 1,19175
5 0,08716 0,99619 0,08749 51 0,77715 0,62932 1,2349
6 0,10453 0,99452 0,1051 52 0,78801 0,61566 1,27994
7 0,12187 0,99255 0,12278 53 0,79864 0,60182 1,32704
8 0,13917 0,99027 0,14054 54 0,80902 0,58779 1,37638
9 0,15643 0,98769 0,15838 55 0,81915 0,57358 1,42815
10 0,17365 0,98481 0,17633 56 0,82904 0,55919 1,48256
11 0,19081 0,98163 0,19438 57 0,83867 0,54464 1,53986
12 0,20791 0,97815 0,21256 58 0,84805 0,52992 1,60033
13 0,22495 0,97437 0,23087 59 0,85717 0,51504 1,66428
14 0,24192 0,9703 0,24933 60 0,86603 0,50000 1,73205
15 0,25882 0,96593 0,26795 61 0,87462 0,48481 1,80405
16 0,27564 0,96126 0,28675 62 0,88295 0,46947 1,88073
17 0,29237 0,9563 0,30573 63 0,89101 0,45399 1,96261
18 0,30902 0,95106 0,32492 64 0,89879 0,43837 2,0503
19 0,32557 0,94552 0,34433 65 0,90631 0,42262 2,14451
20 0,34202 0,93969 0,36397 66 0,91355 0,40674 2,24604
21 0,35837 0,93358 0,38386 67 0,9205 0,39073 2,35585
22 0,37461 0,92718 0,40403 68 0,92718 0,37461 2,47509
23 0,39073 0,9205 0,42447 69 0,93358 0,35837 2,60509
24 0,40674 0,91355 0,44523 70 0,93969 0,34202 2,74748
25 0,42262 0,90631 0,46631 71 0,94552 0,32557 2,90421
26 0,43837 0,89879 0,48773 72 0,95106 0,30902 3,07768
27 0,45399 0,89101 0,50953 73 0,9563 0,29237 3,27085
28 0,46947 0,88295 0,53171 74 0,96126 0,27564 3,48741
29 0,48481 0,87462 0,55431 75 0,96593 0,25882 3,73205
30 0,5 0,86603 0,57735 76 0,9703 0,24192 4,01078
31 0,51504 0,85717 0,60086 7 0,97437 0,22495 4,33148
32 0,52992 0,84805 0,62487 78 0,97815 0,20791 4,70463
33 0,54464 0,83867 0,64941 79 0,98163 0,19081 5,14455
34 0,55919 0,82904 0,67451 80 0,98481 0,17365 5,67128
35 0,57358 0,81915 0,70021 81 0,98769 0,15643 6,31375
36 0,58779 0,80902 0,72654 82 0,99027 0,13917 7,11537
37 0,60182 0,79864 0,75355 83 0,99255 0,12187 8,14435
38 0,61566 0,78801 0,78129 84 0,99452 0,10453 9,51436
39 0,62932 0,77715 0,80978 85 0,99619 0,08716 11,4301
40 0,64279 0,76604 0,8391 86 0,99756 0,06976 14,3007
41 0,65606 0,75471 0,86929 87 0,99863 0,05234 19,0000
42 0,66913 0,74314 0,9004 88 0,99939 0,0349 28,6363
43 0,682 0,73135 0,93252 89 0,99985 0,01745 57,2900
44 0,69466 0,71934 0,96569 90 1 0 e}
45 0,70711 0,70711 1,00000




