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Resumo

Neste trabalho, fizemos um estudo sobre a teoria das fragoes continuas, demonstrando
algumas de suas propriedades e relatando também um pouco da sua histéria. Além
disso, apresentamos Fragoes Continuas como uma boa “ferramenta” para os professores
do ensino bésico justificar de forma mais convicente a formacao dos ntimeros reais.

Um assunto presente em diversas areas da Matematica, as fragoes continuas sao muito
utilizadas porque fornecem as melhores aproximacgoes racionais para numeros irracionais.

O que hoje conhecemos, foi estudado por grandes matematicos durante séculos.
Palavras-chave: Conjuntos Numéricos; Numeros Reais; Niumeros Racionais; Nimeros

Irracionais e Fracoes Continuas.
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Abstract

In this work we have studied the theory of continued fractions, showing some of its
properties and also reporting some of its history. Furthermore, we present Continuous
Fractions as a good “tool” for elementary school teachers justify the formation of real num-
bers more convincingly.

A matter in several areas of mathematics, the continued fractions are widely used
because they provide the best rational approximations to irrational numbers.

What we know today, was studied by great mathematicians for centuries.

Keywords: Numerical Sets, Real Numbers, Rational Numbers, Irrational Numbers and

Continued Fractions.
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Introducao

Com relagao a introdugao de temas mais atuais no ensino da Matematica, faco re-
feréncia a atual Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo (2008). Este documento
apresenta uma lista de contetidos para a Matematica do ciclo basico sem alteragoes
apreciaveis em relagdo ao que se veicula nos diversos sistemas de ensino existentes atu-
almente, levando-se em consideracao o principio de que os conteidos sao meios para o
desenvolvimento das competéncias pessoais.

A questao da atualizacao dos temas matematicos do curriculo é valorizada por muitos
autores e é inclusive discutida no SEMA /FEUSP(Seminario de Ensino de Matematica).
De modo geral, sao apontados a Programagao Linear, o Calculo Diferencial e Integral, os
Fractais e as Fracoes Continuas, dentre outros, como temas propicios para serem aborda-
dos no ciclo béasico, numa abordagem adequada a este nivel de ensino.

Apesar dos avancos das recentes propostas curriculares, alguns temas matematicos,
geralmente abordados no Ensino Superior, ainda se encontram distantes do cotidiano
da sala de aula do ciclo basico. Assim, este texto propoe uma breve reflexao envolvendo
aspectos curriculares epistemolégicos e didaticos para a discussao da tematica das Fragoes
Continuas no ciclo basico. A introdugao de fragoes continuas poderia ocorrer no 8° ano
(antiga 7% série) através da representagdo de um numero racional qualquer em forma
de fracao continua. O tratamento deste tema, nao como componente curricular, mas
através de situacoes de ensino permite a revalorizacao dos atuais temas do curriculo,
ligados a Teoria dos Numeros e realca as conexoes internas e externas aos conhecimentos
matematicos.

Esta proposta de atualizagao de temas do curriculo de matemética e a nova Proposta
Curricular podem ser conciliadas, como por exemplo, acontece com inser¢ao no ensino da
Biologia e a nova revolucao da genética, assunto complexo, mas que se mostrou passivel

de ser abordado e trazido para o cotidiano da sala de aula numa abordagem acessivel a
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alunos do ensino basico. Também, o movimento para a renovagao do Ensino de Fisica
esta discutindo a insercao de topicos usualmente abordados somente no Ensino Superior,
como alguns resultados da Fisica Moderna. Assim, ha a necessidade da escola estar sempre
alerta para mudancas de contetdos e metodologias em face de novas realidades do mundo
atual, propiciando condigoes para que os individuos se adaptem a estas mudancgas e sejam
cidadaos conscientes de seu papel na sociedade.

Este trabalho trata, basicamente, da apresentacao da expansao dos niimeros racionais
e irracionais em fragoes continuas. Esperando com isso, contribuir para que professores do
ensino médio possam inserir o assunto aqui trabalhado no seu cronograma de ensino. O
conhecimento das fragoes continuas ira facilitar a apresentagao do conjunto dos niimeros

Irracionais e a descricao dos nimeros Reais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Para se ter um bom entendimento de qualquer assunto na Matematica é necessario
que se discorra sobre o seu contexto histérico, e em quais objetivos os primeiros estudiosos
basearam as suas pesquisas, visando o facil entendimento do assunto abordado. No caso
das fragoes continuas isto nao se da de forma diferente, a seguir falaremos sobre alguns
importantes pesquisadores e casos em que as fragoes continuas foram aplicadas.

Conforme Andrade e Bracciali (2005, p.4 a 7) a origem exata de quando o conceito de
fragoes continuas foi utilizado, nao ¢é facil de ser datado, pois se encontram exemplos dessas
fracoes por toda a Matemédtica desde anos remotos. Embora os gregos ja conhecessem
o algoritmo de Euclides (325 a.C.265 a.C., aproximadamente) para o célculo do méximo
divisor comum entre dois nimeros inteiros (mdc), ndo hé evidéncias de que eles o usavam
para construir fracoes continuas.

O matemaético indiano Aryabhata (476 - 550) utilizou as fragdes continuas para resolver
equagoes diofantinas, mas nao resolveu de uma forma geral, particularmente, usou fragoes
continuas somente em exemplos especificos. Em toda a escrita matematica, grega e arabe,
podemos encontrar exemplos e vestigios de fracoes continuas.

Os numeros que conhecemos podem ser divididos em grupos segundo caracteristicas
comuns entre eles, isto é, os numeros estao agrupados em conjuntos - Os Conjuntos
Numéricos. Observe uma ilustragao geométrica bastante frequente de apresentar esses

conjuntos numéricos estudados no ciclo basico:
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1.1 A Construcao do Conjunto dos Numeros Natu-
rais

No século XIX, uma defini¢ao do conjunto dos ntimeros naturais foi desenvolvida. Com
esta definigdo, era mais conveniente incluir o zero (correspondente ao conjunto vazio)
como um numero natural. Esta convencao é seguida pelos teorizadores de conjuntos,
logicistas e cientistas da computagao. Outros matematicos, principalmente os teorizadores
dos ntimeros, comumente preferem seguir a tradigao antiga e excluir o zero dos nimeros
naturais. Uma construcao consistente do Conjunto dos Nimeros Naturais foi desenvolvida
no séc. XIX por Giuseppe Peano.

Essa construcao, comumente chamada de Axiomas de Peano, é uma estrutura simples
e elegante, servindo como um bom exemplo, de construcao de Conjuntos Numéricos.

Sabemos que o homem criou, para responder as necessidades de efetuar contagem, o
conjunto dos Numeros Naturais e estabeleceu formas de representar e de operar com eles,
e um processo de se contar uns poucos elementos evoluiu para a contagem de centenas,
milhares, milhoes. Pouco a pouco, fomos desenvolvendo procedimentos e instrumentos de
contagem, até chegarmos ao conjunto dos nimeros naturais: N ={1,2,3,4, ...}

Observe que a maneira de escrever fornece uma ideia de como podemos construir. Os
trés pontos que indicam as reticéncias (...) significam “e assim por diante”, mostram
que partindo do niimero 1 e tomando o seu sucessor, 2 = 1 + 1; depois o sucessor de 2,
3 =24 1; o sucessor de 3, 4 = 3+ 1; e continuando este processo, teremos construido
todos os niimeros naturais.

Desta forma podemos construir os nimeros naturais a partir do 0 (zero), de uma

unidade e da operagao de tomar o sucessor. Como o processo de o sucessor pode ser
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continuado indefinidamente, existem infinitos niimeros naturais. Vale também:
1. Todo nimero natural tem um tnico sucessor;
2. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

3. Existe um tnico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que

nao ¢ sucessor de nenhum outro;

4. Seja A um subconjunto dos niimeros naturais tal que 1 € A. Se A contém o sucessor

de todos os seus elementos, entao A = N.

1.2 Os Numeros Inteiros e sua representacao na reta

A partir dos nimeros naturais podemos construir o conjunto dos Numeros Inteiros.
Estes nimeros surgiram historicamente a partir do estudo das raizes negativas de equagoes
algébricas, para representar dividas e determinados fendmenos da natureza, como por
exemplo, temperaturas abaixo de zero, alturas abaixo de nivel do mar, etc.

O conjunto dos Inteiros, representado por Z ={...,-3,-2,-1,0, 1,2, 3, ...}, é constituido
pelos inteiros positivos (que coincide com os naturais), com o 0 (zero) e com os inteiros ne-
gativos. Os numeros negativos podem ser representados na reta, a partir da representacao
dos naturais da seguinte forma: a partir do zero, tomando uma unidade e marcando a
esquerda temos o numero —1, a partir do —1, tomando uma unidade a esquerda marcamos

o nimero —2, e assim sucessivamente.

Geometricamente, para representar um nimero negativo —n, onde n € N, corresponde

a escrever M, e tomar o ponto simétrico a n com relagao a origem 0.
A partir do 6, representamos o ponto —6, como sendo aquele que é simétrico ao
ponto com relagao a origem. Assim o —6 ¢é obtido tomando 6 unidades a esquerda do 0

(zero).
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Observe que a distancia entre os nimeros 6 e —6 até a origem (zero) é correspondente
a 6 unidades. A esse fato damos o nome de valor absoluto ou médulo do nimero. Por
exemplo, o médulo dos niimeros 6 e —6 sao representados da seguinte forma:

6|=6 e [-6]=6.

Considerando que a distancia entre 0 <— 6 ¢ 0 «— —6 sao as mesmas e que o médulo

de —6 é o mesmo que o de 6, dizemos que esses nimeros sao opostos ou simétricos.

1.3 Diferentes representacoes dos Niimeros Racionais

Os numeros racionais tém merecido grande destaque pela comunidade cientifica. Mui-
tas sao as dificuldades apresentadas pelos alunos com relacao a este tema. Quando se
fala em nuimeros racionais se pensa com maior énfase nas fracoes. Estas, sim sao o maior
destaque dado a este numero, mais estes se constituem ainda pelos nimeros decimais,
notacao cientifica, dizimas periddicas, poténcia de 10.

O ensino de Numeros Racionais que compreende desde a numeragao decimal, as
fracoes, as dizimas periddicas, as porcentagens, dentre outros, proporciona ao aluno me-
lhor compreensao e atuacao no mundo cotidiano.

Ao reconhecer e resolver problemas que envolvam numeros racionais, o aluno con-
segue consequentemente analisar situacoes que estao relacionadas no seu dia-a-dia, pois
os mesmos se encontram em grande parte da nossa vida, seja ela escolar ou nao. Po-
demos encontrar os Numeros Racionais em situacoes caseiras: receitas, uso de material
de limpeza e higiene; em jornais e revistas com apresentacao para andlise de dados nas
reportagens ou em gréaficos e tabelas; em problemas escolares relacionados a vérios ou-
tros conteudos, dentre outras. Enfim, a utilizacao dos Numeros Racionais é muito vasta,
entretanto, referimo-nos aqui a apenas alguns exemplos.

Um Numero Racional se apresenta como fracao, que pode ser escrito na forma E, onde

b
a e b sao ntmeros inteiros e b # 0 . Podemos assim representar o Conjunto dos Ntumeros

Racionais: Q = {%; a,beZ,b# 0}.

Esse nimero fracionario pode também ser representado como nimero decimal em que,
ao dividirmos o numerador a pelo denominador b, obteremos um niimero com virgula que
exige um processo a ser realizado para se chegar a esse valor. Caso esse nimero decimal

seja infinito e venham repetidos valores com uma sequéncia determinada, denominamos
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esse numero decimal de dizima periédica, que por sua vez pode ser simples (quando é
formada apenas pelo periodo apds a virgula) ou composta (se possui uma parte que nao
se repete entre a parte inteira e o periodo).

Podemos também encontrar a fracao geratriz da dizima periddica, se ao invés de fragao
tivermos apenas a dizima periddica. Caso a divisao dessa fragao formada por inteiros seja
um numero decimal infinito e ndo periddico, o chamaremos de nimero irracional (outro

conjunto de nimeros, que serd analisado neste trabalho).

1.4 Numero Irracional

Os primeiros indicios relacionados ao conceito de Numero Irracional remontam ao con-
ceito de incomensurabilidade. Dois segmentos sao comensuraveis se existe uma unidade
comum na qual podem ser medidos de forma exata. Por exemplo, um segmento de medida

1 1
— e outro de medida — podem ser expressos por multiplos inteiros de um segmento de
1 1 1 1 1

medidaﬂ,ouseja, §=8xﬂe§:3xﬂ.

A primeira descoberta de um numero irracional é geralmente atribuida a Hipaso de
Metaponto, um seguidor de Pitdgoras. Ele teria produzido uma demonstragao (provavel-
mente geométrica) de que a raiz de 2 (ou talvez que o niimero de ouro) é irracional.

No entanto, Pitdgoras considerava que a raiz de 2 “maculava ”a perfeicao dos niimeros,
e portanto nao poderia existir. Mas ele nao conseguiu refutar os argumentos de Hipaso
com a légica, e a lenda diz que Pitdgoras condenou seu seguidor ao afogamento.

A partir dai os nimeros irracionais entraram na obscuridade, e foi s6 com FEudozo
de Cnido que eles voltaram a ser estudados pelos gregos. O décimo livro da série Os
elementos de Euclides é dedicado a classificacao de niimeros irracionais.

Foi s6 em 1872 que o matemdtico alemao Dedekind(de 1831 a 1916) fez entrar na

Aritmética, em termos rigorosos, os Numeros Irracionais que a geometria sugerira havia

mais de vinte séculos.

1.5 O modelo de niumero de Dedekind

O modelo geométrico permitiu ampliar o conceito de niimero, e criar um novo modelo,

o conjunto R. A identificacao entre o eixo numérico e R foi e continua sendo importante,
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mas na Matematica atual o conjunto dos nimeros reais é construido algebricamente, o
que nos da uma agilidade muito maior em sua manipulacao.

A construcao algébrica de R foi feita no Século XIX por varios matematicos, dentre
eles se destaca Richard Dedekind.

O principal instrumento tedrico dessa proposta é o uso da Teoria dos Conjuntos.
Dedekind, segundo ele mesmo relata, inspirou-se na Teoria das Proporcoes de Eudoxo:
todo nimero real a é inteiramente determinado pelos niimeros racionais que sao menores
do que a.

Usando a linguagem de conjuntos, ele definiu os chamados cortes, hoje conhecidos

como cortes de Dedekind. Vamos explicar as ideias de Dedekind e estamos supondo que

ja estd construido o conjunto Q. Para tanto, apresentamos as defini¢oes a seguir.

Definicao 1.1 Dado um subconjunto nao vazio A de Q, dizemos que A tem méaximo
se existir m € A tal que a < m para todo a € A. Dizemos que A tem minimo se existir
m € A tal que m < a para todo a € A.

Definicao 1.2 Um corte é um subconjunto L C Q que satisfaz as seguintes proprie-
dades: (1) L#0eQ—L #0; (il) se r € L e se s é um nuiimero racional tal que s < r
entao s € L; (ii1) L ndo tem maximo em Q.

Definigao 1.3 O conjunto R = {L C Q/L é um corte } chama-se conjunto dos niimeros
reais. A primeira observacao que faremos é a

Proposigao 1.4: Seja v um numero racional. O conjunto L, ={s € Q/s < r} é um

corte.

Demonstra¢ao. Devemos verificar as trés condigoes da Defini¢ao (1.2). E claro que as
condicoes (1) e (il) estao satisfeitas. Para ver (iii), suponhamos que L, tenha méaximo
m. Entao m<r. Mas entre m e 1 existe um numero racional s. Logo m<s<re s € L,.

Mas m<s contraria o fato de m ser maximo de L,. Portanto L, nao tem maximo. O

Para todo r € Q o corte L, serd chamado corte racional. Os outros cortes serao

chamados cortes irracionais. Fazendo a identificacao L, = r vemos que Q C R. Sabemos

que R —Q # (). Os elementos desse conjunto chamam-se niimeros irracionais.
Quando definimos um novo conjunto numérico a primeira providéncia é definir operagoes
neste conjunto. No caso de R devemos definir as operacoes de adicao, subtracao, multi-

plicacao e divisao de modo que sejam uma extensao das respectivas operacoes ja definidas

em Q.
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Durante centenas de anos muitos matematicos supuseram que 7t era irracional. No
entanto, s6 em 1761 Johann Lambert, no seu livro “Mémoires sur quelques popriétés
remarquables des quantités transcendantes circulaires et logarithmiques” conseguiu provar

que 7 era efetivamente irracional, usando fra¢oes continuas.

1.6 As Imbricacoes entre os Numeros Racionais e os
Numeros Irracionais

Segundo Brolezzi (1996), no texto “A Arte de Contar”, a abordagem histérica tem
importancia fundamental para estruturar o trabalho didatico da Matemaética a ser ensi-
nada. Isso pode ser observado com relagao ao surgimento dos Numeros Irracionais e sua
relacao com os Numeros Racionais. E usual a abordagem no Ensino Basico, definindo o
conjunto dos ntimeros irracionais como os nimeros reais que nao pertencem ao conjunto
dos Numeros Racionais (Irracionais = R — Q).

Com relagao a civilizacao grega e seu apego aos numeros Naturais, Brolezzi (1996)
argumenta que eles nao consideravam como nimeros as fragoes (racionais) e nem os irra-
cionais, porém tinham conhecimento da existéncia destes, contornando este conflito pelo
uso da Geometria para expressar estes nimeros, o que gerou a crise dos incomen-
suraveis. Assim, apesar dos egipcios e “os povos da mesopotamia”utilizarem fragoes e
nimeros decimais, estudos mostram que somente apds a identificacao das grandezas in-
comensuraveis é que surgem de uma forma mais definitiva os proprios nimeros racionais.

Assim, o conflito resultante da crise dos incomensuraveis, que marca o surgimento dos
Numeros Irracionais, também define melhores contornos para os nimeros racionais.
E justamente este imbricamento entre os ntimeros racionais e os nimeros irracionais que
permite definir melhor estes conjuntos e, acredito, ser uma importante contribuicao para o
ensino de Matematica. A representacao decimal dos niimeros irracionais é necessariamente
infinita e nao periddica.

Assim, a tnica via de acesso a um numero irracional é a utilizacao de aproximacoes
sucessivas através de numeros racionais. Ainda hoje, parece desconcertar todos os que
enfrentam os irracionais. Negando o estatuto dos nimeros as razoes entre grandezas
que conduziam aos irracionais, foi possivel aos gregos viver praticamente ao largo de tais

objetos indesejaveis.
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O conjunto dos nimeros reais R é uma expansao do conjunto dos nimeros racionais
que engloba nao sé os inteiros e os fracionarios, positivos e negativos, mas também todos

0s numeros irracionais.

Os numeros reais sdo nimeros usados para representar uma quantidade continua (in-
cluindo o zero e os negativos). Pode-se pensar num nimero real como uma fracgao decimal
possivelmente infinita, como 3, 141592(...).

Intuitivamente, podemos construir o conjuntos dos ntimeros reais a partir dos racionais
da seguinte forma: uma reta formada por nimeros racionais tem buracos (por exemplo,
existe um buraco onde deveria estar a raiz quadrada de 2). O conjunto dos nimeros reais
completa essa reta, tapando todos os buracos, de forma que se a reta real esta dividida

em duas semi-retas, entao existe um ponto separando as duas semi-rectas.

H&a muito se sabe, no entanto, que a maioria absoluta, a quase totalidade dos nimeros
reais existentes é constituida por nimeros irracionais.

Numero Irracional é todo niimero real que nao pode ser representado na forma %,
sendo a e b nimeros inteiros, com b # 0, ou seja, quando nao pode ser escrito na forma
de fragao entre nimeros inteiros ou quando possui uma expansao decimal infinita nao
periddica.

Na busca de indicios deste imbricamento nos documentos oficiais, nos Parametros
Curriculares Nacionais(PCNs), Brasil (1997), pude verificar breves citagoes com relacao

aos Numeros Irracionais, cuja abordagem é sugerida pela questao dos incomensuraveis,

em particular da relagdo da diagonal e o lado do quadrado (razao V2 1), pela construcao

geométrica das raizes sucessivas nao exatas de \/5, \/§, \/5, V7 , ... através do uso do



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 11

Teorema de Pitagoras, assim como pelo cdlculo aproximado através da representagao
decimal racional destas raizes nao-exatas e do nimero 7, sugerindo localizé-las na reta
real.

O primeiro exemplo de um par de segmentos incomensuraveis, descoberto por Pitagoras
e seus discipulos, ¢ bastante simples: se tomarmos o lado de um quadrado como segmento
unitario, a diagonal desse quadrado nao pode ter comprimento racional, ou seja, o lado e
a diagonal de um quadrado sdo incomensurdveis, ou ainda, v/2 é irracional.

De fato, se o lado e a diagonal fossem comensuréaveis, tomando o lado como unidade,
obteriamos para comprimento da diagonal um ntmero racional %, com p e ( inteiros.
Em virtude do teorema de Pitagoras aplicado a um dos triangulos retangulos formado

por dois lados e a diagonal do quadrado, temos:

2 2
(E) —12 41222 —on p2o0g?

? =
Mas a tltima igualdade é um absurdo. Os inteiros p? e g% contém cada um dos seus fatores
primos um ntimero par de vezes, pois estao elevados ao quadrado. Por conseguinte, 2g>
contém um niimero fmpar de fatores iguais a 2 e assim nao pode ser igual a pZ.

Em vista de tais resultados, a tensao entre os dois conjuntos leva necessariamente a
questao de como administra-la em favor do ensino e da aprendizagem em matematica.
Acredito que o tema das Fragoes Continuas possibilita contribuir para administrar este
jogo. A seguir, sera realizada uma breve exposicao de estratégias que podem ser realizadas
para aproximar um nuimero irracional por um nimero racional, através da ferramenta das

Fragoes Continuas.



Capitulo 2

O Estudo das Fracoes Continuas

2.1 Aspectos Histoéricos

Foi encontrado em meados de 306 a.C., um dos textos de matematica mais bem
sucedidos de todos os tempos — Os Elementos (Stoichia) de Euclides, nele encontra-se um
algoritmo (Algoritmo da divisao de Euclides) que, podemos obter qualquer ntimero
racional em termos de fracdo continua.

Durante os anos de 1650 a 1670 uma grande variedade de métodos infinitos foi de-
senvolvida, inclusive o método das fracoes continuas infinitas para 7, que fora dado por
William Brouncker (1620 - 1684) o primeiro presidente da Royal Society. Wallis, em 1650,
obteve a curiosa expressao:

0 2:2:4-4-6-6-8--
1-3-3-5-5.7-7-..

2
T

Por manipulagao do produto de Wallis para %, Brouncker chegou a expressao:

4 1
49
2+ ——

2+

Os primeiros passos para fragoes continuas datavam de muito antes, na Italia, onde Pietro
Antonio Cataldi (1548-1626)(italiano considerado o descobridor das fragdes continuas),
escreveu raizes quadradas nessa forma, tais expressoes sao facilmente obtidas. Cataldi,

em 1613, descreve:

12



Capitulo 2. O Estudo das Fragoes Continuas 13

2 2
VI8 = dle——5— =4+ 5

8% ——— 84—
2 2
e S+ 57—

2 2 2
que ele abreviou como 4&§&§&§&.,.-
Leonhard Eiiler contribuiu demasiadamente com a matematica, ele foi um dos pri-
meiros matematicos a desenvolver a teoria das fracoes continuas. Em 1737, encontrou o

seguinte desenvolvimento para o numero e.

1
e=2+ 1
1+ 1
2+ 1
1+ 1
1+
1
44 I
L
14+ —
+ I+
Demonstrou, em 1775, que:
4 1
24+ ———
49
24+ ——

2+

4 335577
T 2:4-4-6-6-8---
devido a John Wallis (1616-1703), em seu livro “Arithmetica Infinitorium”(1655) que

Acredita-se que tenha sido obtida através da representacao:

marca o inicio do desenvolvimento da teoria de fragoes continuas.
Citamos a seguir alguns matematicos que contribuiram para o desenvolvimento das

fragoes continuas:

e Rafael Bombelli (1526-1572) sabia (embora nao com a notagao usada hoje) que

4
V13 =3+ I

6 [
+6+'
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e Joseph Louis Lagrange (1736-1813) demonstrou que as raizes irracionais de equagoes

quadraticas tém expansao na forma de fracao continua periddica.

e Johann Heinrich Lambert (1728-1777) escreveu a primeira demonstracao de que o

numero 7 é irracional, usando fracoes continuas para calcular tan(x) da forma:

1
tan(x) = i i

3 1
X

X — —
5
X -
e Lambert usou essa expressao para concluir que se x é um numero racional nao nulo,
- - , . . Tt
entdao tan(x) nao pode ser um nudmero racional. Sendo assim, como tan( Z) =1,

entao 7 nao pode ser racional. Além disso, Lambert mostrou em 1766 que:

er—1 1
ex 1_2 1
i SR 1
<10 1
~x 14
X

2.2 Conceitos Basicos

Uma fragcdo continua é uma expressao da forma:

by
ap + (2'1)
by
a; + b
3
ar + b
4
as +
(14+‘
onde ag, aj, as, ... e by, by, b3, ... sao nimeros reais ou complexos, ou funcoes de
variaveis reais ou complexas. O nimero de termos pode ser finito ou infinito.
Podemos, também, denotar a fragdo continua (2.1) da forma
b; by b3
a+— — —
a; Qg agy
bi . . : .
onde —, 1 =1,2,..., sdo chamados de quocientes parciais. Chamaremos a; e by,

i

. . . by
respectivamente, de denominador e numerador parcial —.
i

Uma forma mais simples de (2.1) é a fracdo continua simples ou fra¢ao continua

reqular
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1 1 1 1
ap + I =q+— — —
a; + a; Qg agy
1
a
2 + 1
ag + ———
Cl4+.
onde ay, as, as, ..., sao numeros inteiros positivos e ag, um inteiro qualquer. Uma

~ , . . 1 1 1 1
fracdao continua simples finita tem a forma ag+ — — —

——, que também é
a; Qg Az, +an

denotada por [ag; aj, ..., anl.

A figura abaixo d4 uma interpretacao geométrica para a representacao de um

nimero por fragoes continuas.

i

Enchemos um retangulo 1 x x com quadrados de forma “gulosa”, isto é, sempre

colocando o maior quadrado possivel dentro do espaco ainda livre. Os coefici-

entes ag, aj, Ao, ...indicam o nimero de quadrados de cada tamanho. Na figura,

d
se os lados do retangulo sao ¢ < d entao o= [1;2,2,1,..]

De fato, temos ag = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados menores, a; = 2
quadrados ainda menores, a3 = 1 quadrados ainda menores, e um nimero grande

nao desenhado de quadrados mais menores ainda (a4 é grande). Verifique!

2.3 Convergentes

. ~ a; 1 1 .
Vamos considerar as fracoes ¢c; = T Cho=a;+—,c3=a;+ — obti-
a

2 as + —

as
das pelas expansoes das fracoes continuas [a;], [a;; as], [ai; as, as], .. .. Estas fracoes
sao chamadas de primeiro, segundo, terceiro, ... convergentes, respectivamente, da
fracao continua [a;; as, as, ..., an_1, a,]. E claro que o n-ésimo convergente é igual

a prépria fragao continua.



Capitulo 2. O Estudo das Fragoes Continuas 16

a
Vamos considerar ¢; = Tl = %, em que p;y = a; e q; = 1. Assim, ¢y =
1
1 a;a 1
a+— = U Bl .y em que pa = a1ay+1 e o = a,. Calculando c3, obtemos:
as as q2
c a4+ aacaz+a;+as  ag(aaz+1)+a;  aspa+p:
3 = 1 = = = .
a2+ai azas +1 azaz +1 asqz + q:
3

. . . Pi .,
De maneira geral, temos o seguinte resultado: Seja ¢; = — o i-ésimo convergente
i
da fracao continua [ai; as, ..., a,].

Entao, o numerador p; e o denominador q; de c; satisfazem as seguintes relagoes:
Pi = QiPi—1+Pi-2, i = Qidi—1+(qi2, parai = 3,4,5,...,n; em que p; = aza; +1,
ql = 1, qQ = 9.

2.4 Fracao Continua de um Numero Racional

As fragoes continuas foram objetos de estudo de grandes matemaéticos nos séculos
XVII e XVIII, como Leonard Eiiler e Hermite, atualmente sao de grandes interesses
em varias areas no campo da matematica, como em teoria dos niimeros, na ciéncia

da computacao, e outros.

Para obtermos uma fracao continua de certo numero racional, basta aplicar
o algoritmo da divisao de Euclides sucessivamente numa divisao de inteiros. Por

. . , P
exemplo, tomemos um racional irredutivel —.
Assim, existem tnicos a; e Ty tal que p=a;-q+71;,com 0< 1 < q, logo

as- T T 1
B:;ﬁ+;:m+g:m+?

q q q q -

T
Para q e 11, obtemos Unicos as e 13 tal que @ = asT; + 13, com 0 < 19 < 77,
1
logo % =a+ ——=—

T
a + —
Ty

Repetindo esse processo sucessivamente, obtemos:

1

B:C11+
q a; +

as +
Gt
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344
Vejamos um exemplo mais detalhado: a representacao do niimero — na forma

de fracao continua. Usando-se o Algoritmo da divisao, obtém-se 344 = 4 x 77 + 36.

344 36
Logo, oo — 44 20
080, 7 =4t o

A fracao ao lado direito da expressao anterior é uma fracao prépria e tem numerador

diferente de 1. E possivel escreve-la na forma el

36
344 36 1
Com isso, obtém-se a expressao - = 4+ = 44 ? A divisao de 77 por 36

36

It iente 2 to 5. L i 2+ > 2+
resulta no quociente 2 e resto 5. Logo, — = — = =
E 5% 36 36 36

5

Procedendo-se dessa forma, até que a ultima fracao tenha numerador igual a 1,

chega-se ao seguinte resultado:

344 36 1 1 1
— 24 57 24+ ——~
36 36 7+1
5 5

Observa-se que nao ha como ir além desse resultado, pois ao escrever a tltima

1
fracao na forma = chega-se a divisao de 5 por 1 cujo resto é igual a 0. Portanto o

calculo termina.

: < . 344 < . L
Assim, a representacao do numero - na forma de fragao continua é finita e

pode ser escrita de maneira abreviada como [4;2,7,5]. E interessante observar
que a representacao decimal do ntimero — ¢ infinita, a saber, a dizima periédica
4,4675324675324 . .. enquanto que a representacao na forma de fragao continua é

finita.

Como o algoritmo da divisao de Euclides é um processo finito, esse também o é, e

esta tltima expressao é a fragao continua que representa o racional P € escreveremos;

P
— =lap;ay, a2,as, ay, -+ , Ayl

Em “Os Elementos”de Euclides, o método para achar o m.d.c. de dois niimeros
¢ usado para se converter uma fragdo (nimero racional) em fra¢ao continua. Como

exemplo o m.d.c. entre (85, 32)

85 =2-32+21
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32=1-21+11
21=1-11+10
11=1-10+1
10 =10-1+0.

Logo o m.d.c. (85,32) =1
85

Expressamos 32 da seguinte forma:

8 _ ., 21, 1 L, L, 1 _,
3—2— +§— +3—2— +1—11— +1 1 = +1—1— +
- 14+ —
11 11
1 _, 1
+1 I +1 1
o +1+1
10 10

Este ultimo, é a fragao continua expressa do ntimero racional 32 e sua notagao

85
¢ — =1[2;1,1,1,10].
832 [77?7 ]

No processo de divisoes sucessivas, apenas o primeiro quociente pode ser positivo,
negativo ou zero. Podemos dizer que um nimero ¢ racional quando é o quociente de
uma divisao de dois niimeros inteiros, P , com o divisor positivo, ¢ > 0. Se p > q;
o primeiro quociente parcial da fracao continua € positivo; se 0 < p < ¢ o primeiro
quociente parcial da fragao continua é zero; se p for negativo, o primeiro quociente

da fragao continua é negativo. Exemplos:

—40 12 1 1
N +_
12 12
10 3 1 1
7:1+—:1+7:1+—1—[1;273]
- 924 =
3 +3
17 1
— =0+ =100;1,1,4,1,2]
31 ] 1
_|_
1+ !
1
L
2
—18 2 1
T:_4+—:—4+3:—4+—1—[—4;2,2]
Z 24 =
2 T3
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Proposigao 2.4.1Sejamp > qe P_ lag; ai,...,an). Entao, q_ [0; ap, ar,...,anl.
Reciprocamente, se g =[0;ag, ay,...,anl, entao P_ lag; ai,...,an).
N o - q_ 1 P
Demonstragao. Por hipétese, p > ¢, entao ]; =0+ Nk Mas, a = lag; a, ..., anl,
. q
assim,
1
ﬂ:0+ 1 = [Oa ap, ay, 7an]
a +—
a2+. 1
e
an

Verifiquemos que a reciproca também vale. Se, por hipodtese,

q 1

- =1[0;ap,as,...,a,) =0+ i
p (10+
1
a + ——
as+ 1
L
an
entao,
P 1 1 1
q a9~ 1 1T
a; +
(12"" 1
—
an
1
onde x = ag + i =lap;ay,...,an] ]
a +——
Cl2+' 1
o

an
Teorema 2.2 Qualquer fracao continua simples finita representa um niumero ra-

cional. Reciprocamente, qualquer niumero racional pode ser representado por uma

fragcao continua simples finita

Demonstracao. A demonstracao da primeira parte é imediata, pelo fato de se tratar

de uma fracao continua simples finita.

, . , . P
Para provar a reciproca, consideremos um numero racional — qualquer. Pelo
algoritmo da divisao, obtemos

T
B:ao_i__l’
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onde 0 <™ <qeay= LBJ, onde |a] denota o maior inteiro menor que ou igual
Caso

que a. Se r; = 0, P ¢ um numero inteiro e, entao, o processo termina.
q

contrario, escrevemos P =aqp+ 5, 0<11<q.
q q
T1

Repetimos, agora, o mesmo procedimento com — e obtemos
T

q T2
—=a;1+—, 0<ry<y.
T T

Se 1, = 0, entao o processo termina e, assim,

1
P_ ap + — = [ag; a1l
a;

Se 15 # 0, repetimos o mesmo procedimento com a fragao —
T2

Observamos que o processo termina quando r,, = 0 para algum n, o que ocorre,
pois @ > 11 > T9 > ... é uma sequéncia decrescente de inteiros positivos. Temos,

entao,
T
=dap+ E, 0<r<q

To
:(11+_, 0<T2<T1,
T

3|Q_Q|'c$

Th—1
=an_2+ ) 0< Th—1 < Tn—2,
Th—2

Th =0

e, portanto,
1
= [ao; Ay, ... anfl]-

]

1 1 , ,
T, segue que lag; ai,...,an_1 — 1,1] é também
(@ =Dty

uma expressao de —. Ressalva feita a possibilidade de expressar um numero inteiro

Como

q
k também como (k— 1)+ 1, a unicidade da expansao segue do algoritmo da divisao
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Para entendermos melhor, consideremos a sequéncia [1;2,1,2] e sua fracao

continua é representada da seguinte forma:

1 1 1
g =l g =t
24+ —7 2+ 3 243

2

1+

14+ =
+2

Numa representacao de uma fracdo continua de um numero racional, quando o
1
termo a,, for maior que 1 poderemos substitui-lo por a, — 1+ = , assim a repre-

sentacao acima pode assumir duas formas, por exemplo:

1 1
[1;2,1,2) =14+ ———F— =1+
2+ —7 2+ I

142 14+ —
T
2 L+

=[1;2,1,1,1]

1

2.5 Fracao Continua de um Numero Irracional

Leonhard Eiiler(1707-1783) escreveu o primeiro texto abrangente em que ex-
plicava propriedades de fracoes continuas. Eiiler demonstrou que os racionais sao
escritos como fragoes continuas finitas e provou que a representacao dos irracio-
nais na forma de fragao continua é infinita. Alguns exemplos de fra¢oes continuas

infinitas:

V2=101;2,2,22222..]
V3=101:;1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,.. ]
V5 =12:4,4,4,4,4.4,..]
VT=102:1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4, .. ]
e=1[21,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,.. ]

n=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,.. .

2.5.1 Aproximagoes Sucessivas

Seja @ um numero irracional e a; = | @/, isto é, a; o maior inteiro menor do que

1 1
ou igual a @ , teremos: @ = a; + — onde, x; = . Observe que x; > 1 e x4
X1 o—a
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. . . 1

é irracional, dessa forma, repetindo o processo, poderemos escrever; x; = as + —,

X2

onde ay = [x;] e xg = . Repetindo esse processo, teremos:
X1 — A2

©=a + —
X1
1
X1=ay+ —
X2
1
X9 = A3 + —
X3

Onde todos os a;s sao inteiros maiores ou iguais a 1 e todos os x;s sao irracionais

maiores do que 1. Assim obtemos:

1 1 1
(p:a1+—:a1+—1:...:a1+ 1
X1
a, + — as +
X2 1
Gt
Xn
Definimos [a;; as, as,...] como fracao continua de @. O numero de ouro,
1
dado por + pode ser escrito como a seguinte fracao continua infinita e periédica:
_ 1
[1;1]. Os convergentes do numero de ouro sdo: [1] = 1; [I;1] = 1+ - = 2;
1 3 5 8 13
;1,1 =1+ — == [1;1,1,1] = =; [1;1,1,1,1] = —; [1;1,1,1,1,1] = —; .. ..
1 L2 3 5 8
1
E interessante observar que tanto os numeradores quanto os denominadores das
- , .. , 1235813
fragoes continuas parciais do ntimero de ouro 723538 formam a

sequéncia de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

2.5.2 Fracoes Continuas Peridodicas

Quando a sequéncia dos valores a; apresenta repeticao, algum “periodo”, a fracao

continua simples é chamada de fracao continua periodica e pode ser denotada por

[aO; ap, g, ..., Qx—1, Ak, Qk+1, .- -, ak+n—1]>

onde ayx,n = ax e os valores ay, dy1, ..., dxin_1 formam o periodo que se repete.

A fracao continua

[(10; a, az,..., an—l]
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é chamada de fragcao continua puramente periodica. Chamamos irracional quadrdtico

] i ional 5 raiz d a drati 2+ = d
um numero irracional x que é raiz da equacao quadratica ax® + bx + ¢ = 0, onde
a, b, ¢ sao inteiros e b? — 4ac > 0 nao é um quadrado perfeito. H4 dois resultados
fundamentais sobre fragoes continuas peridédicas e niimeros irracionais quadraticos,
os teoremas de Eiiler e Lagrange.

Teorema 2.2 (Eiiler) Se x é uma fragao continua periddica, isto é, se

x = [ap;ai, s, ..., ax_1, Ok, Qkrl, .-+, Oern_1), entdo x é um numero irracional
quadratico.
Demonstracao. De fato, vamos tomar x = [ag; ai, ..., Qx_1, Xk),
onde Xy = [ay; axq1,...J. Assim, x = [ay; Qis1, .. 5 Qxgn—1, Xk €,
! "
Xxp + .
portanto Xy = M, ou seja,
Xxq +d
’ 2 " !/ "
qxk°+(q —plxk—p =0 (2.2)
" 'p/
onde P_” e — sao0 os dois tltimos convergentes de [ay; Ax41, ..., Qkpn_1]. Mas,
q
= kPt + Pr—2
Xkqk—1 T k-2
Pr—2 — qr—2X
Logo, x) = ————

Jk—1X — Pk—1 '

Substituindo-se o valor de x; dado acima em (2.2) e simplificando-se, obtemos ax?+

bx+c=0,onde a=q'q2 ,—(q" —q)qx_2qrx_1—P qi_;,

"

b= Q(P//Pkf1(1kf1 — qlpk—2(]k—2) +(q —p/)(q” —P/)(Pkf2Qkf1 — qk—2Pk—1),
c=qPi o—(d —P)IP2Pe1—P Pra

e, portanto a, b, ¢ sao nimeros inteiros. Como x é irracional, entao b>—4ac > 0. [

Teorema 2.3 (Lagrange) A fragdo continua que representa um irracional quadrdtico

x € periddica. Veja a referéncia [1] para consultar a demonstragao.

Para entendermos melhor, mostraremos o irracional /8 na forma de fracao

continua infinita. @ = [v/8] =2 =a,
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1 1vV8+2) V842
VB—2 (VB—2)(vB+2) 4
_L\/_+2J:1

B 1 4 VB+2 48438
2T R 12 _(\/§—2)(\/8+2) - VeT2

—1
4

X1 =

=[V8+2] =4
o 1 1 1WB+2) VB 42
PUVB+2-4 VB-2 (VB-2)(vVB+2) 4

A fracdo continua de v/8 aparece em forma repetitiva com excecao do a; , assim

denominamos de fragao continua periédica. Juntando os termos acima, temos:

1

V8=2+ 1
44
V842
4
e sua notacao serd expressa; [2;1,4,1,4,...] ou [2;1,4] , note que, podemos reverter

0 processo acima para obtermos novamente o numero irracional que ele representa.

Segue abaixo fragoes continuas de alguns irracionais:

V3=1[1:1,2,1,2,1,2,..]=[1:1,2] V7=121,1,1,4,1,1,1,4.. ] =[2:1,1,1,4]

A aproximacao de numeros irracionais por racionais é uma questao de grande
importancia em diversas situagoes. Como no ensino médio, o exemplo mais comum
de numero irracional é uma raiz quadrada de um inteiro, temos aqui uma détima

maneira de calcular um valor aproximado para tal raiz.

82

No exemplo v/8 = [2:1,4,1,4,..] ~ [2;1,4,1,4] = 29’ é uma Otima aproximacao
para a raiz procurada. Veja:

1 1 1
V8 ~ [2:1,4,1,4] = 2+ i :2—1——1:2+—1:

4+—1 4—1—3 4—1—5
14 = b
+4 4
g L1 1o 8
+1+i_ +1+—3— +@— —I-%—%.
24 24 24



Capitulo 2. O Estudo das Fragoes Continuas 25

Vamos verificar que [2:2,2,2,2,...] =[2:2] = V2 + 1.

1
De fato, como (v2+ 1) - (v/2 — 1) = 1, podemos escrever, /2 — 1 = )
V2 +1

Também sao verdadeiras as igualdades v2+1=+v2+ (2—1) =2+ (vV2—1).

Pode-se concluir que v2+1 = 2 + . A aplicag@o sucessiva da tltima

1
V2+1
igualdade no denominador da fracao obtida anteriormente, leva a seguinte expressao:
1

1 1
V241 =2+ =24 — =2+ =... =2+
V241 1 1
2+ 24
V241 9 L
V2+1
1
5 1
+2 1
+—
2+ ——

2+
O processo acima necessita de alguma verificagdo mais rigorosa, ja que, por ser um
processo infinito, nao é garantido que o limite criado no lado direito da igualdade
existe. E interessante observar que, se conhecessemos apenas o lado direito da

expressao acima e soubéssemos que o limite existe, poderiamos escrever:

1 1
S x—2= 1 =—-s(x—2)-x=1
I 2+ —
24+ —— 24+ ——
+2+_ +2+.

X =2+

1
2+

Portanto, x>—2x—1 = 0. Como x é um ntimero positivo, concluimos que x = 1++/2.

2.5.3 Outras expansoes para numeros Irracionais

Quando x = v/N, onde N € N nao é um quadrado perfeito, podemos, também,
encontrar expansoes em fracoes continuas, que podem nao ser simples, da seguinte

forma:

i) encontramos a e b € N tais que N = a® + b e calculamos

m_a_(\/ﬂ—a)(\/NJra)_N—aQ_ b
B VN +a _\/N+a_2a—|—\/ﬂ—a’

ii) em seguida, substituimos o valor de VN — a, que aparece do lado direito da
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equagao acima, por todo o segundo membro

b b
VN —a= = ,
b b
2a 2a +

_|_—
2a+\/ﬂ—a 2a + b
2a+\/N—a

iii) procedendo assim, sucessivamente, encontramos

b

VN =a+ 5 (2.3)
20+ —————

2a +

2a+

Se p é um numero inteiro positivo, entao a fragdo continua simples infinita que

representa a v/pZ + 1 é [p; 2p]

Exemplo 1. V17T =vV42+1=[4:8] ; V26 =52+ 1 = [5;10] etc.

Se p é um numero inteiro positivo maior que 1, entao a fragao continua simples

infinita que representa a /p?2 —1é [(p —1);1,2(p — 1)]

Exemplo 2. V8 =132 —-1=[2;1,4]; V24=+52—1=[4;1,8] etc.

Vamos a um conceito importante para os numeros reais: Um numero se diz
algébrico se é raiz de algum polinomio nao-nulo de coeficientes racionais; caso

contrario, se diz transcendente.

Os ntmeros algébricos representam todos os niimeros racionais (fragoes continuas
finitas) e os irracionais representados por fragoes continuas periddicas. No caso
dos numeros irracionais transcendentes, as fragoes continuas sao infinitas e nao

periodicas.

Observe a representagao de alguns desses nimeros reais (algébricos ou transcen-

dentes):

. . : 8
Exemplo 3. Fracao continua simples de 50’
87 28 1 1 1 1
—=1l4+—=—=14++=14—5=14+4—F=14+———=11:2,9,3].
5 5 >9 242 24 2 2y 2

28 28 28 1

28 28 25 94 -
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59
Exemplo 4. Fracao continua simples de 37
59 1
37 O—I—87 0+ 1 =10;1,2,9,3].
2+ —
94 =
+ 3
—87 —87 28 28 59
Exemplo 5. Fracao continua simples de —— =—1l-——=—1—-——4+——1=
59 ° 59 59 59 59
5 31 5 1 9 1 5 1 _ 1 B
TR TTE S +1+28__+1+1__+1+—1_
31 31 31 1 3
+ R
28 28
1 1
1+ : 1 1+ 1—1
t - + gi L
3 3

Exemplo 6. Fragio continua simples de v/2. |V/2] = [1.414213...] = 1. V2 =

1

1
1+\/§—1,fazendo—:\/§—1, temos: x4 = =2+ 1. Logo,ﬂ:
1 ! 1 v2-1
4 —=14+ ——=1+4+ Continuando, temos /2 =
V2+1 2+v2-1 L1
1 1 1 11 \/§+1
1+ =14+- - - = =[1;2,2,2,...]=1[1;2].
9 1 240242424
+—1
24+ ——

2+

Exemplo 7. Fra¢io continua simples de —/2. |—/2] = |—1,414213...] = —2.

1 1
Note que —\/5 = -2+ (—\/§+ 2). Fazendo — = —\/§—|— 2, temos x| = —— =
X1 —V2+2
2+2 242 1 2+2 1
V2t :1+(\/_+ —1), adotcmdo—z\/_+ —1, temos: xg = ———— =
2 2 X2 2 V242 .
111 1 1 11111
2=1+- - = Logo, —/2 = 2+ - — = -2+4- - - — = =
v2 2.2,24. 0 7 vz 1412 1414242424
(—2;1,1,2,2,2,...] =[-2;1,1,2].
Exemplo 8. Fracao continua simples de v/13.
Note que |/13] = [3,605551...] = 3.
1 1
Veja que V13 = 3 + (V13 —3). Fazendo — = /13 — 3, temos X, = —— =
Ja g ( ) 1 1 13— 3
V1343 V1343 V1343
T+. Assim,temos a; = 1. Portanto,T+ =1+ (T+ —1). Temos,
VvV13+3 , 1 V13 +1
agora, — = ——— — 1, dai, X3 = = , temos:ay = 1;
X2 4 V1343 . 3

4
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V13 +1 \/—+1 1 V13 +1 )
—s = 1+ — 1), lOgo — = —— — 1. Concluimos, x3 =
1 _\/ﬁ+2 . \/_+2 +(\/ﬁ+2_1) 1_vVi3+2 |
VI3 +1 , 3 8T Ty 3 " x4 3 ‘
3
1 VI3 +1 V13+1 V1341 1
X4 = = ey =1, = (), = =
\/E‘f—Q 1 4 4 4: X5
3
V1341 1 V13 +3 V1343 VI3+3
1 xg = = LAy =6, —— " =6+ (———"—6).
4 V13 +1 . 1 1 1
4
1 V13+3 1 V1343 3
— = —— —0. Xg = = . ag = 1. Entao, a; =1, ag=
Xg 1 \/E+3_6 4

1, ag=1, ap=6, a;=1,

Outros exemplos:
VI8 =[4:4,8], 19=[4:;2,1,3,1,2,8], 563 =1[7;3,1,3,14], /82 =19;18].

Compreenda que todos os exemplos acima sao de numeros reais algébricos.

Exemplo 9. Fragao continua simples do nimero .
Note que |7t| = |3,1415926535897932...] = 3. Logo, ay = 3.

1
=3+ 0,1415926535897932.... — =0,1415926535897932. ..

X1
1
- — 7,06251331041 ..., x; = 251331041 . ..
1= 1415926535807032 0 1= 0021331041 =740, 062513310
1 1
L — 7. = =0,06251331041 .... xo = — 15. Daf, a5 = 15.
090, =, T X2 0, 06251331041 . .. o 42

1
o 0,9965932606 . ... x3 = 1,00341838495.... x3 =1+ 0,00341838495. ..
3

1
Temos, az = 1. -~ = 0,00341838495. ... Logo, x4 = 292,535807004 ... = x4 =
4
292 + 0, 535807004 . ... Obtemos, ay = 292.
Continuando desta forma, encontramos, as =1, ag=1, ar=1, ag=2,....
A 7T3+11111111111
s, 741552924 14141525143+ 1414+,

Como também, m=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,3,1,14, .. ]

Em notacgao de fragcao continua é uma dizima nao periodica, o que configura um

numero real transcendente.
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2.5.4 Um pouco da historia dos dois mais famosos irracio-

nais transcendentes

1- Histéria do 7 (pi)

Vocé pode até nao gostar dele, mas o nimero 7, que tem até uma data come-
morativa, tem uma historia de pelo menos cinco mil anos. Como se sabe o 7, é
o numero mais famoso da histéria universal, o qual recebeu um nome préprio, um
nome grego, pois embora seja um ntmero, nao pode ser escrito com um nimero
finito de algarismos. O 7 representa a razao entre o perimetro do circulo e seu

diametro.

Antes de mais é importante focar que na histéria do 7t um dos passos fundamen-
tais, consistiu em adquirir consciéncia da constancia da razao entre o perimetro e
o diametro de qualquer circulo, pois sem esta consciéncia nunca se teria calculado
o 7t . Intmeros povos andaram a sua procura mesmo antes que chegassem a ter

consciéncia matematica.
O simbolo 7t é a designacao da palavra grega que significa perimetro.

: . . . 3 .
Em consideracao ao dia do 7t, comemorado no domingo (ﬂ’ pela notacao norte-

americana), fizemos um breve histérico de como ele veio a ser conhecido como
3, 141592653589793238462643383279502884197169 . . .

E diffcil definir com precisdo quem identificou tal relacio entre a circunferéncia
de um circulo e seu respectivo diametro, pois ha informagoes de que alguns povos ja
tinham esse conhecimento desde 2550 a.C.. A piramide de Gizé, que foi construida
entre 2550 e 2500 a.C., tem um perimetro de 1760 ctibitos ou coévados (um ctibito
possui cerca de 46 centimetros, embora, na época, fosse medido pelo comprimento
do antebrago de uma pessoa e, portanto, esse nimero variava um pouco) e uma

altura de 280 cubitos.

A relagao entre o perimetro da piramide e sua altura é o valor de 7t multiplicado
por dois. Egiptélogos acreditam que estas proporgoes foram escolhidas por razoes

simbdlicas, mas nunca saberemos ao certo.

Os primeiros indicios escritos sobre o 7 data por volta de 1900 a.C., onde os

babilonios e egipcios tinham uma ideia do valor aproximado. Precisamente, os
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A . _ 25 .
babilonios estimaram o 7t em uma relagao de 3 enquanto os egipcios chegaram a

2
um valor de —56.
81

O matematico grego Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a.C.) é considerado a
primeira pessoa a calcular o valor de pi com mais precisao. Ele partiu da ideia
de encontrar a area de dois poligonos encaixados na circunferéncia, um inscrito e
outro circunscrito, como mostra a figura abaixo. Arquimedes nao chegou ao valor
exato, mas conseguiu uma 6tima aproximacao. Ele usou poligonos de 96 lados para

encontrar um valor médio de 3, 1485.

O célculo mais preciso do 7t antes da invencao do computador foi feito por
D.F. Ferguson, que calculou o 7t com 620 digitos em 1945 (em 1874, William Shanks
calculou o pi com 707 digitos, mas somente 527 digitos estavam corretos). Depois
que os computadores entraram em cena, nao havia mais limites para calcular o
7. Em 1947, usando uma calculadora de mesa, Fergunson calculou o 7t com 710
digitos. Em 1999, Takahashi Kanada chegou a 206.158.430.000 digitos usando um
computador SR8000, da Hitachi.

O maior célculo de 7 feito até hoje, foi realizado em 2002, por uma equipe da
Universidade de Téquio. Novamente, com a ajuda de um computador Hitachi, o 7

foi calculado com 1.241.100.000.000 digitos.



Capitulo 2. O Estudo das Fragoes Continuas 31

2- O nimero e (Ndmero de Neper)

O numero e é um numero irracional mas de uma categoria diferente de V2.
Enquanto v/2 pode ser raiz de um polinémio de coeficientes inteiros, o nimero e nio

tem esta propriedade: diz-se que o niimero e é um nimero irracional transcendente.
Representa-se por e, sendo e = 2, 7182818284590452353602874 . . .

Pelas suas propriedades particulares, o niimero e tem sido usado como base de
logaritmos, embora a base 10 seja a mais usada em aplicagoes praticas. A base
de logaritmo inventada por Neper, fazia intervir o nimero e, pelo que este con-
tinua a chamar-se “nimero de Neper”e os logaritmos de base e,como logaritmos

“neperianos”ou “naturais”.

Este ntimero e é importante em quase todas as areas do conhecimento: economia,

engenharia, biologia, sociologia. O simbolo e foi usado por Fuler em 1739.

A férmula de Fuler relaciona de forma elegante estes dois nimeros irracionais

tao famosos.
Férmula de Euler: e'* = cosx + isenx e para x = 7, temos e'™ = —1

O e é o tnico nimero positivo superior a 1 cuja regiao indicada corresponde a

uma unidade de area.
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Veja outros exemplos de ntimeros reais transcendentes em notacao de fragoes de

continuas simples:

1111111111

111111111111



Capitulo 3

Aplicacoes das Fracoes Continuas

A teoria de fragoes continuas tem vasta aplicacao na resolucao de problemas e
em descobertas na Matematica. Abaixo relataremos alguns problemas utilizando a

aplicacao desta teoria.

3.1 As Fracoes Continuas e as boas aproximacgoes

Um primeiro contexto que caracteriza este tipo de situagao remonta ao século
XVI. O fisico holandés Christiaan Huygens utilizou as fragoes continuas para a cons-
trucao de instrumentos cientificos, e, em particular, elaborou um modelo reduzido
do sistema solar. Para a construcao do modelo mecanico necessitava das relagoes de
transmissao entre as engrenagens, o que permitiria reproduzir as orbitas planetarias

numa escala adequada.

Vamos reeditar o problema de determinar o modelo da érbita do planeta Saturno
em relacao ao sol. Na época de Huygens, acredita-se que o tempo necessario para o
planeta Saturno orbitar era de 29,46 anos (este valor é uma aproximagao racional
de um nimero real, que atualmente foi estabelecido como 29,43 anos).

Para modelar este sistema faz-se uso de duas engrenagens, uma com “x”dentes

Wy

X
e a outra com “yYy”, de modo que — = 29,43. Veja a ilustracao abaixo:

33
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Huygens elaborou algumas aproximagoes racionais para a razao 29, 43, tendo obtido:
29 59 206
1727 7

Este ultimo valor permitiu uma escolha de engrenagens com 7 e 206 dentes,

relacionada com aspectos praticos, pois é dificil utilizar engrenagens com um nimero

muito pequeno ou muito grande de dentes.

Para verificar como Huygens obteve estes valores, utilizaremos o procedimento

aritmético. O 1° convergente é dado por ¢y = ap = 29. O 2° convergente é dado

1 1 1 59
= — ind =2940,43=294+ —— =29+ - = — = 29,5.
por ¢c; = ag + o ou alnda, Cp + 0, + 2.32558 + 5 5 ,
1
Ja o 3° te: = S To R — o N H
a0 convergente: Co ag + 1 + 2.32558 + 21032558
a; +—
1 206 ®
2+ -
3
. , _ 2737
Se fossemos determinar o 4° convergente teriamos como resultado a fragao 93

uma aproximacao melhor que as anteriores, mas que resulta em nimeros de dentes

impraticaveis.

A situacao anterior ilustra de modo simples os motivos pelos quais as Fragoes
Continuas representam a melhor aproximacao de ntiimeros irracionais em situagoes
praticas, assim como representa uma alternativa para iniciar uma exposicao didatica

deste assunto.

3.2 O calendario Gregoriano: Uma incrivel coin-
cidéncia!

Beskin(1987) relembra um velho manual de cosmografia onde ha a citagao “La-

mentavelmente, o ano nao ¢ igual a um nimero inteiro de dias ”, fato que suscita
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um interessante problema matematico, ligado as fragoes continuas.

O ano trépico, aquele que marca as estagoes, tem a duragao média de 1 ano
= 365 dias 5 horas 48 minutos e 46 segundos = 365,242199 dias. O calendério
Juliano, estabelecido em 45 a.C., considera a aproximacao 1 ano = 365 dias 6 horas
= 365, 25 dias, ou seja, tinha uma diferenca de cerca de 11 minutos. Esta diferenca

de 11 minutos, em cem anos, causava um desvio de 18h 43min 20s.

Esta aproximacao causa um problema: as estagoes reais haviam retrocedido
treze dias em relacao ao calendario Juliano. Em 1582, o papa Gregorio I1I convocou
matematicos e astronomos para resolver este problema. Desde 45 a.C. até 1582, se
passaram 1627 anos, sendo o desvio acumulado desde entao de 12 dias 16h 36min

38s

Para tal, principiou-se em se calcular o desvio proporcionado para um dia. Se
em 1 ano o desvio é de 11min 14s (674s), entao 1 dia = 24h = 1440min = 86400s
proporciona um desvio dado por: 86400s -~ 674s = 128,19 anos. Assim, ocorre um
desvio de 128 anos para cada dia, ou ainda, de cerca de 3 dias em cada 400 anos.
Este encaminhamento proporcionou uma pequena alteracao na intercalagao de trés

anos de 365 e um ano de 366 dias do calendéario Juliano.

Para retirar estes trés dias, a regra foi inroduzir o ano bissexto, que era aquele
dado pela seguinte regra: os multiplos de 100 deixariam de ser bissextos, exceto

pelos multiplos de 400.

Enquanto a duragao média do ano Juliano era de 365 dias 6h, com a retirada de

97
trés dias do calendario Gregoriano, o valor passou a ser 365@ dias = 365, 242500
dias = 365 dias 5 horas 49 min 12 s. O que ainda causa uma diferenca de cerca de

26 segundos do valor real.

A duragao média de 1 ano = 365 dias 5 horas 48 min 46 s = 365, 242199 dias.
_ [ 5h48mind6s 20926 10463
A fragao - = = )
dia 86400 43200

A fragao continua correspondente a 1 ano = 365 dias Shoras 48min 46s =

(365;4,7,1,3,5,64].

i) O 1° convergente é 365 dias.

1
ii) O 2° convergente é dado por: 365Z—ldias, propria do calendario Juliano.
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7
iii) O 3° convergente é dado por: 365—1 = 3652—9, ou seja, 7 anos bissextos a
4 4 -
cada 29 anos.
8
iv) O 4° convergente é dado por: 365—1 = 365£dias, ou seja, 8 anos
4 4 — 7
7+ 1
bissextos a cada 33 anos.
) 1 31 . .
v) O 5° convergente é dado por: 365 T = 365ﬁgdlas, 31 anos bis-
At
Tl
3

sextos a cada 128 anos, o que representa, aproximadamente, 97 anos bissextos

em 400 anos do calendario.

3.3 Aplicacoes na Algebra - Radicais

A principal proposta deste trabalho é apresentar uma forma interessante de
representar os numeros irracionais a partir dos nimeros racionais conforme as de-

finigoes das fracoes continuas.
Expressar v/2 como uma fracdo continua.

Como 2 = 1% + 1, veja [2.5.3], entao

V2—1= (\/5_1)(\/5—'_1) = 2—1 = L obtemos
V2+1 V24+141—1 24vV2—1
1 1 1
V2—1= = = .Logo
_ 1 1 ’
24V2—-1 o, 1 5
24v2—-1 L 1
24++2—-1
1 111
V2 =1+ i =1+=- - = =[1;2]
91 242424,
1
24+ ——

2+
Expressar v/18 como uma fra¢ao continua.

Como /18 = 4% + 2, seguindo o mesmo raciocinio, encontramos:
2
V 1 == 4 = 4 — - = =
* 2 +8+8+8+8+...
8+ ———

{4 -
+8+.
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Neste caso, conseguimos transformar esta fracao continua numa fragao continua
simples, pois b = 2 divide 2a = 8, veja [2.5.3]. Para isto, basta dividir numerador
e denominador de algumas fragoes intermediarias por b. Assim,

=2 (2 2 =2 (2 2
VIS =4+ -—¢- - —< - =
+_+2{8+8++2{8+8+m}}
2/2 2/2 2/2 2/2 2/2 111111 S

VIS =4+ — =44+- - - = = = = [4;4, 8].
+8/2+ 8 +8/2, 8 +8/2 _+4+8+4+8+4+8+m 144,8]

Expressar /13 como uma fra¢ao continua.

Como podemos escrever 13 = 3% + 4, entdo

Vg WIB-3)(VI3+3)  13-9 4
V13 +3 VI3+3+3—3 6+/13—3

Seguindo o raciocinio anterior, obtemos: V13 =34+ - - - -
6+6+6+6+..

Neste caso, nao conseguimos transformar esta fragao continua numa fracao

continua simples, pois b = 4 nao divide 2a = 6.
Expressar v/6 como uma fracdo continua.

Analogamente, podemos escrever 6 = 2% + 2 e, assim, obtemos:
2 22 2 2 2/2 2/2 2/2 2/2 2/2
Y L LL2/2 2/2 2/2 2/2 22

1111
Avdsdcdcdr. T 4/2 4 1 4/2, 4 44/2, T 1,2,
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3.4 Aplicacao na Fisica - Resistores

Considere o circuito elétrico misto de resisténcias R = 1. Lembrando que, se Ry e
R, sao resisténcias em série entao a resisténcia equivalente R, = R; + Ry e se Ry e Ry
. : . -1 1 1 . .
sao resisténcias em paralelo entao: — = — + —, queremos calcular a resisténcia
Re Ri Re
equivalente do circuito para um nimero extremamente grande de linhas. Seja R,, a

resisténcia equivalente do circuito a esquerda da Linha n.

Depois de alguns célculos, por indugao, teremos que

1

Rhn=24+———.
" +1+Rn71

Logo, fazendo n tender ao infinito, a resisténcia equivalente do circuito se apro-
ximara da fracao continua simples dada por [2;1,2,1,2,1,...], tal fracao continua
tem a sequéncia de seus convergentes tendendo a 1 + /3. Portanto, a resisténcia

equivalente do circuito serd aproximadamente 1 4+ v/3.

As Fragoes Continuas representam uma das possibilidades de abordar signifi-
cativamente os numeros irracionais no ciclo basico: um ntimero é irracional se a
representacao em forma de fracao continua for infinita. Caso a representacao seja

finita, o nimero é racional.

Esta forma de abordagem elimina a circularidade na representacao dos nimeros
reais, delimitando os aspectos finitos e infinitos, exatos e aproximados, discretos e
continuo, de forma simples e envolvendo conteidos acessiveis aos alunos do ciclo

basico.

Por todas essas razoes, entendemos que as atividades que desenvolvemos no

decorrer desse trabalho muito irao contribuir para nossa formagcao cientifica.



Consideracoes Finais

A utilizacao da historia da Matematica na abordagem dos conteudos se torna
interessante e necessaria quando o aluno procura entender os processos de desen-
volvimentos e operacoes relacionadas a disciplina. Mais interessante ainda se torna,
quando sao utilizadas as tecnologias como recursos para o processo de ensino apren-
dizado. Nao pode ser esquecido que a resolugao de problemas facilita a compreensao

dos alunos e a sua utilizagao no cotidiano.

Assim, todos tém a necessidade de adquirir algumas habilidades basicas para
o convivio e compreensao da realidade que nos cerca. Essas habilidades serao ad-
quiridas a partir do momento em que a disciplina for vista com menos temor e a
consciéncia da importancia da mesma para a facilidade na vida de todos. Procurar
contextualizar os conteidos para que faga sentido para os alunos é de extrema im-
portancia, pois é muito melhor conseguirmos assimilar um conteido que faz parte

da nossa realidade a outro que nao tem nenhum sentido em nossa vida.

Com esse trabalho esperamos facilitar os estudos daqueles que se interessarem
por fragdes continuas, pois procuramos mostrar o assunto com véarios exemplos.
Com isso, pretendemos chamar a atengao, principalmente de professores do en-
sino médio, onde o assunto é quase desconhecido, para que informem aos seus
alunos. A representacao de um ntmero real x por decimais tem algumas vanta-
gens indiscutiveis como, por exemplo, sua praticidade para efetuar calculos. No
entanto, essa forma de representacao envolve a escolha arbitraria da base 10 e

freqiientemente pode ocultar aproximagoes racionais muito mais eficientes do que

22 1 314
1 ibe. P 1 desigualdad —— | < == ——
aquelas que exibe. Por exemplo, as desigualdades |7t - ‘ < =00 < |7 100l €
355 1 3141592 22 355
T mostram que — e —— sao melhores apro-

— < <M= ——
113 3000000 1000000 7 113
ximagoes de 7t que aproximacoes decimais com denominadores muito maiores.
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As fragoes continuas representam meios de representar niimeros reais que fornece

aproximacoes racionais surpreendentemente boas, como ilustram os exemplos acima.

A representacao de numeros reais por fragbes continuas permite-nos vislumbrar
aspectos da natureza dos nimeros reais que nao se revelam quando se emprega a
representacao decimal. Junta-se a isso o fato deste tema relacionar-se com diversos
ramos da matematica, propiciando aqueles que se dedicam ao seu estudo o em-
prego de uma gama variada de técnicas de demonstracao de teoremas e resolucao

de problemas.

Para conseguirmos a melhoria da qualidade do processo de ensino-aprendizagem
em relacao a matematica, é necessario que profissionais e interessados na educagao
procurem observar todas as disciplinas existentes nos curriculos da Educacao Basica,
bem como analisar o que vem acontecendo no processo de ensino aprendizagem, no
qual os alunos nao conseguem absorver todos os conteudos de forma satisfatéria.
Sabemos que precisamos da Matematica nao s6 em nossa vida escolar, mas também

no aspecto profissional e no cotidiano.



Referéncias Bibliograficas

8]

[9]

ANDRADE, Eliane  Xavier = Linhares  de; BRACCIALI,  Cleonice
Fatima. Fragoes  Continuas: Algumas  propriedades e  aplicacoes.

http://www.bienasbm.ufba.br/MC34.pdf. Acesso em: 04/01/2013.

BROLEZZI,A.C. A Tensdao entre o Discreto e Continuo na Histéria da Matemdtica
e no Ensino da Matemdtica. 1996. Tese(Doutorado em Educacao), Universidade de

Sao Paulo, Sao Paulo.

LEQUAIN,Y. Aproximacao de um nimero real por nimeros racionais, 19° Coldquio

Brasileiro de Matemadtica, IMPA, 1993.
Medeiros. Jozan.- Uma abordagem de ensino dos nimeros reais/manuscritos],2011.

POMMER, Wagner Marcelo. A Construcdo de significados dos niumeros irracio-
nais no ensino bdasico: Proposta de abordagem envolvendo os eizos constituintes dos
nimeros reais. 2012. Tese(Doutorado em Educagdo)- Faculdade de Educagdo, Uni-

versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2012.

POMMER.Wagner Marcelo. Semindrios de Ensino de Matemdtica/ SEMA- FEUSP.

Coordenacgao: Prof.Dr.Nilson José Machado.

SANTOS: Joabe Oliveira, CAMARA ,Marcos Anténio da. Expansao de funcoes
em fragoes continuas. Faculdade de Matematica, Famat, UFU, 38.408-100,
Uberlandia,MG.

SILVA ,Vinicius Carvalho. Fracoes Continuas e Aplicagoes. UEMS- Unidade Univer-
sitaria de Cassilandia-2010.

SILVA, José Carlos Ramos da. O Estatuto das Fragcoes Continuas.

41



